AJiropuTMu 1 CIrpyKType IoJaTaKa

Mamepujan ca npedasarsa

Muompar 2Kuskosuh
e-Mamii: ezivkovm@matf.bg.ac.rs
YPJI: www.matf.bg.ac.rs/~ezivkovm

Becuna Mapurkosuh
e-MauiI: vesnap@matf.bg.ac.rs
YPJI: www.matf.bg.ac.rs/~vesnap
Maremarnuku ¢akyarer, beorpan


ezivkovm@matf.bg.ac.rs
www.matf.bg.ac.rs/~ezivkovm
vesnap@matf.bg.ac.rs
www.matf.bg.ac.rs/~vesnap

Ayropu:
npod. ap Muonpar ZKuskosuh, peaosun npodecop Maremarundkor dgpakyarera

y Beorpany
ap Becna Mapuukosuh, monenr Maremaruukor dakynrera y beorpamy

AJITOPUTMU U CTPYKTVYPE ITIOJJATAKA

Csa npasa 3aapxkana. Hujeman 1eo oBor Marepujajia He MOXKe OUTH DPEerpoiyKOBaH
HUATYU CMEILITEH y CUCTEM 3a IIPETPAKUBAHE WU TPAHCMUTOBabE y OUI0 KOM 00JIMKY,
€JIEKTPOHCKU, MeXaHU4KH, (DOTOKOLUPAILEM, CMAEHhEM WJIM HA JPYyI'd Ha4duH, 6e3

IIPEeTXOJHe MICMEHe T03BOJIE ayTOopa.



Cappxaj

1.2 AmropuT™m| . . .. .o Lo
[1.3  CopTHPAbE YMETAIBEM| « . « o v v v v v e e v e e e e e
I1.4  AHaau3a ajrOPUTAMA] . . v v v v v e e e e e e e e e
1.5 KomcTpyknumja aaropuramMa IPUMEHOM pa3Iaramal. . . . . . . .
1.6 Amajmsa ajropmraMa 3aCHOBAHWX HA PA3JATABY| . . . . . . . .
[1.7  Bagamm 3a BEXKOY[ . . - . . . ..o

2

CTpyKType nojaraka)

2.1 IlpuMuTHUBHE CTPYKTYPE MOTATAKA] - .« « « « « « v v o v v v o
22 CreK M Peli] . . . . o o o i e e e e e e e e

..............................
2.11 3amamm 38 BEKOY[ . - - « . . . .o i o e

CopTupame|

..............................

[3.2  CopTupamme pa3BpCTABAEM| . . . . . . o v v v o e L
[3.3 Coprupame pasiapajamem (KBuK cOpT)| . . . . . o v oo ...
3.4 Jloma rpaHnIia CI0XKEHOCTH 33 COPTHPAE] . . . . . . . . . . . .
B:5  3amamm 3a BEXKOY[ . . - . .. ... oo

AHajan3a aJgropuramMal

f YBOI . . « « o o o e e e e e e e e e e
4.2 Acmmnrorcka ozHaka O . . . .. ...
4.3 DBpemeHcKa ¥ IPOCTOPHA CJIOMKEHOCT| . .« « v « v v v v v v v o o .

3

25
25
27
30
35
38
43
48
52
95
62
63

69
69
72
73
7
79



Canapkaj 4

4.4  Cymumpame|. . . . . . . .. .. 85

@5 Mudepennme jemnaumne . . . . . . ... 89
A6 Bamamm 3a BEsKOY| . . . . . .. 95

|5 I"'pachoBcku anropurmuy| 97
5.1 O6wmacum rpacdoBal. . . . . . . . .o 98
B2 Bamamm 3a BEKOY| . . - - . .. e 109

|6 _AnaropuraMcke cTpareruje| 111

6.1 JTOPATMU IPYOE CHJIE| . . « « o o o e e e e e e e e 111
6.2 Tloxmemnwm agropuT™m| . . . . . . .. ..o 113
6.3 AnropuTMm 3aCHOBAHHM HA PABJIATAIY|. « « « « « o ¢ o o o v o o 118
6.4 llperpara ca BpahameMm| . . . . . . .. ... ... ..., 134
|7 I'eHepucarbe KOMOMHATOPHUX 0DjeKaTa| 153
7.1 VBOA|. . . . . . 153

[7.2 llopckynosu m maprummje] . . . . . . ... 155
[73 KoMbubammje] . . . . . v v v v i e 158
[(.4 llepmyranmjel . . . . . .. ..o 159
[75 Bamamm 3a BEsKOY| . . - - o o o o e e e e e 159

8 'I'pakeme peun y TEKCT 165
BI Bamamm 38 BEKOY| . - - v« v v e e e e 170
9 AjgropuTMm HyMepHdYKe ONTHMMR3allnje| 171
9.1 W3pauyyHnaBatbe BPEAHOCTH HOJUHOME| . . « « « o v v v v v o o . . 171
9.2 Jlarpam>KOB MHTEPNIOJAITMOHN TTOJUHOM| . . . . . . . . . . . . . . 172
9.3 [lpubau>kHO permaBame JeIHAUUHA] . . . . . . - o o . . ... .. 174

) D D 179



[nasa 1

YBop,

1.1 VYsop

Cspxa oBor 1orias/ba (Bujeru ysoauu Jeo kKiure [1]) je yBon y Hauun pasmuiu-
JbaHa, TPUINKOM KOHCTPYKIIHje U aHamu3e ajroputama. bulie mpuka3zan Haunn
cnerudunupama aJIropuTaMa, IB€ OCHOBHE CTPATEruje 3a KOHCTPYKIH]Y aJl-
ropuTaMa W HEeKe OCHOBHE Wjeje KOje ce KOPUCTe MPU AHAIU3U AJTOPUTAMA,
OJIHOCHO JI0KA3WBaby KOPEKTHOCTU AJTOPUTAMA.

JlBa ajpropurtma kKoju he OuTw MpUKA3aHU PEIABajy MPOOJEM COPTHDAFHA
(ypehuBamwa y neonazajyhem noperky) maror uusa oj n OpojeBa. Ajiropurmu
ce m3y1aXKy y OOJIMKY IICEey/IOKOa, KOji, MaKO Ce He MOXKE [TMPEKTHO IPEBECTH
y OWJI0 KOju CTAHJAPIHU MPOrPAMCKH jJE3WK, OIHCYje CTPYKTYPYy AJITOPUTMA
JIOBOJbHO jacHO, TAaKO N1a TIPOrpamMep MOKe Ja Ta peajn3yje Ha MpPorpaMCcKOM
je3uky mo cBoM m36opy. [Ipukasyjy ce ajropuram COpTUparha yMETAHEM, KOjU
KOPHCTH WHKPEMEHTAJHU TPUCTYI, U COPTUPAHE 00jeINbaBABEM, AJITOPUTAM
KOju KOPUCTH H/Ie]y pa3iarama (nopenu-na-sianaj, divide-and-conquer). Mako
BpeMe 1oTpeOHO 3a U3BPIIABAGE OBA JABA AJITOPUTMA PacTe ca n, Op3uHe pacra
Tux Bpemena uucy ucre. OapenulieMo BpeMeHa n3BpIABAKHa OBUX AJITOPUTAMA,
7 YIIO3HATH Ce Ca KOPWCHOM HOTAIIMjOM 33 FhbHUXOBO M3PaKaBarbe.

1.2 Anropntmn

Hedopmagno, asropmram je mpenusno aedWHUCAHA MPOIEIYpa U3PAIyHA-
Bama, Koja, mosiazehin o HeKe BPEIHOCTH WMJIM CKYIIa, BPETHOCTH KO yJiasa,
MPOU3BOM HEKY BPEIHOCT, WU CKYIl BPEIHOCTH, KA0 M3JIa3.

Asnropuram Takohe MOXKEMO TOCMATPATH KA0 CPEJICTBO 3a PENTaBame MPeln-
30 gedunucanor (padyHnapckor) npobiema. I[locraBka npobsema npenusupa
JKeJbeHU OJIHOC M3J1a3a ca yaa3oM. AJropuraM Omucyje Crerujansny mporeaypy
“3padyHaBamba KOJOM Ce IOCTHUXKE 2KEJbEHU OHOC M3J1a3a CA YIa30M.

Ha mpumep, uHeka je morpebuno mopeharu dmanoBe gaTor Hu3a OpojeBa TaKO
na gnme Heomamajyhm mam3. Ha oBaj mpobiem ce decTo HamIasw; OH MOXKE Ja
MOC/Iy2KK Kao 10o0pa mozjora 3a yBoheme MHOIMX CTaHJIAPJAHUX TEXHUKA 34
KOHCTPYKIMjy n anann3dy. Popmanno ce mpobieM copTupama neduHHUIIE HA
ciaenehu nHaun:

Vaas: Hus 6pojesa (a1, as,...,a,).
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1.2. Aaropmrvmn

W3znas: [epuyrammja (a),ab, . .., al,) ynassor Hu3a taksa 1a je a) < ah <
-<al.

Ha upumep, 3a naru uus (31,41, 59,26,41, 58) asropuram coprupamba Kao
n3nas naje uu3 (26,31,41,41,58,59). CBaku oBakap yJa3HW HWU3 30BE Ce WH-
craHOa mpoO/IeMa COPTHUPAa. YOIIITe, MHCTAHIy mpobJjiema 49uHW yiia3
(koju 3a/10B0/bABA CBA OrpAHMYEHHA KOja porcTUdy 13 hopmysalmje npobiema)
HEOIXO/IaH 1a OM ce m3padyHaJIo pernemne mpobieMa.

Coprupame je dyniamenTasna onepanuja (MHOIM IIPOIPAMU je KOPUCTE
kao mehykopak), na je 36or rora passujed Besuku 0poj 100puX ajropurama
3a coprupame. Koju anropuram je HajOO/bU 33 KOHKPETHY TMPUMEHY 3aBUCH,
TOpe 1, OCTAJIOT, OJI:

e JyXKWHE HU3a KOju Tpeda cCOpTUpaTH,
e Moryhux orpaHudera 3a 4JIaHOBE HU3a,
® OJ TOra y KOjOj Cy M€pHU YJIAHOBU HI3a Bell COpTUpAHH,

e rtuna ypehaja y kome je Hu3 cmennren (olepaTuBHa MEMOPH]ja, [IUCK, . . .).

Kazke ce ga je ajnropuram KOpeKTaH ako 32 Ce 33 CBAKY HHCTAHILY 3aBPIIaBa
ca TauHnM m3ga30M. Taga KaykeMo Ja ajJropuTaM periaBa JIaTH TpoOJeM.

Agnropuram Moxke 6uTH crienuUIMPaH Ha, CPIICKOM je3UKY, KAO PadyHAPCKU
MporpaM, Uju 9aKk Kao mpojekar ypehaja koju ra m3Bpmrasa. Jenwnu 3aXTeB je
Ja creruduKaInja Mopa 1a 06e30e1u MPenu3aH OMKUC IPOIeaype H3padyHaBamba.

Copruparme, HapaBHO, HUje jeIMHU TPODJIEM 3a Yhje PEIIaBAbEe Cy PA3BUjEHI
anropurmu. HaBonumo npumepe npobsiema Koju ce pemiaBajy ajropuTMuMa;

e Jeman on 1Mu/bEBA MPYYaBaHA JEYJACKOT TEHOMA j€ MICHTU(DUKAIN]A CBUX
oko 100000 rena y spyackoj JITHK, ogpehuBame pemociiena 0kO Tpu MUuju-
japze 6a3amx maposa Koju umHe jbyacky JJHK, cumerrrame Tiux nadopMa-
npja y Oasze mojaraka, ¥ pasBUjarbe ajaara 3a aHajau3y nojaraka. CBaku
o7l TUX KOpaka 3axreBa coducruiupane aaropurme. lub je mocrusame
yIITEea y YTPOIIIEHOM BPEMEHY, U 33 JbyJ€e U padyHape, Kao U J00ujame
IIITO BUINE MMOJATAKA.

e Murepruer omoryhyje /byamma IIEPOM CBeTa Ja ce Op30 MOBE3yjy W 1a
MIpOHAaJa3€e BeJMKe KOIudnHe rnmofaraka. [IpobiemMu Koje mpu Tome Tpeda
peIaBaTh Cy MpoHAJIarKeme N0OpUX MyTeBa KojuM he momamny 6utu ycme-
peHun, Kao u ynorpeda MpeTpakKuBada 3a Op30 MPOHAJIAKEHHE CTPAHUIA
Ha, KOjUMa Ce KejbeHa MHGOPMAINja HANA3H.

e Enexrpomncka TproBuaa omoryhyje ma ce poba u ycayre pa3memyjy emek-
TpoHcku. [Ipu ToMe je on cymTuHCKOr 3HAYaja 6e30€IHO YyBaFhe MOTATAKA
Kao IITO Cy OpPOjeBU KPEIUTHUX KAPTHIIA, JIOZMHKE U OPOjeBr OAHKOBHUX
padyHa. AropurMmu 3a M poBame ca jABHUM KJ/byIeM U JUTUTAJIHA [TOT-
MMUCH KOjU ce 3a Te moTpede KOPHUCTe 3aCHUBAjy Ce HA HyMEPUYKUM aJro-
puTMEMa U Teopuju OpojeBa.
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1.2.1 EdwmkacHoct anropurama

IIpernocTaBuMO Ha TpeHyTaK Ja Cy padyHapu OECKOHAYHO Op3m m Ja je
MeMopuja beciiaria. Jda au 6u raga 6uiio norpebe J1a ce mpoydaBajy aJropuTMu’?
OuaroBop je - ma, y HajMamwy PyKy 3aT0 HITO Tpeba J0KA3aTU /1A Ce HALI METO
pelaBarma 3aBpInaBa (3ayCTaB/ba) U Ja 1aje KOPEKTAH OJr0BOD.

Ako 6u pauyHapu Omim 6ECKOHAYHO Op3u, OMJI0 KOju KOPEKTaH METOJ 33
pemraBame mpobiema 6mo 6um mpuxBarhuB. U masbe Ou MOCTOjao 3axTeB 1a je
peanm3saimja ajaropurma 100pa, OSHOCHO J00PO JTOKYMEHTOBAHA, aju Ou ce o-
omuHOo Mehy meromuma Oupao OHAj YMja je peasu3allija HajjeTHOCTABHU]A.

Y crBapHOCcTH, padyHapu jecy 6p3u, anu we HGeckonadno 6p3u. Memopuja
Moxke buru jedruna, anu Huje becraraa. 3000 TOra aJIropuTMU MOPajy OuTu
eduKaCHN y MOTJIey TMOTPEOHOT BPEMEHA W MEMOPHjCKOT TTPOCTOPA.

AsnropurMu HaMemEHU pelaBamy UCTOT MPODIeMa 9eCTO Ce APACTHIHO Pa3-
JIUKY]y y norsiety edpukacHOCTH. ¥ HACTABKY eMO Pa3MOTPUTH /IBA AJITOPUTMA
3a coprupame. Tpajame W3BPINaBamka MPBOT O (bUX — COPTHPamka yMera-
BeM je cin? ako ce COpTHpa HH3 JyXKHHE 7, IJe je ¢; KOHCTAHTa Koja He
3aBucH of n. JpyTUM pedmMa, yTPOIIEHO BpeMe MPOIOPIHOHAJIHO je ca n2.
Tpajame u3BpIIABaHA APYror aIrOpuTMa, COPTUPamka objenmbaBameM, je
canlogn, e je logn = log, n, a ca je Apyra KOHCTaHTa, KOja Takohe He 3aBUCH
o1 n. OO6UYHO je KOHCTAHTA 33 COPTUPAIE yMETABEM Matba OJ KOHCTaHTE 33,
COpPTHUPAE 00jeMmbaBaAbEeM, OJHOCHO ¢ < Co. Bugehemo ma xoncrantau dax-
TOPYU MHOTO MAlbe yTUYIy HA BPEME H3BPINABAaMKba HErO O0JWK 3aBUCHOCTH O
BeIMYMHE ysia3a n. ¥ u3paldy KO COPTHPAama 00jeInmbaBambeM UMaMo (hakTop
logn, a xKom coprupama yMmerameMm (PakTop n, Koju je muOoro Behm. Mako je
COPTHUPAHE yMeTameM OOUIHO OpzKe Of COPTUPAHA 00jeIUHAaBABEM 33 HI30BE
Majie Iy KWHe, KaJ BeJIUYNHa yjIa3a 7 TMOCTAHE IOBOJFHO BEJIUKA, MPEITHOCT
COpTHpama 00jeJubaBambeM ¥ OHOCY log n/n TOBObHA je Ja KOMIIEH3Yje DA3IINKY
y KOHCTaHTHUM (hpakTopuMa. KoamKo rox ¢y Ouio mame 01 ¢2, yBeK he mocrojarn
rpaHUYHA BPEIHOCT N, TOCIe Koje he copTupame objequibaBambeM OUTH OpIKe.

IIpernocrasumo ma xohiemo ga ymopeammo Opzku padyHap A Ha KoMme ce
W3BPIIaBa COPTUPAE YMETAWEM U CIOPUjU padyHap B Ha KoMme ce m3BpIiaBa
coprupame objeaumbasamem. O6a padyHapa Tpeba j1a COPTUPA]Y HU3 Ol MUJIHOH
opojesa. Heka pauynap A usspiuaba MuiIMjaply ole€panyja y CeKyHIH, a pa-
qyHap B caMo jiecer MUJIMOHA Ollepalnja y CeKyH/IU, OJHOCHO Ja je padynap A
100 myTa Op:xu o pauayunapa B. IIpermocraBuMo mopes Tora, 1a jeé HajBenTHju
MpPOrpaMep Ha CBETY HAMMKMCAO MPOrPAM 33 COPTUPAHE YMETAHEM HA MAITHHCKOM
jesuKy 3a pauyHap A, Tako Ja J0OUjeHH IporpaM M3BpIIABA 2n° MHCTPYKIIU]a,
upu coprupaby Hu3a ayxute n (oaHocHo ¢ = 2). C apyre crpane, nporpam
3a copTHpame 00je/MbaBabe 33 padyHap B Hamucao je ocpelbu nporpamep
Ha BUCOKOM je3WKy, Kopucrehin meedwKacHU MPEBOIUIAL, TAKO 1a JIO0OWjeHU
mporpam usspiasa 50n log n uucrpykuumja (oguocHo ¢o = 50). 3a coprupaibe
MUJIUOH OpojeBa pauyHapy A morpebHO je

2 - (105)%instrukcija
109%instrukcija/sec

= 2000sec,

JIOK je pauyHapy B moTpebHO

50 - 10° log 10%instrukcija

=~ 100sec.
107instrukcija/sec sece
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Kopucrehu anropuram duje Bpeme W3BPIIABAIHA CIIOPHje pACTe ca N, IaK
¥ ca JOMMjuM mpeBojauoneM, padynap B je Opxu 20 myra ox padynapa A.
[IpenurocT copTupama 00jeInmhaABAEM TIOCTAje jOIT 3HAUAJHU]A KA1a, Ce COPTUPA,
JeceT MUJIMOHA OpojeBa: Taja je 3a COpTHUparse 00jequmaBameM MOTpeOHO 2.3
JaHa, & COPTUpame 00jeInibaBambeM 3aBPINaBa, ce mocae Mame o1 20 min. Yorr-
1ITe, ca MOPACTOM BeJIMYUHE HU3A PACTe MPEJTHOCT COPTUPAHha 00]6IHHABAHEM.

1.3 Coprupame ymerarbem

CopTupame ymerameM je epukacad ajaropuraM 3a COpTUparbe Majiaor 0poja
enemenara. Ajropuram pagu Ha HAYWH Ha KOju Behwwa jpynm peha y pyiwu
KapTe 3a urpame. 3arnounmbeMo ca MPAa3HOM JeBOM DYKOM M HEKOJIMKO KapaTa
HA CTOJY, OKPEHYTHUX JIUIEM Ha J0Jie. 3aTUM y3UMaMO jeJHY MO jeJHy KapTy
ca crosa u ymehemo je Ha IBeHO MECTO y JIEBO] PYIIH, Kao IIITO je TO IPUKAZAHO
Ha cuim 1. Y CBAaKOM TPEHYTKY Cy KapTe y JeBOj Pylu mopehaHe 1o BeJnInHu
(copTupane); ipu TOME Cy TO Kapre Koje Cy Ouje Ha BpXy FOMEJE KapaTa Ha
CTOIY.

T il{:mﬁ;'---"ﬁ -;}.' i Y
T -.
.--""-n-'”-- :._;-"___. _i\'\y:fjr- IIll
f;"'“-.iﬁ"-f.-’i”"'_r_-; ]
NV | [ 38/
- /\ L
f =X o z‘# i'iﬁ-

Cnuka 1.1: Coprupame Kapara MPUMEHOM COPTUPAHA YMETAHEM

Asiropuram ce MOXKe OIHMCATH CEYAOKOAOM. YIIa3HU HAPAMETPH AJITOPUTMA,
cy un3 A Koju Tpeba copruparuw, u n — AyXKuHa HuU3a A. Yia3uu HU3 ce
coprupa y MecTy: OpOjeBH Ce TPEMEITajy y OKBUDY Hu3a A, mpu demy ce
HajBUIE KOHCTAHTAH OPOj HbUX 3aMKCYyje BAH HU3A Yy CBAKOM TPEHYTKY. ¥ Tpe-
HYTKY 3aBpIIETKA aJirOpuTMa HU3 A CaapKu COPTUPAHU W3JIA3HU HUB.

SortiranjeUmetanjem(A,n)
1 for j + 2 ton do
2 t+ Alj)
{ymernytu A[j] y coprupanm muz A[l..j — 1]}
14—j5—1
while i > 0 and A[i] >t do
Ali + 1] < A[f]
141—1
Ali+1] «t

0 ~J O Ut s W
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1.3.1 WHBapmjaHTa net/be n AoKa3 KOPEKTHOCTU COPTUPaAHLA
yMeTatbeMm

Ha C.HI/IL[I/IHpI/IKaBaHOje Kako ajroputam paju 3aau3 A = (5,2,4,6, 1, 3).
WNunexc j je mugekc "tekyhe xapre”, Kapre Koja ce TpeHYTHO ywmelie y JjieBy
pyky. Ha moderky cBakor mposacka Kpo3 ”crnosparimy”’ for mermy, Kojoj om-
roeapa mHzekc j, mogau3 A[l..j—1] ogroeapa kaprama Koje ce TPEHYTHO HAJIA3€e
y 71eBoj pymu, a enementn A[j + 1..n] oaroeapajy kaprama Koje ce jour Hauase
Ha ctony. Ipenusuuje, esementn A[l..j — 1] cy ycTBapm ejeMeHTH KOju Cy ce
Ha MOYeTKy HaJa3ujn Ha mo3uimjama of 1 mo j — 1, anu cy cazma mopehanm
1o Besmvunu. 3a Ty ocobuny noxnusa A[l..j — 1] kaxkemo Ja je nHBapujaHTa
nerJbe.

Ha nouerky cBakor mposacka kpo3 for mermy y awmaujama 1 — 8 moamus
AJl..j—1] cacroju ce oz esleMeHaTa KOju €y Ha TOYeTKy 6mnan y noxunsy A[l..j—
1], asmn y Heomnazmajyhiem moperky.

Cimka 1.2: Pesysrar npumene asnropurma SortiranjeUmetanjem na au3 A =
(5,2,4,6,1,3). (a)-(e) Urepannje for merme 3 auumja 1—8. Y cBakoj nrepanm-
jW pHY KBapar caapxku 6poj y3er u3 A[j], koju ce ynopelyje ca BpegrocTrma
73 CUBHUX KBaJpara JieBo o cebe y quuuju 5. CuBe cTpesuie mokasyjy Opojese
KOjH Cy TIOMEpPeHH 3a jeJTHO MECTO YAECHO y JUHUjH 6, a IIPHA CTPeInIla TOKa3yje
rue je 6poj npenucan y aunuju 8. (f) Coprupanu Hu3 Ha Kpajy.

MuBapujanTa meTsbe HaM TOMayke JTa CXBATUMO 3aITO je aJITOPUTAM KOPEKTAH.
V Be3u ca MHBAPUjAHTOM TET/he Tpebda a JTOKAXKEeMO TPU CTBAPH:

Nuannumjanuszanuja: Tepheme je TauHo mpe mpBOr TPOJTACKa KPO3 MET/BY .

OapxxkaBame: Ako je TBpljeme Ta4HO Tpe MpoJiacka Kpo3 TeT/by, OHIA je
TAQYHO U TIpe HApEJIHOT IIPOJacKa Kpo3 MeTbY.

3asprinerak: [1o 3aBpineTky meT/be TAYHOCT WHBAPUJAHTE MET/hE MMa 33, TOC-
JIeJIUILy TBpPDEIe U3 KOra CJIEH J1a je ajJropuTaM KOPEKTaH.

Kan cy npea nBa rBpliema TauHa OHIA je WHBAPHjAHTA MET/hE TAYHA IPe
CBAKOI' TIPOJIACKA KPO3 TeTJ/by, HA OCHOBY IPUHIIUIA MATEMATUIKE WHILYKIH]e.
Tpehe TBpheme je KOHAUAH M0KA3 KOpeKTHOCTH asropurma. IlormemajmMo ose
TPU OCOOWHE Y CIIyYajy COPTHPAFHhA YMETAHEM.

Nuanimmjanusanuja: Ha noyerky Tpeba mokas3aTtu Ja je TBpheme TavHO mpe
IPBOI IPOJIACKA KPO3 nersby, kaj je j = 2. Taxa ce noguuz A[l..j — 1]
cactoju camo ox enementa A[l], Koju je ycTBapm NpBOOHTHU eJIeMEHAT



1.4.

AmHajsin3za ajsropurama 10

Al[1]. Tlopen rora, monuus je (rpuBujanuo) ypelen neonanajyhe. Ilpema
TOME, HHBAPUJaHTa II€T/be j€ TadHa IpPEe IPBOr IIPOJIACKA KPO3 MEeT/bY.

Oap>xkaBame: Caja Tpeba J0Ka3aTH /13 CBAKU HAPETHU MTPOJIA3AK KPO3 MET/bY

3a/IpyKaBa TAvYHOCT WHBAapHjaHTE MeT/be. 3ancTa, y Tesy crosbalime for
nersbe esementu Afj — 1], Alj — 2], A[j — 3], ... upemerirajy ce 1o jeaso
MECTO YJIECHO, CBe JOK ce He Habe nupaso mecro 3a A[j| (aunuje 4 — 7).
Tana ce Bpegaoct A[j] kommpa Ha TO MecTo (mHEja 8).

3aspinerak: Vcmurajmo mra ce aemasa mo 3aBpiierky mnersbe. Crosparimba,

meT/ba Ce 3aBpiraBa Kaj j mocrame Behe om m, Tj. kKax je j = n + 1.
Bamemwyjyhiu j ca n + 1 y uaBapujanTu nerspe, 100MjaMo 1a ce MOJAHU3
A[l..n] cacroju on ememenara koju cy y moverky Ommm y A[l.n], amm
y neonanajyhem moperky. Mehyrum, nomuns A[l..n] je ycrBapn meo uns3!
IIpema ToMme, 11€0 HU3 je COPTUPAH, IITO 3HAYH A je aJITOPUTAM KOPEKTaH.

1.3.2 Tceynokop,

3a crenudunupame aaTropuTMa KCKOPUCTUIIH CMO CIIEIIjaTHu HedopMaTHu
jesuk, mceymokon. HaBoaumo mHeka o mpaBuia OBOT je3WKA.

1.

1.4

VBnademe pemoBa onrosapa 670koBCKOj crpykrypu. Ha mpumep, for
merjba KOja IMOYUIbe O JuHHuje 1, cacroju ce op juHuja 2 — 8; TeJyo
while merme Koja mouMmbe y JMWHUjKU D CaApIKU JuHHjEe 6 — 7, amm He
n JguHujy 8. YBIaueme JIMHUja TPHUMeIbyje ce Ha yoOMuajeHu HAIWH U
ma if — then — else napembe. Cepxa yBraderma penoBa je moBehame
jacmohe Koma.

. Ilewpe while wu for , kao u yciosue napenbe if , then , else umajy

3Haueme cangHo Kao y [lackamy. M3yserak je ma y for mnerspu Gpojaduxa
IIPOMEHJbUBA MOCJIE MPOJIACKA KPO3 TMeT/by 3aJprKaBa CBOjy BPEIHOCT.
Tako, kan ce for newwa u3 sunuje 1 (for j < 2 to n do ) zaspuiu,
o6uhe j =n + 1.

. Texcr y BuTHUaCTUM 3arpagaMa je KOMEHTap.

. Ynan HHW3a O3HAYaBa Ce AJ0JaBabeM HWHAEKCA Yy YTJIaCTUM 3arpajgaMa.

Ha npumep, A[i] je i-tu unan nuza A. O3Haka .. CyXKU 3a U3/Bajarbe
nozxuuza. Tako A[l..j] osnauaBa noxuus Huza A Koju ce cacroju ol j
enemenara A[l], A[2],...,Alj].

Ananusa anroputama

AHasm3a anropuTMa IoIpa3yMeBa IpeBUhambe pecypca IOTPEOHUX 32, lberOBO
W3BPIIABAE, U TO Hajuelnne BpeMeHa, OJHOCHO MEMOPHjCKOT TPOCTOPA. YOIIIIITE,
aHaIM3UPajynu HEKOJIMKO AJITOPUTAMa, — KAHINIATA 32 PEIIaBame JATOr MPO-
OmemMa, OOMTHO ce JTaKo n3aBaja Hajedukacuamju. Pesynrrar anannse Moxe OUTH
Ja TIOCTOjHU BHUIIIE OJI jJeTHOT TMPUXBAT/HUBOI KAH/UJIATA, JIOK CE€ BUIIIE JIOIIHjUX
aJrOpUTaMa OI0AIy]y.

IIpernocrasspa ce ga ce ajropuraM W3BPINABA Ka0 PAYYHAPCKHU MIPOTPAM,
WHCTPYKIIHja [T0 MHCTPYKIHja, 063 HCTOBPEMEHHUX OIEepaIlmja.
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IIpenusnuja amanu3a 3axreBasa On AedUHHCAHE CKYIA HHCTPYKIHja HA
padyHapy u muUXOBa Tpajamba. To Ou OMIO IpeBHINE HAIOPHO W HE O JAJI0
MHOTO nH(pOPMAIMja TOTPEOHUX MPU aHAJN3U U KOHCTPYKIju ajaropurama. C
Jpyre CTpaHe, HE CMe ce 3JIyNOoTPeOUTH MOes padyHapa — IITa ako OHCMO
MPETTIOCTABU/IN 3 PAdyHAD MMa WHCTPYKIWH]y 3a coprupame? Taksa mpermo-
cTaBKa je, HapaBHO, HepeasnHa. Jlakie, mpernocras/rahieMo na padyHap MoxKe
JIa U3BPIIABa HHCTPYKIIHje KOj€ TOCTOje Ha OOMIHUM PATyHAPUMA: APUTMETHIKE
(cabupame, oy3nMare, MHOXKEE, JeJbeIhe ), KOTHParhe TT0IaTaka, MHCTPYKIIHje
3a KOHTPOJIY TOKa (yCJIOBHU U GE3YCOBHU CKOK, IO3UB IOTIIPOrPAMA U TIOBPATaK
U3 Hera).

Awnanmsa 9ax u jeTHOCTABUX AJTOPUTAMa Y OBAKBOM MOJIEY MOYKE J1a TIPe/I-
craBjba m3a30B. [loTpebHN MaTeMaTWYKM ajIaTH Cy KOMOMHATOPHUKA, TEOPHja
BepoBaTHONE, MAHUIIYIAMKjA Ca ANreOAPCKUM H3Pa3UMa U CIIOCOOHOCT IMPEero-
3HaBaba HAJ3HAYAJHUJUX 9WIAHOBA y W3pa3y. 300r TOra IITO Ce aJrOPUTAM
MOXK€ IIOHAIIATU JApyradmje 3a cBaku Moryhu ynas, morpebHO je mmaru Ha
pacrosiaramy CpeicTBa 3a TPE/ICTARIbAThe HIXOBOT MOHAIIAA jeJHOCTABHUM,
JIAKO Pa3yMJbUBHUM M3PaA3UMAa.

1.4.1 Awnanusa coptuparba ymetarem

Bpewme morpebro 3a SortiranjeUmetanjem 3aBucu of yaa3a: COPTUPAHE
xusbaday OpojeBa Tpaje ay:ke o1 coprupama Tpu 6poja. Ilopen Tora, SortiranjelU-
metanjem MOXKe Jia Tpaje Pa3JIuduTO aKO ce COPTUPA]Y /IBa HU3A UCTE Ty KUHE,
3aBUCHO OJ] CTeleHa y KoMme cy onu Beh copTupanu. ¥ OIIITEM CIIy4ajy, Bpeme
KOjé TPOIIX aJrOPUTAM PACTe Ca BEJUIMHOM YJa3a, Ia je yoOWmYajeHo /13 ce
BpeMe HM3BPINABabha MPOrpaMa M3ParKaBa y 3aBUCHOCTH O BEJIUUHHE y/Ia3a.
IIpn Tome ce ”Bpeme m3BpIIaBama’ u ’BeIudnHA yiaa3a’ MOpPAjy NaxKJbUBHje
neduHAICATH.

ITojam Besimumue yJiaza 3aBucu o1 npobJeMa KOju Ce pernaBa. 3a MHOTEe
mpobemMe, Kao IITO je COpTHpame, HAJIPUPOIHUja Mepa je 6poj easemeHnama
Yy YAG3Y — HA TPUMEp JIyKWHA N HU3A KOJU Ce COPTHPA. 3a MHOrEe JIpyre
mpobsemMe, Kao IITO je HAa IMPUMEP MHOXKEHme IBa Opoja, To je ykynau 6poj
bumosa TOTPEOHNX N1a ce ya3 MpeJCTaBu y ONHAPHOM ODJIHKY.

BpeMme nsBpmiaBara ajaropurMa 3a KOHKPeTaH yiia3 je 6poj IpUMUTUBHIX
omeparija win ’KOpaka®’ KOjU Cce W3BPINABajy. YOOWUajeHo je ma ce mojam
KOpaka JIedUHUIIE TAKO Ja IIITO MAME 3aBUCH OJ KOHKPETHOT padyHapa. Y
HAIllNM TPUMEPUMA TpUMeHuNeMo ciaefelin mpucTyn. 3a HU3BPIIABAHE CBAKE
JIMHHjE TICeyI0KOoIa TOTPEOHO je KOHCTAHTHO BpeMme. VI3BpimaBaibe jeame TuHmje
3axTeBa /Ipyraduje BpeMme OJ U3BPIIaBaba ApyTe JIMHKje, ajii eMo IpeTnocTa-
BUTH /I3 U3BPLIABAIGE i-T€ JIMHUjE TPAje C;, /i€ je ¢; KOHCTAHTA.

VY macraBky he m3pas 3a Bpeme m3BpinaBamba ajropurma Sortiranjelme-
tanjem eBoslyuparu u3 KOMILIMKOBaHe (pOPMyJIe KOja KOPUCTU CBE KOHCTAHTHE
IIeHe ¢; Y MHOTO jeJHOCTABHUjU M3PA3 KOPUITNEHEM jeTHOCTABHHUjEe HOTAIW]E.
Ta jemnocrasuuja Horamnuja he takohe omoryhuru yrephuBame na iu je jeman
anropuraM epUKACHU]U O] IPYTOT.

Hajmpe npoueaypy SortiranjeUmetanjem monymyjeMo OeHAMA TPajamba,
HHCTPYKIHja (MuHEja). 3a cBako j = 2,3,...7n HeKa t; 03HaIaBa OPOj KOIUKO
myTa je u3Bpinen rect y while merssu y simauju 5 3a Ty Bpeanoct j. Komenrapu
ce He U3BPIINABAjy, 114 HE TPOIIE BPEMe.
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SortiranjeUmetanjem(A,n) neHa ~ OpOj MOHAB/bAKHA
1 for j < 2 ton do c1 n

2t Alj] ) n—1

3 {ymernyru A[j] y coprupanu un3 A[l..j — 1]} 0 n—1

4 i1+5-1 I n—1

5 whilei >0 and A[i] >t do cs > ot

6 Ali + 1] « Al 6 Z?:g(tj -1

7 i1 er St —1)

8 Ali+1]«t cs n—1

Bpewme u3BpinaBama ajropuTMa, je 30Up BpEeMEHa W3BPIIaBaFha CBUX WH-
cTpyknuja. AKO ce HeKa MHCTPYIMja CACTOJU O ¢; KOpaka, a M3BPIIABa Ce N
myTa, OHJA je eH JONPUHOC YKYIHOM BpeMeHy c¢;n. la Oucmo m3padyHa m
T'(n), Bpeme usBpinaBamwa ajaropuram SortiranjeUmetanjem, rpeba na cabe-
PEMO IPOU3BO/IE y KOJOHAMA UYeHa U OPOj NOHABHAIbA, TIA je

T(n) = Cln+C2(n*1)+C4(n*1)+C5th+c62(tj71)4,
Jj=2 j=2
+ C7Z(tj*1)+cg(n71).

j=2

Yak u 3a ynase 3ajare BeJUIMHE, BDEME U3BPIIABAA AJITOPUTMA MOXKE 1A,
3aBUCH OJI TOTA KOoju yJIa3 Te BeawumHe je 3amar. Ha mpumep, 3a amropuram
SortiranjeUmetanjem uajoopu caydaj je kas je au3 Beh coprupan. 3a CBako
Jj=2,3,...,n ucnocraspa ce Ja je Ali] <ty junuju 5 TavHO KaJl i UMa CBOjy
noderHy Bpensoct j — 1. IIpema Tome, t; = 1 3a j = 2,3,...,n, 0a je Bpeme
W3BPIIABaba Y HAJOOIbEM CIIyHajy

T(n) = cant+ch—-—1)+aun—1)+c(n—1)+cs(n—1)
= (c1+catcates+ces)n— (ca+ca+cs+ cs).

OBo BpeMe U3BPIIABAHA MOXKE Ce U3PAUTH ¥ OOIUKY an+ b 3a HeKe KOHCTAHTE
a u b, Koje 3aBuce oy 1leHa HapeOu ¢;; BPEME U3BPILIABAbA je JaK/e JTHeapHa
dyukmmja o n.

AKko je Hu3 Ha nouerky onanajyhu, nobuja ce Hajropu ciydaj. Enement A[j]
MOpa Ce YIOPeIUTH Ca CBAKUM ejeMeHTOM momuusa A[l..j — 1], ma je t; = j
sa j = 2,3,...,n Homro je 37 o5 = n(n +1)/2 -1 u 37 ,(j —1) =
n(n—1)/2, nobujamo na je y HajropeMm ciiy4dajy BpeMe U3BpILIABaba AJIIOPUTMA,
SortiranjeUmetanjem jeanako

n(n+1
T(n) = antem-—Dtan-1)+e ((2)—1)
n(n—1 n(n—1
b (MDY (2D oy
2 2
- <%+C§+%>n2+(01+C2+C4+%5—%6—%+cs>n

—(ca+ ¢4+ c5 +c3).
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OBo BpeMe U3BPIIABAImA MOXKE Ce H3PA3UTH y OOMHKY an’ + bn + ¢ 3a Heke
KoHCTaHTe a, b u ¢ Koje 3aBuce oy leHA HApPeAOU C;; BpeMe U3BPLIABAIbA j€
Jakje KBagapaTHa (pyHKIEja O 1.

1.4.2 Ananusa Hajroper n nNpoceYyHOr cjiy4aja

VY CIpoBeEHO] AHAIN3U COPTUPAHA YMETAHEM PAZMATPATIH CMO U HAjOOIbH
ciay4aj, Kama je Hum3 Beh coprTupaH, W HAjrOpu CIydaj, KaJ je HU3 COPTHPAH
obpuyTuM penocienom, onanajyhe. Ilpumukom anammse ajropurama OOUIHO
ce pa3Marpa caM0 BpeMe u3BpIIaBamka y Hajropem ciydajy. llocroju
HEKOJIMKO apryMeHATa 33 OBAKaB MPHUCTYTI.

e Bpewme m3BpmraBama aqropuTMa y HajrOpeM CJIydajy je TOprha TpaHuIla
3a BpeMe M3BpIIaBama AJrOPUTMA 3a OUJIO KOjU yJjia3 MCTe BEJIUIHHE.
Buajyhin To, *MaMO rapaHIlujy /1a W3BpIIaBame AJIrOpUTMa HUKa A Hehe
TpajaTu BHIIE O/l IPOIEHEHOI BPEMEHA.

e 3a HEKe aJIrOPUTME Ce HAJrOPHU CIy4aj JeriaBa TpuiandHo decto. Ha npu-
Mep, IPUIUKOM TParkemha KOHKPETHOT MMOIaTKa y 6a3u momaraka, Hajropu
Caydaj je KaJ TOr mojarka Hema y 0asu. Y HEKUM NpHMeHaMa Iperpa-
JKMBama 0a3a momaTaka Tparkerme OJICYTHOT MoJaTKa MOoKe 1a Oyme dect
CITydaj.

e "Ilpocedan ciaydaj” je 4eCcTO HCTO TOJHKO JIOII KOJHKO U HAJTOPH CJIyda).
[IpernocraBumo a Ha Ciydajan HaunH w3abepemo n OpojeBa u MPUMEHNMO
Ha BUX COpTHpame yMmerameM. Koanko Tpeba BpeMeHa Ja ce OJpe/in e
je y momuuzy A[l..j — 1] mecro 3a ymeramwe enementa A[j]? ¥V npoceky
je nona enemenara A[l..j — 1] mame on A[j], a nona je sehie ox wera. Y
1poceky rTpeba nposepury 1os1a wianosa nusa A[l..j —1], na je t; = j/2.
AKo0 OBy aHaJIM3y TPOCEUHOT CIyUaja CIPOBEIEMO 10 Kpaja, mo0ujaMo 1a
j€e TIpocevHO BpeMe M3BpIlIaBama Takohe KBaJpaTHa DYHKHjA O N, Kao U
y HAjTOpEM CIIydajy.

1.4.3 bBp3vnHa pacrta

HpI/IJ'II/IKOM aHaJIn3€ COpTUpama yMeTamheM KOPUCTUJIN CMO HEKa yHIpOoIl-
hasama 3acHOBaHa Ha yommTaBamwy. Hajnpe, 3aHeMapuBaim CMO CTBApHE IEHE
MOjeIMHUX WHCTPYKIIN]ja, KOPUITNEHEM KOHCTAHTH C; 33 IIPE/ICTAB/bAFHE EbUXOBUX
neHa. 3aTuM CMO 3aIa3WIn Ja HAM T€ KOHCTAHTe MPYKajy BHIIE JeTajba HEro
IITO HAM je HOTPeOHO: BpeMe U3BpILIaBama je an’ + bn + ¢ 3a Heke KOHCTaHTe
a, b u ¢ Koje 3aBuce o neHa MHCTPYKIuja ¢;. [Ipema TomMe, Mu CMO UrHOpUCAIN
HE CaMO CTBapHE IeHe WHCTPYKIHja, HETO W ATICTPAKTHE IEHE C;.

Caza hiemo yunnutu ciesehe ynponiheme 3acHOBaHO Ha yorrTasamy. Paan
ce 0 TOME Ja HAC 3aHMMa CaMO OpP3WMHa pacTa OJHOCHO MOpeIaK pacTta
BpeMeHa u3BplIABaba. 300 TOra Mu pasmarpamo camo Bojehu unan (Hup.
an2), JEP 4JIAHOBU HMKED' pejia MOCTajy 3aHEMAPJ/bUBU 33 BEJIMKE BPEIHOCTH N.
IIpema Tome, MU KaxKeMo 13, Ha TPUMEDP, COPTUPATHE YMETArheM MMa BpeMe n3-
spmasama O(n?) y najropem ciyvajy. OBy o3Haxy Kopuctuhemo HedopMaiHo,
7MaKo je jako gedunucary je u npernusno. OOUIHO cMaTpaMo jeaH aJIropuTaM
e(pUKACHUjUM O APYTrOr aKO IHErOBO BpPEMe HM3BpIIaBaiba MMa Mamby Op3uHy
pacra. 360r KOHCTAHTHHUX (DAKTOPA W 3aHEMAPEHUX WIAHOBA HUXKEr PEla, OBa
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MpOoIeHa MOKe ONTH MOTPENIHa 3a Majie n. MehyTum, 3a T0BO/FHO BETUKE yIa3€
ce Ha npumep O(n) anropuram usspmasa 6pzxe o1 O(n?) anropurma.

1.5 KoHcTpykuyuja anroputama npumMmeHoOM pasnaramba

IMocroju Buie TexHUKA 3a KOHCTPYKIHjy ainroputama. Ko copruparma yme-
TatheM KOpHUIheH je MHKPEeMEeHTAJIHUW NpucTyn: mnosjasehu of coprupanHor
nomamsa A[l..j — 1], mu ymehemo mapemnm enemenar A[j] ma omrosapajylhe
MECTO, B TaKO JIOIA3UMO 10 copTupanor moguusa A[l..j].

Caza fiemo pa3MOTpuTH APYTU MPUCTYI KOHCTPYKIIAjU aJTOPUTAMA, 3aCHO-
BaH Ha pasjaramy yiasuux nogaraka (eur. divide-and-conquer). Kopucrehin
OBaj MMPUCTYII, JI0JIA3H Ce JIO aJITOPUTMA 38 COPTUPAHE YHje je BpeMe U3BPIIaBabha
MHOI'O MAb€ HEro 3a COPTUPABE yMeTarbeM. AJIrOPpUTMHU 3aCHOBAHH HA OBOM
TPUCTYTY UMajy MPeaHOCT Ja ce hIUXOBO BpeMe M3BpINaBama Jiako oapehyje y
BeOMa OTIITEM CIIYUajy.

MHOru KOpUCHH AJITOPUTMU UMAjy PEKYP3UBHY CTPYKTYDY: J1a OU Peruiu
JaTu mpobsieM, OHU TO3WBajy cede ma 6m obpaanan OJUCKO MOBE3aHe MOTIPO-
6sieme. TakBu AIrOPUTMHU YECTO KOPUCTE MIPUCTYIl 3aCHOBAH HA Pa3Jiarammy:
onu pasbujajy mpobsieM Ha HEKOJHMKO CJAUYHHX, A MABUX MOTIpob/eMa, pe-
MABAjy WX PEKYP3WBHO, & OHJA KOMOWHYjy OBa pemrema ga 0u dhopMupaiu
pelreme MoJIa3Hor mpobJieMa.

[Mpucryn 3acHOBaH Ha pa3jaramy yKJbydyje TP KOpPaKa Ha CBAKOM HUBOY

pekypauje:
Paszjiarame npobsieMa Ha, HEKOJIMKO MarbUX MOTIPODIEMA.

Pekyp3uBHO pelmnaBame IOTIIpobJieMa. VY ciy4ajy Kaj je BeJWYuHA MOT-
mpobemMa JOBOJHHO MaJjia, MOTIPODIEM Ce PelraBa IUPEKTHO, Tj. W3/1a31
ce u3 peKypsuje.

KombunoBame peremna moTIpodaemMa 1a 6u ce T00UI0 pereme MoJIa3HOT
mpobJsrema.

Anropuram coprupame ofGjeumbaBambeM IUPEKTHO peajn3yje OBy TeX-
HuKy. UHTYUTHBHO, OH Ce M3BPIIABa HA, CJieehn HAYUH.

Pasmarame: Hus nyxune n Koju Tpeba copruparu Aeau ce Ha IBa MOJIHHU3A
JIy>KWHe 110 n/2.

PemaBame nornpobiema: /[Ba moaHn3a ce peKyp3uBHO COPTUPAjY TPUMEHOM
HUCTOT AJITOPUTMA.

Komb6unoBame: /IBa nobujena copTupana mogHu3a ce o0jeInmbaBajy, U TAKO
ce J00uja COPTUPAHM HOJA3HU HU3.

3 pexyp3uje ce m31a3u KaI MOIHU30BY KOje Tpeda COPTHPATH UMAJy Iy KIHY
1: rakBu Hu30BU cy Beh coprupanu.

Kipyana omeparuja y OoBOM aJIrOPUTMY je O0jeInbaBarbe JIBa COPTHPAHA
HU3a y KOpaky ~kombOuHoBame”. [la 6ucmo u3Bpiiman 00jeInbaBamke, KOPUC-
Mo momofiny mponenypy Objedinjavanje(A,p,q,r), tae je Auns, ap, qurcy
WHJIEKCH 4JIaHoBa Hu3a A, raksu j1a je p < g < r. IIporeaypa npeTnocraBba j1a
cy nogauzosu Alp..q] u Alg+1..r] Beh coprupanu. Ilponenypa ux o6jemumyje
Y jelan copTEpaHu NOMHU3, KOju 3aMemyje Tekyhu momams Alp..r].
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Ipouenypa Objedinjavanje usspinasa ce 3a speme O(n), rae jen = r—p+1
Opoj enemenara Koju ce objenumaBajy, u paau Ha ciaeaehu magun. Bpahajyhn
ce Ha MOTHMB €a KapTaMa, MPETIOCTABMMO Ja Cy HA CTOJIY JBE TOMWJE Kapara
jguneMm OokpenyruM Hapuire. O0e roOMuIe Cy COPTHPAHE, TAKO 13 je HajMamba
Kapra Ha Bpxy. Ham musb je ga o0jeHMMO /iBe TOMUJIE Y je/IHYy COPTHUPAHY
M3JIa3Hy TOMUILY, ¥y KOjoj hie KapTe Outu okpeHyre juieM HaHuKe. OCHOBHE
KOpak je m300p Mame OJ JBe KapTe Ha BPXYy IOMWJIA, CKUIAIE Te€ Kapre ca
roMuse (YMMe ce OTKPWBa HapeIHa KapTa Ha WCTOj TOMUJIM) W HeHO mpeba-
MBambe JINIEM HaHUKe Ha m3ja3Hy romMmiay. OCHOBHE KOpaK ce TIOHAB/bA CBE
JOK Cce He MCIPAa3HU! jeHa O] yJIa3HWX TOMUJIA; TaJla ce ApYyTra yJa3Ha TOMUIIA
npebarryje JIUIeM HAHUKE HA U3TA3HY TOMUITY. 3a U3BPIIABAKHE CBAKOT OBAKBOT
KOpaka moTpedHO je KOHCTAHTHO BpeMme, jep ce ymopehyjy camo JaBe Kapre Ha
BpxXy rommia. Ilomro je 6poj OCHOBHEX KOpakKa KOju Ce M3BPIIABAjy HAjBHUIIE
n, BpeMe M3BpIIaBama objeumaBama je O(n).

Hapenan nceynokon peasusyje Topmy Haejy, y3 JONYHCKH TPUK KOjU OMO-
ryhyje ma ce n3berse morpeda a ce y CBAKOM OCHOBHOM KOPaKy IIPOBEpaBa 1a
JI je jeqHa o rOMUJIa HCIpazkibena. llmeja je ma ce Ha JHO 00e ToMmIe Kapara
CTaBu TPAHUYHUK, KAPTA KOja CAAPKU CHENU]AJHY BPEIHOCT, KOjy KOPUCTUMO
Ja 6rceMo yrpocTuian Ko, OB/e Kao BPeIHOCT TPAHNIHUKA KOPUCTHMO 0O, TAKO
Jla KaJ] je Ta KapTa Ha BPXy FOMUJIE, OHA HUKAJ He MOyKe OMTH Marba O Ipyre
Kapre, ceM aKO Ce W Ha BPXY Jpyre MOMUJIE€ HAJA3W Ta BPETHOCT. And Kaja
ce TO Jiecu, CBe OCTaJie KapTe ceM rpanndnuka cy Beh mpebadvene Ha w3sraszny
romuity. IlomTo My yHAIpe s 3HAMO /1a HA U3JIa3HY TOMIIY Tpeba mpedbaruru
TavyHo T — p + 1 Kapara, 3aycTaB/hbaMo C€ y TPEHYTKY KaJ, W3BPITUMO TOJIHUKO
OCHOBHHX KOPaKa.

Objedinjavanje(A, p,q,r)

2 ngé1r—gq

3 kpemparu mu3ose L[l..ny + 1] u D[1..ny + 1]
4 fori<«+1ton;do
5 Lii] < Alp+i—1]
6 for j<« 1tonsydo
7 Dlj] < Alg + j]

8 Lni+1]+ o0

9 Dlng+1]+ 0

10 1+ 1

11 1

12 for k < p tor do
13 if L[i] < D[j] then
14 Alk] « L[{]

15 t—1+1

16 else A[k] «+ DJj]
17 j—i+1

IIporenypa Objedinjavanje pagn wa cinemnehu mauwn. Y jgunuju 1 w3pa-
YyHaBa Ce JyxKUHA Np moguu3a A[p..q|, a y JuHuju 2 JyKUHA Ng IOTHU3A,
Alg + 1..r]. Barum ce kpeupajy uuzosu L u D ("nesu” u ”necun”), nyxuHa
n1+1, onaocuo ne+1, y muauju 3. Ilewsa for y smunaujama 4 —5 konupa nomguu3
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Alp..q] y L[1..n1], a newsa for y sunujama 6 — 7 konupa noxuus Alg+ 1..r] y
DI1..ny]. Jlunuje 8 — 9 ynucyjy rpanwanuke y auzose L u D. Jluauje 10 — 17,
Kao IMTOo je mpukasano Ha caukama [233| u [I.4] m3spmasajy r» — p + 1 ocHOBHIX
KOpaka, ofpxKaBajyhu cienehy nHBapujaHTy HeTIbe:

Ha nmoverky cBakor mposnacka kpo3 for merspy y muaujama 12 — 17 nomaus
Alp..k—1] canpxu k—p majuamux enemenara an3osa L{1..n1+1] u D[1..ny+1],
1 TO y copTupaHoM moperky. Ilopex rora, L[i] u D[j] cy Hajmamu enemenTn y
onrosapajyhum au3oBuMa Meljy eeMeHTuMa KOju jOI HUCY KOMUPAHU HA3AM Y

9 10 11 12 13 14 15 16 1112 13 14 15 16
A \5\4\5\7\1\2\3\6\ \1\4\5\7\1\2\3\6\
i 5 5 § % it 3 5 4 5 i & B i 3 &
LRT4T3]7T=] ROT2[6T=]  L204[3[7]=] < EZ3T6]=]
i 1) i J
(a) ()
1L 12 13 14 15 16 8 12 13 14 15 16 17

\'\2\5\7\ [2[3T6..

p-S

T2]2 \7\ [2]3]6]...

L

pf 1

3 2 B 5 1
HUC]  BEOE q K
J

(c} (d)

=
=

3 5 1 2 3 4 5
5T7]-] * [ 316 [~]
J

Cmuka 1.3: WzepmaBame smumja 10 — 17  opuiamkoMm — 1mO3uBa
Objedinjavanje(A,9,12,16) kama  mommum3  A[9..16]  campskm  HE3
(2,4,5,7,1,2,33,6). Ilocme Kommpama ¥ yMeTara TDAHWYHUKA CaIPIKaj
uusa L je (2,4,5,7,00), a caapxkaj uusa D je (1,2,3,6,00). Cersio obojenu
enemenTn Hu3a A caapke CBoje KOHAYHE BPEIHOCTH KOje Tpeba KOMUpaTh
nasazn y A. I[Tocmarpane 3ajesHo, cBeTJIO 000jeHE MO3UIME Y CBAKOM TPEHYTKY
campiKe BPEIHOCTH Koje cy Ha moueTky Omie y A[9..16], 3ajenHo ca 1ma
TpaHWYHWKA. 3aTaMibene mnosuiuje y A caapxke BpeaHoctu koje he Ourwm
Tpenicane HOBUM CaJipXKajeM, a 3aTaMibene mosmmuje v L um D caapike
BpenHocru Koje cy seh Guiie npekonupane nazan y A. (a) — (h) Husosu A,
L u D u onrosapajyhm mamekcu k, ¢ u j Ipe CBAKOI MPOJACKA KPO3 METIbY
y smaujamMa 12 — 17. (j) Hu30Bu w MHAEKCH OPUIMKOM 3aBPIIETKA. Y TOM
TpeHyTKy je moxuu3 A[9..16] coprupan, a nBa rpanndEnka y L u Dy jeanHn
€JIEMEHTH y OBUM HU30BUMa KOjU jOII HUCY KOMHMpaHU Ha3ax y A.

ITokazahemo cama 1a je *HBAPHUjaHTA MET/bE TAYHA ITPE TIPBOT TPOJIACKA KPO3
for merwy y nmmumjama 12 — 17, 1a WHBApHjaHTA OCTaje TAvHA TOCJTE CBAKOT
MpOoJTacKa Kpo3 MeT/by, U Ja je MOCTeInIa HHBAPHjaHTe TBphembe m3 Kora CIean
KOPEKTHOCT aJrOpUTMa KaJ, Ce IeT/ba 3aBPIIH.

Nuaunmjanuszanuja: [Ipe npBor npostacka Kpo3 neTspy je k = p, ma je moaHu3
Alp..k — 1] npaszan. OBaj npasan noguu3 cagpxu k — p = 0 HajMamux
enemenara u3 L u D, na nomro je i = j = 1, L[i] u D[j] cy najmamwnu
€JIEMEHTH y CBOjUM HU30BMMA KOjH HUCY Omiin Konupanu Hazany A. Tep-
heme je Ta4HO IpPE NPBOr MPOJACKA KPO3 IIET/BY.
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11 12 13 14 15 16
\'\2\2\3\;\2\3\6\

1 2 3 4 5 12 3 4 5
L@ 4]s[7]=] # NSNS~
' ]

(e}

12 13 14 15
\1\2\2\3\4\5\3\6\

3 B 2 3 5
L\?H\S\ﬂw\ R\l\?\ﬂé\w\
i J
(2)

12 13 14 15 16 17
\1\2\2\3\4\5\6\7\

1 2 3 4 5
L Pl - *H \2\3\6\“\
’ J
(i)

Cmuka 1.4: U3BpmaBame JuHHja
Objedinjavanje(A,9,12,16), npyru aeo.

11::32- 13:.14 .15 16.. 17
\1\2\2\3\4\3\3\6\

1 2 3 4 5 L2 3 d4 5
LB s|7]-| & IS8 6~
i !

(f)

12 13 14 15
\1\2\2\3\4\5\6\6\

3 B 2 3 5
L\ﬂ‘*\ﬂ?\w\ R\l\imﬁ\*’?\
i J

(h)

10 — 17 TUpWIWKOM  TIO3WUBA

OnapxkaBame: /la OrucMo ce yBepuIn 1a CBaKH IIPOJIA3aK KPO3 MET/bY OAPKABA

WHBAPHUjaHTy NeTsbe, IpernocrasumMo Hajupe na je L[i] < DJj]. Tana je
L[] najmamn ememenar Melly oHMMa KOjU jOII HHUCY KOMWMPAHW HA3akd y
A. Tlomro Alp..k — 1] canpxu k — p HajMambHUX ejeMeHaTa, Kala ce y
sunuju 14 L[i] npekonupa y Alk], noguus Alp..k| canpxalie k —p+ 1 naj-
mamux esemenara. [loehasamwe 3a 1 Bpeanocru k (IPUIMKOM HOBPATKA
y for wnewsu) u j (y Jjunuju 15) obHaB/ba Ta4HOCT UHBAPUjAHTE LET-
e 3a crenehn mposasak. Axo je mak L[i] > DJ[j], onna auauje 16 — 17
W3BPIIABAjy OHO IITO je HEOMXOIHO I Ce OAPIKN WHBAPU]AHTA METIhE.

3aspmierak: Ha kpajy je kK = r + 1. Ha ocHOBy mHBapujaHTe MeT/be IOIHU3

Alp..k — 1], mrto je yerBapu Alp..r], caapxn k —p = r — p + 1 HajMamux
ememenara u3 L[1..n; + 1] u D[l..ny + 1], 1 TO ¥ COPTUPAHOM MOPETKY.
Huzosu L u D caap:xe 3ajeaHo ni + ny = r — p + 3 ememenara. CBu
ceM JBa of mbUX Konupajy ce Hasand y A, a ta npa Hajseha enemenra cy
TDAHUYIHUIIA.

Ha 6ucmo ce ysepunu nma je tpajame mponemype Objedinjavanje O(n),

rae je n = r — p + 1, npumernMo ma ce guruje 1 — 3 m 8§ — 11 m3Bpmasajy
3a KOHCTAHTHO BpeMme, 1a u3BpriaBame for merpum y smaumjama 4 — 7 Tpaje
O(n1 +n2) = O(n), kao u xa ce kpo3 for nerspy y aunujama 12 — 17 nposasu
N [myTa, IPU YeMy CBAKH MPOJIA3aK TPOIIM KOHCTAHTHO BPEMe.

Caza Moxkemo j1a uckopuctuMo mnporeaypy Objedingjavanje Kao nornporpam
y aJITOPUTMY 34 COpTUpame objeaumaBameM. [Ipomneaypa

SortiranjeObjedinjavanjem(A, p,r)
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coprupa ejiemente y noguusy Alp..r]. Ako je p > r onja noaHU3 UMa HAjBUILE
jenan enrement, ma je npema rome el coprupan. Y npoTUBHOM, KOPaK Pa3Jiaramba
jemHOCTaBHO M3pavyHABA MHIEKC ¢, KOju pasasaja Alp..r] y asa nogamsa: Alp..q]
ca [n/2] enemenara, u Alg+ 1..r] ca |n/2| enemenara. Oze [z], oqrocHo |z ]
O3HAYABA]y peIOM HajMamu meu 0poj Behu nin jennak ox x, OqHOCHO HajBehn
e OpPOj Marby WK jeTHAK O .

SortiranjeObjedinjavanjem(A,p,r)

1 if p <r then

2 ¢+ [p+r)/2]

3 SortiranjeObjedinjavanjem(A,p, q)

4 SortiranjeObjedinjavanjem(A,q + 1,7)
5 Objedinjavanje(A, p,q,r)

Ha 6ucmo m3pprmman copruparse nenor vnsa A = (A[l], A[2],..., A[n]),
nosuBamo SortiranjeObjedinjavanjem(A,1,n). Cauka WIyCTPYje U3Bp-
maBambe TPoIeaype OF03/10 HABHUITE KaJa je . CTeNeH IBOjKe. Y aJrOpUTMY Ce
0ob0jenbaBajy MapoBH 1-4IaHUX MOJHW30BA Yy ABOYIAHE MOJHU30BE, 3aTHM CE
00jenbaBajy MapoOBU MOIHU30BA, AyKUHE 2 y MOJHU30BE Ay KUHE 4, I TAKO 1A~
Jbe, CBE JIOK Ce Ha KPajy JBa IIOJHU3A JIyKUHE n/2 He 00jeuHe y HU3 Iy 2KUHE
n.

sorted sequence

5 6 7

[1 2 2 3 4
/ merge \

5 7] [1

merge \

ﬁ]{:l‘g& /?:wrgc

el [ [ O [

initial sequence

merge

[
(5]
un\
-~
I\
)
(%)
M/
=1
" e

merge

2] [e]

™~
P g
g
N
B 4

merge

wn
(i8]
~J
(#8)
b2

Cmuka 1.5: Pesynrar mpumene coOpTupama objenumbaBambeM Ha HU3 A =
(5,2,4,7,1,3,2,6). lyKuHe COPTHpAHUX [OJHU30BA KOju ce OOjeiurbaBajy
pacry ca HapeOBambeM AJTOPUTMA 003710 HABHUIIIE.

1.6 Ananunsa anroputama 3aCHOBAHWUX Ha pas3jiaratby

Kazna anropuram cap:ku peKyp3uBHE MO3WB CaMOr cebe, IeroBO BPEME W3BP-
aBarba Ce 9eCTO MOYKEe OIMUCATH PEeKYPEHTHOM PeJIAIMjoM, KOja u3parkaBa
YKYIIHO BpEME U3BPINABAKHA HA IPOOJIEMY Ca yJIa30M BEJIMIHHE 1l IPEKO BPEMeHa
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M3BPIIABAKHA HA MambUM yjaazuMma. Tajga ce OBaKBe PEKypeHTHe pealyje Mory
pemnTy 12 0u ce m06mIa rpaHUIA 38 e(PUKACHOCT AJTOPUTMA.

PekypenTna pesaiija 3a BpeMe W3BpINaBamha ajJroOpuTMa 3aCHOBAHOT HA
pasjiaramy ojpeheHa je ca TpM OCHOBHA KOpaka OBAakKBOI ajropurma. Heka,
kao u panuje, T(n) o3HauaBa BpeMe U3BPIIABAbA HA yjia3y BejuduHe n. Ako
jé BesmuuHA yyia3a JOBOJHHO Majia, HIp. N < ¢ 3a HEKY KOHCTAHTY ¢, IUPEKTHO
pelraBame Tpaje KOHCTAHTHO BpeMe, mTo ce Moxke Hammcaru kao O(1). IIper-
TMOCTABUMO JIa Ce pa3JiarameM yiaa3a J00uja a moTnpobireMa, 01 KOjuX je CBaku b
Iy Ta Mambu OJ OJIA3HOr. (Y a/JrOpUTMY COPTUPAHA 00jeIubABALEM je a = b =
2, aJM NOCTOje NPUMEPH OBAKBUX aJirOpUTaMa y KojuMma je a # b). Ako ca D(n)
03HAYUMO BpeMe MOTPeOHO Ja ce yia3 pasioxu, a ca C(n) ma ce komOunyjy
pelrema moTIpodIeMa y Pemremnhe MOoJa3Hor mpodsiemMa, 100ujaMo PEeKYPEHTHY
penanujy

T(n) = { o(1), n<e,
aT(n/b) + D(n)+ C(n), n>ec.

1.6.1 Awnanusa coptupama objegurbaBarbem

MNako nceymokom 3a coprupare 00jeInbaBarkhe HCIPABHO PAIN U AKO Ty KUHA
HU3a HHje TIapHa, AaHAJIM3a PEIIaBaAkeM PEKYPEHTHE peJlalifje Ce M0jeJHOCTaBIbyje
aKO Ce IIPeTIOCTaBU /I je [IOYeTHA JIy?KUHA HU3a CTEIEeH JIBOjKeE.

Caza hemo usBectu pekypenTHy pesanujy 3a 1'(n), olleHy BpeMeHa u3BpIiia-
Balba COPTUPaAKA 00jeInbaBamkeM y HajropeM ciaydajy. Coprupame jeTHOYIaHOT
HU3a TPaje KOHCTAHTHO Bpeme. AKO Tpeba copruparu n > 1 eneMeHara, Bpeme
W3BPIIABAKHA PA3JIAKEMO HA, CjieJlehu HAYUH.

Paszsrarame: OBaj Kopak u3padyHaBa CpeIUHYy HHU3a, [Ia Ce U3BPIIaBa 3a KOH-
cranTHO Bpeme. Jakmre, D(n) = O(1).

PemaBamwe norupobiaema: /[Ba mogHusa QyKuHe n/2 ce peKyp3UBHO COP-
TUPAjy NPUMEHOM MCTOI AaJIropurMa, 1mro rpaje 21 (n/2).

KombunoBame: Bugenn cmo na m3spmasame nporenaype Objedinjavanje
Ha MoAHU3 ayxuHe n Tpaje ©(n), ma je C(n) = O(n).

Cabupajyhu dbyukunje D(n) n C(n) NpuinkoM aHain3e cOpTHparma o0jern-
aBambeM, MU cabupamo jeany GyHKIH]y Koja je ©(n) ca jenHoM yHKIMjOM
koja je O(1). 36up je nuneapua dyukimja ox n, oqaocHo O(n). IIpema Tome,
TpakeHa PEeKypeHTHa pesaluja je

d, n=1,
T(n) = { 2T (n/2) +cn, n > 1.

rJie je ¢ yTPOIIEHO BpeMe II0 €JIEMEHTY HU3a Y KOpaluMa, pasjaraba u KoMOu-
HOBamba.

Curka [2.5| oKa3yje Kako ce MOXKe PEIuT OBA PEKYPEHTHA pesalja. 360r
jeTHOCTABHOCTH, IPETIIOCTABIMO 1A je 1 cTeneH nBojke. Jleo (a) canke npukasyje
T(n), n3pas koju je y neny (b) pasBujeH y eKBUBAJEHTHO cTabIIO KOje MPEeICTaB/ba
pekypeHnTHy pesandjy. Ynan cn je y Kopeny (Tpajame HajBUIIEr HUBOA PEKYD-
3uje), a apa moicrabia Cy Tpajama IBa Mamba peKkypeHTHa mosusa 1'(n/2).
Heo (¢) nokasyje pesysirar npuMeHe UCTOr IIOCTYIKA Locie passoja 1T'(n/2).
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Tpajame cBakor 4Bopa Ha JAPYroM HuUBOY pekypauje je cn/2 Hacrasamo ca
pa3BujameM CBaKor 4Bopa crabiia meroBuM pa3bujareM Ha CACTABHE J€JI0BE
onpehere peKypeHTHOM peJslalyjoM, CBe 0K BeWYnHe TOAHN30Ba He nohy 1o
1. Teo (d) mokasyje KOHAYHO CTaBIIO.

T(n) o ch
! I"-, / \
Foh
/ \
/ Y
Ttn/2) Tinf2) ) ot
/A /
/ \ /
/ Y /
Tini4) Tin/d) Tnid)
(a) () (c)
ch T T Tt R T LT T | (e
el A2 mmmmmmm e CH
A F
/ /
FA FA
lgn fi \,‘ / \.‘
ci'd child ci'd chfd mmmne  ch
d d d d d ... d d .. 90
" -
() Total: cn lg n + dn

Cumka 1.6: Koncrpykuuja crabua pekypsuje 3a pekypenrny pesnauujy T'(n) =
2T (n/2) + cn. Heo (a) mpukasdyje T(n) KOju ce TIPOTPECHBHO Dpasyaxke y
nesnosuma (b) — (d) na 6u ce mobusio crabmo pexypsuje. Ilormyno passujeno
crabisio pexypauje y geay (d) uma logn + 1 nusoa (ogHocHO uma Bucuny logn,
KAao IMITO je HA3HAYEHO), a 30MD BPEMEHA y CBUM YBOPOBUMA HA MCTOM HUBOY j€
cn. Ykyuua cyma je, upema rome, cnlogn + dn, wro je ©(nlogn).

[Tocme Tora mMu cabupamo IieHe HA CBAKOM HHMBOY crabsia. Hajsuimm HuBo
uma neny cn; ciaenehiu vuBo uma neny c(n/2) + c¢(n/2) = cn cuaeneliu HuBo
nma neny c(n/4) + c¢(n/4) + c¢(n/4) + c¢(n/4) = cn, ura. Yommre, HUBO § HCIOJ
Kopena uma 2° uoposa ca meroM c¢(n/2%), na je yKynHa meHa CBHX 9BOPOBa HA
i-TOM HWBOY WCTOJ Bpxa jeanaka 2°c(n/2%) = cn. Ha majuuskeM HUBOY MMa n
YBOPOBA Ca IIEHOM d, T1a, je I’bUXOBA YKYITHA IE€HA d7n.

Ykynan 0poj aHusoa y ”crabiy pekyp3uje” Ha cinnm jelogn+1, mro ce
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JIAKO MOKazyje muayknujom. a 6mcMo moOumn pernemne peKypeHTHe pealimje,
Tpeda ma cabepemo IieHe Ha CBHM HUBOMMA OBOI' crabsa. YKymHo uma logn
HUBOA Ca IEHOM TIO ¢n, U jeJJaH HUBO Ca IIEHOM dn TIa je YKyTHa 1eHa cn logn +
dn. 3anemapyjyhu 4an HUKer pejia ¥ KOHCTAHTY ¢, mobujamo pesynrar T'(n) =
O(nlogn).

1.7

3apaun 3a BexOy

1.
2.

Hagectn meke mpoOsieMe U3 peasHOT CBETA KOjU 3aXTEBAjy COPTHUPAIHE.

ITopen 6p3uHe, Koje Ou ce momarHe Mepe ePUKACHOCTH AJITOPUTMA MOLJIE
KopuCTHTHU?

. IIpermocTaBuMO 1a MOPEINMO UMTIJIEMEHTAIINA]Y COPTUPAIHA YMETATHheM U

copTupama 00jenhbaBabeM Ha MCTOM padyHapy. 3a yja3 BeJIudnHe 7
coOpTHparbe yMeTameM pajin y 8n? Kopaka, a COPTHPambe 00je/InhaBamem
y 64nlogn kopaka. 3a Koje n hie copTupame ymerameM paauTu OpKe o1
coprupata 0bjeumbaBambeM?

. 3a cBaky dyukiujy f(n) u Bpeme ¢ OfpeIuTH MAKCUMAJIHO 7. 33 KOje ce

mpobJIeM MOKE PENIATH y BPeMEHy ¢, TOJ, MPETIOCTABKOM & jé BpeMe
U3BPIIABAKA AJITOPUTMA jeHaKO f(n) HAHOCEKYHIH.

1 cexkynn | 1 muayT | 1 car | 1 mam | 1 mecerr | 1 rox | 1 Bek

. JemoHCcTpHpaTu npuMeHy copTupaba ymerameM Ha uu3 {31,41, 59, 26,41, 58}

. Iamenutu 1ceymokoz ajaropurmMa 3a COPTUPAE YMETAmEeM TAKO J1a Ce

nobuje mepacryhu mopemak ymecto neomamajyher.

. JlemoHcTpHpaTu npuMeny coprupaa objeumasameM Ha vu3 {3, 41,52, 26,38, 57,9, 49}

. IIpenpaBuru anropuram 3a copruparme 00jeInibaBamBEM TaKO /14 He KOPUCTH

rpannuHuK, Beh ma craje kama jeman omx HU30Ba molje Mo Kpaja m ma ce
OH/Ia TTPEOCTAIN €JIEMEHTH MUCKONMpajy y pesyiaryjyhn uuz A.

. MareMaTHYKOM HHIYKIMjOM JOKA3ATH 13 je 3an = 2¥ perneme pekypenTHe

jeHavYnuHe:

T(n) 2, n =2
n)—=
2T (n/2) +n, n=2Fk>1.

jennako T'(n) = nlogn.
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10. Hanucaru kox anropurMa 3a coprupame uzdopom (enri. selection sort).
Nzpauynaru Bpeme U3BpPIIABAbA OBOI AJITOPUTMA U JOKA3ATU HHEIOBY
KOPEKTHOCT METOIOM WHBAPUjAHTE METIHE.

Sortiranjel zborom(A,n)
yia3: A - Hu3 6pojesa, n - JUMEH3Hja HU3a,
usna3: Hu3 A coprupan Heonagajyhe
1l fori<1ton—1do
{ma mecro A[i] moBectn HajMamu enement Husza Ali..n|}
indeks <1
for j <14+ 1tondo

if Alj] < Alindeks] then

indeks < j

{indeks canpxku wHIeKC HajMamer egemenTa Hn3a Ali..n]}
samenn(A[i], Alindeks])

[\)

00~ O Ui W

Bpeme m3BpmaBama amopurma udpadyHahemMo Kao 30up BpeMeHa H3BP-
LIaBaba CBUX MHCTPYKIMjA. 3a JIMHUA]Y  IPETHOcTaBulieMo Jia je mbeHo
BpeMe M3BpITaBama ¢; 1 n3padynaheMo KOJINKO ce IMyTa OHa M3BPINAaBa Y
HajrOpeM CJIydajy.

Sortiranjel zborom(A,n) neHa 6p HoH
yia3: A - nu3 6pojeBa, n - JMMEH3Mja HU3a,
u3a3: uu3 A coprupan Heonanajyhe

1 fori+1ton—1do 1 n

2 {ma mecro Ali] nosectu Hajmamwu enement uusa Ali.n]} 0 n—1

3  indeks <+ 1 c3 n—1

4 forj+«+ i+1tondo e Y n—i+)
5 if A[j] < Alindeks] then D D ()

6 indeks < j C6 Z?;ll t;

7 {indeks camp:xu unnexrc HajMamer exeMenta Hu3a Afi..n]}0 n—1

8  3amenu(Ali], Alindeks]) cs n—1

Ako je t; 6poj usBpiaBamwa juHuje 4 33 GUKCUPAHO 7, OHJIA je Yy HajropeM
caydajy t; = n — it TO je Ciaydvaj KaJa ce YBEK BPIMN M3MEHA BPETHOCTH
MHJIEKCA.

Bpewme uzBpmaBama y HajropeM CIytdajy je jeaHako

T(n) = n01+(nf1)03+Z;:11(n—i)(64+05+06)+(n—1)c4+(n—1)(:8 =
O(n?)

Tj. Bpeme je kBaJparHa PyHKIMja BEJUIUHE yJ1a3a n.

3a 6eotcby: M3pAUYHATH BPEIHOCT TOPHHE CyMe.

Jloka3 KOpEeKTHOCTU aJITOPUTMA:

3a uHBapujaHy eT/be MOKEMO y3eru ciezehe CBOjCTBO: HA NOYETKY CBAKOT
nposiacka Kpo3 for mersby Ha nozunjama A[l..i — 1] Hanaze ce Hajmamux
i — 1 enemenara Hu3a A U TO y COPTUPAHOM IIOPETKY.
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Wuunujanmusanuja: mpe mpBOr IPOJACKa KPO3 IMET/by, BAXKM 11a je 1 =
1, Te je nmomum3 npaszan. OBaj mpasaH MOJHU3 CAJAPIKU HAJMABUX
1 — 1 = 0 enemenara HU3a, T€ TBpheme BaXKU TPe MPBOT MPOIACKA
KpO3 METIBY.

O pxkaBame: Tpeba MOKA3aTH JIa CBAKU HAPEIHU MPOJIA3aK KPO3 HEeTIby
OZIprKaBa TAYHOCT WHBApHjaHTe meTshe. IIpema mpermocTasiy Ha To-
sunmjama A[l..i — 2] Hana3e ce HAjMABHUX | — 2 eJeMeHATa HU3A Y
copTUpaHOM TopeTKy. Hakou Tora, y HapeIHO] UTEPAljU TETIhE Ce
meDhy enementuma Ha mosunujama Afi — 1..n] Tpaxku UHIEKC MUHU-
MAaJIHOI €JIeMeHTa U OH ce cMemnTa Ha no3uuujy Ali—1]. Ilomro ce Ha
nosunujama A[l..i — 2] Hanase HajMambUX { — 2 eJleMeHaTa, HU3a a Ha,
MO3WIIKJU § C& HAJA3W MUHUMAJIHU MeDy MpeocTa M eJIeMEHTHMA
HU3a, MOXKEMO 3aKJ/byUUTH Jla Cé HAKOH OBE UTEepallfje Nerjbe Ha
nosunujama A[l..i—1] nanaze najmamux i— 1 enemenara uuza. Ja iu
cy ouu nopeljanu y pacryhem noperky? Jla 61 0BO BaxKujio 1oTpeOHO
je moKa3aTH Ja BaXKu /I ce Ha MO3UIUju ¢ — 1 Haja3u Opoj Koju Huje
MamM HU Of jesHor of 6pojesa n3 Husa A[l..i — 2]. To je Tauwo jep
ce na nosunmjama A[l..i — 2] Hana3e HajMamUX § — 2 eJleMeHaTa HU3a
Ma je eJIeMeHT Ha MO3UINjU ¢ — 1 CUTYPHO HUje Mambu O HhUX.

Baspmerak: [lo 3aBpreTky mersbe Baxku ma je ¢ = n + 1. Ha ocHoBy
TAYHOCTH WHBAPHUjAHTE TET/he 3aK/byUyje ce Jla ce Ha TO3WITMjaMa,
A[l..n] Hayla3e HAjMAIBUX N eJ€MEHATa HU3a A COPTHPAHU y HEOIa-
najyhem moperky, a To je 1meo coprupad Hu3 A.

11. Kako y spemeny O(nlogn) ycranosuru ma jin y Hu3y A AuMeH3uje n uma
[MOHOBJLEHUX EJIEMEHATA.
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CrpykType nogartaka

CrpykType momaTaka Cy OCHOBHHM €JIEMEHTH O KOjUX C€ rpajie aJrOPUTMHU.
Ja bucmo BIagam TEXHUKAMa KOHTPYKIHje aJIropuTaMa, HEOMXOIHO je 100po
MMO3HABabE CTPYKTYpPa I[OJATAaKa, y CMHUCJIY TEXHWKA PaJia Ca HHUMa, Kao H
[IO3HABAIHE CJIOXKEHOCTH OIEPAIlnja Ca HUMA. ¥ IPOrDAMHUMA C€ OOMYIHO TAYHO
3a7laje TUI CBAKOT TOJATKA, (J1a JIU je y MUTamby I1e0 WU PeajaH OpOoj U CIIUIHO);
MehyTuM npy KOHCTPYKIM)U aJITOPUTMA KOHKPETAH THII TIOAATaKa, OOMIHO HUje
6utan. Ha nmpumep, ako ajiropuram pajy ca JINCTOM, OJI UHTEPeca Cy Olepariyje
yMeTarmha eJIeMEHTa, y JINCTY, OTHOCHO M30AINBaHa €JIEMEHTA U3 JIUCTE U HEKaJ
jé KODHCHO 13 Cce He Mpenu3upa THUIl IO0JATaKa. ¥ TOM CJIyd4ajy NOBOPUMO O
ancTpakTHOM THNOY mogaTtaka. HajBakHWja KApaKTEPUCTHUKA ANCTPAKTHOT
THUIa MOJATAKA je CIIICAK OIepalija Koje ce HaJ UM Mory u3BpinaBaTu. Kom-
HEeHTPUIIyNu TaXK\py Ha MPUPOLY CTPYKTypa IMOJATAKA Ca aCIeKTa CIUCKA
moTpeOHUX omeparnuja, a 3aHeMapyjyhum KOHKpeTHy peaju3anujy, mobuja ce
OIIITUjU AJIrOPUTAM U KOHCTPYKIMja aJropuTMa nocraje mopyiapuuja (npo-
rpaM ce cacroju oi MeljycobHO Masio 3aBUCHUX LEJIMHA).

2.1 TpumnTnBHe CTPYKType nogartaka

ITox enemenTOM mMOApPa3zyMeBaMO MOJATAK KOME THUI HEje mperu3upan. Tako,
Ha IPHUMEP, aKO Ce paju O HpobJeMy COpPTHpamba, ako Cy jeJuHe OepaIlin]je
yropehuBame u KONHPambe, OHJA Ce UCTH AJrOPUTAM MOXKE IPUMEHUTH U Ha,
mesie OpojeBe W HA UMEHA — PA3JINKA, je CaMO Y Peajin3alluju, a ueje Ha KOjuMa,
ce 3aCHWBA aJrOpUTaM Cy ucTe. AKO HAC MPBEHCTBEHO WHTEPECYjy uieje 3a
KOHCTPYKIIU]y AJIrOPUTaMa, Pa3yMHO je UTHOPUCATH KOHKPETHE THUIIOBE IO~
TaKa eJleMeHaTa.

Hwu3s nim BeKTOp je HU3 ejleMeHaTa UCTOT TUITa, Ha Y3aCTOIMHIM JIOKAITHjaMa,
y Memopuju. Benuunna umza je O6poj emeMenara y memy. BenwmdmHa HE3a ce
MOpa yHAIpe[ 33/1aTh, OJHOCHO (pUKCHUpaHa je, jep ce yHAIpes 3HA BEIUIUHA
nonemene memopuje. Ha npumep, uu3 ox 100 esemenara ox KOjux ce CBaKu
eJleMeHT 3amucyje y 8 6ajrosa 3aysuma y memopuju 800 6ajroBa. Ako je TpBu
eJIeMeHT Ha JIOKAIMjU T, a BeJUYHHA eJeMeHTa je a 0ajToBa, OHJA ce k-TH
€JIEMEHT HM3a HaJjia3u Ha Jokauuju x + (k — 1)a u oBa BpeIHOCT Ce MOXKE
JupekTHO u3padyHaru. OCHOBHA 0COOUHA OBE CTPYKTYPE MOIATaKa, JECTE J&THAKO
BpeMe MPHUCTyIa CBUM ejeMeHTHMa. [JlaBHM HemocTaTak HU3a je Taj IITO Ce

25
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ErOBa BEJTNIMHA HE MOXKE MEHATH JUHAMUYIKY, Y TOKY U3BPIIABAA AJITOPUTMA.
Taxkobhe, Hekaga je TOTPeOHO YMETHY TH WM U30AIUTH €JIEMEHT U3 CPETUHE, IIITO
je Kom Hu3a HeedUKaCHO.

Crpykrypa (cJior ujiu pekop/,) je Takohe Hu3 ejieMeHara Koju, mehyrum,
HEe MOpajy OWTH MCTOT THIA — jeIUHO je OMTHO Ha ce (PUKCHpPA KOMOMHAIIHM]A
TUIIOBA efeMenara. Beandanna crpykrype Takohe Mopa Outu yHampe aepuHm-
cana. U eleMeHTHMA CTPYKTYPE C€ MOXKE IPUCTYHATH Y KOHCTAHTHOM BPEMEHY:
y OBe CBpXe KOPHCTH ce mocebaH HI3 ca TIOYeTHIM aipecamMa eJeMeHara CTpyK-
Type, AyXKUHEe jeqHake Opojy eleMeHaTa CTPYKType.
2.1.1 [OwnHamunyukun cKynosm

Kao u y maremarunm, u y padyHapCTBY C€ CKYIIOBH CMATPa]y OCHOBHUM
nojmoM. JIoK ce MaTeMaTudKky CKYIOBHU HE MEMHAjy, CKYIIOBH KOjU Ce KOPUCTE y
AJITOPUTMUMA, MOTY JIa MMAa]y TPOMEHJPUBY BEJIMUWHY — MOTY 113 ce moBehasajy,
Ja ce CMambyjy WId 13 Ce Memajy TOkoM Bpemena. OBakpe ckymose 3Bahiemo
AMHAMUYKUM cKynoBuMa. Hanmve, y aaropurMuma je 1ecto moTpedHo 13 ce
Opoj enemeHara y CTPYKTypH MOJATaKa AWHAMUYKA Merma. Kaga ce yHampern
He 3Ha OpOoj esemenara Hu3a Moryhe je pesepBucaTu JOBOJbHO BEJIMKH [IPOCTOD U
Tako perutu npobdsem. Unak, HeeprkacHo je pesepBrucaT MEMOPHjCKHU IIPOCTOP
npeMa Hajropem ciay4ajy. Ilopem Tora, Hekamga je mOTpPeOHO yMETHYTH WU O-
OpucaTH eJeMeHT U3 CpeJiHe — IITO je HeednKacHO Ko/ Hu3a. Pazmorpuhemo
caJla OCHOBHE TEXHUKE 33 MPECTAB/bAbE JUHAMUIKIX CKYIIOBA U IUXOBY Ma-
HUIYJIANKjY HA padyHAPY.

Y ajnropurMmma ce U3BPIIABAjY Pa3/jiuduTe Olepaluje ca CKyunoBuma. Lu-
TMUYHE Omepalije ca CKyMOBHMA Cy JOJaBame eJeMeHTa, Opucame eeMeHTa
73 CKyIa W UCIUTHBAIGE MPUCYCTBA, eeMeHTa y CcKymy. OBakaB JUHAMWYKH
ckymn 3pahemo peuHukK. IloHekasn ce oduekyje ma TUHAMUYKH CKyI obe30ehyje
orepalyje 3a J0/aBambe HOBOI eJleMeHTa W 33 U3/Bajalbe HajMamber eJIeMeHTa
u3 ckyna. CKym ca OBakBe J[Be oOnepaiidje 30Be Ce peji ca HPUOPUTETOM.
Hapagno, peanu3anmja IMHAMWYKOT CKYIIa, 3aBUCH OJI OMEPAIN]ja KOje Tpeba, 1a
Oyny mojpIKaHe.

Y TUNWYHO] UMILJIEMEHTANMU JUHAMAYKOT CKYTIa, CBAKK EJIEMEHT je TIPej-
cTaB/beH O0jEKTOM YHjUM Ce TOJbMMA MOXKE MPUCTYIUTH yKOJIUKO MMAaMO IO-
Ka3uBad Ha objekar. Heke BpcTe MUHAMUYKHX CKYIIOBA MPETIOCTABIHA]Y 1A je
JEIHO O T0Jba KJbyd. AKO Cy CBU Kiby4eBU MelyCOOHO pasIMyuTH, MOYKEMO
Ha JUHAMWYKY CKYTI TJIEJATH Ka0 HA CKyN KjpydueBa. O0jekaT MOKe 13 CaApKu
¥ caTeJINTCKE MOJATKe, KOju Ce Ha/la3e y APYTUM HO/bUMa 00jeKTa, ajum Ce
HE KOPHCTE y MMILIEMEeHTAIMju cKyma. Takohe, oOjekaT MOKe Ja MMa U M0Jha
KOja KODHCTe Onepaliuje HaJ CKYIOBAMAa: OBA [10JbA MOLY 3 CAJPKE I0IATKE
IV TIOKA3WBAYE HA JAPYyre 00jeKTe y CKYIIY.

Heku nuHaMuYKu CKYTIOBU TIPETTIOCTAB/bAjY Ja Ce K/bYYEBH Y3UMajy U3 MOT-
myHO ypeheHOr ckyma, Kao INTO je HIp. CKyn peajHux OpojeBa. OBO HaAM O-
moryhasa na mepuHHIIEMO MUHAMAJTHE €JIEMEHT CKyIa, WA J3a TOBOPHMO O
HapeaHoM Beliem esieMeHTy O JATOr eJIeMEeHTa y CKYILY.
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2.1.2 Onepauymnje ca AMHAMUYKUM CKYNOBUMA

Omneparyje HaT IMHAMUYIKAM CKYTTOBUMA C€ MOTY TPYTHCATH Y JIBEe KaTero-
puje:

e oumTaBama — olnepaiyje koje Bpahajy Heky nHOpPMAIHjy O CKyIy,
e TIpOMEHe — OIepalifje Koje Memajy CKYII.

Creny Jincra TUIMYHUX OLEPalyja HaJl AMHAMUYKUM CKynoBuMa. CBaka KOH-
KpeTHa IpuMeHa OOMYHO 3aXTeBa MMILIEMEHTAIU]y CAMO HEKHX Ol HAPETHUX
omeparmja;

Nadji(S,k) 3a mgaru ckyn S n kipyd k Bpalia ce IoKa3nuBad & HA eJIEMEHT CKYIIa
S 3a koju Baxku na je x.kljuc = k mmm NULL ako takas ememeHT He
npumnaga ckymy S

Umetni(S,x) onepanuja mamene cKyma KOjoM ce CKyTl S IPOMUPY]je eeMEeHTOM
Ha KOjH TOKa3yje MOKa3WBa4d &

Izbaci(S,x) omepaiuja u3MeHe CKyna KojoM ce u3 cKyna S usbalyje eJeMeHT
Ha KOjU TOKa3yje MOKa3uBa4d T

Minimum(S) 3a marm normyro ypehenm ckyn S Bpaha ce mokasmBad Ha
€JIEMEHT CKyTa S Cca HajMarmOM BpPEIHOINY KJbYyda

Maximum(S) 3a garu normyno ypebenu ckyn S Bpaha ce nmokasusad Ha e-
smeMeHT ckymna S ca majsehiom BpemHOmhy Kibyda

Sledbenik(S,x) 3a garu noruyno ypeljenu ckyi S u HOKa3UBaY HA €JIEMEHT
x Tor ckyma Bpaha ce mokasmwBau Ha mpBU Belin e1eMeHT y ckymy S win
NULL yxoauko je x MaKCUMAJHHA €JIEMEHT

Prethodnik(S,x) 3a garu nornyno ypefjenu ckyn S u moka3uBad HA €JIeMEHT
T TOr cKyma Bpaha ce MOKa3WBad HA MPBU MAIbU €JIEMEHT y CKymy S win
NULL yxoiuko je © MUHUMAJIHA €JIEMEHT

Y HekuM cuTyamnmjama Moxkemo mpormuputu omnepanuje Sledbenik u Pret-
hodnik Tako ma paje u HaJ CKYMOBUMA, CA MOHOB/HEHUM KJby4EBHMA. 3a CKYII
Ol N KJbyU€eBa, yoOMYajeHa MpeTmocTaBka jecte maa mo3us ¢yukiuje Minimum
3a kojom caemu n— 1 nmo3uBa dyukiuje Sledbenik maje cnimcak eremenara ckyma
S ypeben pacryhe.

Yobuuajeno je ma ce Bpeme U3BPIIABAKHA CKYIIOBHHUX OIEDAIUja U3PAKaBa
mpeko O6poja eJeMeHara CKyTa.

2.2 Crek u pep

Crex u peji cy IMHAMUYKY CKYLIOBH y KojuMa je npenoapehen (npenedunucan)
esiemedT Koju ce 6puwe (u3bauyje) ouepauujom Izbaci. Kox creka, enement
KOju ce OpuIlie W3 CKyIa je OHAj KOjU je TMOCeNhU J0JAT: CTeK WMILJIEMEHTH-
pa last-in, first-out wim noautuky LIFO. Ciudano, Kom pesa eeMeHT KOju
ce Opuile je yBeK OHAj KOjU je y CKyIly HajiyxKe: peJ umiuiemMeHtupa first-
in, first-out nwmu monutuky FIFO. Ilokazahemo Kako ce oBe JBe CTPYKType
oJIaTaKa, MOr'y UMILIEMEHTUPATH KOPUITNemeM Hu3a.
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2.2.1 Crex

Onepanuja ymerama y crek ce yobumuajeno HaszuBa Push, a omeparmja
n3banuBama KOja HEMa Kao apryMeHT ejeMeHT Koju Tpeba m3bamutu Pop.
OBy HA3WMBM Cy HACTAJIM Yy AHAJIOIUjU Ca (PU3MYKUM CTEKOBHMa, KA0 LITO CY,
Ha mpuMmep, tamae y kaduly Hapeljane jeaHa Ha ApPYry WM TOMIJIA Kapara.
Penociten y koM ce TarHe y3mmajy ca TOMUJIE je OOPHYT PEHOCyeny y KOM Cy
cTaB/baHe HA TOMUIY, ¢ OO3UPOM Ha TO Ja je JOCTYIHA CAMO TAIHA Ca BPXA.
Cim4HO je U ca TOMHIIOM Kapara.

Kao mro ce moxe Bugern Ha caunu [2.0] cTex ox n eseMeHara MOXKEMO
umiLieMeHTupaTu KopuinheweM uusza S[l..n]. Y3 Hu3 uysa ce u mosse vrh
(enrs. top) Koje mniekcupa Hajckopuje ymerHyTu eiement. Crek ce cacroju
on enemenara S[l..wrh|, upu 1emy je S[1] enemenr ma nny creka, a S[vrh]
€JIeMeHT Ca BpXa CTeKa.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S|15|6|2|9| \ | S|15|6|2|9|l?|3| S|15|6|2|9|l?|3|
(| A }
S.top =4 S.top =16 S.top =5
(a) (b) (c)

Ciomka 2.1: NMiutemenranuja creka npeko nusa. EjiemenTu creka cy obojenu
csersio cuBoM Gojoum. (a) Crek uma 4 enemenra. Enement ma Bpxy je 9. (b) Crex
nakon nmosusa Push(S,17) u Push(S,3). (c) Crex nakon nosusa Pop(S) Bpaha
ejleMeHT 3, KOoju je mociaeamu yMeTHyT. Vako ce esieMeHT 3 W gasbe HAJIA3U y
HU3Y, OH BUIIIE HHje HA CTEKY; HA BPXY CTEKa ce caja Haja3u ejgeMeHT 17.

Kana je vrh = 0, cTek He caJpIKu eJIeMeHTe U KaykeMo 1a je mpa3as. la an
j€ CTeK Tpa3aH MOYKeMO yTBpIUTH KopulihiemeM onepaimje Stek_prazan. Axo
MOKYIIAMO /14 W30annMO €JIEMEHT W3 MPA3HOT CTEKA, 0JIa3HU /10 I'PEIKe KOja, Ce
30Be MOTKOpAaYeme, IITO MPOYy3pOKyje rpemky. AKo vrh mpeMariu BpeaHoCT
n, 10Ja3u JI0 MPpeKopavema (y UMILIEeMEHTALUjU KOja je JaTa y ICeyJOKOLY,
HUje YKJbY4YeHa MPOBEpa MPEKOPAUECHha CTEKA,).

CBaky o7 OBHX OIl€palfja ca CTEKOM MOXKEMO WMILTEMEHTUPATH y CAMO
HEKOJIMKO JIMHUjA KOJA:
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Stek_prazan(S,vrh)

1 if vrh = 0 then

2 return TRUFE

3 else return FALSE

Push(S,vrh, )
1 vrh <—vrh +1
2 S[vrh] + z

Pop(S,vrh)

1 if Stek_prazan(S) then
2  error“potkoracenje’
3 else

4 wvrh<vrh—-1

5 return S[vrh + 1]

2.2.2 Pep

Oneparnujy ymerama y pes 3oBemo Enqueue, a onepanujy nzbanupama u3
pena Dequeue. Kao 1o je ciaydaj ca omeparujom Pop Koz creka, n omeparmja
Dequeue kao apryment Hema esemeHT Koju ce usbairyje. FIFO cBojcTBO pema
Y3POKyje M1a ce peJ MOoHAIla Kao PeJl MYIITepHuja Koje YeKajy y peay Ha KacH.
Pen caap:ku noueraxk, oznagasaliemo ra ca poc (euri. head) u Kpaj, y o3Haim
kraj (euru. tail). Kaga ce esement ymelie y pen, on 3ay3uma CBOje MECTO Ha
Kpajy pena, Kao IITO W HOBA MYIITEpHja CTaje HA Kpaj pera. EmemeHT KOju
ce m3balyje u3 pega je yBeK OHAj Ca IMOYETKa Peia, Kao IITO je Caydaj h ca
MYITIITEPHjOM HA TIOYETKY pejia Koja je deKasa HajIyKe.

Ha caumnnm @ nprukasana je moryha wmmmjiemMeHTanuja pema O HajBUIIE
n — 1 enemenara kopumhemwem ausa @Q[1..n]. Pen uma nosme poc koje nokasyje
Ha moveTak peqa. Ilome kraj mHmekcupa HapemgHy MO3UIM]Yy Ha KOjy he HOBH
estlemeHT butu ymernyT y pez. Esiementu pesa ce nasase Ha mo3uiujama poc, poc+
1,...,kraj — 1, npu 4emy TO3UIHje TTOCMATPAMO IUKJIUYIHO, Tj. UMAMO “TIpe-
MOTaBaE MPEKO Kpaja Hu3a o mo3unuja 1 ce Hama3w OaMaxX HAKOH MO3HUIIHje
n. Kazga je poc = kraj, pen je npasan. Ha nouerky Baxku 1a je poc = kraj = 1.
Ako mokymamo Ja u36anuMo eJeMeHT W3 MPA3HOr pefia, JO0JA3W JI0 T'PEIKe
norkopademwa pena. Kana je poc = kraj+1 (kauga je kraj < n) oqHOCHO ako je
kraj =n m poc =1, pen je myH M aKO MOKYIIAMO JIa Y TOM MOMEHTY YMETHEMO
HOBU €JIeMeHT, J0JIa37 J0 T'PEIIKe MPEeKOPaderhe Peia.

Y nceynokony mporeaypa Enqueue m Dequeue koje ciefie, n30CTaB/beHA je
MPOBEPA 14 JIU je JOIIIO0 10 TPerike 300r TPeKOpavdeha Uil MOTKOPpademha. Y
[ICEYJI0KO/LY ce Takohe moapasyMeBa Ja je AyxKuHa Hu3a () jeqHaka n.

Enqueue(Q, poc, kraj, x)
1 Qlkraj] + «

2 if kraj = n then

3 kraj<+1

4 else kraj < kraj + 1
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
@ o [T ws[ 6 [0 [ 4 [T

} !

Q. head =7 Q.tail = 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
® o3 [s [T s 6 o [8]4]v]

A 1

Q.tail =3  Q.head =17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
@ o[3]5 N ¢[°[3]4]]

A }

Q.tail =3 Q.head = 8

Crmka 2.2: Nvmnnementanmmja pema npeko Huza ([1..12]. Enementn pema
obojern ¢y cersgo cumBoM OojoM. (a) Pem cazpxkm 5 ememenTta, Ha
nosunujama Q[7..11]. (b) Koudurypannja pena Hakon nmosusa Enqueue(Q,17),
Enqueue(@,3) u Enqueue(Q,5). (¢) Koudwurypanuja pema HakoH [103uBa,
Dequeue(Q) Bpaha BpeaHocT Kibyda 15 KOju ce npe TOra HAJIA3UO HA II0YETKY
pena. HoBu noderak pena je esement ca Kipydem 6.

Dequeue(Q, poc, kraj)
1 z + Q[poc]

2 if poc = n then

3 poc+1

4 else

5  poc < poc+1

6 return z

2.3 Mose3ane nucre

IToBe3ana mucra je cTpyKTypa mogaTaka y Kojoj cy objektu ypeljenn y auneap-
HOM TOPETKY. 3a Pa3jMKy OJ] HIH3a Y KOM je JUHeapHu mopelak oapeljen auzom
MHJIEKCA, [TOPEJIAK y IOBE3AHUM JUCTaMa je ojpeljeH noka3uBadem y CBaKOM Off
objexara. [Tosezane sucre omoryhyjy jemsocraBHy u (bekCuOUIHY penpe3eH-
Talyjy JMHAMUYKOr CKyTla U NO/ApKaBajy (He HyKHO e(DUKACHO) CBE OMEHYTEe
orepanuje HaJ JHHAMAYKAM CKYTIOBUMA.

JIucra morke 1a mma HEKOIUKO pasiaunautux dhopmu. Mozxke butu jeHOCTPYKO
UJIM JIBOCTPYKO 1I0Be3aHa, MOxKe Ouru ypehena (coprupaHa) iy He, U MOXKE
OUTH IUPKYyJIapHa WK He. AKO je JINCTA jeJHOCTPYKO ToBe3aHa OHIA CBaKW
€JIEMEHT JINCTE MMa, MTOKA3WBAY HA HAPETHU €JIEMEHT JIUCTE, T0K KO/I JIBOCTPYKO
HoBe3aHe JINCTe CBAKM EJIEMEHT JIMCTE MMA [BA MOKA3WBAYA — HA HAPEITHU
€JIEMEHT JINCTe W Ha MPETXOIHU eneMenT jucre. Ako je aucra ypehena, nune-
ApHU MOPEJIAK Y JIMCTU OJIFOBAPA JIMHEAPHOM MOPETKY KJbY4eBa KOJH Ce 9yBajy
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KAa0 eJIEMEHTH JIUCTE — Y TOM CJIy4ajy je eJIeMeHT Ca MUHUMATHOM BpeJaHOIny
KJbyda TJIABa JIUCTE, & €JEMEHT €4 MAKCHUMAJHUM KJbydeM per. AKo je jucra
Heypelena, enemenTu ce MOry jaBuTH y MpPOU3BO/HLHOM TIOPETKY. Y HMUPKY-
JapHOj (KPY>KHOj) JIMCTH, NOKA3WBAY Ha MPETXOJHU €JIEMEHT IJIABE JIUCTE
MOKa3yje Ha pell JMCTe, a IOKA3MBAY Ha HApPEIHU eJIeMEeHT pera JINCTe Ha
riaBy aucre. [IupKyJIapHy JUCTY MOXKEMO MOCMATPATH KAO MPCTEH eJIeMeHara.
Y macTaBKy TeKCTa mojpasymeBahemo 1a je jimcra ca KOjoM pajauMo Heypehena
¥ JBOCTPYKO TIOBE3aHA.

2.3.1 [OsocTpyko noBe3aHe nucTe

Kao mrro je npukasano na cimuu[2.3] cBaku eneMeHT JBOCTPYKO IOBe3aHe
aucte L je objekar ca mosbeMm kljuc m ABa JOJATHA MOKA3UBAYKA IMOJbA: NAT
(enrvi. next) KOju HOKa3yje HA HAPEAHU ejeMeHT Jcre u pret (edri. prev)
KOju TOKa3yje Ha mpeTxoqHu ejeMent jucte. O6jekTn, Takohe, MOTy /13 CaapIKe
¥ HEKe CATEJMTCKE MOJATKe. 3a JaTu O0jeKaT x y JIMCTH, T.nar TMOoKa3yje Ha
cleI0eHUKA eleMeHTa & y JIUCTH, a T.pret Ha HeroBor MmpeTxomHuka. Ako je
x.pret = NULL, enemenT r HeMa MPETXOTHUKA W CTOTA je MPBU €IEMEHT
Jicre win rirasa jgucre. Axo je z.nar = NULL, esiement x Hema ciien0eHuKa
¥ CTOTA je OH TOCJeIIHN eJIEMEeHT JIcTe Ul el pen. [Ipomenssusa L mokasyje
Ha noueTak (mpsu ejgement) jaucre. YKoauko je L = NULL Jjucra je npassa.

prev  key  next

\ | /
@ L ——{A [T fie] F—= [4[ 7 [1]/]
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Cumka 2.3: (a) JBocrpyKo LOBe3aHa JIMCTA KOja IPEJCTaB/ba JUHAMUYKY CKYII
{1,4,9,16}. Craxku ememeHT jucre je OoOjeKAT KOJU CAAPKM TOJbA 33 KIbYU
U ToKa3uBaue (MpHUKa3aHe CTPEIUNAaMa) Ha HAPEJHW U IPETXOJHU EJIeMEHT.
Ilomme nar pena mucre u nosbe pret raase gucte cy NULL, mTo je mpuka3aHo
kocoMm nprom. L noka3dyje na noderak Jiucre. (b) Hakon usspruema oneparuje
List-insert(L,z), rae je x.kljuc = 25, noBe3ana Jiucra UMa HOBU €JIEMEHT Ca,
BpenHoMhy KJbyda 25 Kao HOBY ryiaBy Jjmcre. HoBu o6jekar mokasyje Ha crapy
riaBy ca BpeaHorhy kipyuda 9. (¢) Pesynrar onepanuje List_delete(L,z), roe x
moKa3syje Ha objekar ca Bpemuorihy Kjbyda 4.

IIponanaxkeme esiemeHTa y moBe3anoj auctu I[Ipouenypa List_search(L,k)
TPaXKu MPBYU eJIeMeHT JincTe L ca BpeanoIniy K/byda k IpoCTOM JIMHEAPHOM
mperparoM u Bpaha MOKa3uBay Ha Taj eJIleMeHT. AKO ce y JIUCTH He HAJIa3u
objexar uuja je BpegHOCT Kjby4a k, mponenypa Bpaha spegroct NULL.
3a moBe3aHy JIMCTY ATy Ha CIIUIH a), no3uB List_search(L,4) Bpaha
nokasuBau na rtpehu esement smcre, a nosus List_search(L,7) spaha

Bpeanoct INULL.
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List_search(L, k)

1z« L

2 while x # NULL and z.kljuc # k do
3 x <+ xnar

4 return z

3a MUCTY Of N eIeMeHaTa BaXKM 14 je BpeMe W3BPIIaBarba OBE OTEPaI]je
y Hajropem ciy4ajy O(n), c 063MpOM Ha TO 1a MOXKe Ja ce Jech Ja Tpeda
TPETPAKUTHU eIy JIUCTY.

YMmerame y moBe3aHy JucTy 3a JATH €JIEMEHT & 9hja je BPEIHOCT KJbYda
Beh mocraBbena, omeparmja List_insert ymehe x ma mogeraxk mmcre, Kao
IITO je NPUKA3aHO HA, CIIUIH b).

List_insert(L,x)

1 znar < L

2 if L # NULL then
3 Lopret+ =z

4 Lz

5 x.pret < NULL

Bpewme uzBpraBama oBe onepariuje 3a JIUCTY O 1 €TEMEHATa je y HajrTopeM
cayqajy O(1).

null

null
null

Cnuka 2.4: YMerame eJeMeHTa Yy JBOCTPYKO MOBE3aHy JINCTY

Bpucame u3 nmoBesane smcrte [Ipornenypa List_delete uzbairyje emement x
u3 noBe3ane Jjmcre L. Jla Ou ce oBa Omepainyja W3BPINAIA HEOMXOIHO
je [1a je maT moKa3wWBad HA €JIEMEHT I; €JIEMEHT T Ce W3 Jmcre m3baiyje
aXKypHUpameM BPeSHOCTH IOKa3uBada. AKO XKeJIuMO Ja U3 JIACTe u30anmuMo
eJIeMeHT Ca JIATOM BPEmHOIINY KJbyda, HEOMXOIHO je A IPBO IIO30BEMO
mporenypy List_search ma 6ucMo 106miM TOKA3WBAY HA YKEJHEHU €JIEMEHT.

List_delete(L, x)
1 if x.pret # NULL then {uuje upsu ejemenr sucre}
2  x.pret.nar < x.nar
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3 else {mpBu enement nucre}

4 L+ x.nar

5 if x.nar # NULL {uuje nociaeamn eneMeHT JucTe }
6 x.nar.pret < x.pret

Cruka 2.5: Bpucame ejlemMenTa U3 JBOCTPYKO TIOBE3AHE JIUCTE

Ha cawnmm C) TIPUKA3aHO je KaKOo ce ejeMeHT m3balyje W3 ToBe3aHe
JIACTE.

IIpouenypa List_delete ce uzspmasa y spemeny O(1). YKOIMKO KeauMo
JIa OOPHUIIIEMO EJIEMEHT €A, JATOM BPEIHOINNY KJbyda, BpEeMe U3BPIIaBAa
je y Hajropem cayuajy O(n) jep mpBO MOpa Ja ce TMO30Be MPOLELYPa
List_search ma 6u ce mpoHaITao TpPaykeHW eJIEMEHT JINCTE.

Ko mporneaype List_delete 6mo 61 MHOTO jeJHOCTABHHUjU YKOJIUKO OHCMO
WUIHOPHUCAJIH MPAHUYHE YCIJIOBE 3a MOYETAaK M KPaj JUCTe:

List_delete’ (L, x)
1 z.pret.nar < z.nar
2 x.nar.pret < x.pret

2.3.2 [BocTpyko noee3aHe siuCTe Ca rPaHUYHUKOM

I'panmanuk (cenTmHen) je “Bewrauku” objekar koju nam omoryhasa sa
TI0jeTHOCTAaBUMO TpaHmdHe ycaoe. Ha mpumep, npermoctaBuMo 11a y3 Jucty L
npocaehyjemo u objekar L.nil koju 3amemyje NULL | anu uma cBe arpubyre
ocranmux objekara y smctu. YBek Kaga umamo pedepeniry nza NULL y xoxy
ca jucraMa, 3aMemyjemo je pedepennoM Ha rpapmdauk L.nil. Kao mro je
NPUKA3aHO Ha cjuiy |2.6] oBa u3Mena TpaHcdOpMHUILE CTAHIAPAHY ABOCTPYKO
TMOBE3aHY JINCTY Yy MUPKYJIAPHY ABOCTPYKO IMMOBE3aHY JIMCTY ca IPaHUY-
HUKOM, TIPU YeMy ce rpannvauk L.nil namasu uamely riase u pena. [Tokazusau
L.nil.nar ykasyje Ha rnasy Jjucre, a L.nil.pret na pen sucre. CiaudHo, u
MMOKA3WBa4 nar perna JIMCTe U MOKAa3uBad pret ryiase aucre ykasyjy Ha L.nil.
C ob3upom Ha TO na L.nil.nar ykazyje Ha 1jiaBy JUCTE, MOXKEMO eJIMMUHUCATH
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Ciuka 2.6: IupkynapHa, IBOCTPYKO MOBE3aHA JIUCTA CA TPAHUIHUKOM. (a)
ITpasua Jsucra (b) IloBe3ana siucra y KOjoj riiaBa MMa BPEAHOCT Kibyda 9, a
pen 1. (¢) JIucra nakon sonaBamwa objekra ca KibydeM 25, HOBU 00jeKar HocTaje
ranasa jucre (d) Jlucra nakon Opucama objexra ca kipydem 1. Hosu peu je
objekar ca Kibyuem 4.

MOKA3WBAY KOjU yKa3yje Ha IJaBy JMCTe, 3aMeHOM pedepeHIr Ha mera pede-
penniom Ha L.nil.nar.

Ha caumm a) TIPUKA3aHO je /1a Mpa3Ha JINCTA CAAPKA CaMO TPAHWIHUK
u L.nil.nar n L.nil.pret ykasyjy ua L.nil. Kox mpomeaype List-search octaje
Kao u 1pe, anu ca m3MmemennM pedepennama Ha NULL u L.

List_search’(L, k)

1 z < L.nil.nar

2 while x # L.nil and z.kljuc # k do
3 x4+ x.nar

4 return x

Hapenna mporerypa ce KOpUCTH 3a yMeTame eJIeMEeHTa Ha [I0YeTaK JIBOCTPYKO
OBE3aHe JIMCTY Ca 'PAHUYHUKOM:

List_insert' (L, x)
1 z.nar < L.nil.nar
2 L.nil.nar.pret < x
3 Lmlnar <z
4 z.pret < L.nil

Ha commm 2:6] nprvepnma je miaycrposano mejcrso mponeaypa List-insert’
n List-Delete’.

2.3.3 UupkynapHe noBe3saHe nucre

ITocroje cnydajeBu ka1 je mpobIeM KOju permaBamMo MUPKYJIapaH u KaJia ou
OMJI0 TTPUPOIHUjE€ MCKOPUCTUTH IUPKYJIAPHE CTPYKTYpPe MOJATaKa 3a FbUXOBO
TpeCcTaB/baibe. | eHepaiHo, MPEeTHOCT jeTHOCTPYKO MOBE3aHUX MHUPKYTAPHUX
JILCTA je y TOME IITO Ce Iesa JIICTAa MOXKe oOMhu M3 CBAKOI eJeMEHTa, JINCTE,
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JOK KOJ[ HEIUPKYJIAPHUX JINCTA W3 €JEeMEHTA y CPeIWHH JIUCTe Huje Moryhe
NPUCTYIUATH €JIeMEeHTUMA KOju My nperxoze. [Ipunukom nMmniementranuje ore-
parmja ca JBOCTPYKO MOBE3AHUM IUPKYJIAPHUM JIUCTAMa MOCTOJU Mamu Opoj
CHENMjaTHUX CIydajeBa (jep CBU €JIeMEHTH MMajy IIPETXOJHUKA U CIICI0EHUKA).
WNnak, 3aBUCHO 07 MMILJIEMEHTAIIHj€, YMETamhe Ha MOYETAK JINCTEe O 3aXTEBAJIO
MIPOHAIAXKEHE TOCTEeIher eJIeMeHTa JUCTe, & TO MOXKe OmTh cKymo. Takobe,
HaJIaXkKeme Kpaja JIMCTE je TexKe U CAaMUM THM KOHTPOJIA 1eTsbe (jep He 1ocToju
NULL wapxkep 3a 03HaKy TIOUeTKa W Kpaja JINCTE).

Kom mermmpkymapse jucte 00UYHO UMaMO OKA3UBAY HA, TPBY €JIEMEHT JINCTE.
MebhyTum, kon nupkysnapHe jucre (moceGHO jeJHOCTPYKO MOBE3aHE) OBAKAB
HAYMH MMILIEMEHTanuje Huje Hajooske permeme. Pazmor je ciaemehmn: yKomImKO
MMAaMO [IOKa3KMBaY HA [I0YETaK JUCTE U XOeMOo Ja yMeTHeMO /0BpHIIeMO eJIeMeHT
ca MOoYeTKa JIMCTe, MOPaJu OHCMO ja mpoheMO Kpo3 Iely JIUCTY Ja OHCMO
HAIILIM TIOCJIEbU €JIEMEHT JINCTE W Ja OMCMO HA KOPEKTAH HAYWH MOBE3AJIH
HOBY JIUCTY.

Jenna o cTBapm KOjy OMCMO MOTJIM [a yPaJaWMO jecTe Ja I0JaMO U IO-
Ka3WBad HA MOCJeamu ejgeMenT Jjmcre. Meljyrum, HA Ta] HAYMWH je TPUIAKOM
W3BPIaBamba CBAKe OlEPAallrje Hajl JIUCTOM HOTPEOHO BOIUTH PAYyHA O IOCTaB-
Jbalby KOPEKTHE BPEIHOCTH jOII jeIHOr aTpudyTa JIUCTE.

Ipyra umeja jecte na 3aD0OpPaBUMO y TOTIYHOCTH HA TOKA3WBAY HA MPBU
€JIEMEHT JINCTe M Jla CaMO YyBaMO MOKA3MBA4Y HA MOCJEIbH €JIeMEHT JINCTE,
jep aKo 3HAMO MOKA3WBAY HA MOCJEIBU €JIEMEHT BPJIO JJAKO NeMO OIpeauTu u
nokasusad Ha upsu (poc = kraj.nar).

Tpeha moryhuocr jecre na nocroju Bonehu esieMeHT (C119HO KAO rPAHUYHUK
KO/l HEIUPKYJIapHe JINCTE) KOjU Ce TOCTAB/ba KAaO TIPBU €IEMEHT IUPKYJIapHE
sucre. OBaj eseMeHT ce Ol OCTAINX MOYKe PA3JUKOBATH OHMJIO TaKo IMTO he
UMaTH HEKY CIEIMjaJIHy BPEeIHOCT (HIID. aKO €JIEMEHTH JIUCTE UMAjy BPEIHOCTU
U3 CKylla MO3UTHBHUX OpOjeBa, OHIA OH MOXKE MMATU BPEIHOCT -1) MM Tako
IIITO Ce CBAKOM €JIEMEeHTY J0/1a jeqan ¢pJjier KOju mMa BPeaHOCT 1 ako je y MuTamy
Bogehu estlement, a () unade.

head

(el L Hﬂ

Ciuka 2.7: Tlpumep ABOCTPYKO NOBE3aHe JiMCTe ca BOAeNUM ejleMeHTOM KOja
CAJIPXKY JIBA €JIEMEHTA.

2.4 Crabna

HwuzoBu u mosesane jmcre ofpakapajy camo pezocies, ejeMeHara. decto je
nOTPEOHO MIPEJCTABUTU HEKY CJIOXKEHU]y CTPYKTYPYy omHoca mehy ejnemenTuma.
CrabJio je xujepapXujcka CTPYKTypPa, aju MOXKe 3 TOCIYX U Kao edUKACHA
CTPYKTYypa 32 HEKe Onepallyje HaJ JUHEAPHUM CTPYKTypama. ¥ OKBUPY OBOT
morJiaB/ba OaBuhieMo ce caMO XMjepapXujCKUM WM KOPEHCKUM cTabjom.
Kopencko crabsio gnun cKym eneMeHara Koje hemo maspe 3BaTu YBOPOBUMA U
CKyIl TPaHa KOje IOoBe3yjy 4BOpoBe HA cueruduyuan HAYWH. JeJaH W3/1BOjeHn
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4BOp je KOpeH crabiia U OH IpPEeJCTaB/ba BPX Xujepapxuje (BHIETH HPUMED
HA CJIAIH . Kopen je moBesan ca apyrum 9BOpOBHMA U 3a HuX hemo pehn
Jla unHe HUBO 1 Xujepapxuje, YBOPOBY BE3AHU 32 HUX (CeM KOPEHA) YNHE HUBO 2
xujepapxuje uta. CBe Be3e Cy JakJe u3Mel)y 4BopoBa u luxoBuX (jeJUHCTBEHNX )
poauresba (3BaliemMo ra joi u HPeTXOAHUK WM OTaLl, YBOPA); JeIUHO KOPEH
mema orna. OCHOBHA KapaKTEPUCTHUKA cTabja je Ja HeMa IUKIyca, 300r dera
n3mely cBaka JBa 9BOpa y CTabJ/y MOCTOjH jeIMHCTBEHH IIyT. UBOp cTabia je
TOBE3aH Ca OIEM W HEKOJIMKO CBOjUX ciieJibeHmKa (cmHOBa). MakcumasHu
0poj curOBa YBOpa y rpady Ha3mWBa ce cremneH cradia. Hajuemnrhe ce 3a cunoBe
CBaKOT YBOpAa JAeUHUIIIE PDETOCIIET, 113, C€ CHHOBU MOT'Y HACHTU(DUKOBATH CBOjUM
pexaum 6pojem. Crabno cremena aBa Ha3wWBa ce OMHApHO cTabsgo. Ceaku
9BOP OMHAPHOT CTAO/Ia MOXKE [1a MMa HAJBUIIE ABA CHHA: JIEBOT U JecHOr. UBOp
KOju HeMa Jielle Ha3UBaMO JIMCT, & YBOP KOjU HUje JIMCT YHYTPAIIBkhU IBOP.
Bucuna crabaa je najsehn HUBO HBEroBe Xujepapxuje, Tj. TO jeé MAKCHMAJIHO
pacrojame u3Mmely uBopa u kopeHa (Tj. Opoj rpaHa Ha jeJMHCTBEHOM IIYyTY O
KopeHa 10 4Bopa). CBaku YBOp MMa KJbyd KOjU y3UMA BPEIHOCT M3 HEKOD
nornyHo ypehenor ckyna (Hnp. u3 ckyna uejux wiu peannux 6pojesa). IIper-
MOoCTaBJba Ce A Cy KibydeBu jepuncrBenu. CBaKy 4BOP MOXKE J[a UMA M0Jba Ca,
TMOAIINMA YMjU CAJPIKA] 3aBUCH O IPUMEHE CTaDJIA.

1

c/ \b o’/

14 15 16 17

Ciouka 2.8: Tlpumep KopeHcKOr crabiia.

Y napeMm TekcTy BumeheMo KakO MOXKEMO MPEICTaBUTH CTA0JI0, a 3aTuM he
OuTu peun 0 OmHAPHOM CTabJIy TpeTpare W Xuiy, Kao MPUMEPUMa CTPYKTYpa
ToJaTaKa Koje Cy 3aCHOBaHe Ha OMHAPHOM CTAOIy.

2.4.1 TIpeacTaBbarbe cTabna

y 3aBHCHOCTH O[] TOra MJa JId C€ KOPHCTE€ IIOKAa3WBa4W WUJIN HE, IIpeacTaBa
crabiia MOzKe OUTH €eKCINIUITUTHA 1 UMILIUITUTHA. Y eKCIIUIATHO] IPEICTABU
TpaHe ce peCTaB/bajy MOMONY TTOKA3UBAYA, Tj. YBOP €A k CHHOBA CE TIPEICTABIbA,
CTPYKTYDPOM KOja CJp¥KU HU3 0/ k NoKa3uBaya (IIOHEKa ] U JOJATHO MOKA3UBAY
Ka oIy). 3roJHO je Ja CBU YBOPOBH Oy/Jy UCTOI THUIIA TAKO Ja CBAKH YBOD
CampXKU M MOKA3WBa4a, MPH IEMY je M MAaKCHUMAJHH OpOj Jere HEKOr IBOPA,
Tj. cTenen crabJa.

Crabno crenena Beher ox 2 moryhe je mpeacraBuTu KOpHUIINEmEM camMo 2
MMOKa3MBada M0 YBOPY: MPBHU IOKa3yje Ha MPBOT CHHA, & JIPYTU HA HAPEIHOT
Opara. Ipyrum pedmma, CHHOBH 9BOPA IPEICTAB/HEHU CYy MTOBE3AHOM JILCTOM
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Ha KOjy MOKa3yje NPBU MOKA3WBAY y YBOPY. 3a MOBE3UBAIHE €JIEMEHATA JIUCTE
KOPHCTE Ce JPYyrd IMOKA3WBAYHU y YIBOpOBHMa Jincre. Ilpmmep jemme oBakse
npejcTase jar je Ha caunn 2.9

A /S

A7 ek
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Cruka 2.9: IlpukasuBame HeOmHAPHOT cTab/I1a Ca 110 HAJBUINE B3 MOKA3ZUBATA
IO 9BODY.

Koa ummmmmuTHOT npeacTaB/bama crabia, He KOpUcTe ce mokasupadn. Ha-
¥WMe, CBU KJbYYEBU YBOPOBA CE CMEINTajy y Hu3 u Be3e Mely muMa NpoucTudy
u3 muxoBor Mecra y Hudy. Hajuemhe ce paam na ciaemehm HaduH: KOpEH ce
cmernra Ha nosunujy A[l], nesu u gecuu cun ma A[2] u A[3], ura. Penocren
KOJHM Ce YBOPOBHU CMEIITajy y HU3 WIycTpoBaH je Ha couiw [2:10]

SRORCRO
AWAVAWA

9 10 11 12 13 14 15

Cnuka 2.10: Wmmmunurao npejcraBibambe OunapHor crabiaa. Bpoj y3 gsop
O3HAYABA IHErOBY MO3UIM]Y y HU3Y.

Y HEU3y Cce YBOPOBU NPUKA3Y]y Y OHOM Pejociesy Kojum ce crabsio odusasu
cjeBa ynIecHo, HUBO 1o HuBO. [IpmTom ce Mopa pesepBHCATH TPOCTOP M 3a
9BOpOBE CcTabJIa KOju He mocToje. Moxke ce TOKa3aTh 3 aKo je YBOP CMEINTeH
Ha nosunujy A[i], oHza ce WberoBu JIeBM M JIECHU CHH HaJjia3e HA MO3ULUjaMa
A[2i] u A[2i + 1]. ITokaxkuMo MaTeMATUUYKOM MHJIYKIMJOM JIa OBO BayKu:

6a3a muaykmuje: ¢ = 1, na nosunuju A[l] Hana3u ce KOPEH U HEroB JIeBU
U JIeCHU CHH ce Hajase Ha nosunujama A[2] u A[3] Te TBpheme Baxkn 3a
i=1

WHIYyKTUBHU KOPaK: MPETIOCTABUMO Ja TBpheme BaKy 38 1 = k U MOKasKUMO
ma Baxku 3a 1 = k+1. VI3 uHIyKTUBHE XUTIOTE3€ CJIEIN JA CE CHHOBU YBODA,
Alk] nanase na nosunmjama A[2k] u A[2k + 1]. Jacuo je na ce cunoBu
usopa A[k + 1] nanase oaqmax HakoH cuHOBa 4Bopa A[k] y uMIIIMIUTHO]
npescTaBu crabiaa, omHOCHO Ha nosunmjama A[2k + 2] u A[2k + 3], 1j. Ha
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nosunujama A[2(k + 1)] u A[2(k + 1) + 1], re cmo jgokazanu na Tphete
Baxu 3a ¢ =k + 1.

OBaj HauwH TpejcTaBe je 3rojaH 3060r CBOje jeIHOCTABHOCTH W KOMIIAKTHOCTH.
MebhyTum ako je crabsio HeypaBHOTEKEHO (Tj. HEKHU JIMCTOBH CYy MHOI'O JIabe O/
KODEHA OJ1 IPYI'HX ), MOPa Ce PE3ePBUCATHU LIPOCTOP 3a BesluKu Opoj nenocrojehinx
usoposa. Ha npuvep, 3a crabmo na cammm [2.11] koje ca cacroju on 8 uBoposa
mOTPEOHO je pesepBucaru Hu3 gyxune 30.

Cnuka 2.11: Tlpumep HeypaBHOTEXkReHOr crabia, 3a KOje je€ WMILTHIUTHO
MpeCTaB/babe HeeUKACHO.

2.5 Xun

Xum je buHapHO cTab/I0 KOje 3310BO/hbaBa YCJIOB XUIMA: K/bYyd CBAKOT 9BOPA je
Behu wim jeiHAK OJ] KJbydYeBa HErOBUX CHHOBA. V3 TPAH3UTHUBHOCTH pejalyje
> cjlequ Jia je KJbyd CBAKOI 4Bopa Behim miin jeJiHaK OJ1 KJby4€eBa CBUX HEIrOBHX
MOTOMaKa. decTo ce y JuTepaTypu OBA PEATU3AINja XU, HA3WBA ¥ MAKC-XWII,
JIOK ce OmHApHO cTabJIo KOje 3a70B0JhaBa YCJIOB Ja je KJbyd CBAKOT IBOPA MAarbu
WIH jeIHAK OJ] K/bYy4YeBa erOBUX CUHOBA HAZWBA MUH-XUII.

Xun je cTpyKTypa mojaraka KOPHCHA 3a Peajin3alidjy peJa ca IpPHUopH-
TeroM. To je ancrpakTHa CTPYKTypa HOJATAKa 334 KOjy Cy JeduHHCAHE IBE
omeparije:

VYmeruu(x) - yMerHu Kibyd T y CTPYKTYDPY

N36auu() - n3bann Hajeehin Kibyd M3 CTPYKTYpe

XI/IH Ce MO2Ke€ peaiu30BaTU UMIINIMOUTHO WJIN €KCIIJIMOUTHO IIPpEACTaB/be€HUM
crabaom. Opje hie Ouryn npuKa3aHa peajin3anyja XUila Ha KMILIMIUTHO 334aTOM
cTabJy, jep ce IBe OCHOBHE OTIEpAIlije MOTY W3BOJUTH HA HAUWH KOju 00e30ehyje
ma crabiio yBek Oyme ypaBHoTexkeHo. /lakie, cmarpahiemMo 1a ¢y K/by94eBU 9BO-
posa xuma cMemrenu y uu3 A[l..k], npu uemy je k ropma rpanuna 3a 6poj
enemenara xuna. Ako je n rekyhu 6poj enemenara Xuma, OHJIA Ce 38 CMEIITAbe
eJleMeHaTa XWIla KOPHUCTe JlIoKalyje y Hu3y A ca uaaekcuma oz 1 10 n.
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2.5.1 VYknamatrbe ca xuna enemeHTta ca Hajsehum krbyuem

Kipya najeeher enementa je A[1], ma ra je mako nponahu. ITocae Tora Tpeba
TpaHchOPMUCATH TPEOCTAIN CaJIpPKA] HU3A TAKO [a MPEICTAB/ba MCIPABAH
xum. To ce Moxke moctuhu Taxo na ce Hajupe A[n] mpexonupa y kopen (A[l] <
Aln]) u n cmamu 3a jeman. O3naunmo ca x < A[l] HOBE KJbyd KOpeHa, a ca
y < max{A[2], A[3]} Behu o1 kibydeBa cunoBa Kopena. [Toacrabia ca KopeHEMa
y A[2] u A[3] cy ucupasuu xunosy; axo je x > y (ognocuo & > A2l u x > A[3]),
OHJIA, je KOMILIETHO CTA0JIO UCTIPABAH XUT. Y MPOTHUBHOM (aKO je x < ¥), MOCyIe
3aMeHe MecTa KJbydeBa x u y y crabay (ommocuo y uudy A), mogcrabio ca
HENPOMEEHUM KOPEHOM OCTaje UCHPABAH XUII, & IPYroM noacTabiy je mpoMe-
weH (cmamen!) kbyd y kopery. Ha To apyro moncrabno mpumersyje ce pekyp-
3uBHO (MHAYKIIMja) UCTA LPOUELYPa KOja je HPUMEHmeHA Ha I0JIa3HO cTadJlo.
WHaykTrBHA XUTIOTE3a je Ja aKo je mocJie § Kopaka x Ha mosunuju A[j], onmga
camo mozcTabio ca KopeHoM A[jf] eBeHTyasIHO He 33/10BOJbaBa yCiIoB xuma. Jlabe
ce = ynopebyje ca A[2j] u A[2j+1] (ako nocroje) u, ako x Huje Belin nim jeqHak
on 0ba 0Ba KJbyda, 3aMembyje MecTo ca Behmm ox mwux. Jlakie, K/byd & CIIyITa
ce HAHWKE JOTJIEe JOK He JOCHE Y JIUCT WM y KOPEH HEKOT MOICTabiaa y KOMe
je Behu wim jeanak o kibydeBa 0ba cuna. OBa onepanmja onucaHa je KOIoOM
SkiniMazxSaHipa. Ha camun [2.12] npukasan je mpumep yknamarma najseher

// @
@@@@@@@@@@

Cnuka 2.12: Vkiamarbe HajBeher eremenTa ca Xuma.

SkiniMaxSaHipa(A,n)
yna3: A - HU3 BEJTUYUHE N 38 CMEIITame XU,
n3nas: Vrh_hipa - najsehn enement xuma,
A - HOBM XUII, N - HOBA BEJIMYUHA XUIIQ,
1 if n =0 then
2 error “potkoracenje”
3 else
4 Vrh_hipa + A[1]
5  A[l] «+ A[n]
6 n<n-1
7  Otac+1
8 if n>1 then
9 Sin < 2
10 while Sin <n do
11 if Sin+1 <n and A[Sin] < A[Sin + 1] then
12 Sin < Sin+ 1
13 if A[Sin] > A[Otac]
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14 zameni(A[Otac], A[Sin])

15 Otac < Sin

16 Sin < 2 - Sin

17 else

18 Sin < n+ 1 {na 6u ce UCKOUUIIO U3 METIbE }

19 return Vrh_hipa

2.5.2 VYwmertarbe HOBOr efnieMeHTa y xun

Oneparnyja ce M3BOAM Ha CIMYaH HAYWH Kao U mperxomHa. Hajmpe ce n
noselia 3a jegan u Ha ciaoboxny nozuuujy A[n] ynume ce HoBu Kibyd. Taj
kibyd ymopebyje ce ca kipydem oma Ali], tme je ¢ = |n/2], na axo je sehn
o7 Wera, 3ameryjy nM ce mecta. OBa 3ameHa Moske camo n1a roeehia kibyd Ali,
na he uBop ca kibydem A[i] GuTn KopeH wcmpaBHOr xuia. Moxe ce mokaszarn
Ja je tauna caeneha MHIYKTUBHA XUIOTE3a: aKO j€ YMETHYTH KJbyd MOCJIE HU3a
npemernrama jgocieo y eixemenar A[j], onma crabio ca xkopenom A[j] jecre
HCIpaBaH XHII, & aKO Ce TO MOACTAbI0 YKJIOHM, OCTaTaK CTab/a 3aJ0BOJbABA,
ycaos xuna. IIpomec ce HacTapba MpeMenTamheM HOBOT KJbyda HABWIIIE, CBE JTOK
He Oyme MamM WM jeTHAK O KJbYda Ol WU IOK He mohje 10 KOpeHa — Taa
KOMIIJIETHO €TabJI0 33/J0BOJbaBa yCJIOB XHIA; BUJIETH IpuMep Ha coumy [2.13)

@@@@@@@@@@@@

Cnwuka 2.13: YMerame eJleMeHTa Y XHII.

Bpoj ynopehusama mpunkom u3BpIiema 06e Oneparnje ca XUmoM je OrpAHUIeH
BUCHHOM cTabi1a, oxHocHo ca O(log n), mro 3HauYn 1a ce oHe epUKACHO U3BPIIABA]y.
Henmocrarak xuma je y Tome mTo ce He Moxke edukacHo mponahn 3a1aTu Kibyd.

UpisUHip(A,n,x)
yia3: A - HA3 o7 n KJbydeBa Xula, T - Opoj
u3J1a3; A - HOBU XUIl, 1 - HOBA BEJIMYMHA XUIIA
1 n <+ n+1 { npernocrapka je ga HOBO n Huje Behe o1 Benmunne A }
2 Aln] =z
3 Sin<+n
4 Otac < ndiv2
5 while Otac > 1 do
if A[Otac] < A[Sin] then
zameni(A[Otac], A[Sin])
Sin < Otac
Otac < Otacdiv 2
10 else

6
7
8
9
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11 Otac < 0 {3a nckaxame u3 nerpe}

2.5.3 Mun-maKkc xun

Hexkaza je morpebmo 06e36e1uTu MPUCTYII U HajMameM 1 HajBeheM ereMenTy
y JIOrapUTaMCKOM BpeMeHy. AICTpakKTHY CTPYKTYPY LOAATaKa KOja IIOApKaBa
TMPUCTYTI OBUM OITEPAIMjaMa HA3WBAMO Peli ca IPUOPUTETOM ca JABa Kpaja.
3a peanu3alujy OBE aNCTPAKTHE CTPYKTYpPE MOJATAKA MOXKE Ce KOPUCTUTH
CTPYKTypa I0JaTaKa KOojy Ha3suBaMO MUH-Makc xumn (eng. min-max heap).
Mun-make xun je 6GmHApPHO CTAbJI0 KOje KOMOWHYyje MPEeTHOCTH W MUH-XHUIIA
U MaKC-XHIIa. YMeTa}be €JIEMEHTa y MHH-MAKC XHII U 6puca}be MHUHHUMAJIHOT
U MAKCHMAJHOr ejiemenTa mory ce m3pectu y Bpemeny O(logn). Kao u xon
KJIACUYHOT XWIa, U OBA BPCTA XUIMA ce Hajuenthe peann3yje kopunhemeM HA3a,
OJHOCHO UMILJIUITUTHO.

Y MHH-MAKC XUy CBaKH YBOD 33/10BO/bABA HAPETHU YCJIOB: KJbYY CBAKOT
9BOpa HA MAPHOM HUBOY CTA0JIA jé MAH O K/bYIeBa CBUX IErOBHX MOTOMAKA,
a KJbyd CBAKOI' IYBOpA HA HEMAPHOM HHBOY je Behm o7 K/bydueBa CBUX HETOBUX
noromaxa y crabmy (suzern mpnvep ma cowmm [2.14). Tlogpasymesamo na je
kopen Ha HuBOY 0. [locimemuiia je ma ce y KOpeHy Haja3W HAjMambU €JIeMEHT
crabJa, 0K je jeJIlaH OJT IBa eJIEMEHTA Ha, IPBOM HUBOY crabiia Hajsehn eemeHT
y 0BOj CTPYKTypHu. UecTo yMecTo mapHOT HHBOA KasKeMO MUHHUMAJHN HHUBO, a
YMECTO HEIIAPHOI' KAXKEMO MAKCUMaJIHU HUBO (y CKJIa/y Ca yCJIOBOM KOjU BaXKu
HA OBUM HUBOUMA).

| ] min

| max

;/\ e o e
&

18 ) min

/> 2:_/' .

Ciuka 2.14: TIpumep MUH-MAKC XWIIA,

2 1
AN

Kaxko ce uzBojie 0CHOBHE oliepalyje Ko, MUH-MAKC Xura? YMEeTambe ce, Kao
7 KOJ[ OCHOBHOT XHTIa, BPIITM TaKO IITO ce n noBeha 3a jean 1 HOBU €JIEMEHT Ce
craBba Ha Mecto A[n]. OBEM ce MOXKe HAPYIINTH HEKH O, XKeJbeHUX OJHOCA ¥
XHWIIy T€ je XUl TOTPeOHO mpeypeantu. /logaBamemM HOBOT eleMeTHa Moryhe je
HAPYIIUTHA CaMO OJHOCE YBOPOBA KOjU Ce Hajla3e Ha IIyTy O KOpeHa crabia J10
OIla, HOBOJIO/IATOr ejieMeHTa. PaziimkyjemMo JBa ciydaja y 3aBHCHOCTH OJI TOra,
Jla JIN ce eJIEMEHT [10/1aje Ha TMapHW UM HemapHu HUBO:

® YKOJIMKO Ce HOBU ejleMeHT A[n] Hajlazu Ha MUHUMAJIHOM HUBOY, OHJIA Ce
merosa Bpeanoct ynopehyje ca spemuomhy merosor oma A[n/2]

— ako je A[n/2] < A[n] onza ce Ta nBa eleMeHTa 3aMebY]jy, a 3aTUM Ce
noues oj uBopa A[n/2] nposnasu yHazaz Ka KOPeHy KPO3 MaKCUMAJIHE
HHMBOE M BpUIX Ipeypeljerbe XuIa yKOJUKO jé HAPYIIEH YCJIOB XUIIA;
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— ako je Aln/2] > A[n] onzna ce modes ox uBopa A[n] nposiasu yHazasz
K& KOPEHy KPO3 MUHUMAJIHE HIBOE U XHUIl ce npeypelyje, ykonuko je
moTpebHO

® YKOJIMKO Ce HOBHU ejieMeHT A[n| Hajasn Ha MaKCHMAaJIHOM HHBOY, OHJA Ce
mBeroBa Bpeanoct ynopelhyje ca Bpenuomhy merosor oBa A[n/2)

— ako je A[n/2] > A[n] ouza ce ta 1Ba e1eMeHTa 3aMeby]jy, & 3aTHM Ce
noues ox uBopa A[n/2] uposiasu yHa3a Ka KOpEHY KPO3 MUHUMAJIHE
HUBOE U XHII ce npeypelyje yKoimko je morpebHo;

— ako je Aln/2] < A[n] onzna ce modes ox uBopa A[n] mponasu yHazasz
Ka KOPEHy KPO3 MaKCHMaJIHe HHBOE W XHII ce npeypeljyje, yKommko
je moTpebHO.

min

(3(-}\‘//’. max

max

Ciuka 2.15: Mun-make xun ca ciuke 2,14 Hakon 1o1aBamba enementa 2

IIpeypehuBame caMo MAKCHMAJTHIX, OJTHOCHO CAMO MUHAMAJIHUX HABOA PATH
Ce UCTO KAao U y CTaHJIAPJHOM XHUIlY, CAMO IITO 3a CBAKHU YBOP [JVI€JaMO HeroBor
Jeny (OIa HBeroBor OIa), yMeCTO OIa.

Bpucame MUHEMAJIHOT, OJHOCHO MAKCUMAJIHOT €JIEMEHTA W3BOIN Ce CIAUIHO
Kao ¥ KO/ CTaHaapaHor xuna. 2KejbeHu ejieMeHT ce m3balyje m3 Xuma, a Ha
HEroBO MECTO €€ JOBOIM TOCTENbH eJeMEHT y XHWIIy, & 3aTUM je IMOTPebHO
M3BPIIATH HeKa Ipeypeherma XWila KOja 3aBHCE Ol TOra Ja Jiu ce usbairyje
MWUHUMAJIHU NJIN MaKCUMAJIHU €JIEeMEHT XWUIla.

e YKOJIUKO OpUIIEMO MUHUMAJIHU €JIEMEHT OHA Ce MPOHAJIA3U HajMaFhu
mely BeroBUM CMHOBUMA U YHYIIMMA (HEOIXOIHO j€ pa3MaTpaT U CUHOBE
pa3sMaTpaHoOr YBOpa jep y momacTabiiy He MOpajy MOCTOjaTH CBU YHYIW W
MO2K€ Ce JIECUTH A HeKH CHH MMa BPEJIHOCT KOja je Mamma O] CBUX yHYKa
TOI YBOPA): aKo je MUHMMAaJHU Melly mbuMa yHYK M aKo je OH Mambu Of
TTOCMATPAHOT €JIEeMEHTa, pa3Memyje UM ce MecTO W MpPOoBepaBa na Ju ce
THUM HAPYIIHO OJHOC OIa TOT YHYKA U YHyYKa (aKO jecTe pasMembyjy UM Ce
MeCTa) U HaCTaB/ba Ce HaJI0J1e 10 MUHUMAJIHUM HABOUMA; aKO je HajMarbu
9BOp cuH W OH je Behm ox Tekyher 4Bopa, OHIA MM CE CaMO pPa3MEmyjy
MECTA.

L] BpHca}be MaKCHMAJIHOI' €JIEMEHTa C€ U3BOJUW Ha aHaJIOI'aH HAa4MH.
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2.6 Bunapho crabno npetpare (ypeheHo 6Gunapro crabno)

Craku yBOp OMHAPHOTr CTabJIa WMa, HAJBUIIE IBA CHHA, A Ce MOXKe (DUKCUpPATH
HEKO IIPECIMKABAE CKYIa HhEerOBUX CUHOBA y CKyn {sesu, gecuu}. OBo mpe-
CITMKABAE MOXKE C€ UCKOPUCTUTH [IPU UCIPTaBamby cTabyia y PABHU: JIEBH CUH
LpTa ce JeBo, a JeCHU CUH JIECHO O/l OLIA; CBU YBOPOBU UCTe reHepauuje (HuBoa)
NPTAjy Ce Ha MCTOj XOPU3OHTATHOj MPABOj, UCTIOJ TTpaBe HA KOjOj CY YBOPOBHU
MIPeTXO/IHE TeHepaije. JIeBoM, OHOCHO JeCHOM CHHY KOpeHa cTabJia 0/roBapa
JIEBO, OJTHOCHO JIECHO I10/ICTADIO.

Y 6unapuom crabiy nperpare (BCII, enr. Binary Search Tree, 1j. 6u-
napuoM crabiiy koje omoryhyje nuperpazkusatse), ognocuo ypehenom ounap-
HOM cTabJiry, K/byd CBAKOT uBOpa Belin je om KJbydeBa CBUX YBOPOBA JIEBOT
nozcrabia, a Mambh Of KJbydYeBa CBUX 9BOPOBA JECHOr mojcTabia (BUIeTu
cauky [2.17). IlpernocraBbamo 360r jeHOCTABHOCTH J1a Cy KJbYyY€BH CBUX YBO-
posa paznuuautu. BCII omoryhyje edukacHo u3BpinaBame cieehie Tpu omnepa-

nuje:

e Nadji(z) — nalju enemeHar ca Kiby9deMm & y CTPYKTYDPH, WM YCTAHOBU Ja
ra TaMo HeMa, (TIPEeTIoCcTaBsba e Ja Ce CBAKW KJbYd y CTPYKTYDH HaJa3n
HAjBUILE jJEITHOM);

e Umetni(z) — ymernu Kibyd & y CTPyKTypy, ako oH Beh Huje y m0j; y
[IPOTHBHOM OBa omneparja Hema edexra, u

e Ukloni(z) — ako y cIpyKrypu nojaraka LHOCIOjU €JIEMEHAT Ca KJbydeM
2, YKJIOHHU Ta.

Kao mrro cmo Beh moMenyJIn, ancrpakTHa CTPYKTYPa MOJaTaKa, Ca OBUM OIle-
panujama 30Be ce peuHHUK. 3a mheHy peanusanujy Moxe ce nckopucrturu bCII.
360r BaXKHOCTH JUHAMUYKHUX yDalUBama U OpUCAIbA eleMeHaTa W3 PEeYHUKA,
U Jla ce He OU MOpaJia yHAIpe/] 3aJaBaTu IOpbha IpaHulla 3a O0poj eremenara,
cmarpahemo na je omromapajyhe crabimo mpeacTaB/beHo ekCrauiuTHo. CBaku
9BOp cTabsa je cTpykTypa ca 6ap tpu mosba: kljuc, levi m desni. pyro,
oaHOCHO Tpelie moJbe ¢y nokasupauu Ka ApyruM usoposuma, wiu NULL (ako
4BOp HeMma JieBor, ogHocHO Jecuor cuna). BCII je koMmiuinkoBanuja cTpykTypa
moJIlaTaka OJi XWIa: KOJ XUIA Ce MPHUCTYIa caMo JjmcroBuma, 70k ce y BCII
CBAKW YBOP MOKe M30AINTH.

2.6.1 Hanaxeme kspyua y BCI

OBo je oneparuja o K0joj je CTPYyKTypa MoJaTaka OMHAPHO CTA0JIO TIpeTpare
nobura nme. [Torpebro je mponahin y crabiy emeMeHar ca 33JaTUM KJBY9IEM .
Bpoj x ynopebyje ce ca kmpydem r kopena BCIL. Axo je z = r oHja je Tpaxkeme
3aBpuieHo. Ako je nak x < r (OZHOCHO T > T) OHJA Ce TPAXKEHe PEKYP3UBHO
Hacrassba y JesoM (0aHOCHO JecHoM) nozpcrabiy. OBUM ce y crBapu 110J10BU
WHTEPBAJ WHIEKCA KJbyJIeBa.

Nadjiu_BSP(koren, x)

yna3: koren - mokasuBad Ha kKopeH BCII, x - 6poj

W371a3: CVOT - MOKA3UBAYI HA IBOP KOjHU CAIPKU OPOj T
nm NULL ykojaumko TakBOr 4BOpa HEMA
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1 if koren = NULL or koren.kljuc = x then

2 cvor + koren

3 else

4 if x < koren.kljuc then Nadji_u_BSP(koren.levi, x)
5 else Nadji_u_BSP(koren.desni,x)

2.6.2 VYwmeramwe y bCI

Yuerawe y BCII je takobhe jeanocraBra omepanumja. Kibyd x koju Tpebda
ymerHytu Hajupe ce rpaxku y BCII; ako ce nponalje, ymerame je 3aBpiieHo;
TIPETIIOCTABKA je J]a Ce Y PEIHUKY He TyBajy MOHOBJbEHE KOMHje NCTHX eJIeMeHaTa.
Axo ce = me mponabe y BCII, onzma ce mpuimkoM Tparkema OO0 J0 JIUCTA,
nin 70 YBopa 0e3 jeqHOr CHMHA, YIPaBO Ca OHE CTpaHe rje Tpeba yMeTHYTH
woBu uBop. Tama ce x ymehe Kao jeBu, OTHOCHO JECHHW CHH TOT YBOPA — AKO
je mamu, ogHOCHO Behu o7 Kiby4a TOI YBOPA.

Umetni_u_BSP(koren, x)

yias: koren - nokaszusau na kopeu BCII, x - 6poj

uznas: Y BCII ce ymehe 4Bop ca KibydeMm & Ha KOra MOKa3dyje MOKA3uBad Sin;
ako Beh mocroju uBop ca kpyuem x, ouga je sin = NULL

1 if koren = NULL then

Kpenpaj HOBW YBOP Ha KOra MoKa3yje Sin

koren < sin

koren.kljuc < x

koren.levi < NULL

koren.desni + INULL

7 else

8  cvor + koren { rekyhu uBop y crabuy}

9  sin < koren { nocrasspa ce na Bpeanoct pazauuury og NULL }

10 while cvor # NULL and sin # NULL do

11 if cvor.kljuc = x then sin < NULL

SOt W N

12 else { cmmasak HE3 cTabmo 3a jegaH HUBO}

13 otac < cvor

14 if x < cvor.kljuc then cvor < cvor.levi

15 else cvor < cvor.desni

16 if sin # NULL then { noBu uBop je cuH uBOpa otac }
17 Kpenpaj HOBW YBOP HA KOTa MOKa3yje Sin

18 sin.kljuc < x

19 sin.levi < NULL

20 sin.desni < NULL

21 if x < otac.kljuc then otac.levi + sin
22 else otac.desni < sin

2.6.3 bpucarse n3z bCMN

Bpucame usopa u3 BCII kome je kibyd jequak 3agarom 6pojy Takohe modurse
TpaxKemeM Kibyda y cTabiy W HEeITo je KOMIIMKOBAHMU]a OIMeparija Of IMpeT-
xonuux. HajjeanocTaBHuje je oOpHCATH JILCT: TMOKA3WBAY HA HETra Y HErOBOM
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oy ocrassba ce Ha INULL . Ha cingan HaguH ako je oOprcaTn yHYTPAIIhI
9BOpP Ca CaMO jeJIHMM CHHOM: Taj 4BOP Ce yKJamba, a MOACTA0I0 Ca KOPEHOM
y EEroBOM CHHY C€ TIOJWKe 33 jelaH HUBO TAKO 1 My KOpPEH OyIe Ha MeCTy
obpucanor yBopa. Ako Tpeba yKJIOHUTH YHYTpallhu 9Bop B ca 0ba cuHa, Mo¥xKe
ce HajIpe y JeBOM MoACTabry uBopa B nponahu ”HajaecHuju” 9BOp T, OTHOCHO
4yBop ca HajehuM KibyueM (BUAETH MIYCTPALM]y HA CJUIM ; nosiazehu o1
KOPEHA TOTI MO/ICTabIIa IpeJia3u ce JOKJe roj je To Moryhie u3 4Bopa y meroBor
JIECHOT CWHA; Ha KPajy TOr MyTa J0Ja3u ce 10 YBopa . Kibyd uyBOpa T Kommpa
ce y k/byd B, a 4BOp x yKJama ce Ha Beh ommcanu HAUWH jep je OH JIUCT WUIn
49BOp ca camo jexaum curOM. [loce oBe oneparuje BCII ocraje KoH3UCTEHTHO:
KJby4 & Belim je oJ] KJbydeBa CBUX YBOPOBA Y JEBOM MOACTAGITY UCIO CBOje HOBE
nokamnuje. UBop = 30Be ce MPETXOAHHUK 4uBopa B y crabmy. Mcrtu pesynrar
MOzKe ce mocruhu rnmomohy ”HajieBujer”’ 4Bopa y AeCHOM mozactabiy asopa B,
ErOBOT CJIeI0eHUKA.

Ukloni_iz_BSP(koren, x)

ynas: koren - nokaszusad na kopeu BCII, x - 6poj
M3J1a3: MOKA3UBAa4 HA KOPEH IIPOMEEHOr crabia

1 {mpea daza: Tpazkeme YBOpaA ca KIbydIeM &}

2 cvor < koren

3 while cvor # NULL and cvor.kljuc # = do
4 otac < cvor

5 if x < cvor.kljuc then cvor < cvor.levt

6 else cvor < cvor.desni

7 if cvor = NULL then

8 print(“x auje y BCII”)

9 halt

10 {6pucame naljeHOr YBOpa CVOT WM HEIOBOI IPETXOAHUKA }
11 if cvor # koren then

12 if cvor.levi = NULL then

13 if z < otac.kljuc then

14 otac.levi < cvor.desni

15 else otac.desni + cvor.desni

16 else if cvor.desni = NULL then

17 if x < otac.kljuc then

18 otac.levi < cvor.levi

19 else otac.desni < cvor.levi

20 else { cmyuaj ca aBa cuna }

21 cvorl + cvor.levi

22 otacl < cvor

23 while cvorl.desni # NULL do

24 otacl < cvorl

25 cvorl < cvor.desni

26 {a cazma une 6pucame, cvorl je nperxonHUK 4BOPa CVOT}
27 cvor.kljuc < cvorl.kljuc

28 if otacl = cvor then

29 otacl.levi + cvorl.levi {cvorl je meBn cuH 4Bopa otacl}
30 else

31 otacl.desni < cvorl.levi {cvorl je necau cun uBOpa otacl}
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Cruka 2.16: Bpucame eremenTa OmHAPHOT CTA0JIa TPETpAre.

Oneparyja ciea0eHuK nedUHACAHA je U aKO JATH YBOP T HEMA JECHOT CHHA.
VY tom cay4ajy x uma Hajsehu Kipyd y nozacrabiry ca tadno ogpehenum kopeHoM
¥; TaJa je oral YBOpa Yy Clea0eHuK 4YBOpa x. HapaBHO, ako je UBOp y KOpeH
crabiia, cieadeHuk He mocToju (BumeTu npuMepe Ha cimim [2.17)). TIpema Tome,
ornepaija ciaeabeHuK Moxke ce ommcaru ciaegehum k6aom (aHagorHUM KOIOM
MOKE Ce OIUCATH OlEPALUja MPETXOTHHUK ).

Sledbenik(x)
yna3: koren - moKa3WBad HA KOpeH crabiia,
T - TIOKa3WBa4 HA IBOP CTab/Ia YHjer CaeI0eHUKa TPAKIMO
M371a3: Yy - MOKA3uBad Ha CJIeIDEHUKA YBOPA T
nm NULL ykojaumko TakBOr 4BOpa HEMA
if x.desni # NULL then return Minimum(z.desni)
otac < koren
sled <~ NULL
while otac # NULL
if x.kljuc < otac.kljuc
sled < otac
otac < otac.levi
elseif z.kljuc > otac.kljuc
otac < otac.desni
10 else
11 break
12 return sled

0~ O Ui Wi

NeJ

Minimum(z)
yJ1a3: T - KopeH OuHapHOr crabJia nmperpare
n3Jj1a3:. T - IIOKa3UBa4Y Ha MUHUMAJIHU €JIEMEHT JaTOr 6I/IHapHOF CTa6.T[a mnperpare

1 while z.levi 2 NULL



47 2. Crpykrype nmogaraka

2  xz <+ zlevi
3 return x

Omneparmja Maksimum(x) 3a mpoHATIaYKeHhe MAKCUMAJIHOT €JIEMEeHTa GHHAPHOT
crabJia mpeTpare ca JaTUM KOPEHOM MOKe Ce OIMCATH aHAJOTHUM KOIOM.

XI?' U a7 0
R h 2
KEJ \f_b \%BJ

.

'@j

Cruka 2.17: Cnenbenvnk dBopa ca Kjbydem 15 je 9Bop ca kjbydem 17 jep je oH
MUHUMAJIHU KJbYY ¥ JECHOM TOACTA0Iy cTabsa ca kopernom 15. UBop ca Kibyuem
13 mema mecuo moacTabiio ma je BeroB Kibyd HajBehu o KibydeBa y moactabiy
ca KOPEHOM y YBOpPY ¥ €a KibydeM 6, a cIeI0EHUK je OTall 9BOpa Y, ca KJbydeM
15. Usop ca kipyuem 20 nema cireadenuxa y crabiy.

Crpykrypa 6unapHor crabia nperpare oMmoryhaBa IpoOHaJaXKeme ciiesde-
HuKa (MPETXONHUKA) YBOpa 0e3 MKAKBOr Topehema KibydeBa YKOIHUKO je y3
9BOp JaT mokasmBad otac. Hapemawa mporenypa spaha ciegbeHnKa 9Bopa &y
BCII ako nocroju, onnocio NULL ako je x uBop ca Hajsehiom BpeaHomhy y
crabiry.

Sledbenik' (x)
yJia3: T - MOKA3WBa4 HA YBOP CTADJIA YMjer CAeA0eHUKA TPAXKIMO
n3Ja3: y - MOKa3MBaY HA YBOP KOjU CAJIPIKU CJIeT0EHNKA
nmi NULL ykoamko TakBOT 4BOpa HEMA
1 if x.desni # NULL then return Minimum(z.desni)
2 y + z.otac
3 while y # NULL and z = y.desni
4 z<+y
5 Yy < y.otac
6 return y

2.6.4 Cnoxenoct onepauynja Hag bCIl

3a cBe Tpm pasMaTpaHe OIepalfje BpeMe W3BpINerha 3aBUCH Of] OOIMKA
crabjia W TOJI0XKaja YBOPA HA KOME C€ BPIIU WHTEPBEHIINja, — Yy HajrOpeM
CIy4ajy ce Tpazkeme 3aBpiinaBa y JucTy cradma. [Ipumnkom Opucama Kbyda y
49BOPY ca 00a CHHA, HACTABJbA CE CA CIYIITAKEM HAHWUZKE, AJIU j& U Y TOM CJIydajy
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YKYIIaH IyT KOJU Ce Ipesia3u Matbu o BucuHe crabiia. CBe ocTaso 3aXreBa caMo
KOHCTaHTaH OpOj ejeMeHTAapHUX ouepanuja (Ha HpUMep, CTBAPHO YILHUCUBAE
KJbyua WM 3aMEHa KJbyueBa TpHu Opucamy). Jlakie, y HAjropeM Ciaydajy je
CJIOXKEHOCT TIPOMOPITMOHATHA BUCHHN cTabia. AKO je cTabyio ca m 9BOpOBa Y
pa3yMHOj MEPH YPABHOTEXKEHO, OHJA je HheroBa BHUCHHA IPOIOPIMOHATIHA Ca
logy n, a ce cBe Tpu onepanyje edukacHo u3spuiasajy. IIpobiem nacraje ako
cTabJyio HEje yPaBHOTEKEHO — HA MPHUMEP, CTADI0 Koje ce mobuja yMeramem
pacryher un3a kibydeBa nMa Brucnay O(n)! Ako ce crabio nobuja ymeTameM n
KJbyUeBa y CIydajHO M3abpaHOM IMOPETKY, OHJA je OYeKMBaHa BUCHHA CTabIIa
2Inn, ma cy omeparje TpaxKema u ymerama ebukacue. Crabdja ca IyradkuM
MyTeBUMa MOTY [la HACTaHy Kao pPe3yaTaT yMmMeTama y ypeheHoM wmau ckopo
ypeberom pemocieny. Bpucama mory ma n3a3oBy mpobiieMe daK U aKO Ce U3BOIE
Y CJIy4ajHOM PeJIOC/Ie/Ly: PA3JIOr TOME je AaCUMETPH]ja, /10 KOje JI0J1a31 aKO Ce YBEK
KOPUCTH MPETXOIHUK 3a 3amMeHy obpucaHor usopa. [locsie yectux Opucama u
yMeTama, crabiao moxe Ja gocrurae sucuny O(y/n), 9ak u y KOI CJIydajHuX
yMeTama u bpucama. AcuMerpuja ce MoKe CMABUTH aKO Ce 32 3aMeHy 0DPUCAHOT
YBOPA HAM3MEHUYIHO KOPUCTE MPETXOJHUK W CJIeI0EHUK.

Ha cpehy, nocroju naumn na ce u3berny gyraduku mnyrtesu y BCIL. Jeman
Takas MeTos je kopuiiheme ABJI crabana, koja cy moaspcra Gunapaux crabasia
nperpare.

2.7 ABJ1 crabna

ABJI crabsaa (koja cy ume nobusa no ayropuma, Anenbcon—Besbckuit u
Jlamguc, 1962.) cy crpykTypa nogaTaka Koja rapanTyje Ja CJIOXKEHOCT HU jeTHe
OJI OTepalrja TpaxKema, yMeTamha u Opucama y HajropeM cuay4ajy auje Beha
o1 O(logn), rae je n 6poj enemenara. Uueja je yaoKuTH JOMYHCKH HAIIOD 2
ce ToCJIe CBaKe omneparyje cTabjio ypaBHOTEXKH, TAKO JIa BUCHHA CTabIa YBEK
6yae O(logn). Ilpu Tome ce ypaBHOTexkeHOCT crabsia geduHUILE TAKO xa ce
Mo¥ke Jako oap¥kasaru. I[Ipenusuuje, ABJI crabio ce medunuiie kao GUHAPHO
cTabjI0 TpeTpare KOI KOTa je 33 CBAaKW YBOP AalCOJYyTHA BPEIHOCT DPA3JIMKE
BUCHHA JIEBOT ¥ JECHOT TOCTalb/1a Matba WU jeJHaka Of jefan (BUAETH IpuMep

Ha comim [2.18)).
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Couka 2.18: TIpumep ABJI crabma.
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Kao mro nokasyje cieneha reopema, sucuna ABJI crabaa je O(logn).

Teopema 1. 3a ABJI cmabao ca n ynympourbux 460posa sucuna h 3adosonasa
ycaos h < 1.44051og,(n + 2) — 0.327.

Joxas. Heka je T, ABJI crabsio Bucune h > 0 ca Hajmamum moryhum 6pojem
ggopoBa. Ctabno Ty camapku camo KOpeH, a cTabsao 71 KOpeH ¥ jeqHOr CHHA,
perumo gecuor. 3a h > 2 crabno Tj, moxke ce ¢popmuparu Ha ciaegehn magws:
BEroBO MO/CTabI0 Mamke Bucuae h — 2 Takohe Tpeba ga 6yme ABJI crabno ca
MUHUMAJTHUM OpOjeM 9BOPOBa, Jakje T} _o; CAUIHO, HErOBO JAPYro noAcTabiio
Tpeba na Oyue Ty_1. Crabisa onucaHa oBakBoM ~ audepeHiHoOM jeaHaduHoM”
30By ce Qubonauujesa cmabaa. Hexkonnko mpeux ®PubonavumjeBmx crabasa,
TAaKBUX /I3 jé y CBAKOM yHYTPAIIEM YBOPY BUCHHA JIEBOT MOACTA0/Ia Mamba,
npuka3ano je Ha camiu [2.19] O3naunmo ca nj, MuHUMAaIHE GPOj YHYTPAIIBUAX
ggopoBa ABJI crabma Bucure h, Tj. 6poj yHyTpammbux dBopoBa crabia Tp;
ng=0,n; =1, ne =2 ng =4,.... llo nebununuju PudbonauunjeBux cradasaa
jenp = np_1 +np_o + 1, omaocro np, +1 = (np_1 + 1) + (np_2 + 1), 3a
h > 2. Buagumo na 6pojeBu ny, + 1 3a10Bo/baBajy UCTy AuEPEHIIHY jeTHATUHY
kao u @ubonauujesu 6pojesu Fy, (Frio = Fypy1 + Fp3ah > 1; Fy = Fy, = 1).
V3umajyhu y 003up v npBe 4IaHOBE HU3A, MHIYKIIMjOM Ce HEITOCPETHO MOKAa3yje
Ja Baxku ny + 1 = Fj 9. IIpema Tome, 3a 6poj n yayTpaiimbux dBoposa ABJI
crabJia BUCHHE h BaXK¥ HEjeJHAKOCT

nZFh+2—1.

IMonazehu on u3pasa 3a onmru wian PuboHauMjeBOr HU3a (BUIETH TIPUMED Y
JleJly O PelllaBakby JTUHEAPHUX IUMDEPEeHIHUX jeJHAUNHA,)
ol <1+\/5)h 1 (1\/5>h
h e _— —_—— R
VBN 2 VB 2

n BE3€

Jobujamo

1 1\ "2 1
n>—[a? - (—) ) —1>——=a? -2
- \/5< a V5

e je ca a = (v/541)/2 o3Hauen MO3UTHBAH KOPEH KapaKTEPHCTHYHE jeTHATIHE
22 —z — 1 = 0 qureapue mudepenmnue jenmaunne F, = F,_; + F,_,. OBa

HEjeITHAKOCT eKBUBAJIEHTHA je ca

logy 5
1 2)— 2 — ———
omsn+2) - (2- p ),

h <
logy

qUMe je TeopeMma JOKazaHa, jep je 1/log,a ~ 1.44042 u log, 5/(2logy o) ~
0.3277.

Ocraje jormn ma BEANMO KAKO Ce MOCJIe YMETarha, OMHOCHO OPUCATha €TIEMEHTA
u3 ABJI crabna, Mmoxke WHTEpPBEHHCATH Tako jga pesyarar u jgabe Oyne ABJI
cTabJio.
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Cnuka 2.19: ®@ubonauujesa crabma Ty, 11, To u Ts.

IMpusukom ywmerama HoBor Opoja y ABJI crabso nocryna ce Hajiupe Ha
HaYWH yoOndajeH 3a OMHAPHO CTAOJIO MpeTpare: MPOHAJIA3U CE MECTO YBOPY, I1a
ce y cTabJI0 [0/aje HOBU YBOD Ca KJbY9eM jeTHaKUM 33JaToM Opojy. YBopoBuMa
Ha MyTy KOjU Ce TOM TPWJIMKOM Mpeja3e OJroBapajy pa3juKe BUCUHA JIEBOT
u aecuor noxcrabna (dpakropu paBHotexke) uz ckyna {0,+1}. Tlocebuo je
MHTEPECAHTAH IOCJEIbU YBOP HA TOM IyTy KOju HUMa (PAKTODP PABHOTEXKE
PA3JUYUT Of HyJIe, T3B. KPUTUIHU YBOP. VcrmocraBba ce [a je TPUIUKOM
yMmetama 6poja y ABJI ctabsio dosomto ypasromescumu nodcmabio ca KOpeHom
Y KPUMUYHOM 460py - Y TO heMo ce yBEepPHUTH KaJia BUIUMO JeTajbe IMOCTYIIKA
YPABHOTEXKABAbA.

IIperniocTaBumo 7@ je pakTOp paBHOTE)KE y KPUTHIHOM UIBOPY jeaHax 1.
Horu uBOp MOYKe [1a 3aBpIIH y:

e JieCHOM MOACTA0y — y TOM CIIy4ajy ToAcTab/o KOME j€ KOPEH KPUTHIHH
4uBop ocraje ABJI

e JIEBOM TMOACTADIy — y TOM Ciydajy crabyo mpecraje ma Oyme ABJI u
moTpebHO je mHTepBeHmcartu. llpema Tome 1a Jiu je HOBU 9YBOD JOIAT
JIEBOM WJTH JIECHOM TIOACTA0IIY JIEBOT TOACTA0/Ia, PA3IUKYjeMO ABa CIy4aja,

Buzeru cauky [2.20}

— Y 1pBOM CiIy4ajy ce Ha cTabJio MpUMebyje poTanuja: KOPEeH JIEBOT
nozcrabsna B (Bugeru cauky |2.21) nopuzke ce u nocraje KOpeH moacradiia
(koMe je KopeH 6UO KpUTHYAH YBOP), a ocrarak crabia npeypebyje
ce Taxo ga crabuso u pame ocrane BCII. Crabno T ce "nonmxke” 3a
jeman HEUBO ocTajyhim m majpe jreBo momcrabio uBopa B; crabio Th
oCTaje Ha WCTOM HUBOY, ajd yMECTO JecHOr mozacrabia B mocraje
JieBo mozcTabio A; mecHo mozcrabso A coyiita ce 3a jeJaH HUBO.
[Tomrro je A kpurnyan uBop, (akrTop paBHOTE)Ke uBOpa B je 0, ma
crabsa 11 u To umajy wucry Bucuny. Crabna Ts u Ty me mopajy
UMATH UCTY BUCHHY, jep uBop C' HUje HA TIYTY O KPUTUIHOT YBOPA,
110 MecTa ymerama (cmuka[2.21)).

— JIpyru caydaj je KOMILIMKOBAHHjH; TA/1a ce CTabiI0 MOYKEe YPABHOTEKUTH
JIBOCTPYKOM poranujoMm, sujernu ciuky [2.22} Hosu 1sop noxcrabna
YMECTO KPUTHYIHOT YBOPA TOCTAje JTECHU CHH JIEBOT CHHA KPUTUIHOT
9BOPA.

Sanaxxkamo 1a y oba ciiydaja BUCHHA TMOACTA0/IA KOME je KOPDEH KPUTUIHU
YBOP IOCJE YPABHOTEXKABAHA OCTAje HEMPOMEHEHA. Y PABHOTEXKABALE IO/l
crabiia KOMe je KOpeH KPUTHIaH 9BOp 300r Tora He yTUYe Ha OCTaTaK CTabIA.
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Cnuka 2.20: Ymerama koja pemere ABJI crojcTBO cradna.
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Cnuka 2.21: YpasaorexxkaBame ABJI-crabia nocne ymerama — poraiumja.
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Cnuka 2.22: VYpasHorexkaBamwe ABJI-crabia mociie ymerama — IBOCTPYKA
poTanuja.
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V3 cBaku 4yBOp crabsia 4yBa ce meroB (hakTOp PABHOTEXKE, jeHAK Pa3JIHIH
BHCHHA HErOBOr JIeBOI | JiecHOr mojcrabdiia; 3a ABJI crabio cy Te pasniuke
enementn ckyma {—1,0, 1}. YpaBHOTe:KaBame mocraje HEOMXOJHO ako je hakTop
Hekor uBopa +1, a HoBu uBOp ce ymehe Ha ”morperay” crpany. [locse ypaBHOTEKABAKHA,
BUCWHE H3HAI KPUTUIHOT YBOpA OCTajy HempoMmemene. Kommjeran mocrymak
YMETamha ca yPABHOTEXKABAIHEM JJAKJIe U3TIIEIA OBAKO: Uy i HAHUKE IPUITUKOM
yMeTamha MaMTH Ce TOCIEIBbU 9BOp ca (PAKTOPOM pPA3JIMYUTUM O, HyJe; Kajl
ce gobe MO MecTa yMeTarha, YCTAaHOB/baBa Ce Jia JU je yMmMeTarme Ha ~ 100poj”
win " Torpemntuoj” CTpaHu y OJHOCY HA KPUTHYAH YBOP, 8 OHIA CE jOIl jeTHOM
MPOJIA3H YT YHA3A/, 10 KPUTHIHOT 9BOPA, MOMPABJhajy ce (haKTOPU PABHOTEKE
¥ W3BPIIABAjy €BEHTYAJHE POTAIlUje.

Bpucame je komminkoBanuje, kKao u ko oowanor BCIL. ¥V ommmrem ciydajy
ce YPAaBHOTEKABAIE He MOYKE M3BECTH MOMONY CaMo jejiHe WJIH JIBe POTAaIlHje.
Ha npumep, ma 6m ce @ubonaunjeBo crabio Fj, ca n 9BOpoBa ypaBHOTEXKUIIO
nocsie Opucama, ” omre” n3abpaHor 9BOpa, IOTPEOHO je m3BPIIUTU h—2, OAHOCHO
O(log n) porammja (sugern cimky [2.23|3a h = 4). Y onmrenm cirydajy je rpanuma
3a norpeban 6poj porammja O(logn), Ha cpehy, cBaka poramnuja 3axreBa KOH-
cTaHTHU OpOj KOpakKa, 1a je BpeMe W3BpIaBama Opucama Takohe OrpaHuIeHO
onosro ca O(logn). Ha oBom mecry npeckouuliemo nerasbe.
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Cimka 2.23: YpaBnorexasamwe @ubonauujeBor crabna Ty mocie Gpucama
9BOpa, MOMONY JBE poTaluje.

ABIJI crabio je edpukacua cTpykTypa momaraka. dak u y HajropeM ciydajy
ABJI crabna 3axreBajy majsuime 3a 45% Bumie ynopeljmpama o1 OnTHMATHAX
crabana. EMnupujcka ncnuruBama Cy mMoKa3aJsa /1a Ce MPOCEYHO TPAXKEHHEe Cac-
Toju ox oko logy n + 0.25 mopehema. OcuoBum memoctarak ABJI crabama je
norpeba 3a JOJATHUM MEMOPHUjCKUM IMIPOCTOPOM 3a CMerlTame GakTopa pas-
HOTEKe, Ka0 W YWIEHWIA 13 Cy mporpamu 3a pax ca ABJI crabnmma mocra
KOMILTHKOBaHU. [locToje u Apyre BapujanTe ypaBHOTEXKEHUX CTA0AIa TpeTpare,
Ha mpuMep 2 — 3 crabia, B-crabia u mpBeHO-I[PHA CTabJIA.

2.8 CkynosHe onepaunje

Konaunn ckymoBu cy yoOMYajeHA W 9€CTO KOPHIITNEHa CTPYKTYpPa MOMATAKA.
Crora je morpebHO OCMHUCJIUATH jeJHOCTABAH U €(PUKACAH HAYMH 338 HUXOBO
TpEeICTaBbabe M 3a FHUXOBY MaHWITYJIANN]Y, OJHOCHO 3a TPaXKerhe, yMeTarbhe
u Opucame eJleMeHTa CKylla, Kao U OMHApHE onepalyje ca CKynosuMa (yHuja,
[IPECeK, Pa3J/IuKa, CUMETPUYHA PA3/IUKa). Y HACTABKY TEKCTa IPETIIOCTABIbA,
ce a Cy CKyINOBH KOHAYHU U JIa Cy BPEIHOCTH eJeMEHATa CKyla W3 CKYyIa
HEHEraTWBHUX [1eJIUX OpojeBa.
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Ckymnose je Moryhe pecTaBuTH HA BUIE PA3JIMYATHX HAdnHA. Pazmorpu-
hemo mBa HavYMHA UMILJIEMEHTAINjEe CKYyIIa, ITIOMONY COPTUPAHOT HU3A U IIOMONY
6urckor Hu3a (eHr. bit array).

Heka cy ngara mpa ckyma: CKym S; KOjU CaJp>KW m eJeMeHaTa M CKyI S
KOjU CaIPIKU N eJleMeHaTa W HeKa je CBAKW O ’hUX MPEJICTAB/bEH COPTUPAHUM
HU30M ejleMeHaTa CKyla. Y TOM CJIy4ajy Olepalyja MCIUTHBAbA MPUCYCTBA
eJIeMeHTa y CKYIy O/l M eJeMeHaTa CBOJIU ce Ha ODMHADHY Tperpary, 1ma ce OBa
ornepaija moxe uspecru 3a Bpeme O(logn). 3a ymerame HOBOI' ejieMeHTA Y
CKyTl ce Takohe MoXKe MCKOPUCTUTH OMHAapHA npeTpara 3a ojpefuBame mherose
TIO3UIINje, aJii KAaKO je y HAjTOPEM CJIydajy 3a JI0JaBarbe HAJMAET eJIeMeHTa y
CKYTI TOTPEOHO TIOMEPUTH 32 jeTHO MECTO y/IECHO CBE EJIEMEHTE, TO j€ OIepaIlyja
ymerama ciaoxenocru O(n). Exement ce Gpuiie u3 cKyna Tako IITO €€ MPBO
OMHAPHOM MPETPATOM HCIHTA FHErOBO MPHUCYCTBO Yy CKYIy, & 3aTHM C€ CBH
eJIEMEHTH JIECHO OJI Ibera IMIOMEepajy 3a jeaHo mecto yieBo. Kako je 3a Opucame
HajMaber eJleMeHTa CKyTa TMOTPeOHO TMTOMEPUTH CBE eJeMeHTe CKyTa 3a jegaHo
MECTO yJIEBO, TO je U OBa omneparmja cjaoxenocru O(n).

Cge gerupu Ounapue oneparuje Haj ckymosuma S; u Sy (yHUja, mpecek,
pa3J/iuKa, CUMETPUYIHA PA3JIMKA) MOT'Y C€ M3BDIIMTU HA CJIUYaH HAYMH KaO IITO
ce BpIIU O0jenibaBame IBA COPTHPAHA HU3A y jelaH. Y TPEHYTKY Kajaa ce
pasmarpajy esementn Sii] u Ss[j], npunukom uspadyHnapama:

e yauje S; U S axo je:
— S1[f] = S2[j], y w3nasum mHu3 ce komupa camo jemam Gpoj, a 06a

WHIEKCa i, j ce moBehaBajy 3a jeman,

— S1[d] # S2[j], y m3na3uu HU3 ce KOMMpa caMo Marby OPOj W HANpeLyje
ce ca MHJIEKCOM Y TOM HHU3Y,

e mpeceka S1 NSy ako je:

— S1[i] = Sa[j], y usnazuu uu3 ce koumpa camo jexan 6poj, a oba
HHJIEKCA ¢, j ce moBehaBajy 3a jemas,

— S1[i] # S2[j], Hanpenyje ce ca MHIEKCOM Y HU3Y KOJU CAAPIKU MarbU
6poj,

e pazmuke S \ Sy ako je:

— S1[i] < Sa[j], y uznazuu vu3 ce xonupa 6poj Si[i] u uHIEKC HPBOT
Hmr3a ce mosehasa 3a jemaH,

— S1[i] = Sa[j], manpenyje ce ca nagekcom y oba Hu3a,

— S1[d] > Sa2[j], Hampeayje ce ca MHIEKCOM y IPYTOM HH3Y,
o cumerpuyHe paznuke S1ASy = (51 \ S2) U (S2\ S1) axo je:

— S1[f] # S2[j], y u3nasHm HU3 ce KomMpa Mamu O6pOj M WHIEKC TOD
Hnr3a ce mosehasa 3a jemaH,

— S1[i] = S2[j], manpenyje ce ca uamekcom y oba Hu3a,
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Cee yeTupu OCHOBHE OHHAPHE OMEpallije 3a PaJi ca CKYIMOBAMA: HATAYKEHE
yHUje, [PeCceKa, Pa3JIMKe U CAUMETPUYHE DA3JIUKE CY BPEMEHCKE CJIO2KEHOCTH
O(m + n). Ha npumep, axo je S1 = {2,3,6} u Sy = {1,2,4,6,7} nobujajy ce
odekmBanu pesynraru S1USy = {1,2,3,4,6,7}, S1NSy = {2,6}, S1ASs = {3},
(S1ASy) ={1,3,4,7}.

VKOJIMKO je MaKCHUMAaJIHU OpOj eJeMeHara CKyna J0BOJHFHO MAJM, CKYI Ce
MOXKe MMIJIeMeHTupaTu ourckum Hu3oMm. [IpaBuiio je ma ememeHT n mpumaga
CKyIly aKO W caMo ako n-tu Our y Hudy uma Bpeguoct 1. C ob3upom Ha
TO /I3 C€ y OBOj PENpe3eHTAIlnju KOPHUCTH CAMO jeIaH OWT IO eJIeMeHTy, OBa
perpe3eHTaInja ce MOYKe TTOCMATPATH TPOCTOPHO edukacuoMm. C apyre cTpame,
Iy KWHA, HU33, je TPOMOPIINOHATIHA Ca MOTyiM OTIICEeroM BPEIHOCTH €JIEMEHATa,
HH3a, IITO HAje CIydaj KO, MPEeTXOIHO ONNCAaHe NMIJIeMeHTAIn]e.

YMerame eeMeHTa y CKYI, OJHOCHO OpHCarhe Ce CIPOBOIN jeIHOCTABHOM
u3MeHOM BpemaHocTH onrosapajyher owra. [IpoBepa mpumagrocTr Opoja cKymy
CBOJU Ce HA ounTaBame oarosapajyher 6ura (Bumeru cieneliu xk6x).

Sadrzi(A, x)
yina3: A - Hu3 OUTOBA KOjUM je MPECTAB/bEH CKYII,
T - €JIEMEHT YHhje TPUCYCTBO UCIUTYjEMO
n37a3: true - aKo eJIEMEHT Mpumnaaa, false - aKO €JIEMEHT He MPUIMAAA CKYILY
1 if > duzina(A) then
2 return false
3 elseif A[z] =1 then
4 return true
5 else
6 return false

Oneparyje ymMmerama eleMenTa, OpUcamba eIeMeHTa U HCTUTUBAhA IIPUCYCTBA
eJIEMEHTa y CKYIly O M ejieMeHara cy Bpemencke cioxkenoctu O(1).

IIpernocraBuMo ma cy ckymoBm S7 u Sy 331aTh HU30BHMa OnToBa Bi M
Bs. Tlpecek u yHuja ckymosa ce Mory gobutu 6uTckom KoHjyHKIHjoM B1& By,
OAHOCHO GuTCcKOM mucjyHkimjom By |By. Onepanuja cumerpudHe pasiuke CKynoBa
ce MOsKe JOOMUTH OMepaliijoM eKCKIy3uBHe AUCjYHKIHje ONTOBA ¥ 3amncy CKymoBa
B1" B3, a obuvHa pa3inKa CKymoBa Ce MOXKe M3padyHATH OUTCKOM KOH]jyHKITHjOM
MpBOr HU3a OUTOBA Ca HeralujoMm Japyror Huza outosa Bi& ~ Bs. Ha npuwmep,
ako cy garu ckynosu S; = {2,3,5} u Sy = {0,2,4} u ako ux upezacraBbamMmo
HU30BUMA OuToBa myzkune 8, onma cy oarosapajyhu amsosu B; = 00110100 u
By = 10101000 u

e yuuju S; US2 ={0,2,3,4,5} onrosapa uu3 Bp|By = 10111100,

e npeceky S1 N Se = {2} onrosapa uuz B1& By = 00100000,

pazmuim S1 \ S2 = {3,5} oxrosapa vu3 B1& ~ By = 00010100,

e cumerpuunoj pazmuuu S1ASy; = {0,3,4,5} oxrosapa Huz By ~ By =
10011100.
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2.9 Xew Tabene

Xem Tabene cuamajy mehy HajkopucHuje crpykrype mojgaraka. Kopucre ce 3a
YMETABE U TPAKEIHE eJIEMEHATA, a Y HEKUM BapujaHTaMa u 3a 6pucame. Crora,
TpeICTaBsbajy eduKacHy CTPYKTYpPY TOAaTaka 3a MMIIJIEMEHTAIN]y PedHuKa.
Naxo Tpazkeme esleMeHTa y Xelll TabesIn MOYKe J1a TPaje Kao W TPazKere eJIeMeHTa
y mose3anoj suctu (O(n) y Hajropem ciiydajy), y IPOCEKY Ce Olepalyje ca Xell
TabesIoM 3BpIIaBajy npuiandHo edpukacHo. [log HeKuM pa3yMHUM IPETIOCTAB-
KaMa IIPOCEYHO BPEME U3BPIIABaba OLEPAIHje KOJOM Ce TPAXKU €JIEMEHT Y Xelll
rabesn je O(1).

OcuoBHa ujeja je jeqnocraBaa. AKo Tpeba CMECTUTH MMOJATKE Ca, KJbY Y€BUMA,
u3 orcera o7, 0 10 n—1, a Ha pacHoaramy je HU3 LyzKUHE N, OHJA Ce TOJaTaK Ca
KJbydeM i cMernTa Ha nosurujy i, i = 0,1,2,...,n — 1. OBaj HauwH cMemITama
oJIaTaKa HA3UBAMO JAUPEKTHO aJpecuparbe. AKO Cy KJby9eBU HOJATAKA U3
omcera on 0 10 2n — 1, jOITT yBeK je 3TOAHO MOJATKE CMECTUTH HA WCTH HAYWH
y HU3 JIyKHHE 21 — THUME ce TOCTu ke HajBeha epUKaCHOCT, KOja HaIOKHAhyje
YTPOIITaK MEMOPHUjCKOT MpocTopa. MoyKeMOo NCKOPUCTUTH MPETHOCTH JUPEKTHOT
aJpecuparma CBe JJOK MOXKEMO JIa MPUYIITUMO Ja aJ0IUpaMO HU3 KOjU HMa
jeIIHy MO3UIHjy 3a CBAKY MOrylly BPEIHOCT Kibyda. Y OBOj CUTYAIUji TPUBHUJATHO
j€e UMIJIEMEHTUPATHU CBE TPU OLIEpalldje PeYHUKA — IIPETIIOCTABUMO JIa KOPUCTUMO
rabesy T'[0..n—1], mpu ueMy cBaka mo3uipja rabesie OaroBapa jeIHoj BpeAHOCTH
KJby9a. YKOJIMKO OBaj CKYII HE CaJIPXKH €JIEMEHT ca KibydeM k, onga je T[k] =

NULL .

T
0
7 / . key  satellite data
(universe of keys) / 2 A4
0e 6% 2
3 =3
/ 4
/—
/ 7
— 1]
/ 9

Ciomka 2.24: HMiuiemeHTanuja JUHAMAYKOD CKyla KOPUIINEHEM JUPEKTHOr
azpecupama. Caku kipyd n3 ckyna U = {0,1,2,...,9} oxroeapa wHuekcy y
Tabesn.

DirektnoAdresiranje_Search(T, k)

yna3: T - Tabena, k - BpegHOCT Kibyda

73/1a3: MOKA3WBAY HA IIOJATAK U3 Tabesie KOju UMa BPEJHOCT Kibyda k
nan NULL axo TakaB mojaTak He MOCTOjH

1 return T[k]

DirektnoAdresiranje_Insert(T, x)
yna3: T - tabena, x - mogaTrak
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u3J1a3: u3MemeHa radesa T’
1 T[z.kljuc] + x

DirektnoAdresiranje_Delete(T, x)
yna3: T - Tabeja, x - TOJATAK
n3a3: u3memeHa rabenaa T’

1 T[z.kljuc] + NULL

Csaka 071 0BUX onepanuja uma Bpeme usspinasama O(1).

Curyamuja ce Mema ako je OIcer BPeIHOCTH Kjby4ueBa ox 1 10 M TOIuKO
BEJIUKHU JIa ce Hu3 aykuHe M He MOXKe cMecTUTH Ha padyHapy. Tama ormaga
BapujaHTa ca Kopuinhemem Hm3a ayxubne M. IlpermocraBumo, Ha mpuMmep,
ma Tpeba cmectutn momarke o 250 crymeHaTra, TPU YEMy C€ CBAKU Of HbUX
naeHTudUKyje cBojuM MaTudHUM Opojem ca 13 mekaauux Iwdapa. YMecTo
KOMIIJIETHOT MATHUYHOT Opoja Ka0 HMHIEKC y HU3Yy MOy C€ KOPHUCTUTH CAMO
BEroBe TPU MOoCceAme mudpe: Tajga je 3a CMeITame TOJATaka JOBOJbAH HU3
ayxwune 1000. Merox mnak Hmje normyno moy3zan: moryhe je ga Heka aBa
CTYJIEHTA UMajy UCTE TPH HOCIe/be udpe MaTuaHOr 6poja; HAYUHE PEIIaBAbA
oBOT Tpobsiema pa3morpuhemMo KacHuje. MOry ce MCKOPUCTUTH W YETHPH T0-
caemme mudpe MATUIHOr Opoja, Wau TPU MOCIeAme mudpe KOMOWMHOBAHE Ca
MPBUM CJIOBOM MMEHA CTYIEHTa, Ja OU ce jOIl BUIIe CMABUIa MOIyNHOCT OBAKBOT
norabaja. C mpyre crpane, Kopuiheme puine mudapa 3axreBa Taberny sehe
JMMEH3Hje, Ca PEJATUBHO MABUM HCKOPHUIINEHUM JI€JIOM.

ITpernocraBumo 1a je 1aro n Kibyudena u3 ckyna U senuuune | U |= M > n.
Nneja je ma KibydueBe CMECTHMO y TaOeTy BEJIUYUUHE 1M, TAKO [ 1M HUje MHOTO
Behe ox n. [lorpebro je maxkmne medunncarn QyHKIH]Y:

h:{0,1,...,M —1} - {0,1,...,m—1}

T3B. Xemu (pyHKHOUJy KOja 3a CBAKHU MOHATaK onpelyje meroBy mo3uiimjy Ha
OCHOBY BpeaHOCTH ozroBapajyher kipyuda (kaxkemo u ja je h(k) xern Bpeanoct
kibyda k). ¥ ropmwem npuMepy, Kao BpeAHOCT Xelll (hyHKIM]e O KJbyUa jeJIHAKOr
MATHYHOM OPOjy, y3ere Cy Berose rpu nocienmwe mudpe. Ako ce BpeaHocT OBe
dyukIMje JaKo N3padyHaBajy, oulie Jako TPUCTYIUTH TIOAATKY. Be3 063upa Ha
BeJIMYIUHY M TabeJie, nernrasahe ce Ja pa3InanuTUM KJbYI€BUMA OJTr0BAPAjy UCTE
mokanuje. OBakaB HemoxesbaH Jgoralhaj 30Be ce KOJU3Uja.
ITorpebHO je makje permuTu aBa MpobdIeMa;

e HajaxKkeme Xem (PyHKIHja KOje MUHUMU3UPGJY BEPOBATHONY IOjaBe KO-
nm3nja, u

e TIOCTyIMAaK 3a 00pa/Iy KOJIM3Wja K [0 FhUX WUITaK mobe.

Naxko je Bemuunna M ckyma U muoro eeha on Bemuuwnue tabese m, CTBApHU
CKYTI K/bydeBa Koje Tpeba oOpaauTu 06udno Huje Beauku. Jlobpa xern hyHKImja
[Ipec/InKaBa KJbydeBe PABHOMEPHO 1o Tabesnn — ja O6u ce MUHUMU3HMPAa MO-
rylinoct Konm3uja MpOy3pOKOBAHUX HATOMUJIABAKEM KJbydeBa y HEKUM 00Ja-
cruma Tabese. Y MPOCEKY Ce y CBAaKy JIOKAIUjy Tabese OBaKO m3abpaHOM Xeril
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T
0
u
> hiky)
I hiky)
—— h(kz) = hks)
> hiks)
m-1

Cnuka 2.25: Kopumheme xemr ¢yHKIEje h 3a npecivkaBame KibydeBa y
nosuigje tabese. C 003upoM Ha TO J1a ce Kiby4deBU ko M k5 HpECIUKABajy y
WCTy TO3UIIH]Y, HOJIa3U J0 KOJTU3HUje.

dyukuujom npeciukasa sejauku 6poj (u3 ckyua csux moryhux) Kibyuesa, mbux
M/m. Xem dynrimja Tpeba ga TpaHcHOPMUIIIE CKYT KIbydeBa PABHOMEPHO
y cKyn caydajuux Jsokamuja u3 ckyma {0,1,...,m — 1}. YaudopmHoct n
ciry4dajHocT cy OutHe ocobune xemr dyrKimje. Tako je, Ha mpuMep, MOTPEITHO
3a xern pyHKIHjy o1 13-nudperor marudHor 6poja y3eru OpPoj KOju duHe mera,
mecra u ceaMma mudpa MarudHOr Opoja: Te Tpu nudpe cy Tpu HajHIKE 1udpe
roavHe poherma, ma 3a OUJI0 KOjy BEJIMUWHY TPYIE CTYIEHATA Y3UMAajy MAe Of
Jecerak pasmmantux Bpeguocty oa 1000 moryhux.

Ako 3amemMapuMo KoJIM3Wje, CBE TPU OCHOBHE OTEpalyje Ca Xerl TadeIoM
u3Bpiiasajy ce 3a speme O(1).

2.9.1 Xew cpyHkuumje

AKko je BesimunHa Tabesie m npoct O6poj, a K/bY4YeBH Cy LeJn OPOjeBH, OHIA
je jemHocTaBHA W A00pa Xern (PyHKIHja JaTa H3Pa30M

h(z) = x modm.

C ob63upoM Ha TO A 3aXTeBa CaMO JEJIHO JEJbeHe, BPEIHOCTUH OBAKBE XeIll
dyHKIHjE ce JAKO U3PAIyHABA]Y.

Ako mak m Hmje mpocr 6poj, Ha mpumep m = 2F, oHma 6H ce OBAKBOM
xerr byHKIMjOM M3/Bajasio HajHUKUX k OUTOBA Kibyda (IITO HUje JOOPO OCUM
aKo TIOY3/IaHO 3HAMO Ja Cy OCTalll KJbydeBa INpHU JIeJbEIbY Ca M PABHOMEPHO
pacnozie/benn). AKO Cy CBU KJby4eBU NapHu OpPOjeBH, OHA Ce TI0JIa Xl Tabese
(ca memapuum umnjekcuma) He kopucru. Moryhe pereme npobieva je ga ce
KOPHUCTH XeIll (PyHKIHja:

h(z) = (x mod p) mod m,
rae je p mpoct Opoj TakaB ga je m K p <K M.

Heyromua je curyanuja Kaj cy cBU K/bydeBH OOJHKA 7 + kp, 3 HEKH IETH
6poj r, jep he cBu K/bydeBH MMATH HCTY BPEIHOCT Xeml (gpyukmmje r mod m.
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Taza uma cmucia ysecru jom jenan HuBO panjomusanuje (”pasbanuBama’),
TUMe ITO On ce cama xern pyHKnja Oupasta Ha ciaydajan nadna. Ha mpumep,
0poj p Morao Ou ce GUpaTH Ca yHANPEI TPUIPEMIBEHE JINCTE MPOCTUX OpOjeBa.
Hpyra moryhuoct je na ce xopucre xem dysknmje obmwnka h(x) = ((ax +
b)modp)modm, rue cy a # 0 u b ciaydyajuo usabpanu 6pojeBu Mamu O
p. Bpegmoctn oBe (yHKIHje ce m3padyHaBajy Ha CIOXKEHWjH HAYWH, ATH je
BEHA IPEIHOCT Ja je y npocexy nobpa 3a cBe ymnase. Pasyme ce ja ce 3a
CBe TIPUCTYTIe UCTOj Tabenn Mopa KOPUCTUTH WCTa Xem (pyHKIHja. Y MHOTO
caydajeBa TOTPeOHO je BHUIle HE3ABHUCHUX Xemn Tabesa, Wiu ce Tabee 9ecTo
Kpeupajy u OpHINy: TaJa ce 3a CBaKy HOBY Tabesy MOYKe KOPUCTUTH JPYTra Xell

dyHKIHT]A.

2.9.2 O6papa konusmja

HajjennocraBuju Hauwu 3a 00pajy KoOJn3Hja je T3B. OJBOJEHO HU3AHE.
Y oBOM TpHCTYIy CBaKW ejieMeHAT Xell Tabese je MOKa3WBad HA IMOBE3aHY
JINCTY, KOja CAApPKHU CBe KJbydeBe CMEINTeHe Ha Ty JoKarujy y tademu. [Ipm
TpazKemy 33/IaTOr KJ/byda HajIpe ce m3padyHaBa BPETHOCT Xeml (pYHKIHjE, a
3aTHM Ce aJipecrpaHa MoBe3aHa JMCTa JnHeapHo nperpaxyje. Ha nmpsu nores
VIHCHUBAIbE Ce M0je/IHOCTABIbYje yMeTarheM Kiby4a Ha rmoverak jgucte. Mehyruwm,
JINCTA Ce WIaK MOpa IperjieaT J0 Kpaja j1a ou ce n30eryio yIucuBame Ay iin-
kara (eseMeHara ca KibyueM jenHakum Hekom Beh ynucanom). OBakas nocryiak
je HeedpukacaH ako Cy MOBe3aHe JIUCTe Jyradke, J0 Yera J10Ja3u ako je rabesia
MaJia y OJHOCY Ha OpOj K/by4ueBa, Wiu je u3abpaHa Jiorra xern ¢gyukiuja. [lopen
TOra, MOTEITKONe CTBapa W JAWHAMUYKA aJIOKAIMja MEMOpHje, a TOTPeOHO je
pe3epBHCcATH U TPOCTOP 3a nokasusade. C Ipyre cTpane, 0BOjEHO HU3AHE PaH
0e3 rperraka W ako je m3abpaHa IMOTPeIrHa BeJIudnHa Tabene, 3a Pa3auky O
ocraux (pubIMKHUX) METO/A.

—z|k[ F2L [k /]

u
(universe of keys)

—3 /[ T (k] T2 [k]/]
____"" — k3|
=R LA

\| |\|\\\|\“"

Cnuka 2.26: PazpemaBame konusuje KopuinhemeM 0BOjeHOr Hu3ama. CBaka
nosunuja T'[j] Tabene caapKu MOKAa3WBav Ha MOBE3aHY JIACTY CBUX €JIE€MEHATA
gnja je BpemHOCT Kibyda j. IloBe3ama smcra MoxKe OWTH jeTHOCTYKO WIIH
JIBOCTPYKO TIOBE3aHA: OBJe je TPHWKA3aHa JIBOCTPYKO MOBE3aHA JIMCTA jep
omoryhasa Opzke Opucambe.

IIITo ce Opucama Tude, eeMeHT IpPOHADEH IO BPEIHOCTH KJbyda MOXKE Ce
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obpucaru 3a Bpeme O(1).

IIIro ce uperpare Tude, ona 3aBucu Ox (paKTOpa MHOIYEHEHOCTHU XeIll
Tabese. Hanme, ykoanko nmamo xer tabesy T’ BendanHe m y KOjoj je CMEeITeHo
n KJbyueBa, (PAKTODP MOMYIEHOCTH je o« = n/m. Y HAjrOpeM ClIydajy CBUX T
KJbyYeBa C€ MPECJANKABAjy y HUCTy JIOKAIWjy Tabesie W KPEWupajy JUCTy O 1
ejleMeHarTa, Te je Bpeme u3spuiaBama nperpare O(n) (mro obyxsara u Bpeme
HOTPebHO 3a u3padyHasame Bpeanoctu xen pynkuuje). [lonamarme y npoceunom
CIIy9ajy 3aBUCH 07 ocobmHa Xer (dbyHKInje. AKO MPeTmocTaBuMo J1a je jeIHAKO
BEPOBATHO J1a Ce CBAKM OJ1 KJbyUeBa MPECINKa y HeKy MO3WUINjy Tabese, Taja je
OUYEKUBAHA, Jly’KUHA CBAKE JIACTE N/M = . Y3 IPETNOCTaBKY [a CE& BPEIHOCT
xem pyHKuuje uzpauynasa y spemeny O(1), Moxe ce JOKa3aTu Ja je mpOCcevHO
Bpeme u3ppuasamwa uperpare O(1 + «). Ilog pasymHom npermnocraBkoM Ja
je BeqmdmHA Xemr Tadese MPOIOopIuoOHATHA OpOjy eseMeHaTra y Tabesu, BpeMe
m3prasama je O(1).

OdvojenoNizanje_Insert(T, x)

ynas: T - tabesna, T - TOKA3UBAY HA TIOAATAK
n3sa3: u3dMemena radesa 1’

1 if = ce me manasu y smcru T'[h(z.kljuc)]

2 ymernu z Ha moverak sucre T[h(z.kljuc))

OdvojenoNizanje_Search(T, k)

yna3: T - Tabemna, k - BpeJHOCT KJbyda KOja Ce€ TPAXKH

M3/1a3; moIaTaK u3 Tabene KOju mMa BPEIHOCT Kibyda k
nm NULL ako TakaB mogaTak He IOCTOju

1 Tpaxn enemenT ca Kibydem k y suctu T[h(k)]

OdvojenoNizanje_Delete(T, x)

yna3: T - Tabena, x - MOKa3WBa4d Ha MOJATAK KOju Tpeba obpmcaTh
n3s1a3: u3dmemena rabena T’

1 o6pumm z w3 mucre T[h(z.kljuc)]

Hpyru nauns 3a 00pay KoIn3nja MmpeicTaB/ba OTBOPEHO ajipecupabe. Y
OBOM TIPHUCTYIIY, CBH €JIeMEHTH Ce CMEITajy y Hu3 — xer tabesy. Crora cBaku
eneMeHT xXemr Tabene camprku wian Kby wnn BpeqHoct INULL . IIpuankom
moTpare 3a KJbydeM, CHCTEMATCKHU Ce MPETPaXKYyjy mo3uinuje tabese 0K ce He
Habe TpakeHu KJbyd WJIM Ce YyCTAaHOBU Ja OH Huje Ty. Hema smcru, Hutu ese-
MeHaTa KOju ce cMmemTajy BaH Tabesne. [la 6w ce eleMeHT cMecTHO y Tabemy,
CYKIIECHBHO Ce UCIHTY]y THO3uIpje xein Tabese /0K ce He TMpoHabhe mpas3Ha mo-
3WIUja HA KOjy Ce CMEITa K/byd.

HajjeanocraBHuju MeTom OTBOPEHOT aJpecupara je JUHeapHO IOImyHha-
Bame. Ako je sokauuja ca aapecom h(z) seh 3aysera, onia ce HOBU ejieMeHAT
ca KJbyueM z 3anmcyje Ha cyceany sokamujy (h(z) 4+ 1) modm (gokammja koja
cieam u3a m — 1 je 0). IlpuiukoM Tpaxkema 33JaTor K/byda & HEOIXOAHO je
JIMHEAPHO NPETPaXKUBAE [OYEBIIN Of JioKauuje h(xr) J0 IpBe HEIOnyHeHe
sokanuje. OBo peremne je epuKacHoO ako je Tabesa pesaTuBHO PETKO MOMYy heHa.
Y nporusHoM jona3ulie 10 MHOrO CeKyH/IapHUX KOJU3Uja, OTHOCHO KOJIU3U]A
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MPOY3POKOBAHNX KJbYIEBHUMA, CA PA3NHMIUTHM BpeIHOCTAMA Xerl ¢pyHkuje. Ha
nmpuMep, HEKa je JoKaruja ¢ 3ay3era, a jokanuja ¢ + 1 ciobogna. HoBu kibyd
KOjU ce TTPECTNKABA Y ¢ TPOY3POKYje KOJU3Ujy, U CMEINTa ce Ha JOKaIujy ¢+ 1.
Jlo oBor TpeHyTKa mpoOJeMHu Cy perneHn e(OUKACHO, Y3 MUHUMAJHHU HAIMOP.
MehyTtum, ako ce HOBH KJbyd IPECJWKA y ¢ + 1, UMaMO Cayd9aj CeKyHIapHEe
kosu3uje, a okanuja (i+2) mod m nocraje 3aysera (ako el nuje 6una). Caku
HOBU KJby4 HPECIUKaH Y i, ¢ + 1 mwim (¢ + 2) modm, He camo sa u3a3uBa HOBY
KOIII/IBI/ij, HETO "N HOBehaBa BEJIMYNHY OBOT MOMYHEHOT OJCEYKa, TITO KaCHI/Ije
W3a3WBa jOII BUIE CeKyHIapHux Komm3suja. OBO je T3B. epbekaT rpynucamma.
Kaz je Tabenra ckopo myHa, 6p0j CeKyHIAPHUX KOJU3MU]ja, IPU JIMHEAPHOM IIOITY-
HhaBamy je BPJIO BETUKHU, 11a Ce TpeTpara JIerpajaupa y JUHeapHy.

IIpu nuHeapHOM HOLYHaBamy ce Opucamba He MOI'Y M3BECTH KOPEKTHO. AKo
Ce IpU YIUCUBaKY KJbY4a Y IPUIMKOM TPaKeha IIPAa3HOT MECTa IIPEeCKOYHN HEeKa
Jgokanmja ¢ = h(x), ma 3aTuM KJbyd 2 Oyme m3GpucaH, OHJA Ce IMOCie TOora
KJbyd Yy BHIIIE He MOKe mpoHahm y Tabesn: Tpazkeme ce 3aBpIaBa Ha MPa3HO]
nokanuju ¢. Jakme, ako cy morpebHa u Oprcama, MOpa e KOPUCTUTH HEKH O
MEeTO/1a 3a 00Pa/Iy KOJIN3Mja KOji KOPUCTH MOKA3UBAE UM CE MOPA KOPUCTUTH
13B. Moryhaocr “aemor Opucama”’: Tajza ce MPUINKOM OpHCarba eIeMEeHTa U3
Ttabese ymecro Bpenuoctu NULL ymucyje Hexa apyra pe3epBUCAHA BPEIHOCT
KOja O3HAYABA /13 C€ HA TOj MO3WIINjH HAJJAZNO €JIEMEHT, aJIu jeé OOPHUCAH.

LinearnoPopunjavanje_Insert(T, k)

yna3: T - Tabemna, k - BpegHOCT KIbyda

W371a3; UHIEKC MO3UIKje Ha KOjo] je 3ammcaH Kbyd k U m3Mmemena tabena T’
1:+0

2 repeat

Jj (h(k)+4) modm

4 if T[j]= NULL
5 T[] < k

6 return j
7

8

9

w

else i+ i+1
until ¢ = m

error ‘

‘pekopaderse xerr Tabese”
LinearnoPopunjavanje_Search(T, x)
yna3: T - Tabema, x - mogaTrak
W3/1a3: UHIAEKC KJbyda k y Tademu T
mwm NULL ako k uuje y tabenn
140
repeat
j < (h(k) +1i) mod m
if T[j]=k
return j
t+1+1
until T[j] # NULL ori=m
return NULL

© 00~ =W =

Edexkar rpynucama Moxke ce yb/iaxKuTu ABOCTPYKUM xernupameMm. Kan
zohe 10 Koslu3uje IpU YIUCy eJeMeHTa T Ha no3uuujy ¢, h(z) = i, uspadyHasa
ce BpeaHocr apyre xemn gyskuuje ho(x), na ce x cmewra Ha UpBY CJI000AHY
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meby sokanujama (i+ho(x)) mod m, (i+2ha(x)) modm. . ., ymecro (i+1) mod m,
(i4+2)modm... Ako ce upyru Kibyd y upeciaukasa y Hup. (i + ho(z)) modm,

OHJIA ce TIOKyTIaBa ca JokamjoM (i+hq(x)+hs2(y)) mod m ymecro ca (i+ha(z)+

ho(x)) mod m. Ha oBaj Hauun, 33 pa3juKy 0J] JUHEAPHOr IIOMYHaBabha, KOPaK

ca KOjUM TPaXKUMO HOBY MO3UIHUjy HEje DUKCaH, Bel 3aBUCH O CAMOT KJbYUa.

Axo je Bpemnoct ho(y) HesasucHa ox ho(z) OHZA je Ipynucame NPAKTHIHO

enmumunnrcano. [Ipunnkom n3bopa apyre xemr pyHKIHje MOPa €€ BOIUTH PATYHA,

o Tome ma octanu (i+jho(z)) modmszaj =0,1,..., m—1 MOKpHBA]y KOMIIETHY
Tabesny ma Ou OMjI0 KOju KJbyd MOTA0 A2 Oyae yrnucaH Ha MPOM3BOJHHO MECTO Y

Tabeiu, a TO BayKU aKo Cy BpeaHoctu ho(x) y3ajaMHO mpocTe ca m.

0
1| 79
2 \u,
3 |
]
4 69 |/
5| 98 “
6 A
7| 72 |
8 |
9| 14 ‘Z
10
11| 50
12

Cnuka 2.27: Tlpumep ymerama HPUIMKOM JBOCTPYKOr xemupama. lara je
rabesne sesdaune 13 upu uemy je hi(k) = kmod 13 u ho(k) = 1 + (kmod 11).
C o63mpoM Ha 10 Ja je 14 = 1(mod 13) u 14 = 3(mod 11), cmernramo kipyd 14
Ha TO3WUNHjy 9, HAKOH MCIUTUBAMa no3unyja 1 5 Koje cy 3aysere.

DvostrukoHeshiranje_Insert(T, k)

yna3: T - tabena, k - BpegHOCT KIbyda

W3J1a3; UHIEKC MO3UIKje Ha KOjo] je 3ammcaH Kbyd k u m3Mmemena tabdena T’
17+0

2 repeat

4 if T[j]= NULL
5 T[j] + k

6 return j
7

8

9

w

elsei+i1+1
until ¢ = m

error “mpexopadere xerr tabesme”

DvostrukoHeshiranje_Search(T, x)

yma3: T - tabeja, x - mogaTak

n3/1a3: uHAeKC nosunuje y rabemn 1T’ Ha KOjoj je mpoHaheH Kibyd k
nm NULL ako k umje y tabenn
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1+ 0
repeat
Jj (h1(k)+1i-he(k)) modm
if T[j]=k
return j
t+1+1
until T'[j] # NULL ori=m
return NULL

© 00O = Wi =

2.10 TIpadcpoBn

Agropurmu 3a pan ca rpadosuma Guhe meTabHO pasMaTpaHW y HACTABKY
tekcra. Ha oBoMm mecty Ouhe mpukazane camMo CTPYKType TOJATaKa MOTOIHE 33,
npeacrasibambe rpadosa. I'pab G = (V) E) cacroju ce on ckyna V uBopoBa
u ckyna F rpaHa. I'pana oarosapa mapy 4usopoBa. Ipyrum pedmma, rpame
npeacTaBbajy penamujy udmehy usoposa. Ha mpumep, rpad moxke ma mpes-
CTaBJba CKYT JbYIH, & 13 TpaHa TOBE3yje IBA YOBEKa aKO Ce OHU TO3HA]Y.
I'pad je ycmepeH OTHOCHO HEyCMEPEH akO Cy My rpaHe ypeljeHu, omHOCHO
meypehenu mapoBu. AKo ce ycmepenu rpad mpecTaB/ba IMPTEXKOM, TDAHaMa, Ce
JOajy CTPeJuIle KOje BOoIe Ka APyroM 4BOpy m3 ypehenor mapa. JemnocraBan
npumep rpada je crabsio. Ako Ha crabiry Tpeda jedpuHucaTH XUjepapxujy, OH1a
ce CBe rpaHe MOy opujeHTHCaTH ~0f KopeHa’ (Mpu deMy je KOpeH MoceGHO
u3nBOjeH 4BOp crabia). Taksa crabia cy kopeHcka crabiaa. Mory ce takobhe
pa3marparu HeycMepeHa cTabJia, 3a KOja ce He Be3yje OMjIo KakBa Xujepapxuja.

Yobuuajena cy asa maduHa npejcras/bama rpadosa. IIpsu je marpuna
nose3aHoctu rpada. Heka je |V =nu V = {vy,vs,...,v,}. Marpura mnose-
3anocru rpada G je kBanparna marpuna A = (a;;) pena n, ca eIeMeHTHMA G;;
Koju cy jenmaxu 1 ako u camo ako (v;,v;) € E; octanu exementu marpuie A cy
nyne. Ako je rpad Heycmepen, marpuna A je cumerpudna. Bpera ¢ oBe marpuie
je aKJje Hu3 Jy2KUHE N 4hja je j-Ta KOOPJUHATA jeHaka 1 aKo U3 4BOpa v; BOIAU
rpaHa y 4Bop vj;, ogaocHo () y mpormsHOM. HemocTarak maTpuie moBe3aHoCTH
je TO IMTO OHa, YBEK 3ay3MMa, IIPOCTOP BeJMUnHe N2, HE3ABHUCHO O, TOTa KOIUKO
rpana uma rpad. CBakom 4uBopy rpada TpUApyKyje ce Hu3 ayxRube n. AKo
je 6poj rpana y rpady mamm, BeinHa emeMeHara MaTpHUIle MOBe3aHocTH Ouhie
HYyJIE.

YmMmecTo n1a ce u cBe HemocTojehie TpaHe eKCIVIMIIMTHO MPEJICTABIbajy Y MaT-
pHUIF OBE3AHOCTHU, MOTY ce (hDOPMHUPATH [TOBE3AHE JIUCTE Ol jeMHUIIA U3 i-Te
Bpcre, ¢ = 1,2, ..., n. OBaj Apyru HauuH npeacraBbamba rpada 30Be ce aucTa
noBe3aHocTu. CBAKOM 4YBOPY HPUIPYXKYje Ce MOBE3aHA JHUCTA, KOja CAPIKU
CBe rpaHe CyceiHe 4YBopy (OZHOCHO I'paHe Ka CyCeIHUM YBOPOBMMA). Jlucra
MOXKe OmTu ypehena mpema peaHuM OpojeBMMa YBOPOBA HA KPAjEeBUMA HEHUX
rpana. 'pad je mpencrasben Hu3oM Jucra. CBakW eleMEHAT HU3A CAIPKU
ume (MHJIEKC) YBOpa M NOKAa3MBAa4 HA HErOBY JIMCTY 4BOpoBa. AKO je rpad
CTAaTUYKH, OAHOCHO HUCY /I03BOJbEHA YMETaha i OPUCaba, OHIA CE JINCTE MOI'Y
MPeJICTaBUTH HI30BMMA Ha cienehin waunn. Kopuern ce nus gyxune |V|+|E|.
IMpBux |V| wiaHoBa HU3a Cy OPUIAPYKEHU YBOpOBUMA. KoMIOHEHTa HU3a MTpU-
JPYZKEHA 9BOPY v; CAAPIKU WHIEKC MMOYETKA CIUCKA, YBOPOBA, CYCEIHUX UBOPY
vi,t = 1,2,...,n. Ha caunu [2.28 mpuka3ana cy Ha jeHOM mpuMepy 06a HauuHa
npezcraBbama rpada. Ca MarpunamMa MOBE3aHOCTH je jeJHOCTABHUjE PAJUTH.



63 2. Crpykrype nmogaraka

C napyre crpane, nucre moBe3aHocTu cy edukacHuje 3a rpadoBe ca MaJIuM
6pojeM rpana. ¥ Ipakcu ce 4ecTo pa/iu ca rpadoBuMa KOju UMajy 3HATHO MAabe
rpaHa oz MakcumasHor mMoryher 6poja (n(n—1)/2 Heycmepenux, onHOCHO n(n—
1) ycMmepenux rpasa), u Taja je 00udHO 60/be KOPUCTUTH JINCTE TTOBE3AHOCTH.

1 2 3 4 5
110{0]0f1]|0
2(1|0(0]0}0
3]1|1(0]1]1
41010(0]0]1
5(0|1(0]|0}0

(a)

(6] 7]s]2[3]a]1]1]2]4]5]5]2]
12 3 4 5 6(;)8 9 10 11 12 13

Cmuka 2.28: Ilpencrasibame rpada MaTpPUIOM IIOBE3aHOCTH (), OIHOCHO
JucTOM TIoBe3aHocTH (6).

2.11 3apgauwu 3a BexOy

1. Homyuutu komoBe anropurama Enqueue m Dequeue Tako ma oTKpuBajy
Tperike MpeKopaverha, OJHOCHO MOTKOPAUeHa.

2. Hanmcaru KoJ0Be a/ropuramMa 3a M3BPIIABAE Y€TUPH OLEPAIUje Ca JIBO-
CTPYKHM PeJoM (PesoM ca onepanujaMa yMeTaba/u30auBamba eJ1eMeHaTa
ca JieBe/JieCHe CTpamHe).

3. Kako ce moxke HampaButu crek o JaBa pega? Kako ce MOxke HAlpaBUTH
pen on aBa creka?

Hexka cy mara nBa pema: Q1 u (Q2 U HEKa je yBeK jeJaH O IbUX aKTHBAH,
HIIP. HA TOYEeTKY Heka To Oyze pex Q1. Onepanuja Push ybamyje enement
y akruBHu pes (1o ce paau KopuiuliemeM olepanuja 3a paj, ca PejoM, Tj.
eJleMeHT ce ybOaiyje Ha Kpaj peaa @1). Onepamnuja Pop ce uMiementupa
Ha cienehu HaYwH: U30AIlyjy Ce CBU OCHM jE€IHOT €/IEMEHTA W3 AKTUBHOT
pena u ydaryjy y HEAKTUBHHU. YJIOTe PeI0BA 3aTUM TpeOa 3aMEeHUTH, TAKO
Jla AaKTHBHE PeJi IOCTAHE HEAKTUBAH, & HEAKTUBAH aKTUBAH, a MOCIEIHH
eJIEMEHT y caJld HEaKTUBHOM pejy ce Bpalia kao pesysrar onepamnuje Pop.
Oraxko nvruiemenTnpana omnepanuja Push ce n3ppmasa y spemeny O(1),
a onepanuja Pop y Bpemeny O(n), r7e je n TpeHyTHH Opoj eJemMeHaTa Ha
CTEKY.

Heka cy nara asa creka: S; u S. Onepanuja Enqueue ymehe erement y
crek Sy. Oneparmja Dequeue uzbairyje eemMenT u3 creka S1. YKOJIUKO je
cTek S7 Mpa3aH, jeIaH 10 jeTaH eJIeMEHT CTeKa So Ce CKUIA Ca CTeKa So u
ymehe y crek S1. Ha oBaj HaumH ce OHU MOjaB/byjy vy CTEKY S1 ¥ OOPHYTOM
penocneny y omnocy Ha crek So. Omepanmja Enqueue ce mzBpinasa y
koncranraom Bpemeny (O(1)). Ouepaunuja Dequeue ce uzBpiuasa y BpemMeny
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10.

11.

12.

13.

O(n), anu To ce jemaBa camo Kaja je crek Sy npasas. [Ipoceuno Bpeme
usBpiaBamwa ose upouenype je O(1), jep ce cBaku ejleMeHT ILpemerlTa
KOHCTAHTaH OPOj MyTa.

. Kako ce mory mMrmieMeHTHpaATH [BA CTEKA KOPHUINEmEM jeqHor Hu3a?

UMmiteMeHTHPATH OCHOBHE OIEpallfje 3a Pa/Ji ca OBUM CTEKOBUMA.

. Kako ce Moxke uMIieMeHTUPATH CTEK KOPUIITNEHEM Pe/Ia ca IPUOPUTETOM !

. Hamucaru komose asropurama 3a omeparje ca CTeKOM DPean30BAHUM

momohy jeTHOCTPYKO TMOBE3aHE JUCTE. Bpeme u3BpIIaBama OMEpaIlrja
Push u Pop tpeba na 6yze O(1).

. Hammcaru xomoBe asropmraMa 3a Omepalifje ca PeJIOM DeaTn30BaHIM

oMoNy jeaHOCTPYKO moBe3aHe jiucTe. Bpeme n3BpiraBaimba oneparinja En-
queue u Dequeue rpeba ja 6yae O(1).

. Kako ce moxe u3BpHmTU yuuc y jeIHOCTPYKO [IOBE3aHY JIUCTY 32 BpeMe

O(1)? Bpucame?

. Hamucaru komose asnropurama 3a omeparmje Insert, Delete, Search ca

JEAHOCTPYKO MOBE3AHOM IUPKYIAPHOM JHCTOM. KOMMKO je BpeMe m3Bp-
LIaBaiba TUX omepaiuja’

Kako ce mozke o6pHyTH pejocjiejl ejleMeHara y jeJHOCTPYKO [10BEe3aHOj
JucTH AyKuHe n 3a Bpeme O(n), TaKo 14 KOPUCTH JTOMYHCKU MEMODH]CKI
npoctop Bemunae O(1)?

Jatu cy moka3mBadu Ha JBE jeTHOCTPYKO MMOBe3aHe JIUCTE KOje Ha HEKOM
MECTY Yy UMajy 3ajeJIHUYKH €JIEMEHT, IIOCJIe KOra Cy U CBU OCTAJIU eJIEMEeHTH
3ajenHuuky (BugeTH CJ'II/IKy. Koncrpyucaru anropuram JuHeapHe Bpe-
MEHCKe CJIOJKEHOCTH KojuM ce oapeDhyje aapeca uBopa y KOMe ce OBe JIBe
jmcre cycpehy.

° NEXT ° NEXT G NEXT \
@ NEXT @ NULL

@ NEXT 9 NEXT

Crpykrypa nogaraka Tpeba jga omoryhiu ymerarme enemenTa, Opucame u
Tpazkeme MAKCUMAJIHOT eJleMeHTa. J1a GucMO HMILTEMEHTHPATIH OLEePAIH]y
3a Tpaykermhe MaKCHMyMa y KOHCTAHTHOM BPEMEHY, 3aIITO He TyBaMO CaMo
MaKCHMAaJHY BPEIHOCT KOja je /10 TaJa YMETHYTa Y CTPYKTYPY HOJATaKa
U He BPATUMO By’

Jar je HM3 y KOMe ce pemaoMm Ha mo3urujama 1 mo 11 Hamase BpeaHOCTH:
15, 10, 12,9, 5, 8, 2,4, 7, 3, 1.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

e IIpoBepuTn fa Ju maTw HU3 NPEICTAB/HA WCIPABAH HUMILIAIATHO
upecTaB/beHu Xuil (aKo je noTpebHO U3BPLIMTU HOTPEOHE IIOIPABKE).

e Jlomatn y xum enement 14
e Hakon Tora m3zBojuTu HajBehn ejeMeHT XWTIa.

Cne ce y xuny mozke nahu HajMamy €JI€MEHT, [0/ IPETIIOCTABKOM /13 CY
CBU €JIEMEHTHU XWUITa, PA3JTMIUTH T

[MokasaTn qa y XuIy ca n eneMenaTa uma Hajsume |[n/2'+17] asoposa
Bucune h.

Koncrpyncaru anropuram 3a (boOpMEPam-e XUIIa KOjI CaPKH CBE eIeMeH-
T€ ABa XHWIIa BEJIUYHUHE 7L U M. XI/IHOBI/I Cy npeacraB/b€HUu €KCILIHIUTHO
(cBaKkM YBOp MMa IIOKA3MBAYE HA JIBA CBOja CUHA). BpEMEHCKa CJI0KEHOCT
ajropuTMa y HajropeM ciydajy Tpeba ma 6yme O(log(m + n)).

OcMuciuru CTPYKTYpy MOJAaTaka Koja MOAPIKABA yMeTarmhe eJeMEHTa y
spemeny O(logn), Hanaxkemwe MeaujaHe y KOHCTAHTHOM BpeMeHy u u3ba-
[MBakbe Menujane n3 cTpykType mogaraka y spemeny O(logn).

Komuko mHajmame 4BOpoBa MOXKE Ja MMa OMHAPHO CTAOI0 MMILTAIUTHO
[PEeCTaB/LEHO HU30M Jy2KuHe 167

3a ckyn kspyuesa {1, 4, 5, 10, 16, 17, 21}, naupraru 6unapHo crabo
nperpare Bucune 2, 3, 4, 5, oaHOCHO 6.

[IpernocraBumo ga umamo 6pojese m3mehy 1 u 1000 y GunaprOM cTabry
mperpare u Ja y crabiy tpaxkumo 6poj 363. Koju on mapemaux Hu30BaA
He Om Morao ma Oyae HU3 UCHUTHBAHUX KJbYUeBa IBOPOBA:

a) 2, 252, 401, 398, 330, 344, 397, 363.
6) 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363.
) 925, 202, 911, 240, 912, 245, 363.
) 2, 399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363.
) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363.

il
e

Hexa ce myT npu Tpazkemy Kjbyda k 3aBpiiaBa y aucty. Pazmarpamo Tpu
ckyna: A - K/bydeBu JI€BO O yTa, B - KjbydeBu Ha niyTy u C' - KIby4IeBU
JecHo of myrta. [a su 3a npousBosbHA Tpu Kbyda a € A,b € B,c € C
Baxu a < b < ¢? Ako ne, npornahu KoHTpanpumMep ca HajMambuM Moryhnm
O6pojem IBOpOBA.

MozKeMO COpTHPATH JATH CKYI O 1 OpojeBa Tako IITO MPBO U3TPATIMO
6uHapHO cTabJio MpeTpare Koje caap:ku oBe OpojeBe, a 3aTUM HU3TUCTAMO
O6pojese y pacryhem moperky. Koje je majbospe, a kKoje Hajrope Bpeme
M3BPITIaBaba OBOT aJTOPUTMA 33 COPTHpAFhe?!

TpancdopmMucar jeTHOCTaABHY PEKypP3UBHY IHPOIEIyPy TpazKema Opoja
y burapHOM cTabJiy mperpare y HepeKypP3uBHY IIPOIEAYPY.

Koncrpyucarn Hepekyp3uBHU aJIrOpUTaM KOju, KOpHUINemeM CTeKa Kao
MIOMONHE CTPYKType, IMITaMIIa K/bydeBe CBUX UBOPOBa OMHApHOT cTabiia
nperpare y pacryhem pemociesy.
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25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

[Mpukasaru npomene kpo3 koje nponaszu ABJI crabiio, Ha moveTKy mpasHo,
rmocJjie ymeramwa penom esemenara 7,4,12,6,5,18,20,10,11.

Ja nm Baxku 1a je y ABJI crabay pasnuka y ayxunu uamehy majkpaher
1 Haj Iy Ker MyTa O KOpeHa [0 JucTa Hajsuire 17

[permocraBumo na cy erementu ckyna D cverirenn y ABJI cra6io. Kako
y Bpemeny O(logn) uponahu 6poj enemenara ckyna D 3a 4uje BpeAHOCTH
kJbydeBa Baxku 1a je k1 < k < ko, e cy ky u ko nBe yHampen puKCHpaHe
BPEIHOCTH?!

3a gara nsa ABJI crabma T; u T5 3a Koja BaxKu J4a je Hajsehu Kibyd
y crabmy 1) Mamu O HajMamer Kbyda y cTabay 1o, KOHCTPYHCATH AJI-
ropuraMm 3a crnajame oBa jaBa ABJI crabna y jemaHo, Koju je BpemeHcke
caoxkenocrn O(h), rme je h Beha oz Bucuna asa ABJI crabia.

[IpermocraBumo Ja je fMHAMUYKE CKY S mpeacTaBsbeH Tabesom 1’ 1y KuHe
m KopulilieleM JUPEKTHOr aapecupamba. Omucarn nporesypy KojoM ce
[IPOHAJIA3KM MAKCUMaJIHK eJ1eMeHT cKyla S. Kosmmko je Bpeme u3ppiiaBarmba
[IpEe/JIOZKEHE 1IPOLEAYPe y HajropeM ciy4dajy?

[IpermocraBumo 12 KOpuUCTUMO Xerl (GYHKIHUjy h 3a CMemTame 71 pas-
JUYIUTUX KJbydeBa y Hu3 T’ maykuue m. [log mpernoctaBkoM yHuUMDOPMHE
paciozesie BepoBaTHoONe K/by4eBa, KOju je ouekupanu 6poj kosmmsuja? Ipe-
uu3Huje, Koja je ouekupana kapaunaianocr ckyna {{k.l} : k # [ and h(k) =

h(D)}?

JleMoHCTpPUpATH TIITa, Ce JIelaBa MPUJINKOM yMeTarma Kibydena o, 28, 19,
15, 20, 33, 12, 17, 10 y xem Tabeny y KOjOj Ce KOJIM3Wja Pa3PEIIaBa
yrangyaBameM. Heka je xemr tabena Bennuune 9, a Heka je omrosapajyha
xew dyukuuja h(k) =k mod 9.

[IITa 6u ce JeCUIO YKOTMKO GUCMO M3MEHUJIH TEMY YIaHIaBAka TaKo 13
ce CBaKa OJf JIMCTA 9yBa y copTupanoMm pempocieny? Kako 6u To yTumaio
Ha BPEME M3BPIIABAIba YCIEITHE IPETPAre, HEYCIIEITHE TPETPAre, yMETAmba
u 6pucama’

IIpenoXnTN Kako aJonupaTH U TeaJIOMNPATH TPOCTOP 34 €JIEMEHTE XeTll
Tabejie MOBE3UBAKHEM CBUX HEMCKOPUITNEHUX TO3UIINjA Y JIUCTY MPa3HUX
mosunyja. IlpernocraBuTu 1a jenHa mo3unuja MOXKe 1a dyBa ier u wim
jeJaH eleMeHT TUTyC MOKA3WBaY WK JIBa mokazusada. Cse omeparnuje ped-
HHUKA ¥ OIepaIfije HaJI IUCTOM IIPA3HUX MO3UIHja TPeda 1a ce M3BPIIaBajy
y KOHCTaHTHOM Bpemeny. [la im simcra npa3aux no3unuja tpeda ga Oye
JIBOCTPYKO TIOBE3aHA WJIH je JOBOJLHO J1a Oy/ie jeIHOCTPYKO rmoBe3ana?

Pasmorpumo ymerame kibydeBa 10, 22, 31, 4, 15, 28, 17, 88, 59 y xem
Tabeny myxuue m = 11 KkopumhemeM 0TBOPEHOT a/IpeCHpamba 1 IIOMONHE
xem ¢yukuuje h' (k) = k. Ilpukazatn pe3yntar yMeTama JaTHX KIbYIeBa
KopuIhemeM JIMHEAPHOD Oy HhaBaba U JBOCTPYKOI XEHIMPAabha KOPHUII-

hemem xemr dyukmmja: hy(k) =k, ho(k) =1+ (K mod (m + 1)).

Komcrpyncatn amropurme 3a yTBphuBame ma Ju je ckym A TOACKym
ckyna B kopumhemwem umiuiemenraiuje ckyna (a) nomoly ypehenux
nuzosa (6) nomoly 6urckux HU30BA.
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36. NmnemenTrparn MOCTYyHAK H3/Bajara CBUX HPOCTHX OpojeBa Marmux
WM jeHAKuX Of 3ajaror 6poja n EparocrenoBum curoM Kopuirhemem
OMTCKOT HU3A.






[nasa J

CopTupamse

Copruparmse je jean o1 HajIupe TpoyvYaBaHux mpodsema y padyrapctsy. Cop-
TUPaIbe je OCHOBA 3a MHOIE aJITOPUTME W TPOIIMHM BEJUKHA €0 PAIYHAPCKOT
BpeMeHa y MHOI'UM THIIUYIHAM armukamnujama. Iloctoje mHOre Bep3uje mpobiaema,
COpTHUPAaHa, KA0 U JIECETUHE AJIIOPUTAMA 38 COPTUPALLE.

OcHoBHE 3a7aTaK KOju Ce periasa je caenehu: natux n 6pojeBa x1, Ta, ..., Ty
Tpeba ypeautu y Heonamajyhu uus. JIpyrum peunma, Tpeba mponahu Hu3 pas-
nmautux uaiaexca 1 < i1,12,...,%, <N TaKBUX Ja je Tj, < Tj, < -+ <@, .

360r jeHOCTABHOCTH, aKO Ce He HAIJIACH Apyraduje, IPerinocTaB/baMo J1a
cy OpojeBu x; pazimuauru (MaKo, HAPABHO, AJIFOPUTME KOHCTPYHIIEMO TAKO /4
paJie UCIPaBHO U ca OPOjeBrMa KOju HUCY PA3IUYATH). 3& aJTOPUTAM COPTUPA-
B3 KaXKe Ce /13 je y MecTy aKo Ce He KOPUCTH JOMYHCKU MEMOPHjCKHU IIPOCTOP
(ocuM OHOI y KOME je CMEIITEH YJIa3HU HU3), OJHOCHO JI03BOJ/HEHO j€ KOPUCTUTH
memopujcku poctop senuuude O(1).

3.1 Xwun copt

Xun copr je jeman ox epUKACHUX AJIrOpATaMa 33 COPTHPAME. Y MPAKCH OH,
3a BeJluKe M, 0OUYHO Huje Tako 6p3 Kao coprupatbe pasiasajameM (KBUK COpT),
anm Huje HU MHOTO crniopuju. C Apyre cTpane, 3a Pa3jIMKy O COPTUPAHA pa3-
JIBajameM (BUAETH OJe/bak , werora epUKACHOCT je rapanTtoBaHa. Kao
KO/l COPTHPAama 00jenhaBabeM, BpeMe MW3BPINaBakha XU COPTA y HAjrOpeM
cayuajy je O(nlogn).

3a pa3imKy o copTHpama 00jeUbABABEM, XUl COPT j€ AJrOPUTAM COP-
THPaka y MeCcTy. ¥ Be3M Ca XUN COPTOM obparulieMo mocebHO TMaxKiy Ha
MOYeTHU J1e0 ajroput™ma — dopMmupame xuma. AjropuraMm 3a dopMuparbe
XUIA WIYCTPYyje HAYWH HA, KOju Tpeba KOMOMHOBATH KOHCTPYKIH]Y W aHAIUZY
aJroOpUTMA.

[IpermocraBuhiemMo ma ce Xuil mpeiCcTaB/bhba UMILTUIUTHO; HETOBH €JIEMEHTH
cMerreHu cy y Hu3 A jyxkune n, koju crabiy oirosapa Ha ciejehu magwmm:
KopeH je cmemren y A[l], a cuHOBM uBOpa 3anmcanor y Ali] cmernrenn cy y
A[2i] m A[2i + 1]. Crabro 330BO/baBA YCJIOB XUIIA AKO je BPEIHOCT CBAKOT
gBopa Beha wim jenHaka Of BPEIHOCTH FHETOBUX CHHOBA.

Asropuram Xun copT U3BPIIABA Ce HA KCTH HAYUH KAO W COPTUPALE u36opoM;
pasiuka je y ynorpeb/heHoj CTPpYyKTYPH IOJaTaKa 3a cMelTame Hn3a. Hajmpe ce
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eyleMeHTH HI3a peypehyjy Tako ma qumHe Xuir; GpOpMHUpPahe XUTa pa3MOTPHNeMO
HemTo KacHuje. Ako je xunm y mu3y A, ouma je A[l] majeehm enement xuma.
Bamenom A[l] ca A[n] moctmske ce na je HajBehn eeMeHT HE3a TOBEICH HA CBOj€
Mecto A[n] y coprupanom pemocyeny. 3arum ce pazmarpa Hus A[1], A[2],. .., A[n—
1]; mpeypebyje ce, Tako za u ma/be 3a/10B0/baBa YCJIOB XuIla (yCJIOB XUIIa MOXKE
zna He 3am0BosbaBa camo HoBu enemenT A[l]). Ilocie tora ce ca Tum Hu3O0M
PEKYP3MBHO TIOHABJbA MOCTYNAK nmpuMmereH Ha uu3 A[l], A[2],..., A[n]. Cee y
CBEMY, aJITOPUTAM Ce CACTOj! O TIOUYETHOT (POPMUparha Xura u n — 1 Kopaka, y
KOjUMa Ce BPIIH TI0 jeiHa 3aMena u mpeypehuBame xuna. IIpeypehuBame xuma
j€ Y OCHOBW MCTH TTOCTYTIaK Ka0 aJrOPUTAM 32 yKIamame Hajseher eeMenTa u3
xuna. PopMupame XHUIIa je caMo Mo cebn mHTepecanTad mpobieM, na he 6urun
nocebHO pa3maTrpaH. BpeMeHcKka CI0KEHOCT copTupama mnosaszehu omx popmu-
panor xumna je makiae O(nlogn) (O(logn) mo 3amenn). JacHo je na je xum copt
COPTHPAE ¥ MECTY.

Hipsort(A,n)

yja3: A - HU3 OJ N eJleMeHara

n3na3: A - copTupaHu HUA3

1 npeypegurn A Ttako ma Gyme xum

2 for i < n downto 2

3 zameni(A[l], Ali])

4  npeypemuru meo Hm3za A[l..i — 1] Tako na Gyze ucnpaBaH Xui

®opmupatbe xuna

Cama hemo ce mozabaBuru mpobieMoMm (hOPMHUPAIHA XWIA O TPOU3BOJEHOT
uuza. Jdar je uuz A[l], A[2],..., Aln] upoussossHo ypehenux 6pojeBa. Tpeba
[IPEYPEIUTHU HErOBE eJIEMEHTE TAKO 1A 3a0BOJbABAjY YCJIOB XHIIA.

[Tocroje aBa npupomua npucrymna GopMUpaAY XHITA: 0030 HAJIOJIE | 00310
narope. OHn oroBapajy mpoJjacky Kpo3 Hu3 A ciieBa yaIecHO, OJHOCHO 3/1eCHa,
yneso (Buzetu cauky (3.1). Tlomro oBu MeTomu Oy Iy ONUCAHU TPUMEHOM WHIYK-
nuje, buhe mokazano jga m3Mehy BUX MOCTOjU 3HATHA, PA3INKA Y e(PUKACHOCTH.

A

Chuka 3.1: @opMmupame Xulla 04030 HaJoJe U 0030 Harope.

Pasmorpumo Hajuope nposaszak Kpo3 HH3 CJIEBA yIE€CHO, Tj. M3TPAIEbY XWIIA
010370 HAJIOJIE.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 6 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
2 6 8 5 10 9 12 14 15 7 3 13 4 11 16 1
2 6 8 5 10 9 16 14 15 7 3 13 4 11 12 1
2 6 8 5 10 13 16 14 15 7 3 9 4 11 12 1
2 6 8 5 10 13 16 14 15 7 3 9 4 11 12 1
2 6 8 15 10 13 16 14 5 7 3 9 4 11 12 1
2 6 16 15 10 13 12 14 5 7 3 9 4 11 8 1
2 15 16 14 10 13 12 6 5 7 3 9 4 11 8 1

16 15 13 14 10 9 12 6 5 7 3 2 4 11 8 1

Tabena 3.1: Ilpumep dpopmupama xuna 010310 Harope. bpojesu y npsoj BpcTu
cy WHIEKCH. BpojeBu Koju cy ympaBo yIeCTBOBAIN Y 3aMEHU, MOIe0/baHu Cy.

Hndyxmuena xunomesa (0doszo nadoae): Hus A[l], A[2], .. ., A[i] npencras-
Jba, XWII.

Basuu ciyuaj je TpuBujanan, jep A[l] jecre xun. OCHOBHU J€0 ajaropurMa
je yrpaamwa enementa Ali + 1] y xun A[l..7]. Enement A[i + 1] ynopebyje ce
ca CBOJUM OIIEM, U 3aMeIbyje Ce ca UM aKO je Behu Of1 mera; HOBU €JIEMEHT Ce
TpeMeriTa HaBWIIe, CBe JIOK He TIOCTaHe Marbh¥i MW jeHaK OF Olla, WJIN JTOK He
Jocrie y KopeH xuna. Bpoj ynopehusama je y Hajropem ciyuajy |logs (i + 1)].

PasmoTpumMo caja Iponaszak HHE3a 3[€CHA YJIEBO, IITO OArOBAapa IPOJIACKY
XuI1a 010310 Harope. Bosesn 6ucmo na kaxxemo za je vu3 Afi+1..n] xui, y koju
Tpeba ybarmru enemenar Afi]. Amm uu3 Afi + 1..n] e oarosapa jemHOM, HETO
Kosektuju xunosa (Hnu3 Afi+1..n] mocmarpamo Kao Jieo crabia mpecTaB/beHor
Hu3oM A[l..n]). 360r Tora je MHIYKTHBHA XUIOTE3a HEIITO KOMIIJINKOBAHH]A.

Hnoyxmuena zunomesa (0dosdo nazope): Csa crabia ca KOpeHUMA HA MH-
aekcuma ¢+ 1,7+ 2,...,n 33J10BO/bABAjJY yCJIOB XUIIA.

Nuayknumja je mo ¢, ajau 00pHyTHM pemocaenom, i = n,n—1,...,1. Egement
A[n] ouurnenHo npeicTaBsba XuUll, MITO OpEACTaB/ba 6a3y ubmaykimje. Moxe ce
3aK/byyuTy ¥ Hewro Buiie. Enementu uusa A ca unjgekcuma on |n/2| + 1 no
n cy aucroBu crabsia. 36or Tora ce moicrabsia Koja OJAroBapajy eJgeMeHTHMA
TOT HU3a CACTOje caMO O] KOpeHa, Ma TPUBUjATHO 33aJI0BOJHABAjJY YCJIOB XHIIA.
JoBosbHO je Jakie ma ca MHIAyKIujoM Kpenemo ox ¢ = |n/2|. To Beh ykasyje
Ja O MpUCTYIT ON0370 HArOpe MOrao OmTu edUKACHUjM: TOJIOBHUHA IOCHA, je
TPUBHjATHA.

Pasmorpumo cazna enement Afi]. On uma najsume nsa cuna A[2i+1] u A[24],
KOju Cy, MpeMa WHIYKTUBHO] XUIMOTE3W, KOPEH! MCIPABHUX XUIIOBA. 300T TOra
je jacan HauwmH cpehuBarba Xnra ca KOpeHOM Ha mHueKcy i Ali] ce ynopelyje
ca BehuM 0oJ] CMHOBA, U 3aMemyje ce ca UM ako je morpebHo. OBO je camdHo
Opucamy u3 xuna. Ca 3aMeHaMa ce HACTAB/bA HAHWXKE HHU3 CTADJIO, TOK MPeT-
XO/IHA BPEJHOCT €JIEMEHTa A[Z] He siohe 70 JIUCTA WJId 10 MEeCTa Ha, KOMe je Beha
o BpenuocTu 006a cuHa. KOHCTpyKIMja Xwia 010370 HArOpe WIYCTPOBAHA je
npumepom y Tabenn [3.1

Caoorcernocm (0doszo nadose): Kopak ca penrum 6pojeM i 3axreBa HajBuIle
|log,i| < |logy n| yuopehusamwa, na je Bpemencka ciaoxenocr O(nlogn). Ouena
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canoxkenocru O(nlogn) nuje rpyba, jep je

> llogyi] > Y [logyi) > (n/2)logy(n/2)] = Q(nlogn)
=1 i=n/2

Caoorcernoem (0003do nazope): Bpoj ynopehusama y cBakoM KOpaky Marbu
je mim jeqHaK O/l JBOCTPYKE BUCHHE PAa3MaTPaHOr 4BOpa (IIOLITO Ce YBOp MOpa
yuopeauru ca BelUM O CMHOBA, €BEHTYAJHO 3aMEHUTH, U TAKO Jlajbe HU3
cTabsio 70 ucra). IIpema ToMe, CJI0KEHOCT je Marba UK jeJHAKA O IBOCTPYKE
CyMe BHUCHHA CBUX YBOpOBa y crtabiy. M3padyHajMo JaKje CyMy BUCHHA CBUX
YBOPOBA, ajli HajIpe caMo 3a KomiuleTHa crabsia. Heka je H(i) cyma Bucuna
CBHUX 4YBOPOBa KoMIiuleTHOr 6unapHor crabsa sucuue i. Huz H (i) 3agoBospaBa
nudepennny jenuauuny H(i) = 2H(i — 1) + ¢, jep ce KOMILIETHO GUHAPHO
cTabJI0 BUCHWHE | CACTOjU O JBa KOMILIETHA OWHApHA moacTabsia Bucuue 3 — 1
u KopeHa, unja je Bucuna i. [Topexn tora, H(0) = 0. Ynan ¢ u3 nudepeniHe
je/HAYMHE MOXKE Ce YKJOHWTU FhEHUM IIpenucuBameM y oomuky H (i) + ¢ =
20H(i — 1) + (i — 1)) + 2, ognocro G(i) = 2G(i — 1) + 2, rae je yBeleHa
oznaka G(i) = H(i) +14; G(0) = H(0) = 0. Ja 6m ce yKIOHHO LIPEOCTAIN
KOHCTAHTHH 9JIaH 2, obema crpanama Tpeda J0JaTH OAroBapajyhy KOHCTAHTY,
Tako na Oyne kopucHa cmena F(i) = G(i) + a; omarie ce nobmja a = 2
G@i)+2 = 2(G@E — 1)+ 2), 1j. cmenom F(i) = G(i) + 2 nobuja ce F(i) =
2F(i—1) u F(0) = G(0) 42 = 2. Pememe nocneame nudepeHiiHe jeJHadnHe je
F(i) = 2"+ na konauno gobujamo H (i) = 2iT1 —(i+2). IlomTo je ykyman 6poj
YBOPOBA KOMILIETHOT GHHApHOr cTabia BucHHe i jeqnak n = 2071 — 1 > H (i),
3aKJBydyjeMo 113 je 3a xumose ca n = 2'71 — 1 uBopoBa BpeMeHCKa CI0KEHOCT
dopmupama xuna 070310 Harope O(n).

®dopumpame XUIIa Of 1 eJIeMeHaTa, IpH deMy je 28 < n < 20T1 — 1 Tpaje
Mama WM jeJHAKO OJ Tpajama (opMupama xuma on 2071 — 1 eremenara,
koje je u paswe O(n). OcuoBHU pa3zJior 300r KOra je MPUCTYIl 0030 HArOPEe
e(pUKACHH)U je y TOME J1a je BEJHWKHU JIE0 9BOPOBa CTAa0Ja HA IHErOBOM JHY, a
BPJIO MaJiu JIe0 TPW BPXY, Y OJU3WHM KOpeHa. 3aTo je 60J/be MUHUMHU3UDATH
obpay 94BOpOBa HA JTHY.

OBaj mpumep moKasyje Ja ce 1oOpuM u3060POM PENOCIeNa WHIYKIIA]E MOXKE
KOHCTpyucaTu edukacan aaroputaM. Meron dhopMuparma XUa 0030 HaI0JIe
je IUPEeKTHUjU U OYUTJIETHU]U, &JTU Ce HCIIOCTABIbA /1A je IPUCTYI 07030 Harope
60JbH.

3.2 Coptupatbe pa3BpcraBarbem

HajjeamocraBuuju mocrymnak copTuparma CacToju ce y ToMe 11a ce obe3demu 10-
BOJbAH OPOj JIOKAIK]a, U /14 CE OH/IA CBAKH €JIEMEHT CMECTH Ha CBOjy JIOKAIIH]Y.
Taj mocrynak 30Be ce copTupamke pasBpcTaBameM. AKO ce, HA HpUMeED,
COPTMPAjy MHUCMa TpeMa OJPeJWINITHMA, OHJA je ITOBOJFHO 00e30eInNTH jeHy
TPErpaJy 3a CBaKO OJIPEJIMIIITE, i COPTUPAHE je BPJIO epuKaCHO. Ajm ako mrcMa
Tpeda COPTUPATH IpeMa TeTOIn(PEHOM IIOMTAHCKOM OPO]jy, OHIa OBA] METO
3axreBa oko 100000 mperpasa, mrTo mMOCTyHak 4WHW HenpaktuaamM. IIpema
TOMeE, COPTUPAabEe PA3BPCTABABEM DAy J00PO aKO Cy €JIEMEHTH U3 MAJIOT, je-
HOCTABHOT OTICETra, KOjU je YHaIpes MO3HAT.

13a nedUHUIU]Y aCHMIITOTCKE O3HAKe ) MOIJIeaTH MOTJIABIHE
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Hexka je maTo n ememenara, Koju cy menau OpojeBu u3 omcera ox 1 1o m > n.
Pezepsure ce m sokanuja, a OHIA ce 3a CBAKO ¢ OPOj x; CTaB/ba HA JIOKAIU]Y T;
KOja oJroBapa meroBoj Bpennoctu. Ilocae Tora ce mpersenajy cBe JIOKaluje u
73 BUX e peaoM nokyte ejeMenTr. CI0KeHOCT OBOT jeJHOCTABHOT AJITOPUTMA,
je makse O(m + n). Axo je m = O(n), nobujamMo ajropuraMm 3a COPTUPAHE
JauHeapHe cjoxkeHoctu. C Japyre cTpaHe, ako je m BEJUKO y OTHOCY HA 1
(kao y cayuajy nowranckux 6pojesa), onna je u O(m) rakobe seauko. Ilopex
Tora, alIrOPUTaM 3axTeBa MeMopujy Beanuanne O(m), o je jorn Behu mpobiem
3a BEJIUKO M.

3.3 Coprupame pa3gBajarbem (KBUK copT)

Coprupame 00jeInbaBamkeM MPUMep je TPUCTYa KOHCTPYKIMjU aJTOPUTAMA,
3aCHOBAHOT HA pas3jaramy. AKo HaMm molje 3a pyKOM Ja MOJeTnMO MPobIeM Ha
JBa TMPUOMMAKHO jeJHAKA MOTIPOOIEMA, PEIIMMO CBAKHA O HbUX HE3ABHUCHO U
BUXOBA pelllemha KoMOuHyjemo 3a juneapro speme O(n), 1o6ujamMo ajropuram
canozkenocru O(nlogn). Hepocrarak coprupara objeumasamem je norpeda 3a
JIOTIYHCKOM MEMOPHjOM, jep Ce MPUIMKOM 00jeINhaBarha He MOXKE TIPEIBUIETH
koju he enement rae 3aBpmmTu. MoXKe U Cce JIEKOMIIO3UINja, MPUMEHUTH Ha,
JpYyTU HAYWH, TAKO /14 CE TIOJIOXKAjU ejleMenara Mory npeasumeru? Vaeja cop-
THpamba pa3iBajambeM je n1a ce najeehu deo epemena ympowu na $asy nodeae,
a 8pa0 maau deo Ha objedurvasarve.

IIpernocTraBumo ma 3HaMO OpPOj X, TAKAB 3 j€ TMOJIa €JIEMEHATA, HI3a MAhe
wiin jeHaKo, a nosia Behe og z. Bpoj  ce Moxke ymopenuTu ca CBUM eJIeMEHTHMA,
nuza (kopuihemwem ykynHo n — 1 ynopehuBamwa) u TuMe Ce €JeMEHTU MOry
[IOJIEJIATH Yy JBE rpyle, npema pesynrary yunopehusama. llomro ase rpyie
“Majy UCTU OpPOj eJleMeHara, jeIHa Ol BUX Ce MOXKEe CMECTUTH y MPBY, a APYra y
Apyry mosioBuHy Hu3a. Kao mrro fiemo omMax BumeTr, OBO pa3iBajarmbe MOXKE Ce
u3BpHHATH 6G€3 JOMYHCKOI MEMOPHjCKOr MpocTopa; To je daza momene. 3arum
ce oba MOAHM3a PeKyp3uBHO copTupajy. Paza objennmaBarma je TPUBHjATHA,
jep ejeMeHTH IPBOr, OJHOCHO APYTOI /IEJIa [IOCJIE€ COPTUPAA OCTA]y y IIPBOM,
OIHOCHO Apyrom neiy. Ilpema Tome, Huje mOTpebAH IOMYHCKHA MEMOPW]CKH
mpocTop (M3y3€B MPOCTOpPa HA CTEKY 3a namlieme PeKyp3UBHUX MTO3UBA).

IIpu onmcanoj KOHCTPYKIHjX MPETIIOCTAB/HEHO j€ 1a, jé BPeTHOCT & MO3HATA,
MTO 00MYHO Huje caydaj. Morke ce moKa3aTh Ja MPe/yIoKeHN aJIrOPUTaM J100po
pagu Ge3 o63upa Ha TO Koju ce Opoj = (Ha3WBaMO Tra HHUBOT) KODHUCTHU 34,
pasaBajame. Llusb je pa3aBojuTu eleMenTe HU3a HA, [IBA /eI, jelaH ca OpojeBuma,
MambHUM WIH jeTHAKAM, a APYyru ca OpojeBuMa BehuMm o nmuBoTa. Pa3aBajame ce
MOKe ocTBapuTh KopuinhemeM ciaeneher aaropurma. Kopucre ce nBa nHaeKca
3a Hu3, L u D. Ha nouerky L mnoka3syje ma JieBu, a [ HA gecHU Kpaj HU3A.
WNunexcu ce “nomepajy” jemam nmpema npyrom. Cneneha naaykTuBHA XUoTe3a
(Tj. uHBapujaHTa METIHE) rApaAHTYje UCIPABHOCT PA3/BAjatba.

Nupykrusna xunoresa: Y KOpaky k ajaropurma Baxku pivot > T; 3a CBe
unnexce ¢ < L u pivot < x; 3a cBe upgexce j > D.

Xwumoresa je TPUBUjATHO UCIIYIHEHA HA MOYETKY, jep HU jeIHO %, OJHOCHO j,
He 33710BOJhaBajy HaBesene yciose. Lum je y kopaky k+ 1 momepurn L ymecHo,
win D yieBo, TakO 13 XWUMOTE3a U J1ajbe Oyme TadHa.

Y 1penyrky kasx ce mecu L = D, pa3aBajame je CKOPO 3aBPIIEHO, M3y3€B
€BEHTYAJHO eJIeMeHTa X, Ha 1mTa hemo ce Kacuuje BparuTu. IlpernocraBuMo
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na je L < D. Tlocroje ase moryhuocru. Ako je 6uno xp < pivot 6uno xp >
pivot, oaroapajyhu uumekc MOXKe ce IIOMEPUTH, TaKO Ja XUIIOTe3a U JAasbe Oyie
3a70BOJbEHA. Y TPOTUBHOM je x, > pivot u xp < pivot. Taga 3amemyjemo
Zp ¥ Xp W TOMepaMo oba WHJEKCa Jajhe mpeMa yHyTpa. ¥ 00a ciydaja mMamMo
nomeparse bap jeauor uuaekca. Ilpema Tome, nuaekcn he ce y jeITHOM TPEHYTKY
CyCpecTd, U [UJb je MOCTUTHYT.

Ocraje mpobyiem uzbopa H06POr MUBOTA U TPEINU3UPAHA TOCTEIIHET KOPAKA,
aJITOPUTMa KaJ| Ce MHJEKCH CPETHY. AJITOPUTMHU 3aCHOBAHU HA pa3Jiaramy Haj-
6osbe pajie Kaj JeJIOBU UMajy NPUOJIMKHO UCTE BEJIUYMHE, IITO Cyrepulle Jia
ITO je MUBOT OJIMKU cpenunan, To he ajropuram outn edukacauju. Kao mro
heMo BumeTw y OKBHUpY aHAIU3E AJTOPUTMA, H300p CJAYUAJHOT €JIeMEHTA HU3a,
je 106po permeme. AKO je monasHu HU3 100po “ucrperypan’, OHIa ce 3a MUBOT
MOZKe y3eTH TPBU eJeMEHT Hu3a. 300r jeTHOCTABHOCTH j€ Y MPUKA3AHOM AJIrO-
pHUTMYy yIpaBO Tako u ypaheHo.

Razdvajanje(X, Levi, Desni)
yna3: X - uu3, Levi - J1eBa rpanulia Hu3a, Desni - 1ecHa TPAHUIA HA3A,
n3nas3: X - U3MEmeHd HU3 ¥ HHJEKC S TaKBHU J1a BarKW:
X[i] < X[S]3acBei<SuX[j]>X[S]3acsej>S5
1 pivot < X[Lewvi]
2 L+ Levi
3 D <+ Desni
4 while L < D do
5 while X[L] < pivot and L < Desni do
6 L+—L+1
7 while X[D] > pivot and D > Levi do
8 D+~D-1
9 if L <D then
10 zameni(X[L], X[D])
11 {cramm cMoO Kaza je BPETHOCT €IEMEHTa ca MHIeKCOM D Mamba 07 uBOTa,
12 ma wy Tpeba cTaBUTH Ha MPBY MO3WIN]y HU3a}
135S« D
14 zameni(X[Levi], X[S])
15 return S

Axo ce mpBu ejemenT m3abepe 3a MUBOT, OH C€ MOXKe 3aMeHWTH ca X y
OC/IeIIbeM KOPAKY Pa3/Bajarba, M TAKO MOCTABATH Ha CBOje MecTo. /Ipyre mo-
ryhaoctu 6uhe pazmoTpeHe IPUINKOM aHAJIM3€e CI0KEHOCTH. Y CBAKOM CJIy4ajy,
NUBOT KOjHU je m3a0paH Ha HEKH JAPYTH HAYWH, MOXKE Ce HAjIpe 3aMEHUTH Ca,
TMPBUM €JIEMEHTOM HI3a, MOCJIE Yera e MOYKE MPUMEHUTH OMUCAHU aJITOPUTAM.

6 2 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
6 2 4 5 10 9 12 1 15 7 3 13 8 11 16 14
6 2 4 5 3 9 12 1 15 7 10 13 8 11 16 14
6 2 4 5 3 1 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14
1 2 4 5 3 6 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14

Tabena 3.2: Pazasajame nuza oko nusora 6.
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IIpumep pana anropurma Razdvajanje nar je y tabenu|3.2l Ilusor je npsu
6poj (6). Bpojesu koju cy yupaso 3amemenu cy nouebspanu. [locie rpu 3amene
u nmomeparsa L je nnnexc enementa X [7] = 12, a D unnexc esemenra X [6] = 1
(nmekc D mpeckade L). IMocienma je 3amena cpemmer Gpoja (X[D] = 1)
n mmBora (6). ITocae oBe 3ameHe CBU OPOjeBH JIEBO OJ ITHBOTA Cy MArbW WA
jenHaku o7 mwera, a cBu Opojesu mecHo cy Behiu oz mwera. /Ipa noguuza (ca
unzexcuma o, 1 10 6, oguocHo oz 7 10 16) Mory za ce pekyp3uBHO COPTUDPA]Y.
VY najropem cnyuajy ayonna pexypsuje je O(n), a y mpoceky O(logn). IIpumep
paja anropuTMa NpHKasaH je y rabemn [3.3]

Quicksort(X,n)
yna3: X - uu3 ox n 6pojeBa
n3ya3: X - COpTUpPAHU HU3

1 QSort(X,1,n)

QSort(X, Levi, Desni)

yna3: X - Hu3 ca mHAekcuMa y uatepsaiy |Levi, Desni]

n3na3: X - coprupanu Hu3 y nHTepBany [Levi, Desni

2 if Levi < Desni then

3 S = Razdvajanje(X, Levi, Desni) {S je unmexc nmBora 1mocje pas3jipajamba
4  QSort(X, Levi, S —1)

5 QSort(X,S+ 1, Desni)

6 2 8 5 10 9 12 1 156 7 3 13 4 11 16 14
1 2 4 5 3 6 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14
1 2 4 5 3
2 4 5 3
3 4 5
8§ 9 11 7 10 12 13 15 16 14
7 8 11 9 10
100 9 11
9 10

13 15 16 14
14 15 16

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16

Tabena 3.3: Ilpumep coprupama paszasajamem. IluBoru cy mnomebrpanu.
Enementu koju ce y HeKOj a3y HE MEHA]y, HUCY TPUKAZAHH.

Croxkenoct: Bpeme m3BpinaBama cCOpTHpamha pa3BajambeM 3aBUCH O KOH-
KPEeTHOTr yjia3a U n300pa nuBoTa. AKO MUBOT YBEK pa3/Baja HU3 Ha JIBA jeTHAKA,
zesa, oHaa je audepennna jeaHaunna 3a caoxenoct T'(n) = 2T(n/2) + cn,
T(2) = 1, mro 3a nocaeguy uMa T'(n) = O(nlogn). Yeepuhemo ce xacuuje
J1a je BpeMeHcKa caozkenoct osor ajropurma O(nlogn) u noy Mmuoro ciaabujum
mpeTrmnocraBkaMa. AKO je Tak TUBOT OJM3y HEKOM Of KpajeBa HW3a, OHIa, je
0poj kopaka muOro Behu. Ha mpumep, axko je TUBOT HAjMAU €JIEMEHT Y HU3Y,
OHJIa TIPBO pa3[Bajambe 3axTeBa n — 1 ynopehuBama a pe3ysiTar je pa3Bajame
6pojeBa Ha jBe rpyme, ca 0 ommocHo n — 1 enemenara. 360r Tora, ako je
au3 Beh ypebhen pacryhe m 3a mmBOT ce yBeK OWpa IPBH €/IEMEHT, OHIA je
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6poj kopaka amropurMa O(n?). KpagpaTHa CIOKEHOCT y HajropeM Ciydajy
3a COpPTHpaHe WM CKOPO COPTHpaHe HuU30Be MOxKe ce m3behm ymnopehuBamem
TIPBOT, TOCTEIHEer U CPeJher eJeMenTa Hu3a U m3bopoM cpemamer mehy muma
(zpyror mo BeqMuUMHM) 33 MUBOT. JOIUI MOY3JAHUJU METOM j& CAYuajHu u300p
HEKOT' eJIEMEeHTa HHU3a 3a MMBOT. BpemeHcKa c10:KeHoCT copTuparba he u Taza y
Hajropem ciydajy 6uta O(n?), jep n mame mocroju MoryhrocT na maBoT Gyse
HajMamu emeMenT Hu3a. lnak, sepoBaraoha ma gohe 10 OBOr HajroOper ciaydaja
je mazna. Pasmorprhemo To caja Majio mperusnnje.

IIpernocTaBuMoO 12 ce CBAaKU €JIEMEHT X; Ca JeTHAKOM BEPOBATHONOM MOKE
n3abpaTu 3a MUBOT. AKO je TUBOT i-TH HAjMaiby eJIEMEHAT, OHJIA MOC/Ie Pa3IBa-
jama Tpeba peKyp3UBHO COPTUPATH JIBA /114 HU3a JTyKUHA PEJIOM 4— 1, OITHOCHO
n — i. Ako 6pojumo camo ynopehusama, caoocenocm pazdseajarea je n — 1 (mox
npeTmocTaBkoM na ce nocie 3amene X [L] ca X [D] y anroputmy Razdvajanje
unzexeu L u D najupe 6e3 yuopehusamwa nomepajy 3a 1o jeuno mecro). Ilpema
TOMe, CJIOJKEHOCT COPTHDara pa3jBajameM 3a70BosbaBa jemHakocr T(n) =
n—14+T@ —1)+T(n —1i). AKO IPETIOCTaBUMO 1A TTO3WIHja MTHBOTA TTOCIIE
paszaBajama Moxke 6uTu cBako i = 1,2,...,n ca jeqHakom BepoBaTHOlioM 1/n,
mpoceyaH O6poj Kopaka je:

n

Tn) = n—1+=>» (TGE-1)+T(n—1)=
i=1
n 1 n n—1
= n*1+E;T(Z*1)+E;T(TL*Z)*Tl*l‘l’E;T(Z)
OBo je normyna pekyp3uja u meHo pemieme je T(n) = O(nlogn) (kao

mro hemo Bujeru y Jesy Kypca o aHanu3u ajaropurama). Jlakie, copruparme
pa3aBajameM je 3amcra e(PUKACHO y MPOCEKY.

Y mpakcu je coprupame pas3aBajambeM Beoma Op30, ma 3aciyxKyje cBoje
apyro ume (KBuK copr, Tj. 6p30 coprupame). OCHOBHM Pa3jOr 3a HEroBy
Op3MHY, OCUM €JIeraHTHEe MPUMEHe Pa3jarama, je y TOMe IIITO ce MHOTO eJIeMeHaTa
ymopebyje ca jemrum mctum ejgemenToM, muBoTOM. [ImBOT ce 300r TOra MOXKE
CMECTUTH y Perucrap, mrTo yop3asa ynopehusama.

Jeman on madmHa 1A ce coprupame pasaBajamem yop3a je mobap m36op
G6ase muaykmuje. Ieja je na ce ca HHAYKIKJOM HE IOYUIHE YBEK OFI jJeJMHUILIE.
Coprupame pa3/iBajambeM, Kao MITO je PEYEHO, II03UBA Ce PEKYP3UBHO /10 Ha3HOr
caydaja, Koju odyxBaTta Hu30Be ayxuue 1. MehyTum, jeqaocraBuu anropurmu,
Kao IIITO Cy COPTUPAE YMETAHEM UJIU COPTUPae n300poM, paIe CACBUM 100pO
3a Kparke Hu30Be. IIpema ToMme, MOXKe ce m3abparn ma 6a3HU CIydaj 3a COp-
Tupambe pas/iBajambeMm Oymy nuzobu jayxuse sehe og jenan (uup. uzmehy 10 u
20, wro 3aBucH OJ KOHKDeTHe peasu3auuje), a ua ce 6asuu ciaydaj obpabyje
coprupameM ymeramwem. Ipyrum peunma, yciaoB if Levi < Desni” 3amemyje
ce ycaosom Vif Levi < Desni — Prag” (vne Prag uma spemunoct usmely
10 u 20), u nomaje ce geo "else 7, KOju u3BpIIABA COPTUPAIE YMETAHEM).
Edekar oBe mpomene je momnpaBka Op3uWHE COpTHpaba PA3ABAjabeM 3a MaJH
KOHCTAHTHH (PAKTOP.
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3.4 [Oowba rpaHuua CNOXKEHOCTU 3a copTupatbe

Omnmrru aaropuTMu 3a COPTUPAHE KOje CMO PA3MOTPUIIM UMAjy BpeMe W3BPIIa-
sama O(n?) wmm O(nlogn); copTupame pa3BpcTaBambeM Hije OTITH aJIrOPUTaM,
jep ce He MOXKe MPUMEHWTH Ha MPOM3BOJbaH HU3. IlocTaBiba ce MUTABE 1A JIH
je moryhe maspe mobosbIamke, OJHOCHO /1A JIA je CJI0KEHOCT CBAKOD AJTOPUTMA
3a coprupatbe 6ap pena nlogn?

Dyukiuja f(n) je m0ma rpaHMIa CI0KEHOCTH HEKOr mpobjiemMa ako 3a CJIo-
»keroct T'(n) NpoU3BOJLHOr AJrOpUTMA KOjU peliasa 1aj npobdseM Baxu 1'(n) =
Q(f(n)) (wmu: ve mocToju anropuram cioxkenoctu marve 00 O(f(n)), Koju pe-
wasa upobiem). Jokazaru na je neka pyHKuUja J0OmA IPAHULA CJIOKEHOCTU
pa3mMaTpaHor nmpobsemMa Hije JIaKo, jep ce JoKa3 OHOCH Ha cBe Moryfie aaropur-
Me, a He caMO Ha jeJaH KOHKperaH npuctyn. HeonxoaHo je Hajupe nedbunncarn
Mmoden Koju 002068apa NPOU3BOHHOM GAZOPUMMY, & 3ATUM JIOKA3ATH JIa je Bpe-
MEHCKa CJI0KEHOCT MPOM3BOJLHOT alropuTMma obyxsaheHor Tum Momenom Beha
WK jeJiHaKa OJ] JIOEhe IDAHUIE. Y OBOM OJEJbKY Pa3MOTPUNEMO jeaH Takas
MOJZIeJT KOju ce 30Be cTabso omiayunBama. CTabao OMJIyYNBaMba MOIETUPA
W3padyHaBama KOja ce cacToje Hajsehum menom ox ynopehusama. Ctabio of-
JIyawBarba HUje OMINTH MO W3padyHaBama Kao IMTO je HOp. TjypuHroBa
MAaIlliHa, Ta Cy JI0khe IPaHulle HemTo ciaabuje; ajud ¢ Jpyre crpane, crabia
OJI/IyYMBaba Cy jeJHOCTABHU]A U CA HBUMA Ce JIAKIIE OIEPHUIIIE.

Crabno omryanBama nedbuHUIIE Ce Ka0 OMHAPHO cTAabJIO Ca IBE BPCTE IBOPO-
Ba, YHYTPAIIEBUM YBOPOBUMA, U JucTOBUMA. CBaKM yHYTPAIIHYA 9BOD Or0OBAPa,
nuTamy ca JaBa Moryha oJroBopa, KOju Cy Mak TPHUAPYKEHU JBeMa IpaHaMa
Koje uzsaze u3 yBopa. CBAKOM JIUCTY MPUIPYKEH je jeman of moryhnx uznasa.
Ako ce pagu o npobiemy coOpTHUpamba, MPETHOCTAB/HAMO A j€ YIa3HH HU3
1, To,...,T,. 3padyHaBame MOYUIHLE O KOPEHA CTabjaa. Y CBAKOM YBOPY
MIOCTaBJhA C€ je/IHO MHUTAME y BE3U CA YyIa30M, U Y 3aBUCHOCTH O/ JTOOMjeHOT
OJIFOBOPA, HACTABIHA, CE JIEBOM WJIH JIECHOM U3J1a3HOM rpanoMm. Kas ce mocTurie
JIMCT, U371a3 NPUAPY2KEH JUCTY je u31a3 u3padynasama. Ha cinnu 3.2 npukasa-
HO je coprupambe noMohy crabiia ojirydnBama 3a n = 3. Bpemencka cioxeHoct
(y majropem ciydajy) aaropurma meduHuCAHOT cTabaoMm T jegHaka je BUCHHE
T, omrocHO HajBeliem Opojy MuTama Koja Tpeda mocraBuTh 3a Hekn yiaas. Cradiro
O/UIyYMBaHa, TIPEMa TOME OroBapa ajroputmy. Mako crabjo omjrydnBama He
MOKe J[a MOJEIMPA CBAKH AJIrOPUTaM (HIIP. HE MOXKE Ce U3PAYYHATU KBAJAPATHU
KOpeH u3 Hekor 6poja Kopuinhemwem crabia 0/J1yYuBamba), OHO je HPUXBATILUB
MOJIEJI 33 AJIFOPUTME 3acHOBaHe Ha ynopehusamy. Homwa rpanuma godbujena
3a Mozen cTabijia OIydIMBama OJHOCH Ce HAPABHO CaMO HA aJTOPUTME 1moe
obauka. Cama hemo mckopucTuTH cTadja OIIyduBara Ja OMCMO OIpEeIuIn
JIOEbY TPAHUILY 38 COPTUPAIHE.

Teopema: IIpou3Bos/pHO CTAOIO Oy INBAHA 38 COPTUPAILE N €JIEMEHATA UMa,
Bucuny 2(nlogn).

Jlokaz: Yma3 y anropuraMm 3a COPTHPAE je HU3 X1, Ta,...,Tn. 3123 je
WCTU HU3 Y COPTHPAHOM pejocieny. JIpyrum pednma, u3Jias3 je nepmymayuja
yJjlaza: m3Jia3 [MoKadyje Kako Tpeba UCIPEMEIITaTH eJIeMEHTe TAKO J1a OHU II0-
crany coptupanu. Ha n3ma3y ce Moke TOjaBUTH CBaKa TiepMyTaluja, jep yaas
MOXKe OWTH 337aT y MPOM3BO/PHOM penocieny. AJropuraM 3a COPTHPAIbE je
KOpDEKTaH aKO MOke Ja obpajam cBe moryhe ymase. Ilpema Tome, cBaka mep-
myramuja ckymna {1,2,...,n} rpeba na ce nojaBu kao moryhu mzmnaz crabia
O/UTyuMBaba 38 coprupame. V3nazu crabia o/UlydnBamba IPUAPYKEHU Cy Hhe-
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T < x2?
O

e ma_" S_ue

r3 < xTr1 < T2

1 <22 < I3 xr1 < x3 < T2 r2 < x1 < T3 xr2 < x3 < IT1

Cnuka 3.2: Coprupame TpU eleMenTa moMohy crabiia oIy YuBama.

roBuM JuctonMa. [TomTo ABe pa3anvnTe IepMyTalnje OAroBapajy pa3anauTuM
M3Ja3uMa, MOpajy UM OUTH TPHUAPYKEeHN pa3ianduTu jucrtosu. [Ipema Towme, 3a
CBaKy TEPMYyTaIlHjy MOpa [a TOCToju Oap jeman jwuct. Ilepmyrammja nma n!,
13, TIOIITO IPETIOCTaBHAMO 1 je ¢Tab/io OMHAPHO, IHeroBa BUCHHA je HajMahe
logy(n!). AKO HCKOPHCTEMO 4HIbeHHIYy Ja Baxu k > n/2 3a k = n/2,...,n
J00ujamo:

logy(n!) > logy(n/2-n/2-...-n/2)

upu demy ce dakrop n/2 jasma n/2 nyra. Quasie ciaenu:
log,(n!) > log,(n/2)"/? = n/2 - log,y(n/2)

OJLHOCHO:
log,(n!) = Q(nlogn)

OBakBa BpcTa J0HE TPAHUIIE 30BE Cé T€OPUJCKO—MH(OPMAIIMOHA J0HA
I'DAHUIIA, jeD OHA HEe 3aBUCHU OJ CAMOI' U3padyHaBamba (MU, HA LPUMED, HUCMO
JedUHICATE KAKBA MUTAHkA Cy J03BOJHEHA), HETO CAMO OJ KOAUMUHE UHEPOD-
Mmayuja cadpocane Yy u3aady. 3HAYA] JTOHE TPAHUIIE je ¥ TOMe Ja MPOU3BOJbAH
ajaropuraM coprupama 3axresa ((nlogn) ynopehusama y Hajropem ciydajy,
jep OH MOpa J1a pasjuKyje n! pasjimuuTUX U3/1a3a, a y jeJIHOM KOPaKy MOXKe Ja
u3abepe camo jenny on ase moryhuocru. Mormm cmo ma medpunuineMo crabiio
OJJTyInBabha Ko CTabI0 y KOME CBAKW YBOD MMa TPH CHHA, (KOjU, HA MPUMED,
oarosapajy ucxomuma <, ?=" u”>"). ¥ Tom ciyuajy Ou BucuHa Ouia HajMambe
logs n!, mro je u name Q(nlogn). Apyrum pednma, noma rpanuna (nlogn)
OJTHOCH Ce Ha CBa cTabJia Oy YMBabha Ca KOHCTAHTHUM OpOojeM IpaHa o IBOpY .

OBaj 70Ka3 JI0e rpaHulle MOKa3yje Ja CBAKUH AJTOPUTAM 34 COPTUPAME
3acHoBad Ha yuopehusamwuma uma ciaoxkenocr Q(nlogn). Coprupamwe je uuax
voryhe m3BpIaBaru Op2Kke KOpHUIlemeM CIenujaanux ocobuna OpojeBa, min
u3Boaehn anrebapcke manumysamuje ca mpuMa. Ha npuMep, ako UMaMo 7 IpH-
pomuux OpojeBa m3 omcera ox 1 10 4n, copTupame pa3BpCTaBameM he mxX y-
peautu 3a Bpeme O(n). OBo He HPOTUBPEYM JOKA3AHO] [OHO] MDAHULM, jep
coprupame pa3BpcraBameM He Kopucru yrnopehusama. Kopucru ce dumenuia
18 BPEIHOCTH OpojeBa MOry n1a ce e(pUKaCHO KOPUCTE Kao adpece.

Kan pazmarpamo ctabja omjIydnBama, 0OUIHO UTHOPHUIIIEMO FHUXOBY BEJIV-
YUHY, & 3aHIMAa HAC CAMO BUCHHA, 300T TOTA IITO YaK U jeJHOCTABHU aJIrOPUTMH
JIMHEapHe BPEMEHCKE CJI0KEHOCTH MOTY Ja OArOBapajy crabiauMa Oy YuBamba,
ca eKCIOHeHIUjaaIHuM Opojem uBopoBa. Benmuaumna crabma Huje OurTHa, jep ce
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crabiio y crBapu He ¢opmupa exkcrmunuTHO. [Tokazamo ce ma ce mory ¢dop-
MHPATHU CTA0JIA OJ/Ty YIUBAHA IMOJHHOMHUjATHE BUCHHE — AJTH €KCITOHEHIIN]AJTHE
BeIMUMHEe — 34 MpobJieMe KOju BEpOBATHO 3aXTEBAjy €KCIOHEHIINjaJIHO BpeMe
W3BPIIABaA, A Cy CTab/ia ONJIyINBAHA, MMOHEKA,] MPEBUINE ONTUMUCTHIKA.
Jpyrum pednma, [10mba TPAHUIA 110 MOJEY CTA0/Ia O/IIyYnBakha MOXKE Ja Oy/1e
JIAJIeKO WCIOJ| CTBapHe cioykeHocTu mpobiema. C Japyre crpane, ako je JI0mba
rpaHUIA jeHAaKA T'OPHOj I'PAHUIMA 34 HEKM KOHKDETAH aJropuTaM, Kao IITO
je caydaj ca copTHpameM, OHIa J0Ha TPaHWIa TToKa3yje Ja ce aaropuTaM He
Moke yop3arn HE yrnorpeboM MHOrO Belier mpocropa.

3.5 3agauwu 3a BexOy

1. HderasbHO onmcaru MOCTYMAK (POPMHUPAHE XUIIA

a) 0/03r0 HAJ0JIE

6) 0103110 HArope
on uu3a enemenara A = (5,13,2,25,7,17,20,8,4).

2. Jloxazaru KOpeKTHOCT amropurMma Hipsort KopuihemeM Hapeane NHBa-
pHUjaHTe meTihe:

Ha MOYeTKy cBake nrepanuje for merspe (y mmanjama 2—4) nogans A[l..q)
je XWI Koju caZprKu i HajMamux ejgemenara Husa A[l..n], a moxuns Ali +
1..n] cappxku n — i najsehux enemenara uusa A[l..n] y coprupanom pe-
JIOCTIETY.

3. Komuko je Bpeme usBpiiaBama ajropurma Hipsort va Husy A nyxune n
Koju je Beh coprupan pacryhe, a KOJMKO aKo je Hu3 coprupan onauaajyhe?

4. Tlokazaru Kako je moryhe kopumhemeM Xua peajgn30BATH HAPEIHY O-
epanyjy:
Povecaj_kljuc(S,i, k) — KOjoM ce BPeJHOCT KJbyda eJIeMEHTa Ca UHIEKCOM

1 nopehasa Ha BpejHOCT K, 33 KOjy Ce LIPETIOCTAB/bA JIA UMa BPEIHOCT
Behy mianm jennaky MpeTXonHOj BPEIHOCTH KJbYUa ca MHIEKCOM 4.

5. Koucrpyncarn anropuram spemencke cioxernoctn O(nlog k) 3a o6jenn-
BaBambe k COPTUPAHUX HU30BA Y jeJaH COPTHPAHH HU3 O YKYIIHO N eJie-
MeHaTa.

6. emoncTpuparu u3Bpiiasame ajaroputma Razdvajanje va ausy:
(13,19,9,5,12,8,7,4,11,2,6,21), yKOJIUKO ce IIPBU ejieMeHT OGupa 3a Iu-
BOT.

7. Koja je najmama moryha jaybuna siucra y crabiy omrydnBama 3a mpodsem
copTHpama 3acHOBaH Ha ymnopehuBamy?

8. Har je ckyu S oj n paziuunrux neaux opojesa. Koncrpyucaru anropuram
caoxkernoctn O(n) 3a HaJaxkeme HEKOr Opoja Koju Huje y S. JlokasaTu 1a
je Q(n) nomwa rpanua CI0KEHOCTH 33 OPOj KOpaKa IMOTPEOHUX J1a CE Peln
OBaj mpobIIEeM.






naBsa 4

AHanusa anroputama

4.1 VYsop

[nsp anamnse aaropurMa je Jia ce IpeJIBU/IN HeroBo MoHalame, mocebHo Op3u-
Ha M3BPIIABakba, He peasu3yjyhu ra Ha (HEKOM KOHKPETHOM) padyHapy. Jakie
mOTPEOHO je mpOoIeHuTH OP3WHY paja ajJropuTMa U TO TAKO JA Ta [MPOIEHA
BaKU 3a CBAKHU PAYyHAP. YOCTAJIOM, HAIIOP 2 CEe aJrOPUTAM UCIUTA HA CBAKOM
pauyHapy je mpeamOunmosan, u3mehy ocrtajor u 300r Tora mro O6u Tpebdasio
y3eru y 003up cBe morylie peanusaruje “noganropuraMa”’ (HIIP. MHOI'H aJiro-
DUTMHU CAJPIKe COPTUPAHE, KOje Ce MOYKE U3BPIIUTH PAZJIUUUTUM IIOCTYIIUMA).

TadyHO moHAIIame aJaropurMa je Hemoryhe mpeasugeTn, ceM y HajjemsHo-
CTaBHHjuUM ciaydajeBuma. Ha momarmame yTude MHOTO (paKTOpa, Ia ce 'y 003up
y3UMajy CaMO IVIABHE KaPAKTEPUCTHKE, a 3aHEeMapyjy Ce [eTa/bu BE3aHU 3a
Tauny peanusanujy. IIpema Tome, amamm3a ajropuTma Mopa Ja Oyae mpu-
6amxkua. Mehyrum, Ha Taj HaunH ce unak mobujajy 3Hadajue wHMOpMaIuje
0 aJIropuTMy, Koje Hip. oMoryhyjy ynopehuBame pa3IuduTuX aJropuTamMa 3a
pelraBaime ucTor mpobieMa.

Jlormyan nmpucTyn npuiIMKOM aHaam3e Op3uHE M3BPINABAMA AJTOPUTMA je
J1a ce 3aHeMapyjy KOHCTaHTHH (PaKTOPH, jep ce Op3uHe U3BPIIaBabA AJITOPUTMA
Ha PA3JUYATHM PAYYHAPUMA PA3JIUKYjy MPUOINKHO 38 KOHCTAHTHU (haAKTOP.
On mHTEpeca je OleHNTH IOHAIIAKe Op3WHEe M3BPIIABakha aJIrOPUTMA KaJl, Be-
JUYAHA yIa3a TeXW OeCKOHAYHOCTH. AKO je, Ha MPUMEp, yjia3 y aJIrOpUTaM
BEKTOD AyKUHE 1, & ajaroputaMm ce cacroju of 100n kopaka, OHIA ce KaxKe Ja
j€ CJI02KEHOCT aJIrOPUTMA JIMHEAPHA, OJHOCHO IIPOIOPIIMOHAIHA CA N; AKO je
6poj xKopaka 2n? + 50, oHIA ce KaxKe Ja je CIOMKEHOCT aJrOPUTMa, KBaIPaTHA,
OJTHOCHO TIPOTOPIHOHAIHA ca 1. 3a APYTH O 0Ba JBa aJrOPUTMa Karke ce J1a
je cmopmju, maxo 3a n = 5 saxku 100n > 2n? 4 50; Hejeanakoct 2n? +50 > 100n
tauna je Hup. 3a csako n > 50. Cimdno, ako ce aaropuraM cacroju oz 100n!-8
Kopaka, nejegnakocr 100n'® < 2n? + 50 nounme na Bazku Tek 3a n > 3 - 108,
Ha cpehy, obnuno cy KoncTanTe y m3pa3nMa 3a CJI0KEHOCT aJrOpUTaMa MaJe.
306or Tora, aKO ACUMIITOTCKH MMPUCTYII OIEHUBAY CIOXKEHOCTH TOHEKA,T MOXKE
Ja JoBejsie 10 3a0yHe, y IpakKcH ce j00pO ITOKa3yje M JI0BOJbAH je 3a INPBY
aAIPOKCUMAINjy e(pUKACHOCTH.

ITnm ananuse, onpehuBame BpeMeHa W3BpIaBama aJrOPUTMa 33 ogpehern
yJ1a3 — [NPAKTUYHO je HEOCTBAP/bUB (CeM 3a HajjeJHOCTABHU]E AJITOPUTME), jep

81
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je memko yzeru y o63up cBe moryhe yiase. 360r Tora ce 3a cBakd Moryhu
yJja3 Hajupe JeduHuULIe HEroBa BeJIMYMHA (JUMEH3uja) m, 1ocJe dera ce y
aHaJIn3u KOPWUCTM CaMo OBaj momartak. Bemwunmy ymasa mefieMo oBzie cTporo
nedbuHuCaTH; OOMYHO je TO Mepa BEJIUYWHE MEMOPHUjCKOT MPOCTOPA MOTPEOHOT
3a CMeITarke OMUCa yIa3a K/l ce yrnoTpebu OmIo Koje pa3yMHO KOAUPAFhe HIIP.
ourosuma. Hemocrojame onrmre medpuHANEje BETHINHE yIa3a He YHOCH 3a0yHY,
jep ce obuuaHO yrnopehyjy pa3muduT aITOPUTMH 33 PEIIaBahe HCTOT MpodeMa.

Hake, anann3a aaropuTma Tpeba /1a Kao pe3yaTaT Ai n3pas 3a YTPONIEHO
BpeMe y 3aBHCHOCTH O] BeJIwdmHe yiasza n. MelyTum, mocrasipa ce mmuTarbe
— koju Mehy ymazuma Benmumue n n3abparu Kao penpe3seHTaTuBaH! Yecto
ce 3a OBy CBpXy Oupa Hajropmu ciaydaj. Hajoospu yias je yecro TpuBujasiaH.
Hasbe, cpenwu (1pocedyan) yina3 camMo Ha LPBU 1O U3LJIEAa Kao 100ap
u360p. Meljyrum, anann3a je Taga KOMIJIMKOBAHA, a MOTEIMKONy mpeacraBiba
n neduHNCabe pacrojese BepoBaTHONA Ha CKYNy CBUX yja3a BeJIUUYWHE N,
¥ TO TAKO Ja OHA OArOBapa CUTyallMjaMa KOje Ce TMOjaBJbyjy y Mpakcu. 300T
TOra je KOPHCHO aHa W3y BPIIUTH 33 Hajropu caydaj. lobmjenm pelymrarn
Hajuernihe cy OJIMCKU MPOCEYHUM, OAHOCHO E€KCIEPUMEHTAJHUM Pe3yJITaTuMa;
WM, aKO je YaK HAjrOpu Ciiyvaj y HOIJIeAy CJIOKEHOCTH OMTHO Jpyravuju o
“mpocedHor” , aJropuTaM Koju J00pO Paau y HAjrOpeM CIydajy OOMYIHO T00pO
pamu m y mpoceky. V3Hecenu pa3jio3u OMpaBIABAjy MPAKCy Ja Ce Hajderrne
BPIIIM aHAJIW3a HAJTOPEr CIydaja.

AHajm3a aCMMITOTCKOr IOHAIIAA CJIO2KEHOCTH aJITOPUTMA, K TO y HAjrOpeM
caydajy mely ymasuma ompeljerne Benmmumne — TO je makie ampokcumalimja
BpeMeHa paja oapeheror ajropurma Ha onpelieHoM yiiasy, Koja unak Hajuenthe
J00pO KapaKTEpHIe OCOONHE aJrOPUTMA.

4.2 Acumnrortcka o3Haka O

Hedbununuja: Heka cy f m g mosurusHe (PYyHKIHjE O apryMeHTa 1 U3 CKYIIa
N upuponnux 6pojesa. Kaxe ce na je g(n) = O(f(n)) ako nocroje nosurusue
koucranre ¢ u N, rakse aa 3a csako n > N saxu g(n) < cf(n).

Osnaka O(f(n)) ce y crBapu OHOCH HA KAGcY PYHKYUJA, & JeTHAKOCT
g(n) = O(f(n)) je yobuuajena ozuaka 3a unkaysujy g(n) € O(f(n)). Jacuo
je ma je dyukmuja f camMo HeKa BpCcTa TOpibe rpaHuie 3a ¢yukmnujy g. Ha
npumep, nopes jegaaxocru 5n? + 15 = O(n?) (jep je 5n% + 15 < 6n? za n > 4)
Baxkn u jeamakoct Hn? + 15 = O(n3) (jep je 5n? + 15 < 6n3 3a n > 4).
Osa moranmja omoryhiyje UrHOpHCaE MYJITHILIAKATHBHAX KOHCTAHTH: YMECTO
O(5n + 4) moxe ce nucaru O(n) jep kaace O(5n +4) u O(n) caapxke ucre
dyukuuje. Jeguakocr O(5n + 4) = O(n) je y crBapu jeHAKOCT JBe KJjace
dyukuuja. Cauuno, y uspasy O(logn) ocHoBa jorapurma Huje bGurTHa, jep ce
JIOTAPUTMH 33 PA3JIMIMTE OCHOBE PA3/IMKY]y 34 MYJITUIJIMKATHBHY KOHCTAHTY:

log, n = log, (b8 ™) = log, n - log, b.

Cuenujanno, O(1) je o3naka 3a Kjacy orpanumdeHux OyHKOuja.
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Teopema: Caka ekcroneHIjasna QyHKIHja ca ocHOBOM Beliom o1 1 pacte
6p2ke oj1 cBakor nosunoMa. Jakse, ako je f(n) monorono pacryha dynkuuja
KOja HUWje orpanmyena, a > 1 u ¢ > 0, onga je:

f(n)= O(af(")).

Cuenumjanno, 3a f(n) = n mobuja ce n® = O(a"), a 3a f(n) = log,n
nobuja ce jemxnakocr (log,n)¢ = O(al*9™) = O(n), Tj. npousBoban cremen
JiorapuTaMcKke (pyHKIHje pacTe CIOpHje Of JuHeapHe (pyHKIHje.

Jlako ce nokazyje ga ce O-u3pa3u MOry cabupaTu ¥ MHOXKUTH:

O(f(n)) +0(g(n)) = O(f(n) +g(n)),
O(f(n)0(g(n)) = O(f(n)g(n)).

Ha mpumep, apyra ox oBHX jeIHAKOCTH MOXKE Ce MCKa3aTh Ha ciaemehn
HAYMH: aKo je Heka GyHkuuja h(n) jeaqHaka npousBoiLy HPOU3BObHE (DYHKIM]E
r(n) u3 knace O(f(n)) u npoussossre byukuuje s(n) u3 xiaace O(g(n)), onga
h(n) = r(n)s(n) npunazga xkaacu O(f(n)g(n))).

TTokaxknmo 7a Bake owe zaBe jenHakoctu. Axo je r(n) = O(f(n)) n s(n) =
O(g(n)) onma nocroje nozurueen N1, N, ¢1 U ¢ TakBU na 3a n > Nj Baxkwu
r(n) < cpf(n)uzan > Ny Baxu s(n) < cag(n). Mehyrnm, 3a N = max{Ny, Na}
u ¢ = max{cy, ¢a, C1¢o} BaxKu:

o 7(n) +s(n) <c(f(n)+g(n)) u
o r(n)s(n) < cf(n)g(n),

Tj. 7(n) + s(n) = O(f(n) + g(n)) n r(n)s(n) = O(f(n)g(n)). Mehyrnm, O-
W3pa3u O/TOBAapajy pesanuju <, ma ce He MOTY OJy3WMaTHh W JeJuTH. Taxro
uip. u3 f(n) = O(r(n)) u g(n) = O(s(n)) we cienu ma je f(n) — g(n) =
O(r(n) — s(n)).

Cnenehu npumep wiycrpyje 3amro Tpeba CKOHIEHTPUCATH MAXKbY HA ACHMII-
Torcko noHamamwe. Heka je f(n) ykynan 6poj omepanuja npu U3BpIIABAY
HEKOT' aJITOPUTMa Ha yJIa3y Besudune n, npu demy je f(n) mexa ox dyHKmja
logy n, m, nlogy n, nt® n? n3 1.1". TlpernocTaBumo Ja ce aaropuTaM U3BpIIaBa
Ha padyHapy KOjHi U3BpIaBa m onepanuja y cekynmu, m € {10%,10%,105,10°}.y
raGenn [.1] npukasana cy BpeMeHa M3BpIIABAIA ANTOPHTMA HA ynasy (ukcu-
pane Beqmumae n = 1000, Ha pagynapuma pasnuaure 6p3une. Buam ce kakas
je yTHuIaj KOHCTAaHTHHX (PAKTOpPA: KO/, aJropuTaMa KOju Ce MOTY HU3BPIIUTH 33
MPUXBAT/BUBO BPEME YTHUIIA] 3aMeHe padyHapa Opxkum je mpumeran. Mehyrum,
KOJI aJITOPUTMa, y TIOCJIE/I0j KOJIOHMU, Ca eKCIOHeHIjaIHoM GyHKImjoM f(n),
3aMeHa padyHapa OpKUM He YUHU TPOOJIEM DEITHBUM.

Jpyru mpobsieM y Be3u ca CJI0KEHOIINY aropuTMa je UTarhe JOe IPAHUIE
3a morpebaH Opoj padyHCKuX omepanyja. JIoK ce ropma rpaHHIa OSHOCH Ha
KOHKDEMaH aA20PUMaM, TOHA TPAHUIA CJIOXKEHOCTH OJHOCH Ce HA NPOU3BONHAH
aszopumam u3 nexe odpehene xaace. 300r TOra ONEHA JOHE TPAHUIE 3aXTEBA
nocebHe mocTynke aHamnse. 3a GyHKIMjy g(n) Kaxke ce Ja je aCMMITOTCKA
poma rpanuna ¢yskiuje T(n) u mume ce T(n) = Q(g(n)), ako mocroje
no3uTuBHE KOHCTaHTe ¢ U N, Takse aa 3a cBako n > N Baxu T(n) > cg(n).
Taxo je ma npumep n? = Q(n? — 100), u n = Q(n®?). Bumu ce ga cumbon ()
oarosapa pesauuju >. Ako 3a ase byuxuuje f(n) u g(n) ucroBpemeHo Baxku u
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f(n) | loggn n  nlogon n'd n? n3 117

m

10® | 0.01 1.0 10.0 32.0 1000 10% 10%°
10* | 0.001 0.1 1. 3.2 100 10° 1038
10° | 0.0001 0.01 0.1 0.32 10 10* 10%7
10 | 0.00001 0.001 0.01 0.032 1 10 1036

Tabena 4.1: Tpajame wu3ppmasama f(n) omnepamuja HA padyHapy KOju
W3BPITIABA M Oleparnnja y ceKynau, 3a n = 1000.

f(n) =0(g(n)) u f(n) = Qg(n)), onna oHe UMajy ucre aCUMITOTCKE GP3UHE
pacra, mro ce o3uauasa ca f(n) = O(g(n)). Tako je na npumep 5nlog, n—10 =
O(nlogn), upu yemy je y mocsienmeM u3pasy OCHOBA JOrapuTMa HEOUTHA.

Ha xpajy, yumenuna 1a je lim,, % = 0 oznauasa ce ca f(n) = o(g(n)).
Ha npumep, ouurnemno je $ = o(n), a jemmakoct {5 = o(n) Huje TadHA.

Opxnoc mw3mehy cremene u excrnonennujaine byHKIMje MOXKE Ce MPEnu3npPaTH:
ako je f(n) monorono pacryha dyukiuja koja uje orpanudena, a > 1 u ¢ > 0,
OHJIA je

fn)e= o(af(")).

4.3 BpemeHcka u NPOCTOPHA CJI0XXEHOCT

Ouena (BpeMeHCKe) CJIOKEHOCTH aJITOPUTMAa CBOJY Ce Ha Opojarbe padyHCKUX
omepariija Koje Tpeda u3ppruTu. MehyTuMm, TepMUH padyHCKa ONEPAIinja MOXKe
Jla TI0/Ipa3yMeBa Pa3jInduTe Olepalyje, Ha IPUMep cabuparme U MHOXKEbe, Ynje
W3BPIIaBake TPaje pa3anduTo Bpeme. Paznuuunre omnepaiuje ce Mory mocebHo
OpojaTu, aau je TO OOMYHO KOMILIMKOBAHO. Ilopes Tora, Bpeme m3BpIIaBaiba
3aBWCH W OJ KOHKPETHOT padyHapa, n3abpaHor mporpaMcKor je3nkKa, OTHOCHO
MPEBOUONA. 3aTO Ce OOMYHO y OKBUPY AJTOPUTMA, W3IBaja HEKW OCHOBHU
KOpaK, OH3j KOju ce Hajderhe mOHAB/bA. 1ako, akO €€ pPaau O COPTHUPADY,
ocHOBHU KOpak je ynopehusame. Axo je 6poj yunopehusama O(f(n)), a 6poj
ocTajlux onepanmja je mpornopuuonaian 6pojy ynopehusama, onzna je O(f(n))
rPAHUIIA BPEMEHCKE CJIOKEHOCTU AJITOPUTMA.

ITox mpocTopHOM cito>keHOIhy AJITOPUTMa, MOIPA3YMEBA CE BEJIMUNHA,
MeMOpHje MOTPedHE 38 NIBPINABAHE AITOPUTMA, IIPU Y€MY Ce IIPOCTOP 3a CMEITI-
Tame YJIa3HUX IoaaTaka He padyHa. To omoryhyje ymopehuBame pazaumanTux
ajropuraMa 3a pemrasamme ucror upodsema. Kao u Koz Bpemencke cioxeHocru,
7 3a TTPOCTOPHY CJIOKEHOCT ce Hajuerthe TpaxKn HeHO aCHMITTOTCKO TTIOHAITAThe
y HajropeMm ciydajy, 3a Beiauke Beiawmdnne npobiema. IIpocropra ciokeHnocTt
O(n) 3Ha4u 1a je 3a U3BPIIABAKE AJITOPUTMA NOTPEOHA MEMOPUja IPONOPIKO-
HAJIHA OHOj 33 CMEINTabe YIa3HuX Mojaraka. AKo je mak mpocTopHa CI0KEHOCT
anaropurma O(1), onza 10 3Ha4u Aa je norpeban MEMOPUjCKU [IPOCTOP 33 HEroBO
W3BPINABAKHe OTPAHNYEH KOHCTAHTOM, 6e3 003Mpa Ha BEJUYHUHY YIa3a.

Bpojame ocHOBHUX KOpaKa y aJrOpuTMy Hajderiie Hrje jeJHOCTaBaH MoCao.
Pasmorpuhiemo HEKOIMKO TUMUYHUX CUTYyallnja HA KOje Ce HAMIA3u: N3PadyHa-
Balbe KOHAYHHUX CyMa W PeliaBambe qudepeHiHnx jeIHaqInHa.
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4.4 Cymupame

AKko ce ajropuraM cacroju O Je10Ba KOjU Ce U3BPIUABAjy jellaH 3a APYLUM,
OHJIA je IeroBa CJIOKEHOCT jeHaKa 30Mpy CI0KEHOCTH menoBa. Mehyrum, oBo
cabupame HUje yBeK jeaHocTaBHO. Ha mpumep, ako je OCHOBHHU 70 aJrOPUTMA
MeT/ba y KOjOj UHJIEKC ¢ Y3UMa, BPeJIHOCTH 1,2, ..., n, a U3BPIIABAE {-TOT MPO-
JIacKa Kpo3 nersby Tporiu f(i) Kopaka, OHJIA jé BPEMEHCKA CJIOXKEHOCT aJlro-
purma Y ., f(i). PasmorpulieMo Heke mpumepe cyMupama.

ITpumep: Ako je f(i) = i, OMHOCHO y i-TOM POJIACKY KPO3 II€TJbY U3BPIIABA
ce 1 KOpaka, OH/Ia je yKyIaH Opoj Kopaka:

S(n) = Zz = %n(n +1).

AKo0 0BO ymopeaumMo ca CUTyaIlnjoM ¥ KOjOj CE€ Y CBAKOM TPOJIACKY KPO3 METJbY
H3BPIIABA N KOPaKa, OAHOCHO YKYIHO n? KOpaka, BEAEMO JIa je ¥ IPBOM CIydajy
Opoj M3BPIIEHNX KOPAKA MPHUOINAKHO IBa MyTa MAIbH.

ITpumep:[Crenene cyme] Ako ca Si(n) o3nauumo omrujy cymy k-Tux cre-
neHa mpBUX N npuponHuX 6pojesa, Si(n) = Y., i*, 3a wspadynasame cyma
Sk(n) MOXKe ce MCKOPUCTUTH PEKYPEHTHA PEsaInja

1
k+1 k+1
Sk(n) E%( ) )+E—T«n+m ~1).
y K0joj je BpenHocT Sy (n) n3pazkeHa MPeKO CBUX IPETXOTHUX BpeaHocT S;(n),

j=0,....k—1.

OBa jennakocr xobuja ce Ha ciegeln Ha4MH:
k+1
k+1\ . k
=3 ("7 )”‘Z( )i it
FE P

Te ako obe crpane mogenumo ca (k + 1) u uspasumo i* gobujamo:

Z (“ 1) 2 m((u Dkt k),

=0

CyvmupameM OBEX jegHakoCTH 33 i = 1,2,...,n m00ujaMo TpaxkKeHu m3pa3 3a
Sk(n)
TMomazehn o So(n) = n, Si(n) =n(n+1)/2, 3a k = 2 ce nobuja

Soln) = Y0 = —%(So(n) 1 35,(n)) + %((m 1 1) =
(—n— 3@ +n® + 3n? —|—3n> = é(2n3 +3n® +n) =

n(n+1)(2n +1).
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IMpumep: Cyma reoMeTpujcke mporpecuje
n n+1
. q —1
Fin)=) ¢'="—7 a#1
i=0 q
nobuja ce oxysumameM jeamakocrn F(n) = Y " q' om gF(n) = > ¢ =

E?:ll q':

n+1 n
, A L
(q=DFm)=> ¢=> ¢=¢"" -1
i=1 i=0
ITpumep: IMomazehn ox m3pasza 3a CymMy reOMeTpHjCKe MPOTrPECHje MOXKE Ce
U3padyHATH CyMa
n
G(n) =Y i2'
i=1
3aucra, audepeHIupameM, M3, MHOKEHEM Ca T JeTHAKOCTH

Sai = (@ 1)/ - 1)
=0

nobuja ce

- i1 - i (D@ —1) = (2" - 1)
x;m —;zx =z 1) )

Opnarine ce 3a x = 2 nobuja G(n) = > . i2° = (n —1)2"*Tt + 2.
IMpumep: CeoljemeM Ha TPETXOIHY CYMy MOXKE Ce U3PadyHATH CyMa

n

H(n)=> i2"".

i=1

3amncra, CMEHOM WHIEKCA, CYMUPAWma j =N — 4, 1 = n — j, TIPU 9eMy j TPOJIasu
ckym Bpegaoctu 1 — 1,n — 2, ..., n —n = 0, noduja ce:

n—1 n—1 n—1

Hn)=> (n—5)2 =nY 2= j2=nF(n—1)-Gn-1)=
§=0

j=0 =0
=n2"—1)—(n—2)2" —2=2""1 —n -2

4.4.1 OuewnBarse cyma nomohy nHrerpana

V cnyuajy xang je remko mspadynaru cymy »o., f(i), a dynkumja f(z)
07l peajTHOr apryMeHTa je MOHOTOHO Heomagajyha Hempekuana (yHKIHja 33
x > 1, Tajla ce cymupameM JieBUX CTpaHa 3a ¢ = 1,2,...,n, a JIecCHUX CTPAHA
3ai=1,2,...,n — 1 HejeTHAKOCTHU:

i+1
fms/ f@)dr < fi+1), 1<i<n,

n06ujajy rpaHuIe HHTEpBANa y KOMe Jexn cyma y o, f(4):

n n n+1
/1f($)d$+f(1)§2f(i)§/1 f(z) de.
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flx)
- 2 = == | =
s| i3 ¥ 3|5
Tle|e 2= T
1 '\-._t
m-1 m m+l m+2 n-2 n-1 n n+l
— f()
e | = || = il = (e
£33 N A )
Tle B =
1 = X
=1 #it m+l w2 -2 n-1 H i+l

(b)

. n
Ciuka 4.1: Anpokcumanuja cyme ), f(k) uarerpanmma. YKynHA IOBPIIHHA
CBUX MIPABOYTaOHMKA MPEJCTAB/bA BPEIHOCT CyMe, JIOK jé BPEIHOCT MHTErPAJIA
jeramaka OCEHYEHO] MOBpIMUHU wucnon kKpue. ObOpaTtutw maxmwy 1ga je
XOPHU30HTAJIHA CTPAHWIA CBAKOT O MMPABOYTaOHWKA, Ty KuHE 1.

Buzeru cauky .1

Axo je nak dyukuuja f(x) monorono nepacryha, onzna je dbyuxkuuja — f(x)
Heornazajyha, ma ce mpuMeHOM OBMX HejemHakocTn Ha — f(x) mobuja ma y oBUM
HEjeTHAKOCTUMa, CaMO Tpeba mpomenuTn 3HaK “<” y 3HaK “>”.

Hpumep: Pazmorpumo npobiem padynama cyme Si(n) = > i ¥ 3a k > 0.

Y oBom cydajy dynkmuja f(z) = 2* je MonoToHo Heomamajyha, ma ce gobmja
IPOLIEHA:

n n n+1
/1 f@)de+ (1) < 3 £6) < / f(x) da

OJIHOCHO:

n n n+1
/ xkdx—l—lSZikg/ 2F dx
1 ; 1

i=1
3a k # —1 je:
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. 2R
/x dm=k+1—|—0

Opnaszme 3a k # —1 mobujamo HAPEIHY OIEHY TPayKeHE CyMe:

nk-‘rl i 1)k+1 -1
K+l - CE
OJTHOCHO:
nkt1 . nk+l 4k . Zn:ik . (n+1)F1 —1
R e R k41
Tj:

S(n) = Zz"“ = O(n"t)

Crenujanno, 3a k = 2 mobujamo:

n
12:@

=1

azak=1/2:

Z Vi =0(n*?) = 0(nyn).

Ykomko je k < 0, byskmmja f(x) = 2¥ je Mmomorono onazajyha (3a z > 0) ma
3a k # —1 Baxku HapejHa OlEHA:

1 k+1 —+1
N

[pema Tome, 3a —1 < k < 0 je S(n) = O(nF*t1), aza k < —1je Si(n) = O(1).
VY cayuajy k = —1 Baxwu 1a je:

1
/*da?ZIHZ‘-i-C
T

T€ BaXKU:

pumep: Pasmorpumo mpoGnem onere speauocta In(n!) = > | Ini. @ynknuja
f(z) = Inz je morOTOHO HEOMamajyha Te MOKEMO KOPUCTHTH HAPEHY TIPOIEHY:
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n n n+1
/ lnxda?—l—lnlSZlniS/ Inzdx
1 1

i=1
Iowro Bazku ga je In1=0wu gaje [Inz =zlnz — x, obujamo oneny:
(zlnz —2)|f <Inn! < (zlnz —z)|PH
OJTHOCHO:
nlnn—n+1<lnn!<(n+1lnnh+1)—(n+1)+1

W3 oBe mporiene, ako CBaKy CTPaHy HEjeTHAKOCTH Y3MEMO Ka0 eKCIIOHEHT Opoja
e mobujamo:

n\" n+1\"" nyntl 1\ n\"
e(f) <nl<e ze(f> 1+ — Se(*> (n+1)
e e e n e

[peru3nuju u3pas 3a n!:

n! ~V2mn (E)
e

3oBe ce Ctupimarosa hopmya.

4.5 [OundepeHuHe jegHaunHe

Axko 3a unanoBe Huza Fj,, n = 1,2, ..., BaXKu jeTHAKOCT
Fn :f(anlaFn72a---7F17n)7

oH/la ce Kaxe na Hu3 F,, 3anoBosbaBa Ty audpepeHIHy jeqHadnHy (uiu pe-
KypeHTHY penanmjy). Cuenujanno, ako ce 3a eko k > 1 unan F,, uspaxasa
TpeKo k MPEeTXOIHUX JIaHOBA HU3A,

Fn:f(Fn—laFn—27~"7Fn—k7n)a

ouza je k pex te nudepennne jeqnadnne. MareMaTnakoOM WHIYKIIA]OM CE He-
MIOCPEIHO JI0Ka3yje aa je apyrom audepeHIHOM jeIHAYnHOM W ca MPBUX Kk
ananoBa Fi, Iy, ..., F uu3 F,, jeqnosnauno oapehen. Ipyrum pedmma, ako

neku nu3 G, 3a10B0sbaBa ucry audepennny jeanaduny Gy, = f(Gn-1,Gn_2,...

nBaxn F; =G;3a1=1,2,...,k, onga 3a ceako n > 1 Baxkn F,, = G,,.
Jenna on Hajuno3HaTHjuX MuGEPEHIHUX jeIHAYNHA je OHA Koja meduHUIIIe
QuboHauMjeB HUAS,

F,=F,  +F, o F =F=I1. (4.1)

Jla O6u ce Ha OCHOBY b€ M3padIyHaIa BpeaHocT F, mOTPeOHO je u3BPIIUTH N — 2
Kopaka (cabupama), 11a je OBaKaB HAUYMH M3padyHaBama F, HeupakTudaH 3a
Benmke n. Taj mpobsieMm je 3ajeIHUYKH 3a CBe HU30BE 33jare audepeHIHuM
jennaumaama. 3pa3 koju omoryhyje AMpEKTHO M3padyHABAME TPOU3BOJHHOT
uyjlaHa HU3a (JAKJ€e He NPEKO IPETXOAHUX) 30Be Ce pelueme audepeHIiHe
jenuauuse. Ha nudepeniite jefHAYNHE Ce 9€CTO HAUIAZY TP AHAJIU3HU AJITO-
purama. 360r Tora ieMo Pa3MOTPUTH HEKOJIUKO METOJA 3a HUXOBO PEIIABAE.

anfka n);
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4.5.1 [Ooka3nBarse NpeTnocTaBs/beHOr pewera gudepeHuyHe
jeaHavuHe

YecTo ce qudpepeHItHe je THATHHE PEIaBajy TaKo IITO Ce MPETIOCTABU OOJTHK
pellerha, Uik 9aK TAYHO DeIlehe, IOCIe Yera Ce MM0oCjie €eBeHTYAIHOI Pern3u-
pama pelema HHAYKIHjOM J0Ka3yje /1a To jecte perneme. [Ipu Tome je gecto
JPYTH 710 Tocia, T0Ka3uBarhe, JTaKII o7 MpBor — rnorahama obJinKa pernierba.

IIpumep: ITocmarpajmo audepeHiiny jeqHAMUHY

T(2n) = 2T(n) +2n—1, T(2) = 1. (4.2)

Ora mudepennna jemmaunna nedwunnie spexHoctn T(n) camo 3a WHIEKCE

obmukan = 2™, m = 1,2,.. .. [loctaBumMo ceOu CKPOMHUjHU I¥Jb — MPOHAJIAKEHE
Heke ropibe rpaunute 3a 1'(n), ognocuo dyukimje f(n) Koja 3a10B0/baBa yCI0B

T(n) < f(n) (3a ungekce n KOju Cy CTeleH ABOjKe, IITO fie ce Halasbe Moapa-

3yMeBaTH), aJld TAKO Ja IpoueHa Oye xoBosbHo no6pa. Ilokymajmo Hajupe ca

byrkmujom f(n) = n?. Ounraenwo je T(2) = 1 < f(2) = 4. Ao npernocTaBuMo
na je T(i) < i% 3a i < n (MHAYKTUBHA XUTIOTE3a), OHJA je

T(2n) =2T(n)+2n—1<2n”+2n—1=4n> — (2n(n — 1) + 1) < 4n°,

na je f(n) ropma rpanuna 3a T(n) 3a cee (n03BOsBEHE) BpeanrocTu n. Mehyrum,
3 J0Ka3a ce BUAM Ja je Jo0ujeHa rpaHmma Tpyba: y OAHOCY Ha €maH 4n’
onbateH je WaaH NPHOAMKHO jeqHak 2n’ 3a semmke n. C Ipyre cIpaHe, ako
Ce MPETNoCTaBy Ja je ropwa rpanula juneapua dgyukuuja f(i) = c¢i 3a i < n,
oHa Om Tpebasio JOKa3aTh [a OHA BAXKK U 34 1 = 2N

T(2n)=2T(n)+2n—1<2cn+2n — 1.

Ha ou mocienmu n3pa3 0o Mamu O ¢ - 2n, MopaJio ou ma Baxu 2n — 1 < 0,
wro je memoryhie 3a n > 1. Baksmyuyjemo na f(n) = cn He moxe na 6Gyue
ropwa rpanuta 3a 1'(n), 6e3 o63upa Ha BpegHocr kKoHcranre c. Tpebano 6u
TOKYTIIATH Ca HEKUM M3PA30M KOj! je TIO0 aCUMIITOTCKOj Op3uHu pacta uaMehy n
u n?. Ucnocrasmba ce fa je 1o6pa rpanuma 3agata GyrkmmjoM f(n) = nlog, n:
T(2)=1< f(2) =2log,2 =2, a ako je T'(i) < f(i) rauno 3a i < n, oHzA je

T(2n) =2T(n)+2n — 1 < 2nlogyn+2n — 1 = 2nlog,(2n) — 1 < 2nlog,(2n).

Jaxne, T(n) < nlogyn je Tauno 3a caxo n obmka 2%. Ha ocroBy wmmennte

Ja je y OBOM JI0Ka3y TP MPeJIacKy ca n Ha 2n 3aHeMapeH WwiaH 1 y OIHOoCy Ha

2nlog,(2n), 3akspydyje ce Ja je mpoleHa OBOr IyTa JOBOJLHO J06pa.
“JludpeperIiHa HejeTHATHHA

T(2n) <2T(n) +2n—1, T(2)=1

nedunuie camMo rope rpanute 3a T'(n), ako je n crenen asojke. CBaka ropwa
TPAHUIA PEIIeHa je pemreme oBe audepeHItne Heje THATHHEe — T0KA3U WH-
JyKigjoM cy npakruaao uientuand. OBa qudepeHiiHa Heje JHAaInHA MOXKE Ce,
kao n (4.2)), mpommpuTn Tako ma oapelhyje ropmy rpanuiy 3a T'(n) 3a cBakn
npupomaH O6poj n:

T(n) < ZT(V;J> tn-1, T1)=0.
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Mozke ce nmokasaru ja 3a uu3 T'(n), KOju 3a/10B0JbaBA OBAj YCJIOB, HEjeTHAKOCT
T(n) < nlogyn Baxu 3a ceako n > 1. 3aucra, ona je rauna 3a n = 1, a u3
MPETTIOCTABKE 1A je OHA TavHA 3a OpOjeBe Marhe O HEKOT MPUPOIHOT Opoja m
caemu n1a je 3a m = 2k:

T(2k) < 2T(k) 4+ 2k — 1 < 2klogy k + 2k — 1 = 2klog,(2k) — 1 < (2k) log,(2k)
onHocHO 3a m = 2k + 1:
T(2k+1) < 2T'(k) + 2k < 2klogy k + 2k = 2k log,(2k) < (2k + 1) logy(2k + 1),

Tj. JaTa HEjeIHAKOCT je Taga TadHa W 3a n = m. Jlakie, oBa HEjeTHAKOCT je
JOKAa3aHa WHIYKITNjOM.

4.5.2 JluneapHe gudepeHuHe jegHaunHe

Paszmorpuhemo caga xomoremne auneapHe gudepeHiHe jeJHadnHe 00aInKa
Fn)=a1F(n—1)+aF(n—2)+ -+ aF(n—k). (4.3)
Pemrera ce MOy TpaxKuTu y oOJIWKY:
F(n)=1r", (4.4)

rze je r morogHo usabpanu (y OIIITEM CJIy4ajy) KomnaekcHu Opoj. 3aMeHoMm
y (4.3) mobuja ce ycsios koju r Tpeba na 3a00BOIHU:

rk— alrkfl — a2rk*2 — o —ar =0,

TaKO3BaHA KapaKTEepPUCTUYHA jeJHAYMHA JMHEApHE Ju(EPEeHIHe jeIHA u-
He ; TTOJTMHOM Ca JIEBE CTPAHE OBE jeIHAUNHE j6 KapaKTEePUCTUIHU MOJIH~-
HOM OBe JinHeapHe audepeHIine jeqHadanne. ¥y Caydajy Ka Cy CBH KOPEHU Ka-
PAKTEPUCTUYHOT MOJIUHOMA, T'1, T'2, - - . , Tk, PASJIUYUTH, JO0WjaMO k peremna,
00TIKA . Tama ce cBako perneme MOXKe MPEICTABUTH Y OOJIUKY:

k
F(n) = Z cr?
i=1

(oBo TBpheme HaBoguMO 0e3 mokasa). Ako je npBux k unanosa Husa F(n)
3a71aTO, PEIaBameM CHCTeMa On k JUHeApHUX jeJHadnHa J00Hjajy ce Koedm-
OUjeHTH ¢;, 1 = 1,2,...,k, a THME U TPAXKEHO PEIIerhe.

[Ipumep: Ouurru wian HU3a 3342100 1UEPEHITHOM jeIHAYUHOM

Fn:anl'*'anQ;

u novyerHuM yciaosuma Fy = Fy = 1 (OuboHauunjeBor HU3a) MOKE Ce OAPEIUTH
Ha ONHCAHH HadnmH. KOpeHH KapaKTepHCTHYHe jemHaumme r2 —r — 1 = 0 cy
r1 = (14++5)/2ury = (1 —1+/5)/2, na je pememe ose audepeniue jemadmme
obsiuka:

F, =crl + cary.
Koedwumnujeatn ¢; u co oapehyjy ce m3 yciaosa Fy = Fy = 1, uim HemTo
jenaocraBumje u3 yciaosa Fy = Fo — Fy =0u F; = 1:

c1 + co =0

c1r1 + Core = 1.
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Permterse oBor cucrema jegHadmHa je ¢ = —co = %, na je ommru wian Pubo-
HAYMjeBOT HMU3A 33/1aT Ca:

1 14+ +/5\" 1—+/5\"
(L DI
V5 2 2
VY onmrem cydajy, aKo Cy KOPEHH KAPAKTEPUCTUIHE J&THATHHE 7', T2, . . . , T's
BUIIECTPYKOCTU DPEIOM 1M1, Ma, ..., Mg (D m; = k), OHIa ce CBAKO Dellerme

jennauune (4.3) moxke nupegcraBuTu y oOJIUKY:
S
F(n) =Y hi(n),
i=1

rje je
hi(n) = (Cio + Cian + Cign® 4 -+ - + Cin, 0™ 1) rf

(oBo TBpheme Takohe HaBoAMMO Ge3 0Ka3a).
IIpumep: Kapakrepuctudaan mommHOM AudEpEHITHe jeTHATHHE

F(n)=6F(n—1)—12F(n—2) +8F(n —3)

je r3 —6r2+12r — 8 = (r — 2)3, ca TpocTpyKuM KopeHom 11 = 2. 360T Tora cy
cBa perierba ose udepentne jennaunne oomuka F(n) = (co + c1n + can?)2n,
rJe ¢y cp, €1, C2 KOHCTaHTE KOje ¢e MOTY OJIPEIUTH aKO Ce 3Hajy HIIp. TPH IIPBa,
wrana Hu3a F'(1), F(2) u F(3).

4.5.3 [OudcepeHuHe jeaHaunHe Koje ce pellaBajy Cymuparbem

YecTo ce Han1a3u Ha TUHEAPHY HEXOMOTEHY TU(MEPEHITHY je THATHHY OOInKa
F(n+1) - F(n) = f(n), (4.6)

npu yemy F(0) uma 3agary Bpeanoct. JIpyrum peanma, pa3iuka qBa y3acTOMHA
WIaHa TPAXKEHOT HU33 jeJHAKa je 1aroj pYHKIMju O WHIAEKCA M. PemraBame
oBakse muEepeHITHe jeHAYNHe CBOIM Ce Ha M3PavdyHaBame CyMe Z?:_ll f@).
3aucra, aKO y TOPHOj jeTHAKOCTH 7 3aMEHHUMO Ca i W U3BPIIAMO CyMUDPAFbHe
beHe JIeBE U JIeCHe CTpaHe 110 ¢ y rpanunama o 0 o n — 1, nobujamo

n—1 n—1 n—1 n n—1
D)= F(i+1)=> F(i)=>» F(i)— > F(i)=F(n) — F(0).
i=0 i=0 i=0 i=1 i=0
[Ipema ToMme, pereme audepennne jequnaqdnne (4.6) maro je uzpaszom
n—1
F(n) =Y f(i)+ F(0). (4.7)
i=0

ITpumep: Pazmorpumo audepenuny jennauuny F(n+ 1) = F(n) + 2n + 1
ca moyernum ycnosom F'(0) = 0. Fbeno pememe je

n—1 n—1 n—1

Fn)=> (2i+1)=2) i+» 1=n(n—1)+n=n?

=0 =0 =0
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454 [OudcdepeHuHe jeqHaunHe 3a anropuTme 3acHOBaHE Ha
pasnaratby

IIpernocraBumo Ja HaMm je Wb aHaau3a aiaropurma A, mpum demy Opoj
onepaiyja T'(n) npu npumenu ajgropurma A Ha yjia3 BesuuuHe n (BPEMEHCKa,
CJIOZKEHOCT) 33/10BO/baBa JAudepeHiy jeHaduny obauka

T(n)=al (%) + en®, (4.8)

upu uemy je a,b, e,k > 0, b # 0, u 3agara je spequoct T'(1). OBakBa jennaunna
J00uja ce 3a aJITOpuTaM KO KOTa ce 00paIa yaa3a BeJIMduHe 1. CBOIN HA 00PaIy
a ynaza Besmdmme n/b, Tocyie [era je moTpeOHO M3BPIMTH jom cn® kopaka
Ja 6u ce o7 mapIUjaTHuX Pelemha KOHCTPYUCATIO PEIlehe KOMILIETHOD yIa3a
BeJIMYMHE 1. JACHO je 3aITO Ce 338 OBAKBE AJITOPUTME KaKe /13 Cy THUIA =~ 3aBa/iu
na Bnanaj”’, (enrsecku divide—and—conquer), Kako ce jouwr 30By ajropurmu
3aCHOBAaHU Ha pazjaramwy. OOWYHO je y OBaKBUM AUDEPEHITHUM jeIHATHHAMA,
b nmpupoman 6poj.

Teopema [Macrep Teopemal: AcuMmnrorcko moHammame Hu3a 1'(n), peremna
mudepeHItHe jeHadnHe Jaro je jemHakorrhy:

O(n'°#: %) 3a.a > bk
T(n) =4 O(n*logn) 3aa=10b". (4.9)
O(n*) 3a a < b
Hoxka3z: /loka3 Teopeme 6uhe crpoBemer camo 3a moguu3 n = b™, rae je m

e HeHeraTuBHU 6poj. IToMHOXKMBITM 06e cTpane jeqnakoctn (U.8) ca a™™ /¢,
nobujamo mudepeniny jeaHadnny tuna (4.6)

1
b =tm-1+¢", to= ET(l),

rIe Cy yBeseHe o3HaKe t,, = ta~ T (b™) n g = b¥ /a. Tbeno pememe je

i=1
(uneru[t.5.3). 3aq # lje > i, ¢' = (1—¢™")/(1—¢)—1, na ce acumnrorcko

MOHAIIAe HU3a t,, onucyje crenehum jemmakocTuma:

O(m), 3aq=1
tm=4¢0(1), 3a0<g<l.
O(q™), saq>1

Momrro je T(b™) = ca™t,,, n = b™, onHocHo m = log, n, pemom ce3a 0 < ¢ < 1

(b* < a), ¢ =1 (b* = a, omEocHO 1ogba =k)uqg>1 ("> a) nobuja
O(am) (blogba ) — O(bmlogba) —_ O(nlogba) 3a a > bk
T(n) = q O(ma™) = O(log, n - n'°8 ) = O(n* logn) 3aa="b",
O((ag)™) = O(b™*) = O(n") 3a a < b

qunMe je TBpherme TeopeMe JT0KA3AHO.
AsropuTMu 0OBOr THIIA UMAjy HIMPOKY IPUMEHY 300r cBOje epUKACHOCTH, T1a,
j€ KOPUCHO 3HATH aCUMIITOTCKO [IOHALIAbe Peliera audepeniue jequadune (4.8)).
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4.5.5 TMortnyHa pekyp3nja

IudepeniiHa jeqHaunna, HAJOMIIITH]jer 0OJIUKA 30B€ ce TMOTMYHa pe-
Kyp3uja win gudepeHIiHa jeJHaYnHA ca HOTIYHOM mcropujom. Pa3mo-
TpuhieMo JBa TprMepa OBAKBUX JUMEPEHIIHUX jeTHAUNHA.

ITpumep: Heka 3an > 2 Baxu T'(n) = c+ Z?:_ll T (i), nupu uemy cy cu T'(1)
zazaru. OCHOBHA H/igja 3a pellaBambe OBAKBUX MPOOJIeMa je T3B. “eJlMMUuHAIIN-
ja ucropuje” HamaXKemeM €KBUBATECHTHE qudepeHIHe jeITHAINHE Ca “KOHATHOM
ucropujom” (TakBe KOJ KOje Ce YIaH HU3a U3ParKaBa MPEKO OrPAHUYEHOT 6poja,
IperxoaHux). 3aMeHoM n ca n — 1y oBoj jemmaumuu mobuja ce T'(n — 1) =
c+ Z?:_f T(i). Ony3umareM apyre O TPBe jeJHAKOCTH TIOCTHKE Ce YKeJbeHH
edexar:

n—1 n—2
T(n)—T(n—1)=c+» T(i)—(c+ Y _T(@) =T(n—-1)
=1 i=1

(3a n > 2), u KOHAYHO
T(n)=2T(n—1)=2*T(n—2)=---=2""2T(2) =2"*(c+ T(1)).

IMpumerumo na ce jennakocr T'(n) = 2T (n — 1) norapurmMoBabeM U CMEHOM
t, = logT(n) ceomm Ha jemHauwuy t, = t,_1 + log2, omHOCHO audepeHIHY
jennaguny Tuna (4.6).

ITpumep: Pazmorpuhemo caja ciaoxenuju npumep. Jdudepeniiaa jenadamna
9 n—1

Tn)=n—-1+4+— T(7), >2,T(1)=0, 4.10

(n) =n +n;(1) n=>2, T(1) (4.10)

j€e BaxKHa, jep ce JI0 e JI0JIa31 [IPU AHAJIU3YU IIPOCEUHE CJOKEHOCTH COPTUPAHA
pasnBajamem. Wmeja o ”eaumuHanmju uctopuje”’ MOXKe Ce W OB MPUMEHUTH
— 300r TOra je 3roIHO MPENUCATH 33aTy jeTHAYNHY TAKO /13, Ce Y 0] Y3 CyMy

n—1 . . .
> iy T'(i) He mojaBibyje IPOMEH/BUBY YMHUIIALL 7

nT(n) =n(n—1)+2 2 T(1).

3arum 0By jemHAKOCT TPeba Oy3eTH O OHE KOja ce Ol e 100hja 3aMeHOM N
can+1:
n n—1
(n+1)T(n+1)—nT(n) = (n+1)n+2 > T(i)—n(n—-1)-2>  T(i) = 2n+2T(n),
i=1 i=1
OJTHOCHO
2n n+2
+
n+1l n+1
OBuM je npBu 1usb MOCTUTHYT: 100UjeHa nudepeHITHA, jeIHAYnHA IOBE3Yje CaMo
JIBa y3aCTOMHA WjlaHa Hu3a. PermaBame oBe audepeHIHe jeqHadnne MOKe ce
cBecTH Ha mO3HAT IpobiieM (4.6) nespemsem ca n+2 u cmenom t, = T'(n)/(n+1):

T(n+1)= T(n), n>2.

Tn+1) T(n) 2n

n+ 2 n+l (n+Dn+2)
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OIHOCHO
2n

T+ D(n+2)

3aMeHoM n ca i U CyMuparmeM 10 4 y rpanunama o 1 10 n—1 nobuja ce (t; = 0)

tn-‘rl - tn

n—1

2
th —t1 = Zm (4.11)

1=

Jla 6u ce m3pavyHajia cymMa ca JecHe CTpaHe OBe jeTHAKOCTH, MOYKe Ce HheH
OIIIITH YIaH PA3JIOXKUTH Ha MapIyjasiHe Pa3IoMKe

2 A B

(i +1)(i+2) il ity

rje ce HenosHaru Koeduuujentu A u B 100ujajy Tako LITO € y UIECHTUTETY
2i = A(i+2) 4+ B(i + 1) crasu majupe ¢ = —1 (mobuja ce A = —2), a ouzna

i = —2 (omaksie je B = 4). Caza je Tpaxkena cyma jeIHaka
_ — n—1 71+1
= -2 4 -
2 6T Z s Z 13 7=
1 4 4
= z —9H =
Z i n+1 (n) + n+1’
rje je ca
n
1
H = - =0(1 4.12
() =Y 7 = Ollogn), (1.12)

O3HaYeHa TApIUjaJHa CyMa XapMOHHjCKOT pefa. 3aMeHOM BDPEIHOCTH CyMe
y (4.11) nobuja ce pememe nudepeniue jeauaauntne (4.10)

T(n) = (n+ 1)t, = ©(nlogn)

4.6 3apgauwm 3a BexOy

1. Jda mu saku: 2" = O(2")? Ha mu saxku: 22" = O(2")?

2. 3a cBaku nap dyuxuuja (A4, B) y saroj rabesiu O3HAYUTH 13 11 BAXKK J1A
je dyskmmja A O, 0,1, 0 on dyukmuje B. [Ipernocrasutu na cy k, € u
€ KOHCTaHTE KOje 3a/10BOJbaBajy ycaose k > 1,¢ > 0,¢ > 0. ¥ cBako ox
mosba Tabese ynucaTu Ja Wid He.

A B Olo|Q2]06
logk n ne

nk) c

\/ﬁ pSmn

on on 2
nlogc Clogn
log(n!) | log(n™)
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3. Panruparu napesgne dpyukiuje mpema 6p3unu pacra, tj. nponahu ypeheme
dbynxuuja rako na Baxu g1 = 2(g2), 92 = Q(g3),. ... Haprunuonucaru
JIMCTY y KJlace eKBUBAJIEHINja Tako 1a cy dyukimje f(n) u g(n) y ucroj
KJIacH ako u caMo ako Baxu f(n) = O(g(n)):
(V2)logzm 2 nl (logyn)!, (3/2)", n?, logan, 22", Inlnn, n- 27, Inn, 1,
2082 (log, n)log2m e 4los2m (n 4 1)1, /log, n, n, 27, nlogyn, 22",
4. Kopumihemem MacTep TeopeMe JATH ACHMITOTCKA OJIMCKE TPAHUIE 3a
HapeJIHe PEKYPEHTHE jeTHaInHe:
a) T(n)=2T(n/4)+ 1
6) T(n) =2T(n/4) ++/n
W) T(n) = 27(n/4) + n
n) T(n) =2T(n/4) +n?
5. Jaru acuMuTOTCKE IOpibe 1 JIoe rpanute 3a T'(n) ako je:
a) T(n)=T(n—-1)+1/n
6) T(n)=T(n—1)+logn
n) T(n) = vnT(Vn)+n
6. 3a craku o HapemHWX W3pasa 3a f(n) mponahn jenHocTaBaH OOMMK (BDYHKIN]e
g(n) raxo na Baxm: f(n) = O(g(n)).
a) f(n) =311
6) f(n) =3, 04]
7. Ilopebaru napemue dbyukuuje pacryhe npema 6p3unu pacra:
filn) = Y1 Vi, fa(n) = /nlogn, fa(n) = ny/logn, fi(n) = 12n%/% +
4n.
8. Oapenurn dbyukumjy f rako na saxu .., ilogi = O(f(n)).
9. 3a cBaku oz Hapeauux u3pasa f(n) nponahu jennocrasan o0iuK HyHKIMje
9(n) rako na je f(n) = ©(g(n)).
a) f(n) =1, (3i* +2i3 — 19i + 20)
6) Fln) = 0, (3.4 +2- 31 — %% + 20)
W) f(n) = Y0, (5% + 3%)
10. 3a cBaku o1 Hapeuux uzpasa f(n) uponalhiu jequocrasan obauk GyHKimje

g(n) raxo na je f(n) = O(g(n)).

a) fi(n) =1000- 2™ + 4™

6) fo(n) =n+nlogn+/n

n) f3(n) =log(n?") + (logn)t°
) fa(n)

o) fia(n) =0.99" + nto0



[nasa O

'pacdhoBCckn anroputmu

[Moxcernmo ce HEKUX OCHOBHUX MOjMOBa y Besu ca rpadosuma. I'pad G =
(V,E) ce cacroju oxn ckyma V uBopoBa u ckyna E rpana. Ceaka rpana
0/Ir0Bapa Mapy PasjUuUTUX YBOPOBA (IIOHEKA, CY JI03BOJHEHE TETIhe, OMHOCHO
rpaHe Koje BOZE O 4BOpa Ka memy camoM). I'pad moxke Outu HeycmepeH
nu ycMepeH. ['pane ycmepenor rpada cy ypeljenn maposu 9BopoBa; peaocaes
JBa 4BOpa Koje IoBe3yje I'paHa je ouran. AKo ce rpad npeiacraB/ba LPTEXKOM,
OHJA ce rpaHe ycmepeHor rpada mprajy Kao Crpesuie yCMEPEHe OJ je/IHOr
uyBopa, (moverka) Ka ApyroM 4Bopy (kpajy rpame). I'pane meycmepenor rpada
cy neypelenu naposu: oue ce uprajy Kao obuune ayxu (nuauje). Cremen d(v)
4yBOpa v je Opoj rpaHa cycenHux 4Bopy v (OXHOCHO GPOj rpaHa Koje v MoBe3yjy
Ca HEKUM JPYTUM YBOPOM). Y ycMepeHoM rpady pasiukyjeMo yJIa3Hu CTeleH
9BOpa v, OpP0oj rpaHa 3a Koje je IBOp v Kpaj, OJHOCHO U3JIA3HU CTEIEH IBOpa
v, OpPOj TpaHa 3a Koje je YBOP U MOYETAK.

Iyt on uBopa w; J0 4YBOpa Uk je HHU3 YBOPOBA V1, Vsg, ...,V MOBE3AHUX
rpanama (v1,v2), (v2,v3), ..., (Vk—1,vk). IlyT je mpoct, ako ce cBaku 4BOp
y WeMy MojaBibyje camo jemmoM. 3a YBOp u Ce Kayke /a je JOCTH>KAaH W3
YBOpa ¥ aKO MOCTOju myT (yCMEpEeH, OJHOCHO HEYCMEPEH, 3aBUCHO 01 rpada)
ox v 10 u. llo gedununuju je aBop v moctmxkan u3 v. Lukiryc je myt duju
ce MPBU W MOCJEIHU YBOP MOKJanajy. LIuKiyc je mMpocT ako ce, ceM MpBOT
¥ TOCJIEJIEber YBOpa, HU jeJaH JIPYI'M 4BOP Yy HeMy He IojaBjbyje JiBa IIyTa.
Heycmepenu o6auk yemeperor rpada G = (V, E) je ncrn rpad, 6e3 cmeposa
Ha rpaHama (Tako Ja cy maposu usopoBa y E Heypebenn). 3a rpad ce xaxke
Ja je moBe3aH ako (y HEroBOM HeyCMepeHOM O0JIMKY) mocToju myT usmelhy
npoussosbHa ABa usopa. Illyma je rpad koju (y cBoM HeycMepeHoM 06Ky ) HE
caapxku mukiyce. CrabJiio nin ApBO je moBe3aHa iyma. KopeHcko cTabJiio je
ycMmepeHo crabiio ca jeiHIM ToceOHO M3/IBOjeHUM YBOPOM, KOjU Cce 30B€ KOPEH,
pu YeMy Cy CBe TpaHe ycMmepene ox KopeHa. Ctabso ca n3abpaHuM IBOPOM —
KOPEHOM jeTHO3HAYHO ozpelyje KOpeHCKo cTabJIo.

Ipad H = (U, F) je nogrpacd rpada G = (V,E) akoje U CV u F C E.
IToBesyjyhe crtabuio Heycmepenor rpada G je meros noarpad xoju je crabio
u caapxku cee uBopoBe rpada G. IloBesyjyha mryma neycmepenor rpada
G je merop moarpad Koju je miyma u caapKu cBe uBopoBe rpada G. Ako
uneycmepenu rpad G = (V) E) Huje noBe3aH, OHJA Ce OH MOXKe Ha jeJUHCTBEH
HAYMH PA3JIOXKUTH Yy CKYII TIOBE3aHUX MOArpadOBa, KOju ce 30By KOMIIOHEHTE
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noBe3aHocTu rpada G.

MtHore geduHuImje mojMoOBa 33 yCMepeHe u HeycMepeHe rpadoBe Cy CIuYHE,
M3y3€eB HEKWUX OUHTJIEIHUX pa3ianka. Ha mpumep, ycMepenn u HeycMepeHn Ty TeBU
JepUHHIILY ce Ha MCTH HATHH, CEM IIITO Ce KO yCMepeHnX rpadoBa IIperu3npajy
¥ CMEDOBH I'DaHa. SHAYEHE TAKBUX TEPMUHA 3aBUCH O/ KOHTEKCTA; aKO Ce, Ha
pUMep, PAaW O IyTEBUMa y ycMepeHOM rpady, OHIA Ce MUCIH HA yCMEpeHe
Ty TeBe.

5.1 Oo6wnacun rpacdosa

[IpBu mpobsiem HA KOjU Ce HAWIA3W TPU KOHCTPYKIWjU OUIO KOT AJTOPUTMA
3a obpany rpada je xKako mpezaedamu yaa3. Y CIydajy HU30BA W CKYIOBA
Taj mpobJsieM je TpuBHjajJaH 3000 jeTHOAMMEH3WOHAJIHOCTH yjIa3a — HU30BU
¥ CKYIIOBH MOTY Ce€ JIAKO TPerJyieJlaTu JuHeapHuM pepocienoMm. lIpersename
rpacda, OTHOCHO WHeroB obmJiazak, Huje TpuBmjanan mpodmaem. Ilocroje msa
OCHOBHA, JITOPUTMa, 33 Obmia3ak rpada: mperpara y AyOWHY U mperpara
Yy HINPUHY.

5.1.1 TMperpara y aybuny

Iperpara y ay6uny (DFS, ckpahenuna ox depth—first—search) je npakruano
HCTa 33 HeycMepeHe u yeMepere rpadgose. MehyTum, moITo KeamMo 1a HCITATa-
MO HeKe ocobume rpadoBa Koje HICY UCTE 33 HEyCMepeHe u ycMmepene rpadose,
pa3marpame he 6uTH MOIE/HEHO HA JABA JIENA.

Heycmepenn rpacdosu

ITpernocrasumo na rpad G = (V, E) oarosapa yMeTHUYKO] rajepuju, Koja ce
CaCTOju O/ HM3A XOJHUKA Ca CIMKaMa Ha 3usoBuMa. ['pane rpada G ogarosapajy
XOIHWIINMA, & YBOPOBU OJTOBAPAjy PACKPCHUIIAMA — TIpecennmMa XogHuka. Mu
xohemo Ja obuhemo rasepujy u BUIuMO cBe cauke. IIpernocraBka je ma y TOKy
[IPOJIACKa KPO3 XOJTHUK y OMJIO KOM CMepPy BHAMMO CJIMKe Ha 00a Ierosa 3uja.
ITpurom ce no3BO/bAaBa MpOJIA3aK MCTE CPAHE BUIE HEro jejHoMm (Kao mro he
ce BueTH, cBaka rpana 6Oulie npersiegana tauno Asa nyra). Uueja na kojoj
ce 3acHMBA TpeTpara y ayouny je caemeha. [Ipomasumo kpo3 ramepujy Bomehn
padyHa Ja yhemo y HOBU XOJTHHUK yBeK KaJ je To moryhe. Kanga npeu myT yhemo
y HEeKy PacKpCHHILY, OCTaB/haMO KaMeH4YMh M HACTAB/baMO KPO3 HEKHU JPYTH
XOMHUK (M3y3€B aKO je XOJHUK KOjUM CMO IOy — ciena yiauna). Kax nohemo
JI0 PacKpCHHUIIE y K0joj Beh mocroju Kamendunh, BpahaMo ce HCTUM ITyTeM Ha3aJI,
Y [MOKYIIABAMO KPO3 HEKU JIPYI'M XOJHUK. AKO Cy CBH XOJHMIM KOjU BOJE U3
PACKPCHWUIIE TIPETJIe/Iali, OHJA YKJIamhaMo KaMeHunh 3 packpcHurle n spahamMo
ce XOIHWKOM KPO3 KOjU CMO TIPBH IIyT yHnuin y packpcuuiy. OBy pacKpCHUILY
pumie Hehemo mocelimBaru (kamenuuli ce ykiama 360U OAp:KaBamba pena y
rajiepuju; yKJambabe HUje CyNITUHCKYU JIe0 AJrOpuTMa). YBEeK Ce TPYAUMO Ja
HCIUTYjEMO HOBE XOJIHUKE; KPO3 XOJHUK KOJUM CMO IIPBH IIyT YILJIA Y PACKPC-
Huiry Bpahamo ce Tek Kaj CMO MPOIIIN CBE XOIHUKE KOji BOJIE M3 PACKPCHUIIE.
Osgaj nmpucryn 308e ce nperpara y ayouny (DFS), mto je y Be3u ca npaBuiom
na ce nocehyjy yBek noBu xoxuunu (uayhu cse nyGsbe y ranepujy). OcHoBHE
PAa3IOr KOPUCHOCTH IpeTpare y ayOnHy JeXKu y HheHO] jeTHOCTABHOCTH U JIAKO]
peau3ainuju peKyp3uBHUM AJTOPUTMOM.
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Ilocre onmca mperpare y ayowHy Ha mpuMmepy oOmIacKa rajepuje, Pa3Mo-
TpuMO mpobJieM mperpare y ayOuHy KaJa je JJUCTOM IIOBE3aHOCTH 3a7aT rpad
7 YBOp r Tpada m3 Kora ce 3amounibe mperpara. UBop r ce o3Ha4YaBa Kao
nocehen. 3aTuM ce y JINCTHU Cyce/ia YBOPA ' MPOHAJIA3N MTPBU HEO3HAYUEHU CyCces
71 9BOpa T, Ma Ce W3 4BOpa Iy pekyp3uBHO mokpehe mperpara y myouny. U3
HEKOT' HUBOA PEKyp3uje, HIOKPEHYTOr U3 YBOpA U, U3JIa3U CE aKO Cy CBU CyCeIH
(ako ux uMma) yBOpa v U3 Kora je uperpara nHokpenyra Behi ozmauenu. Ako cy
Yy TPEHYTKY 3aBpIIeTKa MpEeTpare M3 rp CBU CYCEIN UBOPA T° O3HAYEHH, OHJIA
ce mpeTpara 3a YBOp 1 3aBpIaBa. ¥ MPOTHBHOM Ce y JIMCTU CyceIa uBOpa r
npoHaJia3u ciezehn Heo3HAUEHH CYCe/l 'y, U3BPINABA Ce IpeTpara noJjasehiin of
T9, UT/I.

IIperpara rpada yBek ce Bpmm ca HeKuM yusvem. Jla 6u ce pazaumante
TpHUMeHe YKJOMUJe y TMpeTpary y aAyOuHy, nocemu 460pa uAu epane TPUAPY-
XKyjy ce nBe BpcTe obpaje, yJja3Ha obpaga w m3jga3Ha obpanga. YiasHa
o0pajia BpIIM Ce y TPEeHyTKYy O3HauaBama 4uBopa. V3nasxa obpaja BpIIH ce
[OCJIe [IOBPATKA HEKOM I'DAHOM (II0CJ/Ie 3aBPILIETKA PEKYDP3UBHOL [I03UBA), UJIU
K&/l ce OTKpHje /1a HeKa rpaHa Boju Beh o3HaveHOM 4BOpy. Yia3Ha u U3J1a3HA
obpaia 3asnce o Konkperwe npumere DFS. Ha taj naunn moryhe je peraBarbe
PA3INIUTUX TPOOIEMa jeTHOCTABHIM /TeUHUCATHEM YiIa3He U U3J1a3He 00pa/ie.
Asropuram mperpare y ayouny nat je y HacTaBKy. [loma3Huu 9BOp 3a peKyp3uBHY
uperpary rpada G = (V, E) je v. 360r jeHOCTABHOCTH Ce 3a Ca/1a IPETIOCTAB/bA
1a je rpad G nosesas.

DFS(G,v)
yna3: G = (V, E) - neycmepenu nosesan rpad u v - gsop rpada G
M3J1a3: 3aBHCH O] IPUMEHE
O3HAYU U
M3BPINHA yIa3Hy 00paay 3a v
{ynasna obpana 3asucu on mpumere DFS}
for all rpane (v,w) do
{pemocnen cycena uBopa v y meribu onpeleH je THCTOM MOBE3aHOCTH }
if w je meoznagen then
DFS(G,w)
U3BpLIX U3JIa3HY 00pajy 3a rpany (v, w)
{m3na3na obpana 3asucu ox nmpumene DFS}
10 {oHa ce MOHEKa[ BPIIM CaMO 3a M'PaHe Ka HOBOOO3HAYEHUM YBOPOBHMA}

© 00~ O Ot W -

IIpumep nperpare rpada y aybuny mpuka3aH je Ha CJaunu 9.1

Jlema: Axo je rpad G moBesaH, OHIA Cy TIO 3aBPINETKY TpeTpare y ayouny
CBY YBOPOBU O3HAYEHW, a CBe rpane rpada G cy mperiegane 6ap mo jeTHOM.

Hokaz: IIpermocraBuMo cympoTHO, n o3Ha4YuMO ca U CKyl HEO3HAYEHWX
YBOPOBA 3a0CTAJIUX TOCJE U3BPIIaBama anropurma. [ommro je G mose3aH, 6ap
jenan uBop u u3 U Mopa OuTu 1OBE3aH I'DAHOM Ca HEKMM O3HAYEHUM YBOPOM
w (CKyT O3HAYEHWX YBOPOBA je HEMpA3aH jep caap¥ku O6ap usop v). Mehytuwm,
0BaKoO HEmTo je Hemoryhe, jep KaJi ce OCceTH 4BOp w, Mopajy ouru nocehenu (na,
JlaKJjie ¥ O3HAYEHM) CBU HErOBU HEO3HAYEHW CYCeId, JaKJe u 9Bop u. llomiro
cy cBu uBOpoBH nocehienu, a Kaji ce 4BOp MOCETH, OHA Ce MPerieiajy cBe rpaHe
KOje BOJIe U3 Ibera, 3ak/bydyjeMo Jia ¢y U cBe rpate rpada mpersemane.
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Cmuka 5.1: Ilpumep mperpare y nyowny. JIBa 0Opoja y3 9BOp jemHaka
Cy IEroBUM pEIHUM OpOjeBUMAa TpPHW J0JIA3HOj, OFHOCHO oxia3uHo] DFS
HYMepalyju.

3a menosezane rpadose ce anropuram DFS mopa mpomenuTu. Axo cy cBu
YBOPOBU O3HAYEHU TIOCTIE TIPBOT MOKPETAha OMMMCAHOT AJITOPUTMA, OHJIA je rpad
nmoBe3aH, u OOWJIA3aK je 3aBpIieH. Y MPOTUBHOM, MOXKE Ce MOKPEHYTH HOBa
nperpara y ayouny mnosjaszehu o mpon3Bo/pbHOr HEO3HAYEHOT 9BOPa, ut/,. [Ipema
Tome, DF'S ce moke uckopucTuTn na 6u ce yCTaHOBWJIO [ Jiu je rpad MoBe3aH,
OJTHOCHO 3a MPOHAJIAYKEFHE CBUX FherOBUX KOMIIOHEHTH TIOBE3AHOCTH. AJIropuram
ce MOXKe TpuKazaTu ciaefelinM KomoMm.

Komponente_povezanosti(Q)

yna3: G = (V, E) - neycmepenu rpacd

n3a3: v.Komp 3a cBaku 4BOp 100HMja BPEIHOCT jeIHAKY PEIHOM Opojy
KOMIIOHEHTE MOBE3aHOCTH KOja CAIPIKHA U

1 Rb_komp + 1

2 while mocrojn Heoznauen wBop v do

3 DFS(G,v)

4 {ca caegehom ymaznom obpagom: v.Komp < Rb_komp}

5 Rb_komp < Rb_komp+ 1

Mu hiemo majuernthe pa3marparu caMmo moBe3ane rpadoBe, jep ce y OMIITeM
caydajy mpobsieM CBOAM Ha mOCeOHY 00pajy CBAKE KOMIIOHEHTE MTOBE3aHOCTH.

Cuoxkenocr: JIako je yBepuru ce jia ce CBakKa rpaHa mperjejga TavdHO B
IIyTa, 110 jeTHOM Ca CBAaKOr Kpaja. Ilpema Tome, yKymnan Opoj n3BpIaBama Tea,
for nersme y cBuM pekypsusanM mosusuMa anroputma DFS je O|E|). C mpyre
crpane, 6pOj PeKyp3UBHUX 1103UBa je |V, ma ce CJI0kKeHOCT ajropuTMa MOXKe
ormcaru uzpazom O(|V| + |E|).

Koncrpykynja DFS crabna

[Ipukazahemo caza aBe jeguocrasHe nmpumene ajaropurma DFS — mymepanujy
gBoposa rpadga DFS 6pojeBuma, u popmupame crernujassor nosesyjyher cra-
6.1a, Takozsanor DFS cra6uia. [Ipuiukom obmiacka rpada G Mory ce y nerpu
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KOJOM Ce IpoJjia3e CyCeayd YBOPA ¥ U3ABOJUTH CBE IDAaHE K& HOBOO3ZHAYEHWM
uopoBuMa w. [Ipeko u3aBojeHuX IrpaHa JTOCTHXKHU Cy CBU YBOPOBU IIOBE3AHOT
HeycMmepeHor rpada, ma je moarpad xora dwWHe W3IBOjeHE TpaHe MoBe3aH. 1aj
moarpad HeMa IUKIIyCe, jep Ce O CBUX I'PAHA KOjeé BOJE y HEKU UBOD, MOXKE
u31BOjuTH caMmo jemua. IIpema Tome, n3aBojeHe rpane cy rpase moarpada rpada
G xoju je cmabao — DFS crabmo rpada G. Ionazuu usop je xkopern DFS
crabsia. DFS 6pojesu u DFS crabno umajy nocebue ocobune, Koje cy KOpUCHE
Y MHOTHUM aJropurMuma. Jak m ako ce ctabyiio He (POPMUpaA EKCILIUIIUTHO,
MHOTE€ JITOPUTME je Jakirne pasymeru pasmarpajyhu DFS crabmo. [da 6u ce
OTHUCAJIN ONMUCAJIM AJTOPUTMH 3a HYMEPAIHjy YBOPOBA, JOBOJLHO je 3aaTw
y/1a3Hy, omgHOCHO m3siazHy obpasmy. Ilocroje aBe BapumjanTe DFS mymepamwmje:
YBOPOBU Ce MOI'Y HyMepUCATH [IPeMa Pejociely o3HadaBaba (mosazHa DFS
HyMepanuja, ognocHo preOrder nymepanuja), WM [peMa Peiocieny Ha-
nymrama (ommasua DFS mymepanuja, ognocuao postOrder mymepanuja).
[Ipumep rpada ca 4BOpOBHMA HYMEPUCAHWM HA BA HAYWHA MPUKA3AH je HA
CIININ Asropurmu mymepanuje (u3padyHaBarma peaHux Opojesa v.Pre u
v.Post 3a cBaku 4Bop v rpada), onuocHo usrpagmwe DFS crabua, onucanu cy
caenehum komom.

DFS _numeracija(G,v)
yaaz: G = (V, E) - neycmepenu rpad u v - usop rpadba G
W3J1a3; 33 CBAKU UBOP ¥ PAdyHajy Ce merosu pemuu 6pojesu v.Pre u v.Post
TIPY JT0JTa3HOj, OJHOCHO OJIJIA3HOj HyMepaIuju
Nuavnmjanuzanuja: DFS _pre < 1; DF'S _post < 1;
IMokpenyTtu DFS ca cienehom ynazuom u u3ia3Hom o6paIoM:
yna3Ha obpaia;
v.Pre < DFS _pre
DFS pre < DFS_pre+1
n3J1a3Ha 00paIa;
if w je mocnenwu Ha smctu cycema v then
v.Post < DF'S_post
DFS_post < DFS_post + 1

DFS_stablo(G,v)
yaaz: G = (V, E) - neycmepenu rpad u v - usop rpada G
u3na3: T - DFS crabno rpada G; npe mpsBor mo3uBa 1’ je mpa3aH CKyT
Iokperytu DFS ca cienehom m3naszuom 0b6pagoMm:
n3J1a3Ha 00paIa;
if w je meoznausen then
nogaru rpany (v,w)y T
{ropmwy Hapenby Tpeba momatu y if wHapendy amropurma DFS}

Usop v 30Be ce mpedak uBopa w y crabiay T ca KOpEHOM T aKO je v Ha
jemuHcTBEHOM TyTy Om r 1m0 w y 1. AKo je v mpemak w, OHIA je YBOp w
noroMmak 4YBopa v. [lperpara w3 4BOpa v MOYHWIHE MpE MpeTpare U3 YBOPa
w, na je v.Pre < w.Pre. C npyre crpaHne, perpara u3 4BOpa v 3aBpIIaBa Ce
mocJie mperpare u3 YBopa w, na je v.Post > w.Post. DFS crabsio obyxsara cse
4uBopoBe nosezaHor rpada G. Pemocien cunoBa cakor yBopa y crabiy ogapehen
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je mmcToMm moBe3aHOCTH KOja 3ajmaje rpad G, ma ce 3a cBakKa [Ba CHHA MOXKe
pehu koju je o wux sesu (LPBU 110 TOM Penociely), a Koju Jecuu. Penanuja
JIEBU—JIECHU Ce ITPEHOCH Ha MPOW3BOJbHA JBA YBOPA U W ¥ KOJU HUCY Y PeJallnjn
NpeaK-NIOTOMAK, BUJIETH MIycTpanyjy Ha camnn [5.2] 3a 1BopoBe u n v Taza
MOCTOjM jeIMHCTBEeHN 3ajeauyakn npenak w y DFS crabmy, kao n curosn u'
v’ uBopa w TaksBu Ha je v’ mpemak u m v’ mpemax v. KazkeMmo ma je u J1€BO of
¥ aKO M caMo aKo je u’ jeBo o1 v'. JacHa je reoMeTpujcKa MHTEPIpeTalyja OBe
perammje: MOXKeMo Ja 3aMucanMo nma ce DFS crabmo mcnpraBa HaHWKEe TOK
ce TIpesia3u y HOBE — HEO3HAUEHEe YBOpOBE (Kopamu y jyOuHy), OJHOCHO CJIEBa,
V/IECHO TIPUJIMKOM JI0/laBara HOBHUX I'DAHA IIOCJ€ MOBpaTka y Beh o3HadeHe
4BopoBe. AKO je 4BOp w JIeBO OJ 4YBOpa v, OHJA j€ OH IIPUJIMKOM IIperpare
O3Ha4YeH Ipe 4Bopa v, na je u.Pre < v.Pre. OGpHYTO He BayKU YBEK: aKO je
u.Pre < v.Pre, onga je u jieso oj v, uiu je u upegak v y DFS crabuy (1j.
usnag v). C apyre crpade, npeTpara U3 4BOpa u 3aBpIIAaBa Ce Mpe mpeTpare u3
9BOpa v, na je u.Post < v.Post.

/
/
/

ow

Cnuka 5.2: HWnaycrpamuja penaruje “neBo—necHo” Ha ckymy 4gBopoBa DFS
cradia.

Jlema: [OcuoBua ocobuna DFS crabna neycmepenor rpadal Heka je G =
(V, E) moBesan neycmepen rpad, u meka je T = (V, F) DFS crabno rpada G
nobujeno anropurmom DF'S _stablo. Ceaka rpana e € FE npunaga T (tj. e € F)
win craja asa uBopa rpada G, on Kojux je jeman mpegak apyror y 1.

Hokas: Heka je (v,u) rpana y G, u npernocrasumo ja je y toky DFS v
nocehen npe u. [Tocne o3nagaBama v, y netspu ce pexypsusao nokpehe DFS u3
CBaKOT HEO3HAYEHOT cycena v. ¥ TPEHYTKY KaJ Johe pes Ha cycena u, ako je
U O3HAYEH, OHA je u MOTOMAaK v y 1, a y mpoTuBHOM ce u3 u 3anountbe DFS,
na u 1nocraje cuH v 'y crabmuy 1.

Tspheme meme moxke ce mpedopmynncaTu Ha ciaeaeny HAIWH: rpaHe rpada
He Mory OuTn mompedHe rpase y onnocy Ha DFS crabiio, onnocHo rpate koje
MOBE3yjy YBOPOBE HA Pa3BOJEHUM IyTEBMMA Of KOpeHa (Tj. TaKBa JBa YBOPa
U U U KOja HUCY Y PeJIAlUjU MPEJaK-MOTOMAK ).

[Tomrro je DFS BpJsio Baxkan ajiropuram, JajeMO U HErOBY HEPEKYP3UBHY
Bapujanry. OCHOBHA aJlaTKa 3a peam3allijy PeKypP3UBHOI IPOrpaMa je CTeK,
Ha KOMe ce 4yBajy mudOpMaImje norpedre 3a “pa3mMoTaBame”’ pPEeKypP3WBHUX
no3uBa. [IpeBoguian 0b6e30elyje mpocTop Ha CTEKy 3a JIOKAJHE MPOMEHJbUBE
MpUIPY?KEHe CBAKOM TIO3UBY PEKYP3UBHE MPOIEIype. 300T TOra, KaJi Ce 3aBpIiu
ca jeHUM DPEKYyP3WBHHUM MO3WBOM MPOIEAype, MOryh je moBpaTak Ha TAadHO
oapeheno mecto y mo3uBajyhoj nporeaypu. [loneka s Huje HEOIIXOAHO CBE JIOKAIHE



103 5. I'pachoBckn amropurvu

MPOMEHJ/bUBE YyBaTH Ha CTEKy, Ma oAroBapajyha Hepekyp3wBHA MNPONELypPa
MoKe 1a Oyre epukacHmja.

Nerekurzivni_DFS(G,v)

yaaz: G = (V, E) - nosesanu rpad, v - usop rpada G
M3J1a3: 3aBUCH O] TPUMEHE

1 while mnocroju neo3nauenu 1Bop w do

2 if v neosnauen then w < v {uperpara nouume ox v}
3  o3HaUm w

4  w3BpmHK ysia3Hy 00paay 3a w

5  Grana + w.Prvi {nokasusad Ha MpBY IPaH