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Glava 1

Uvod

1.1 Uvod

Svrha ovog poglav	a (videti uvodni deo k�ige [1]) je uvod u naqin razmix-
	a�a prilikom konstrukcije i analize algoritama. Bi�e prikazan naqin
specificira�a algoritama, dve osnovne strategije za konstrukciju al-
goritama i neke osnovne ideje koje se koriste pri analizi algoritama,
odnosno dokaziva�u korektnosti algoritama.

Dva algoritma koji �e biti prikazani rexavaju problem sortira�a
(ure�iva�a u neopadaju�em poretku) datog niza od 𝑛 brojeva. Algoritmi
se izla�u u obliku pseudokoda, koji, iako se ne mo�e direktno prevesti
u bilo koji standardni programski jezik, opisuje strukturu algoritma
dovo	no jasno, tako da programer mo�e da ga realizuje na programskom
jeziku po svom izboru. Prikazuju se algoritam sortira�a umeta�em, koji
koristi inkrementalni pristup, i sortira�e objedi�ava�em, algoritam
koji koristi ideju razlaga�a (podeli-pa-vladaj, divide-and-conquer). Iako
vreme potrebno za izvrxava�e ova dva algoritma raste sa 𝑛, brzine rasta
tih vremena nisu iste. Odredi�emo vremena izvrxava�a ovih algoritama
i upoznati se sa korisnom notacijom za �ihovo izra�ava�e.

1.2 Algoritmi

Neformalno, algoritam je precizno definisana procedura izraquna-
va�a, koja, polaze�i od neke vrednosti ili skupa vrednosti kao ulaza,
proizvodi neku vrednost, ili skup vrednosti, kao izlaz.

Algoritam tako�e mo�emo posmatrati kao sredstvo za rexava�e preci-
zno definisanog (raqunarskog) problema. Postavka problema precizira
�e	eni odnos izlaza sa ulazom. Algoritam opisuje specijalnu proceduru
izraqunava�a kojom se posti�e �e	eni odnos izlaza sa ulazom.

Na primer, neka je potrebno pore�ati qlanove datog niza brojeva tako
da qine neopadaju�i niz. Na ovaj problem se qesto nailazi; on mo�e da
poslu�i kao dobra podloga za uvo�e�e mnogih standardnih tehnika za
konstrukciju i analizu. Formalno se problem sortira�a definixe na
slede�i naqin:

Ulaz: Niz brojeva (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛).
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1.2. Algoritmi 6

Izlaz: Permutacija (𝑎′1, 𝑎
′
2, . . . , 𝑎

′
𝑛) ulaznog niza takva da je 𝑎′1 ≤ 𝑎′2 ≤

· · · ≤ 𝑎′𝑛.

Na primer, za dati niz (31, 41, 59, 26, 41, 58) algoritam sortira�a kao
izlaz daje niz (26, 31, 41, 41, 58, 59). Svaki ovakav ulazni niz zove se in-
stanca problema sortira�a. Uopxte, instancu problema qini ulaz
(koji zadovo	ava sva ograniqe�a koja proistiqu iz formulacije problema)
neophodan da bi se izraqunalo rexe�e problema.

Sortira�e je fundamentalna operacija (mnogi programi je koriste
kao me�ukorak), pa je zbog toga razvijen veliki broj dobrih algoritama
za sortira�e. Koji algoritam je najbo	i za konkretnu primenu zavisi,
pored ostalog, od:

∙ du�ine niza koji treba sortirati,

∙ mogu�ih ograniqe�a za qlanove niza,

∙ od toga u kojoj su meri qlanovi niza ve� sortirani,

∙ tipa ure�aja u kome je niz smexten (operativna memorija, disk, . . .).

Ka�e se da je algoritam korektan ako za se za svaku instancu zavrxava
sa taqnim izlazom. Tada ka�emo da algoritam rexava dati problem.

Algoritam mo�e biti specificiran na srpskom jeziku, kao raqunarski
program, ili qak kao projekat ure�aja koji ga izvrxava. Jedini zahtev je
da specifikacija mora da obezbedi precizan opis procedure izraqunava�a.

Sortira�e, naravno, nije jedini problem za qije rexava�e su razvijeni
algoritmi. Navodimo primere problema koji se rexavaju algoritmima:

∙ Jedan od ci	eva pruqava�a 	udskog genoma je identifikacija svih
oko 100000 gena u 	udskoj DNK, odre�iva�e redosleda oko tri mili-
jarde baznih parova koji qine 	udsku DNK, smexta�e tih informa-
cija u baze podataka, i razvija�e alata za analizu podataka. Svaki
od tih koraka zahteva sofisticirane algoritme. Ci	 je postiza�e
uxteda u utroxenom vremenu, i za 	ude i raqunare, kao i dobija�e
xto vixe podataka.

∙ Internet omogu�uje 	udima xirom sveta da se brzo povezuju i da
pronalaze velike koliqine podataka. Problemi koje pri tome treba
rexavati su pronala�e�e dobrih puteva kojim �e podaci biti usme-
reni, kao i upotreba pretra�ivaqa za brzo pronala�e�e stranica
na kojima se �e	ena informacija nalazi.

∙ Elektronska trgovina omogu�uje da se roba i usluge razme�uju elek-
tronski. Pri tome je od suxtinskog znaqaja bezbedno quva�e podataka
kao xto su brojevi kreditnih kartica, lozinke i brojevi bankovnih
raquna. Agoritmi za xifrova�e sa javnim k	uqem i digitalni pot-
pisi koji se za te potrebe koriste zasnivaju se na numeriqkim algo-
ritmima i teoriji brojeva.
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1.2.1 Efikasnost algoritama

Pretpostavimo na trenutak da su raqunari beskonaqno brzi i da je
memorija besplatna. Da li bi tada bilo potrebe da se prouqavaju algoritmi?
Odgovor je - da, u najma�u ruku zato xto treba dokazati da se nax metod
rexava�a zavrxava (zaustav	a) i da daje korektan odgovor.

Ako bi raqunari bili beskonaqno brzi, bilo koji korektan metod za
rexava�e problema bio bi prihvat	iv. I da	e bi postojao zahtev da je
realizacija algoritma dobra, odnosno dobro dokumentovana, ali bi se o-
biqno me�u metodima birao onaj qija je realizacija najjednostavnija.

U stvarnosti, raqunari jesu brzi, ali ne beskonaqno brzi. Memorija
mo�e biti jeftina, ali nije besplatna. Zbog toga algoritmi moraju biti
efikasni u pogledu potrebnog vremena i memorijskog prostora.

Algoritmi name�eni rexava�u istog problema qesto se drastiqno raz-
likuju u pogledu efikasnosti. U nastavku �emo razmotriti dva algoritma
za sortira�e. Traja�e izvrxava�a prvog od �ih | sortira�a umeta-
�em je 𝑐1𝑛

2 ako se sortira niz du�ine 𝑛, gde je 𝑐1 konstanta koja ne
zavisi od 𝑛. Drugim reqima, utroxeno vreme proporcionalno je sa 𝑛2.
Traja�e izvrxava�a drugog algoritma, sortira�a objedi�ava�em, je
𝑐2𝑛 log 𝑛, gde je log 𝑛 = log2 𝑛, a 𝑐2 je druga konstanta, koja tako�e ne zavisi
od 𝑛. Obiqno je konstanta za sortira�e umeta�em ma�a od konstante za
sortira�e objedi�ava�em, odnosno 𝑐1 < 𝑐2. Vide�emo da konstantni fak-
tori mnogo ma�e utiqu na vreme izvrxava�a nego oblik zavisnosti od
veliqine ulaza 𝑛. U izrazu kod sortira�a objedi�ava�em imamo faktor
log 𝑛, a kod sortira�a umeta�em faktor 𝑛, koji je mnogo ve�i. Iako je
sortira�e umeta�em obiqno br�e od sortira�a objedi�ava�em za nizove
male du�ine, kad veliqina ulaza 𝑛 postane dovo	no velika, prednost
sortira�a objedi�ava�em u odnosu log 𝑛/𝑛 dovo	na je da kompenzuje razliku
u konstantnim faktorima. Koliko god 𝑐1 bilo ma�e od 𝑐2, uvek �e postojati
graniqna vrednost 𝑛, posle koje �e sortira�e objedi�ava�em biti br�e.

Pretpostavimo da ho�emo da uporedimo br�i raqunar 𝐴 na kome se
izvrxava sortira�e umeta�em i sporiji raqunar 𝐵 na kome se izvrxava
sortira�e objedi�ava�em. Oba raqunara treba da sortiraju niz od milion
brojeva. Neka raqunar 𝐴 izvrxava milijardu operacija u sekundi, a ra-
qunar 𝐵 samo deset miliona operacija u sekundi, odnosno da je raqunar 𝐴
100 puta br�i od raqunara 𝐵. Pretpostavimo pored toga da je najvextiji
programer na svetu napisao program za sortira�e umeta�em na maxinskom
jeziku za raqunar 𝐴, tako da dobijeni program izvrxava 2𝑛2 instrukcija
pri sortira�u niza du�ine 𝑛 (odnosno 𝑐1 = 2). S druge strane, program
za sortira�e objedi�ava�e za raqunar 𝐵 napisao je osred�i programer
na visokom jeziku, koriste�i neefikasni prevodilac, tako da dobijeni
program izvrxava 50𝑛 log 𝑛 instrukcija (odnosno 𝑐2 = 50). Za sortira�e
milion brojeva raqunaru 𝐴 potrebno je

2 · (106)2instrukcija

109instrukcija/sec
= 2000sec,

dok je raqunaru 𝐵 potrebno

50 · 106 log 106instrukcija

107instrukcija/sec
≃ 100sec.
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Koriste�i algoritam qije vreme izvrxava�a sporije raste sa 𝑛, qak
i sa loxijim prevodiocem, raqunar 𝐵 je br�i 20 puta od raqunara 𝐴.
Prednost sortira�a objedi�ava�em postaje jox znaqajnija kada se sortira
deset miliona brojeva: tada je za sortira�e objedi�ava�em potrebno 2.3
dana, a sortira�e objedi�ava�em zavrxava se posle ma�e od 20 min. Uop-
xte, sa porastom veliqine niza raste prednost sortira�a objedi�ava�em.

1.3 Sortira�e umeta�em

Sortira�e umeta�em je efikasan algoritam za sortira�e malog broja
elemenata. Algoritam radi na naqin na koji ve�ina 	udi re�a u ruci
karte za igra�e. Zapoqi�emo sa praznom levom rukom i nekoliko karata
na stolu, okrenutih licem na dole. Zatim uzimamo jednu po jednu kartu
sa stola i ume�emo je na �eno mesto u levoj ruci, kao xto je to prikazano
na slici 1. U svakom trenutku su karte u levoj ruci pore�ane po veliqini
(sortirane); pri tome su to karte koje su bile na vrhu gomile karata na
stolu.

Slika 1.1: Sortira�e karata primenom sortira�a umeta�em

Algoritam se mo�e opisati pseudokodom. Ulazni parametri algoritma
su niz 𝐴 koji treba sortirati, i 𝑛 | du�ina niza 𝐴. Ulazni niz se
sortira u mestu: brojevi se premextaju u okviru niza 𝐴, pri qemu se
najvixe konstantan broj �ih zapisuje van niza u svakom trenutku. U tre-
nutku zavrxetka algoritma niz 𝐴 sadr�i sortirani izlazni niz.

𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚(𝐴,𝑛)
1 for 𝑗 ← 2 to 𝑛 do
2 𝑡← 𝐴[𝑗]
3 {umetnuti 𝐴[𝑗] u sortirani niz 𝐴[1..𝑗 − 1]}
4 𝑖← 𝑗 − 1
5 while 𝑖 > 0 and 𝐴[𝑖] > 𝑡 do
6 𝐴[𝑖 + 1]← 𝐴[𝑖]
7 𝑖← 𝑖− 1
8 𝐴[𝑖 + 1]← 𝑡



9 1. Uvod

1.3.1 Invarijanta pet	e i dokaz korektnosti sortira�a

umeta�em

Na slici 2.2 prikazano je kako algoritam radi za niz𝐴 = (5, 2, 4, 6, 1, 3).
Indeks 𝑗 je indeks "teku�e karte", karte koja se trenutno ume�e u levu
ruku. Na poqetku svakog prolaska kroz "spo	ax�u" for pet	u, kojoj od-
govara indeks 𝑗, podniz 𝐴[1..𝑗−1] odgovara kartama koje se trenutno nalaze
u levoj ruci, a elementi 𝐴[𝑗 + 1..𝑛] odgovaraju kartama koje se jox nalaze
na stolu. Preciznije, elementi 𝐴[1..𝑗 − 1] su ustvari elementi koji su se
na poqetku nalazili na pozicijama od 1 do 𝑗 − 1, ali su sada pore�ani
po veliqini. Za tu osobinu podniza 𝐴[1..𝑗 − 1] ka�emo da je invarijanta
pet	e.

Na poqetku svakog prolaska kroz for pet	u u linijama 1 − 8 podniz
𝐴[1..𝑗−1] sastoji se od elemenata koji su na poqetku bili u podnizu 𝐴[1..𝑗−
1], ali u neopadaju�em poretku.

Slika 1.2: Rezultat primene algoritma 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 na niz 𝐴 =
(5, 2, 4, 6, 1, 3). (a)-(e) Iteracije for pet	e iz linija 1−8. U svakoj iteraci-
ji crni kvadrat sadr�i broj uzet iz 𝐴[𝑗], koji se upore�uje sa vrednostima
iz sivih kvadrata levo od sebe u liniji 5. Sive strelice pokazuju brojeve
koji su pomereni za jedno mesto udesno u liniji 6, a crna strelica pokazuje
gde je broj prepisan u liniji 8. (f) Sortirani niz na kraju.

Invarijanta pet	e nam poma�e da shvatimo zaxto je algoritam korektan.
U vezi sa invarijantom pet	e treba da doka�emo tri stvari:

Inicijalizacija: Tvr�e�e je taqno pre prvog prolaska kroz pet	u.

Odr�ava�e: Ako je tvr�e�e taqno pre prolaska kroz pet	u, onda je
taqno i pre narednog prolaska kroz pet	u.

Zavrxetak: Po zavrxetku pet	e taqnost invarijante pet	e ima za pos-
ledicu tvr�e�e iz koga sledi da je algoritam korektan.

Kad su prva dva tvr�e�a taqna onda je invarijanta pet	e taqna pre
svakog prolaska kroz pet	u, na osnovu principa matematiqke indukcije.
Tre�e tvr�e�e je konaqan dokaz korektnosti algoritma. Pogledajmo ove
tri osobine u sluqaju sortira�a umeta�em.

Inicijalizacija: Na poqetku treba pokazati da je tvr�e�e taqno pre
prvog prolaska kroz pet	u, kad je 𝑗 = 2. Tada se podniz 𝐴[1..𝑗 − 1]
sastoji samo od elementa 𝐴[1], koji je ustvari prvobitni elemenat
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𝐴[1]. Pored toga, podniz je (trivijalno) ure�en neopadaju�e. Prema
tome, invarijanta pet	e je taqna pre prvog prolaska kroz pet	u.

Odr�ava�e: Sada treba dokazati da svaki naredni prolazak kroz pet	u
zadr�ava taqnost invarijante pet	e. Zaista, u telu spo	ax�e for
pet	e elementi 𝐴[𝑗 − 1], 𝐴[𝑗 − 2], 𝐴[𝑗 − 3], . . . premextaju se po jedno
mesto udesno, sve dok se ne na�e pravo mesto za 𝐴[𝑗] (linije 4 − 7).
Tada se vrednost 𝐴[𝑗] kopira na to mesto (linija 8).

Zavrxetak: Ispitajmo xta se dexava po zavrxetku pet	e. Spo	ax�a
pet	a se zavrxava kad 𝑗 postane ve�e od 𝑛, tj. kad je 𝑗 = 𝑛 + 1.
Zame�uju�i 𝑗 sa 𝑛 + 1 u invarijanti pet	e, dobijamo da se podniz
𝐴[1..𝑛] sastoji od elemenata koji su u poqetku bili u 𝐴[1..𝑛], ali
u neopadaju�em poretku. Me�utim, podniz 𝐴[1..𝑛] je ustvari ceo niz!
Prema tome, ceo niz je sortiran, xto znaqi da je algoritam korektan.

1.3.2 Pseudokod

Za specificira�e algoritma iskoristili smo specijalni neformalni
jezik, pseudokod. Navodimo neka od pravila ovog jezika.

1. Uvlaqe�e redova odgovara blokovskoj strukturi. Na primer, for
pet	a koja poqi�e od linije 1, sastoji se od linija 2 − 8; telo
while pet	e koja poqi�e u liniji 5 sadr�i linije 6 − 7, ali ne
i liniju 8. Uvlaqe�e linija prime�uje se na uobiqajeni naqin i
na if − then − else naredbe. Svrha uvlaqe�a redova je pove�a�e
jasno�e koda.

2. Pet	e while i for , kao i uslovne naredbe if , then , else imaju
znaqe�e sliqno kao u Paskalu. Izuzetak je da u for pet	i brojaqka
promen	iva posle prolaska kroz pet	u zadr�ava svoju vrednost.
Tako, kad se for pet	a iz linije 1 (for 𝑗 ← 2 to 𝑛 do ) zavrxi,
bi�e 𝑗 = 𝑛 + 1.

3. Tekst u vitiqastim zagradama je komentar.

4. Qlan niza oznaqava se dodava�em indeksa u uglastim zagradama.
Na primer, 𝐴[𝑖] je 𝑖-ti qlan niza 𝐴. Oznaka .. slu�i za izdvaja�e
podniza. Tako 𝐴[1..𝑗] oznaqava podniz niza 𝐴 koji se sastoji od 𝑗
elemenata 𝐴[1], 𝐴[2],. . . ,𝐴[𝑗].

1.4 Analiza algoritama

Analiza algoritma podrazumeva predvi�a�e resursa potrebnih za �egovo
izvrxava�e, i to najqex�e vremena, odnosno memorijskog prostora. Uopxte,
analiziraju�i nekoliko algoritama | kandidata za rexava�e datog pro-
blema, obiqno se lako izdvaja najefikasniji. Rezultat analize mo�e biti
da postoji vixe od jednog prihvat	ivog kandidata, dok se vixe loxijih
algoritama odbacuju.

Pretpostav	a se da se algoritam izvrxava kao raqunarski program,
instrukcija po instrukcija, bez istovremenih operacija.
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Preciznija analiza zahtevala bi definisa�e skupa instrukcija na
raqunaru i �ihova traja�a. To bi bilo previxe naporno i ne bi dalo
mnogo informacija potrebnih pri analizi i konstrukciji algoritama. S
druge strane, ne sme se zlupotrebiti model raqunara | xta ako bismo
pretpostavili da raqunar ima instrukciju za sortira�e? Takva pretpo-
stavka je, naravno, nerealna. Dakle, pretpostav	a�emo da raqunar mo�e
da izvrxava instrukcije koje postoje na obiqnim raqunarima: aritmetiqke
(sabira�e, oduzima�e, mno�e�e, de	e�e), kopira�e podataka, instrukcije
za kontrolu toka (uslovni i bezusovni skok, poziv potprograma i povratak
iz �ega).

Analiza qak i jednostavih algoritama u ovakvom modelu mo�e da pred-
stav	a izazov. Potrebni matematiqki alati su kombinatorika, teorija
verovatno�e, manipulacija sa algebarskim izrazima i sposobnost prepo-
znava�a najznaqajnijih qlanova u izrazu. Zbog toga xto se algoritam
mo�e ponaxati drugaqije za svaki mogu�i ulaz, potrebno je imati na
raspolaga�u sredstva za predstav	a�e �ihovog ponaxa�a jednostavnim,
lako razum	ivim izrazima.

1.4.1 Analiza sortira�a umeta�em

Vreme potrebno za 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 zavisi od ulaza: sortira�e
hi	adu brojeva traje du�e od sortira�a tri broja. Pored toga, 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈 -
𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 mo�e da traje razliqito ako se sortiraju dva niza iste du�ine,
zavisno od stepena u kome su oni ve� sortirani. U opxtem sluqaju, vreme
koje troxi algoritam raste sa veliqinom ulaza, pa je uobiqajeno da se
vreme izvrxava�a programa izra�ava u zavisnosti od veliqine ulaza.
Pri tome se "vreme izvrxava�a" i "veliqina ulaza" moraju pa�	ivije
definisati.

Pojam veliqine ulaza zavisi od problema koji se rexava. Za mnoge
probleme, kao xto je sortira�e, najprirodnija mera je broj elemenata
u ulazu | na primer du�ina 𝑛 niza koji se sortira. Za mnoge druge
probleme, kao xto je na primer mno�e�e dva broja, to je ukupan broj
bitova potrebnih da se ulaz predstavi u binarnom obliku.

Vreme izvrxava�a algoritma za konkretan ulaz je broj primitivnih
operacija ili "koraka" koji se izvrxavaju. Uobiqajeno je da se pojam
koraka definixe tako da xto ma�e zavisi od konkretnog raqunara. U
naxim primerima primeni�emo slede�i pristup. Za izvrxava�e svake
linije pseudokoda potrebno je konstantno vreme. Izvrxava�e jedne linije
zahteva drugaqije vreme od izvrxava�a druge linije, ali �emo pretposta-
viti da izvrxava�e 𝑖-te linije traje 𝑐𝑖, gde je 𝑐𝑖 konstanta.

U nastavku �e izraz za vreme izvrxava�a algoritma 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒-
𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 evoluirati iz komplikovane formule koja koristi sve konstantne
cene 𝑐𝑖 u mnogo jednostavniji izraz korix�e�em jednostavnije notacije.
Ta jednostavnija notacija �e tako�e omogu�iti utvr�iva�e da li je jedan
algoritam efikasniji od drugog.

Najpre proceduru 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 dopu�ujemo ocenama traja�a
instrukcija (linija). Za svako 𝑗 = 2, 3, . . . 𝑛 neka 𝑡𝑗 oznaqava broj koliko
puta je izvrxen test uwhile pet	i u liniji 5 za tu vrednost 𝑗. Komentari
se ne izvrxavaju, pa ne troxe vreme.
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𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚(𝐴,𝑛) cena broj ponav	a�a
1 for 𝑗 ← 2 to 𝑛 do 𝑐1 𝑛
2 𝑡← 𝐴[𝑗] 𝑐2 𝑛− 1
3 {umetnuti 𝐴[𝑗] u sortirani niz 𝐴[1..𝑗 − 1]} 0 𝑛− 1
4 𝑖← 𝑗 − 1 𝑐4 𝑛− 1
5 while 𝑖 > 0 and 𝐴[𝑖] > 𝑡 do 𝑐5

∑︀𝑛
𝑗=2 𝑡𝑗

6 𝐴[𝑖 + 1]← 𝐴[𝑖] 𝑐6
∑︀𝑛

𝑗=2(𝑡𝑗 − 1)

7 𝑖← 𝑖− 1 𝑐7
∑︀𝑛

𝑗=2(𝑡𝑗 − 1)

8 𝐴[𝑖 + 1]← 𝑡 𝑐8 𝑛− 1

Vreme izvrxava�a algoritma je zbir vremena izvrxava�a svih in-
strukcija. Ako se neka instrucija sastoji od 𝑐𝑖 koraka, a izvrxava se 𝑛
puta, onda je �en doprinos ukupnom vremenu 𝑐𝑖𝑛. Da bismo izraqunali
𝑇 (𝑛), vreme izvrxava�a algoritam 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚, treba da sabe-
remo proizvode u kolonama cena i broj ponav	a�a, pa je

𝑇 (𝑛) = 𝑐1𝑛 + 𝑐2(𝑛− 1) + 𝑐4(𝑛− 1) + 𝑐5

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑡𝑗 + 𝑐6

𝑛∑︁
𝑗=2

(𝑡𝑗 − 1) +

+ 𝑐7

𝑛∑︁
𝑗=2

(𝑡𝑗 − 1) + 𝑐8(𝑛− 1).

Qak i za ulaze zadate veliqine, vreme izvrxava�a algoritma mo�e da
zavisi od toga koji ulaz te veliqine je zadat. Na primer, za algoritam
𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 najbo	i sluqaj je kad je niz ve� sortiran. Za svako
𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛 ispostav	a se da je 𝐴[𝑖] ≤ 𝑡 u liniji 5 taqno kad 𝑖 ima svoju
poqetnu vrednost 𝑗 − 1. Prema tome, 𝑡𝑗 = 1 za 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛, pa je vreme
izvrxava�a u najbo	em sluqaju

𝑇 (𝑛) = 𝑐1𝑛 + 𝑐2(𝑛− 1) + 𝑐4(𝑛− 1) + 𝑐5(𝑛− 1) + 𝑐8(𝑛− 1)

= (𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐4 + 𝑐5 + 𝑐8)𝑛− (𝑐2 + 𝑐4 + 𝑐5 + 𝑐8).

Ovo vreme izvrxava�a mo�e se izraziti u obliku 𝑎𝑛+𝑏 za neke konstante
𝑎 i 𝑏, koje zavise od cena naredbi 𝑐𝑗 ; vreme izvrxava�a je dakle linearna
funkcija od 𝑛.

Ako je niz na poqetku opadaju�i, dobija se najgori sluqaj. Element 𝐴[𝑗]
mora se uporediti sa svakim elementom podniza 𝐴[1..𝑗 − 1], pa je 𝑡𝑗 = 𝑗
za 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛. Poxto je

∑︀𝑛
𝑗=2 𝑗 = 𝑛(𝑛 + 1)/2 − 1 i

∑︀𝑛
𝑗=2(𝑗 − 1) =

𝑛(𝑛−1)/2, dobijamo da je u najgorem sluqaju vreme izvrxava�a algoritma
𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑈𝑚𝑒𝑡𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 jednako

𝑇 (𝑛) = 𝑐1𝑛 + 𝑐2(𝑛− 1) + 𝑐4(𝑛− 1) + 𝑐5

(︂
𝑛(𝑛 + 1)

2
− 1

)︂
+ 𝑐6

(︂
𝑛(𝑛− 1)

2

)︂
+ 𝑐7

(︂
𝑛(𝑛− 1)

2

)︂
+ 𝑐8(𝑛− 1)

=
(︁𝑐5

2
+

𝑐6
2

+
𝑐7
2

)︁
𝑛2 +

(︁
𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐4 +

𝑐5
2
− 𝑐6

2
− 𝑐7

2
+ 𝑐8

)︁
𝑛

−(𝑐2 + 𝑐4 + 𝑐5 + 𝑐8).
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Ovo vreme izvrxava�a mo�e se izraziti u obliku 𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛 + 𝑐 za neke
konstante 𝑎, 𝑏 i 𝑐 koje zavise od cena naredbi 𝑐𝑗 ; vreme izvrxava�a je
dakle kvadratna funkcija od 𝑛.

1.4.2 Analiza najgoreg i proseqnog sluqaja

U sprovedenoj analizi sortira�a umeta�em razmatrali smo i najbo	i
sluqaj, kad je niz ve� sortiran, i najgori sluqaj, kad je niz sortiran
obrnutim redosledom, opadaju�e. Prilikom analize algoritama obiqno
se razmatra samo vreme izvrxava�a u najgorem sluqaju. Postoji
nekoliko argumenata za ovakav pristup.

∙ Vreme izvrxava�a algoritma u najgorem sluqaju je gor�a granica
za vreme izvrxava�a algoritma za bilo koji ulaz iste veliqine.
Znaju�i to, imamo garanciju da izvrxava�e algoritma nikada ne�e
trajati vixe od proce�enog vremena.

∙ Za neke algoritme se najgori sluqaj dexava priliqno qesto. Na pri-
mer, prilikom tra�e�a konkretnog podatka u bazi podataka, najgori
sluqaj je kad tog podatka nema u bazi. U nekim primenama pretra-
�iva�a baza podataka tra�e�e odsutnog podatka mo�e da bude qest
sluqaj.

∙ "Proseqan sluqaj" je qesto isto toliko lox koliko i najgori sluqaj.
Pretpostavimo da na sluqajan naqin izaberemo 𝑛 brojeva i primenimo
na �ih sortira�e umeta�em. Koliko treba vremena da se odredi gde
je u podnizu 𝐴[1..𝑗 − 1] mesto za umeta�e elementa 𝐴[𝑗]? U proseku
je pola elemenata 𝐴[1..𝑗 − 1] ma�e od 𝐴[𝑗], a pola je ve�e od �ega. U
proseku treba proveriti pola qlanova niza 𝐴[1..𝑗−1], pa je 𝑡𝑗 = 𝑗/2.
Ako ovu analizu proseqnog sluqaja sprovedemo do kraja, dobijamo da
je proseqno vreme izvrxava�a tako�e kvadratna funkija od 𝑛, kao i
u najgorem sluqaju.

1.4.3 Brzina rasta

Prilikom analize sortira�a umeta�em koristili smo neka uprox-
�ava�a zasnovana na uopxtava�u. Najpre, zanemarivali smo stvarne cene
pojedinih instrukcija, korix�e�em konstanti 𝑐𝑖 za predstav	a�e �ihovih
cena. Zatim smo zapazili da nam te konstante pru�aju vixe deta	a nego
xto nam je potrebno: vreme izvrxava�a je 𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛 + 𝑐 za neke konstante
𝑎, 𝑏 i 𝑐 koje zavise od cena instrukcija 𝑐𝑖. Prema tome, mi smo ignorisali
ne samo stvarne cene instrukcija, nego i apstraktne cene 𝑐𝑖.

Sada �emo uqiniti slede�e uprox�e�e zasnovano na uopxtava�u. Radi
se o tome da nas zanima samo brzina rasta odnosno poredak rasta
vremena izvrxava�a. Zbog toga mi razmatramo samo vode�i qlan (npr.
𝑎𝑛2), jer qlanovi ni�eg reda postaju zanemar	ivi za velike vrednosti 𝑛.
Prema tome, mi ka�emo da, na primer, sortira�e umeta�em ima vreme iz-
vrxava�a Θ(𝑛2) u najgorem sluqaju. Ovu oznaku koristi�emo neformalno,
iako je lako definisati je i precizno. Obiqno smatramo jedan algoritam
efikasnijim od drugog ako �egovo vreme izvrxava�a ima ma�u brzinu
rasta. Zbog konstantnih faktora i zanemarenih qlanova ni�eg reda, ova
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procena mo�e biti pogrexna za male 𝑛. Me�utim, za dovo	no velike ulaze
se na primer Θ(𝑛) algoritam izvrxava br�e od Θ(𝑛2) algoritma.

1.5 Konstrukcija algoritama primenom razlaga�a

Postoji vixe tehnika za konstrukciju algoritama. Kod sortira�a ume-
ta�em korix�en je inkrementalni pristup: polaze�i od sortiranog
podniza 𝐴[1..𝑗 − 1], mi ume�emo naredni elemenat 𝐴[𝑗] na odgovaraju�e
mesto, i tako dolazimo do sortiranog podniza 𝐴[1..𝑗].

Sada �emo razmotriti drugi pristup konstrukciji algoritama, zasno-
van na razlaga�u ulaznih podataka (eng. divide-and-conquer). Koriste�i
ovaj pristup, dolazi se do algoritma za sortira�e qije je vreme izvrxava�a
mnogo ma�e nego za sortira�e umeta�em. Algoritmi zasnovani na ovom
pristupu imaju prednost da se �ihovo vreme izvrxava�a lako odre�uje u
veoma opxtem sluqaju.

Mnogi korisni algoritmi imaju rekurzivnu strukturu: da bi rexili
dati problem, oni pozivaju sebe da bi obradili blisko povezane potpro-
bleme. Takvi algoritmi qesto koriste pristup zasnovan na razlaga�u:
oni razbijaju problem na nekoliko sliqnih, ali ma�ih potproblema, re-
xavaju ih rekurzivno, a onda kombinuju ova rexe�a da bi formirali
rexe�e polaznog problema.

Pristup zasnovan na razlaga�u uk	uquje tri koraka na svakom nivou
rekurzije:

Razlaga�e problema na nekoliko ma�ih potproblema.

Rekurzivno rexava�e potproblema. U sluqaju kad je veliqina pot-
problema dovo	no mala, potproblem se rexava direktno, tj. izlazi
se iz rekurzije.

Kombinova�e rexe�a potproblema da bi se dobilo rexe�e polaznog
problema.

Algoritam sortira�e objedi�ava�em direktno realizuje ovu teh-
niku. Intuitivno, on se izvrxava na slede�i naqin.

Razlaga�e: Niz du�ine 𝑛 koji treba sortirati deli se na dva podniza
du�ine po 𝑛/2.

Rexava�e potproblema:Dva podniza se rekurzivno sortiraju primenom
istog algoritma.

Kombinova�e: Dva dobijena sortirana podniza se objedi�avaju, i tako
se dobija sortirani polazni niz.

Iz rekurzije se izlazi kad podnizovi koje treba sortirati imaju du�inu
1: takvi nizovi su ve� sortirani.

K	uqna operacija u ovom algoritmu je objedi�ava�e dva sortirana
niza u koraku "kombinova�e". Da bismo izvrxili objedi�ava�e, koris-
timo pomo�nu proceduru𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒(𝐴, 𝑝, 𝑞, 𝑟), gde je𝐴 niz, a 𝑝, 𝑞 i 𝑟 su
indeksi qlanova niza 𝐴, takvi da je 𝑝 ≤ 𝑞 < 𝑟. Procedura pretpostav	a da
su podnizovi 𝐴[𝑝..𝑞] i 𝐴[𝑞+1..𝑟] ve� sortirani. Procedura ih objedi�uje
u jedan sortirani podniz, koji zame�uje teku�i podniz 𝐴[𝑝..𝑟].
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Procedura𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒 izvrxava se za vreme Θ(𝑛), gde je 𝑛 = 𝑟−𝑝+1
broj elemenata koji se objedi�avaju, i radi na slede�i naqin. Vra�aju�i
se na motiv sa kartama, pretpostavimo da su na stolu dve gomile karata
licem okrenutim navixe. Obe gomile su sortirane, tako da je najma�a
karta na vrhu. Nax ci	 je da objedinimo dve gomile u jednu sortiranu
izlaznu gomilu, u kojoj �e karte biti okrenute licem nani�e. Osnovni
korak je izbor ma�e od dve karte na vrhu gomila, skida�e te karte sa
gomile (qime se otkriva naredna karta na istoj gomili) i �eno preba-
civa�e licem nani�e na izlaznu gomilu. Osnovni korak se ponav	a sve
dok se ne isprazni jedna od ulaznih gomila; tada se druga ulazna gomila
prebacuje licem nani�e na izlaznu gomilu. Za izvrxava�e svakog ovakvog
koraka potrebno je konstantno vreme, jer se upore�uju samo dve karte na
vrhu gomila. Poxto je broj osnovnih koraka koji se izvrxavaju najvixe
𝑛, vreme izvrxava�a objedi�ava�a je Θ(𝑛).

Naredni pseudokod realizuje gor�u ideju, uz dopunski trik koji omo-
gu�uje da se izbegne potreba da se u svakom osnovnom koraku proverava da
li je jedna od gomila ispra��ena. Ideja je da se na dno obe gomile karata
stavi graniqnik, karta koja sadr�i specijalnu vrednost, koju koristimo
da bismo uprostili kod. Ovde kao vrednost graniqnika koristimo∞, tako
da kad je ta karta na vrhu gomile, ona nikad ne mo�e biti ma�a od druge
karte, sem ako se i na vrhu druge gomile nalazi ta vrednost. Ali kada
se to desi, sve ostale karte sem graniqnika su ve� prebaqene na izlaznu
gomilu. Poxto mi unapred znamo da na izlaznu gomilu treba prebaciti
taqno 𝑟 − 𝑝 + 1 karata, zaustav	amo se u trenutku kad izvrximo toliko
osnovnih koraka.

𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒(𝐴, 𝑝, 𝑞, 𝑟)
1 𝑛1 ← 𝑞 − 𝑝 + 1
2 𝑛2 ← 𝑟 − 𝑞
3 kreirati nizove 𝐿[1..𝑛1 + 1] i 𝐷[1..𝑛2 + 1]
4 for 𝑖← 1 to 𝑛1 do
5 𝐿[𝑖]← 𝐴[𝑝 + 𝑖− 1]
6 for 𝑗 ← 1 to 𝑛2 do
7 𝐷[𝑗]← 𝐴[𝑞 + 𝑗]
8 𝐿[𝑛1 + 1]←∞
9 𝐷[𝑛2 + 1]←∞
10 𝑖← 1
11 𝑗 ← 1
12 for 𝑘 ← 𝑝 to 𝑟 do
13 if 𝐿[𝑖] ≤ 𝐷[𝑗] then
14 𝐴[𝑘]← 𝐿[𝑖]
15 𝑖← 𝑖 + 1
16 else 𝐴[𝑘]← 𝐷[𝑗]
17 𝑗 ← 𝑗 + 1

Procedura 𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒 radi na slede�i naqin. U liniji 1 izra-
qunava se du�ina 𝑛1 podniza 𝐴[𝑝..𝑞], a u liniji 2 du�ina 𝑛2 podniza
𝐴[𝑞 + 1..𝑟]. Zatim se kreiraju nizovi 𝐿 i 𝐷 ("levi" i "desni"), du�ina
𝑛1+1, odnosno 𝑛2+1, u liniji 3. Pet	a for u linijama 4−5 kopira podniz
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𝐴[𝑝..𝑞] u 𝐿[1..𝑛1], a pet	a for u linijama 6− 7 kopira podniz 𝐴[𝑞 + 1..𝑟] u
𝐷[1..𝑛2]. Linije 8− 9 upisuju graniqnike u nizove 𝐿 i 𝐷. Linije 10− 17,
kao xto je prikazano na slikama 2.3 i 1.4 izvrxavaju 𝑟 − 𝑝 + 1 osnovnih
koraka, odr�avaju�i slede�u invarijantu pet	e:

Na poqetku svakog prolaska kroz for pet	u u linijama 12− 17 podniz
𝐴[𝑝..𝑘−1] sadr�i 𝑘−𝑝 najma�ih elemenata nizova 𝐿[1..𝑛1+1] i𝐷[1..𝑛2+1],
i to u sortiranom poretku. Pored toga, 𝐿[𝑖] i 𝐷[𝑗] su najma�i elementi u
odgovaraju�im nizovima me�u elementima koji jox nisu kopirani nazad u
𝐴.

Slika 1.3: Izvrxava�e linija 10 − 17 prilikom poziva
𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒(𝐴, 9, 12, 16) kada podniz 𝐴[9..16] sadr�i niz
(2, 4, 5, 7, 1, 2, 33, 6). Posle kopira�a i umeta�a graniqnika sadr�aj
niza 𝐿 je (2, 4, 5, 7,∞), a sadr�aj niza 𝐷 je (1, 2, 3, 6,∞). Svetlo obojeni
elementi niza 𝐴 sadr�e svoje konaqne vrednosti koje treba kopirati
nazad u 𝐴. Posmatrane zajedno, svetlo obojene pozicije u svakom trenutku
sadr�e vrednosti koje su na poqetku bile u 𝐴[9..16], zajedno sa dva
graniqnika. Zatam�ene pozicije u 𝐴 sadr�e vrednosti koje �e biti
prepisane novim sadr�ajem, a zatam�ene pozicije u 𝐿 i 𝐷 sadr�e
vrednosti koje su ve� bile prekopirane nazad u 𝐴. (𝑎) − (ℎ) Nizovi 𝐴,
𝐿 i 𝐷 i odgovaraju�i indeksi 𝑘, 𝑖 i 𝑗 pre svakog prolaska kroz pet	u
u linijama 12 − 17. (𝑗) Nizovi i indeksi prilikom zavrxetka. U tom
trenutku je podniz 𝐴[9..16] sortiran, a dva graniqnika u 𝐿 i 𝐷 u jedini
elementi u ovim nizovima koji jox nisu kopirani nazad u 𝐴.

Pokaza�emo sada da je invarijanta pet	e taqna pre prvog prolaska kroz
for pet	u u linijama 12 − 17, da invarijanta ostaje taqna posle svakog
prolaska kroz pet	u, i da je posledica invarijante tvr�e�e iz koga sledi
korektnost algoritma kad se pet	a zavrxi.

Inicijalizacija: Pre prvog prolaska kroz pet	u je 𝑘 = 𝑝, pa je podniz
𝐴[𝑝..𝑘 − 1] prazan. Ovaj prazan podniz sadr�i 𝑘 − 𝑝 = 0 najma�ih
elemenata iz 𝐿 i 𝐷, pa poxto je 𝑖 = 𝑗 = 1, 𝐿[𝑖] i 𝐷[𝑗] su najma�i
elementi u svojim nizovima koji nisu bili kopirani nazad u 𝐴. Tvr-
�e�e je taqno pre prvog prolaska kroz pet	u.
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Slika 1.4: Izvrxava�e linija 10 − 17 prilikom poziva
𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒(𝐴, 9, 12, 16), drugi deo.

Odr�ava�e:Da bismo se uverili da svaki prolazak kroz pet	u odr�ava
invarijantu pet	e, pretpostavimo najpre da je 𝐿[𝑖] ≤ 𝐷[𝑗]. Tada je
𝐿[𝑖] najma�i elemenat me�u onima koji jox nisu kopirani nazad u
𝐴. Poxto 𝐴[𝑝..𝑘 − 1] sadr�i 𝑘 − 𝑝 najma�ih elemenata, kada se u
liniji 14 𝐿[𝑖] prekopira u 𝐴[𝑘], podniz 𝐴[𝑝..𝑘] sadr�a�e 𝑘−𝑝+1 naj-
ma�ih elemenata. Pove�ava�e za 1 vrednosti 𝑘 (prilikom povratka
u for pet	i) i 𝑗 (u liniji 15) obnav	a taqnost invarijante pet-
	e za slede�i prolazak. Ako je pak 𝐿[𝑖] > 𝐷[𝑗], onda linije 16 − 17
izvrxavaju ono xto je neophodno da se odr�i invarijanta pet	e.

Zavrxetak: Na kraju je 𝑘 = 𝑟 + 1. Na osnovu invarijante pet	e podniz
𝐴[𝑝..𝑘− 1], xto je ustvari 𝐴[𝑝..𝑟], sadr�i 𝑘− 𝑝 = 𝑟− 𝑝 + 1 najma�ih
elemenata iz 𝐿[1..𝑛1 + 1] i 𝐷[1..𝑛2 + 1], i to u sortiranom poretku.
Nizovi 𝐿 i 𝐷 sadr�e zajedno 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑟 − 𝑝 + 3 elemenata. Svi
sem dva od �ih kopiraju se nazad u 𝐴, a ta dva najve�a elementa su
graniqnici.

Da bismo se uverili da je traja�e procedure 𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒 Θ(𝑛),
gde je 𝑛 = 𝑟 − 𝑝 + 1, primetimo da se linije 1 − 3 i 8 − 11 izvrxavaju
za konstantno vreme, da izvrxava�e for pet	i u linijama 4 − 7 traje
Θ(𝑛1 + 𝑛2) = Θ(𝑛), kao i da se kroz for pet	u u linijama 12− 17 prolazi
𝑛 puta, pri qemu svaki prolazak troxi konstantno vreme.

Sada mo�emo da iskoristimo proceduru𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒 kao potprogram
u algoritmu za sortira�e objedi�ava�em. Procedura

𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚(𝐴, 𝑝, 𝑟)
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sortira elemente u podnizu 𝐴[𝑝..𝑟]. Ako je 𝑝 ≥ 𝑟 onda podniz ima najvixe
jedan element, pa je prema tome ve� sortiran. U protivnom, korak razlaga�a
jednostavno izraqunava indeks 𝑞, koji razdvaja 𝐴[𝑝..𝑟] u dva podniza: 𝐴[𝑝..𝑞]
sa ⌈𝑛/2⌉ elemenata, i 𝐴[𝑞 + 1..𝑟] sa ⌊𝑛/2⌋ elemenata. Ovde ⌈𝑥⌉, odnosno ⌊𝑥⌋
oznaqavaju redom najma�i celi broj ve�i ili jednak od 𝑥, odnosno najve�i
celi broj ma�i ili jednak od 𝑥.

𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚(𝐴, 𝑝, 𝑟)
1 if 𝑝 < 𝑟 then
2 𝑞 ← ⌊(𝑝 + 𝑟)/2⌋
3 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚(𝐴, 𝑝, 𝑞)
4 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚(𝐴, 𝑞 + 1, 𝑟)
5 𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒(𝐴, 𝑝, 𝑞, 𝑟)

Da bismo izvrxili sortira�e celog niza 𝐴 = (𝐴[1], 𝐴[2], . . . , 𝐴[𝑛]),
pozivamo 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚(𝐴, 1, 𝑛). Slika 2.4 ilustruje izvr-
xava�e procedure odozdo navixe kada je 𝑛 stepen dvojke. U algoritmu se
objedi�avaju parovi 1-qlanih podnizova u dvoqlane podnizove, zatim se
objedi�avaju parovi podnizova du�ine 2 u podnizove du�ine 4, i tako da-
	e, sve dok se na kraju dva podniza du�ine 𝑛/2 ne objedine u niz du�ine
𝑛.

Slika 1.5: Rezultat primene sortira�a objedi�ava�em na niz 𝐴 =
(5, 2, 4, 7, 1, 3, 2, 6). Du�ine sortiranih podnizova koji se objedi�avaju
rastu sa napredova�em algoritma odozdo navixe.

1.6 Analiza algoritama zasnovanih na razlaga�u

Kada algoritam sadr�i rekurzivni poziv samog sebe, �egovo vreme izvr-
xava�a se qesto mo�e opisati rekurentnom relacijom, koja izra�ava
ukupno vreme izvrxava�a na problemu sa ulazom veliqine 𝑛 preko vremena
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izvrxava�a na ma�im ulazima. Tada se ovakve rekurentne relacije mogu
rexiti da bi se dobila granica za efikasnost algoritma.

Rekurentna relacija za vreme izvrxava�a algoritma zasnovanog na
razlaga�u odre�ena je sa tri osnovna koraka ovakvog algoritma. Neka,
kao i ranije, 𝑇 (𝑛) oznaqava vreme izvrxava�a na ulazu veliqine 𝑛. Ako
je veliqina ulaza dovo	no mala, npr. 𝑛 ≤ 𝑐 za neku konstantu 𝑐, direktno
rexava�e traje konstantno vreme, xto se mo�e napisati kao Θ(1). Pret-
postavimo da se razlaga�em ulaza dobija 𝑎 potproblema, od kojih je svaki 𝑏
puta ma�i od polaznog. (U algoritmu sortira�a objedi�ava�em je 𝑎 = 𝑏 =
2, ali postoje primeri ovakvih algoritama u kojima je 𝑎 ̸= 𝑏). Ako sa 𝐷(𝑛)
oznaqimo vreme potrebno da se ulaz razlo�i, a sa 𝐶(𝑛) da se kombinuju
rexe�a potproblema u rexe�e polaznog problema, dobijamo rekurentnu
relaciju

𝑇 (𝑛) =

{︂
Θ(1), 𝑛 ≤ 𝑐,
𝑎𝑇 (𝑛/𝑏) + 𝐷(𝑛) + 𝐶(𝑛), 𝑛 > 𝑐.

1.6.1 Analiza sortira�a objedi�ava�em

Iako pseudokod za sortira�e objedi�ava�e ispravno radi i ako du�ina
niza nije parna, analiza rexava�em rekurentne relacije se pojednostav	uje
ako se pretpostavi da je poqetna du�ina niza stepen dvojke.

Sada �emo izvesti rekurentnu relaciju za 𝑇 (𝑛), ocenu vremena izvrxa-
va�a sortira�a objedi�ava�em u najgorem sluqaju. Sortira�e jednoqlanog
niza traje konstantno vreme. Ako treba sortirati 𝑛 > 1 elemenata, vreme
izvrxava�a razla�emo na slede�i naqin.

Razlaga�e: Ovaj korak izraqunava sredinu niza, pa se izvrxava za kon-
stantno vreme. Dakle, 𝐷(𝑛) = Θ(1).

Rexava�e potproblema: Dva podniza du�ine 𝑛/2 se rekurzivno sor-
tiraju primenom istog algoritma, xto traje 2𝑇 (𝑛/2).

Kombinova�e: Videli smo da izvrxava�e procedure 𝑂𝑏𝑗𝑒𝑑𝑖𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒
na podniz du�ine 𝑛 traje Θ(𝑛), pa je 𝐶(𝑛) = Θ(𝑛).

Sabiraju�i funkcije 𝐷(𝑛) i 𝐶(𝑛) prilikom analize sortira�a objedi-
�ava�em, mi sabiramo jednu funkciju koja je Θ(𝑛) sa jednom funkcijom
koja je Θ(1). Zbir je linearna funkcija od 𝑛, odnosno Θ(𝑛). Prema tome,
tra�ena rekurentna relacija je

𝑇 (𝑛) =

{︂
𝑑, 𝑛 = 1,
2𝑇 (𝑛/2) + 𝑐𝑛, 𝑛 > 1.

gde je 𝑐 utroxeno vreme po elementu niza u koracima razlaga�a i kombi-
nova�a.

Slika 2.5 pokazuje kako se mo�e rexiti ova rekurentna relacija. Zbog
jednostavnosti, pretpostavimo da je 𝑛 stepen dvojke. Deo (𝑎) slike prikazuje
𝑇 (𝑛), izraz koji je u delu (𝑏) razvijen u ekvivalentno stablo koje predstav	a
rekurentnu relaciju. Qlan 𝑐𝑛 je u korenu (traja�e najvixeg nivoa rekur-
zije), a dva podstabla su traja�a dva ma�a rekurentna poziva 𝑇 (𝑛/2).
Deo (𝑐) pokazuje rezultat primene istog postupka posle razvoja 𝑇 (𝑛/2).
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Traja�e svakog qvora na drugom nivou rekurzije je 𝑐𝑛/2 Nastav	amo sa
razvija�em svakog qvora stabla �egovim razbija�em na sastavne delove
odre�ene rekurentnom relacijom, sve dok veliqine podnizova ne do�u do
1. Deo (𝑑) pokazuje konaqno stablo.

Slika 1.6: Konstrukcija stabla rekurzije za rekurentnu relaciju 𝑇 (𝑛) =
2𝑇 (𝑛/2) + 𝑐𝑛. Deo (𝑎) prikazuje 𝑇 (𝑛) koji se progresivno razla�e u
delovima (𝑏) − (𝑑) da bi se dobilo stablo rekurzije. Potpuno razvijeno
stablo rekurzije u delu (𝑑) ima log 𝑛 + 1 nivoa (odnosno ima visinu log 𝑛,
kao xto je naznaqeno), a zbir vremena u svim qvorovima na istom nivou je
𝑐𝑛. Ukupna suma je, prema tome, 𝑐𝑛 log 𝑛 + 𝑑𝑛, xto je Θ(𝑛 log 𝑛).

Posle toga mi sabiramo cene na svakom nivou stabla. Najvixi nivo
ima cenu 𝑐𝑛; slede�i nivo ima cenu 𝑐(𝑛/2) + 𝑐(𝑛/2) = 𝑐𝑛 slede�i nivo
ima cenu 𝑐(𝑛/4) + 𝑐(𝑛/4) + 𝑐(𝑛/4) + 𝑐(𝑛/4) = 𝑐𝑛, itd. Uopxte, nivo 𝑖 ispod
korena ima 2𝑖 qvorova sa cenom 𝑐(𝑛/2𝑖), pa je ukupna cena svih qvorova na
𝑖-tom nivou ispod vrha jednaka 2𝑖𝑐(𝑛/2𝑖) = 𝑐𝑛. Na najni�em nivou ima 𝑛
qvorova sa cenom 𝑑, pa je �ihova ukupna cena 𝑑𝑛.

Ukupan broj nivoa u "stablu rekurzije" na slici 2.4 je log 𝑛+1, xto se
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lako pokazuje indukcijom. Da bismo dobili rexe�e rekurentne relacije,
treba da saberemo cene na svim nivoima ovog stabla. Ukupno ima log 𝑛
nivoa sa cenom po 𝑐𝑛, i jedan nivo sa cenom 𝑑𝑛 pa je ukupna cena 𝑐𝑛 log 𝑛+
𝑑𝑛. Zanemaruju�i qlan ni�eg reda i konstantu 𝑐, dobijamo rezultat 𝑇 (𝑛) =
Θ(𝑛 log 𝑛).

1.7 Zadaci za ve�bu

1. Navesti neke probleme iz realnog sveta koji zahtevaju sortira�e.

2. Pored brzine, koje bi se dodatne mere efikasnosti algoritma mogle
koristiti?

3. Pretpostavimo da poredimo implementaciju sortira�a umeta�em i
sortira�a objedi�ava�em na istom raqunaru. Za ulaz veliqine 𝑛
sortira�e umeta�em radi u 8𝑛2 koraka, a sortira�e objedi�ava�em
u 64𝑛 log 𝑛 koraka. Za koje 𝑛 �e sortira�e umeta�em raditi br�e od
sortira�a objedi�ava�em?

4. Za svaku funkciju 𝑓(𝑛) i vreme 𝑡 odrediti maksimalno 𝑛 za koje se
problem mo�e rexiti u vremenu 𝑡, pod pretpostavkom da je vreme
izvrxava�a algoritma jednako 𝑓(𝑛) nanosekundi.

1 sekund 1 minut 1 sat 1 dan 1 mesec 1 god 1 vek
log 𝑛√

𝑛
𝑛

𝑛 log 𝑛
𝑛2

𝑛3

2𝑛

𝑛!

5. Demonstrirati primenu sortira�a umeta�em na niz {31, 41, 59, 26, 41, 58}

6. Izmeniti pseudokod algoritma za sortira�e umeta�em tako da se
dobije nerastu�i poredak umesto neopadaju�eg.

7. Demonstrirati primenu sortira�a objedi�ava�em na niz {3, 41, 52, 26, 38, 57, 9, 49}

8. Prepraviti algoritam za sortira�e objedi�ava�em tako da ne koristi
graniqnik, ve� da staje kada jedan od nizova do�e do kraja i da se
onda preostali elementi iskopiraju u rezultuju�i niz 𝐴.

9. Matematiqkom indukcijom dokazati da je za 𝑛 = 2𝑘 rexe�e rekurentne
jednaqine:

𝑇 (𝑛) =

{︃
2, 𝑛 = 2

2𝑇 (𝑛/2) + 𝑛, 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 > 1.

jednako 𝑇 (𝑛) = 𝑛 log 𝑛.
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10. Napisati kod algoritma za sortira�e izborom (engl. selection sort).
Izraqunati vreme izvrxava�a ovog algoritma i dokazati �egovu
korektnost metodom invarijante pet	e.

𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝐼𝑧𝑏𝑜𝑟𝑜𝑚(𝐴,𝑛)
ulaz: 𝐴 - niz brojeva, 𝑛 - dimenzija niza
izlaz: niz 𝐴 sortiran neopadaju�e
1 for 𝑖← 1 to 𝑛− 1 do
2 {na mesto 𝐴[𝑖] dovesti najma�i element niza 𝐴[𝑖..𝑛]}
3 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠← 𝑖
4 for 𝑗 ← 𝑖 + 1 to 𝑛 do
5 if 𝐴[𝑗] < 𝐴[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠] then
6 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠← 𝑗
7 {𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠 sadr�i indeks najma�eg elementa niza 𝐴[𝑖..𝑛]}
8 zameni(𝐴[𝑖], 𝐴[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠])

Vreme izvrxava�a aloritma izraquna�emo kao zbir vremena izvr-
xava�a svih instrukcija. Za liniju 𝑖 pretpostavi�emo da je �eno
vreme izvrxava�a 𝑐𝑖 i izraquna�emo koliko se puta ona izvrxava u
najgorem sluqaju.

𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒𝐼𝑧𝑏𝑜𝑟𝑜𝑚(𝐴,𝑛) cena br pon
ulaz: 𝐴 - niz brojeva, 𝑛 - dimenzija niza
izlaz: niz 𝐴 sortiran neopadaju�e
1 for 𝑖← 1 to 𝑛− 1 do 𝑐1 𝑛
2 {na mesto 𝐴[𝑖] dovesti najma�i element niza 𝐴[𝑖..𝑛]} 0 𝑛− 1
3 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠← 𝑖 𝑐3 𝑛− 1

4 for 𝑗 ← 𝑖 + 1 to 𝑛 do 𝑐4
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖 + 1)

5 if 𝐴[𝑗] < 𝐴[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠] then 𝑐5
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛− 𝑖)

6 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠← 𝑗 𝑐6
∑︀𝑛−1

𝑖=1 𝑡𝑖
7 {𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠 sadr�i indeks najma�eg elementa niza 𝐴[𝑖..𝑛]}0 𝑛− 1
8 zameni(𝐴[𝑖], 𝐴[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠]) 𝑐8 𝑛− 1

Ako je 𝑡𝑖 broj izvrxava�a linije 4 za fiksirano 𝑖, onda je u najgorem
sluqaju 𝑡𝑖 = 𝑛 − 𝑖: to je sluqaj kada se uvek vrxi izmena vrednosti
indeksa.

Vreme izvrxava�a u najgorem sluqaju je jednako

𝑇 (𝑛) = 𝑛𝑐1+(𝑛−1)𝑐3+
∑︀𝑛−1

𝑖=1 (𝑛−𝑖)(𝑐4+𝑐5+𝑐6)+(𝑛−1)𝑐4+(𝑛−1)𝑐8 =
𝑂(𝑛2)

tj. vreme je kvadratna funkcija veliqine ulaza 𝑛.

Za ve�bu: izraqunati vrednost gor�e sume.

Dokaz korektnosti algoritma:

Za invarijanu pet	e mo�emo uzeti slede�e svojstvo: na poqetku svakog
prolaska kroz for pet	u na pozicijama 𝐴[1..𝑖−1] nalaze se najma�ih
𝑖− 1 elemenata niza 𝐴 i to u sortiranom poretku.
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Inicijalizacija: pre prvog prolaska kroz pet	u, va�i da je 𝑖 =
1, te je podniz prazan. Ovaj prazan podniz sadr�i najma�ih
𝑖 − 1 = 0 elemenata niza, te tvr�e�e va�i pre prvog prolaska
kroz pet	u.

Odr�ava�e: treba pokazati da svaki naredni prolazak kroz pet	u
odr�ava taqnost invarijante pet	e. Prema pretpostavci na po-
zicijama 𝐴[1..𝑖 − 2] nalaze se najma�ih 𝑖 − 2 elemenata niza u
sortiranom poretku. Nakon toga, u narednoj iteraciji pet	e se
me�u elementima na pozicijama 𝐴[𝑖 − 1..𝑛] tra�i indeks mini-
malnog elementa i on se smexta na poziciju 𝐴[𝑖−1]. Poxto se na
pozicijama 𝐴[1..𝑖−2] nalaze najma�ih 𝑖−2 elemenata, niza a na
poziciji 𝑖 se nalazi minimalni me�u preostalim elementima
niza, mo�emo zak	uqiti da se nakon ove iteracije pet	e na
pozicijama 𝐴[1..𝑖−1] nalaze najma�ih 𝑖−1 elemenata niza. Da li
su oni pore�ani u rastu�em poretku? Da bi ovo va�ilo potrebno
je dokazati da va�i da se na poziciji 𝑖−1 nalazi broj koji nije
ma�i ni od jednog od brojeva iz niza 𝐴[1..𝑖− 2]. To je taqno jer
se na pozicijama 𝐴[1..𝑖−2] nalaze najma�ih 𝑖−2 elemenata niza
pa je element na poziciji 𝑖− 1 sigurno nije ma�i od �ih.

Zavrxetak: Po zavrxetku pet	e va�i da je 𝑖 = 𝑛 + 1. Na osnovu
taqnosti invarijante pet	e zak	uquje se da se na pozicijama
𝐴[1..𝑛] nalaze najma�ih 𝑛 elemenata niza 𝐴 sortirani u neopa-
daju�em poretku, a to je ceo sortiran niz 𝐴.

11. Kako u vremenu 𝑂(𝑛 log 𝑛) ustanoviti da li u nizu 𝐴 dimenzije 𝑛 ima
ponov	enih elemenata.





Glava 2

Strukture podataka

Strukture podataka su osnovni elementi od kojih se grade algoritmi.
Da bismo vladali tehnikama kontrukcije algoritama, neophodno je dobro
poznava�e struktura podataka, u smislu tehnika rada sa �ima, kao i
poznava�e slo�enosti operacija sa �ima. U programima se obiqno taqno
zadaje tip svakog podatka (da li je u pita�u ceo ili realan broj i sliqno);
me�utim pri konstrukciji algoritma konkretan tip podataka obiqno nije
bitan. Na primer, ako algoritam radi sa listom, od interesa su operacije
umeta�a elementa u listu, odnosno izbaciva�a elementa iz liste i nekad
je korisno da se ne precizira tip podataka. U tom sluqaju govorimo o
apstraktnom tipu podataka. Najva�nija karakteristika apstraktnog
tipa podataka je spisak operacija koje se nad �im mogu izvrxavati. Kon-
centrixu�i pa��u na prirodu struktura podataka sa aspekta spiska
potrebnih operacija, a zanemaruju�i konkretnu realizaciju, dobija se
opxtiji algoritam i konstrukcija algoritma postaje modularnija (pro-
gram se sastoji od me�usobno malo zavisnih celina).

2.1 Primitivne strukture podataka

Pod elementom podrazumevamo podatak kome tip nije preciziran. Tako,
na primer, ako se radi o problemu sortira�a, ako su jedine operacije
upore�iva�e i kopira�e, onda se isti algoritam mo�e primeniti i na
cele brojeve i na imena { razlika je samo u realizaciji, a ideje na kojima
se zasniva algoritam su iste. Ako nas prvenstveno interesuju ideje za
konstrukciju algoritama, razumno je ignorisati konkretne tipove poda-
taka elemenata.

Niz ili vektor je niz elemenata istog tipa na uzastopnim lokacijama
u memoriji. Veliqina niza je broj elemenata u �emu. Veliqina niza se
mora unapred zadati, odnosno fiksirana je, jer se unapred zna veliqina
dode	ene memorije. Na primer, niz od 100 elemenata od kojih se svaki
element zapisuje u 8 bajtova zauzima u memoriji 800 bajtova. Ako je prvi
element na lokaciji 𝑥, a veliqina elementa je 𝑎 bajtova, onda se 𝑘-ti
element niza nalazi na lokaciji 𝑥 + (𝑘 − 1)𝑎 i ova vrednost se mo�e
direktno izraqunati. Osnovna osobina ove strukture podataka jeste jednako
vreme pristupa svim elementima. Glavni nedostatak niza je taj xto se
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�egova veliqina ne mo�e me�ati dinamiqki, u toku izvrxava�a algoritma.
Tako�e, nekada je potrebno umetnuti ili izbaciti element iz sredine, xto
je kod niza neefikasno.

Struktura (slog ili rekord) je tako�e niz elemenata koji, me�utim,
ne moraju biti istog tipa { jedino je bitno da se fiksira kombinacija
tipova elemenata. Veliqina strukture tako�e mora biti unapred defini-
sana. I elementima strukture se mo�e pristupati u konstantnom vremenu:
u ove svrhe koristi se poseban niz sa poqetnim adresama elemenata struk-
ture, du�ine jednake broju elemenata strukture.

2.1.1 Dinamiqki skupovi

Kao i u matematici, i u raqunarstvu se skupovi smatraju osnovnim
pojmom. Dok se matematiqki skupovi ne me�aju, skupovi koji se koriste u
algoritmima mogu da imaju promen	ivu veliqinu { mogu da se pove�avaju,
da se sma�uju ili da se me�aju tokom vremena. Ovakve skupove zva�emo
dinamiqkim skupovima. Naime, u algoritmima je qesto potrebno da se
broj elemenata u strukturi podataka dinamiqki me�a. Kada se unapred
ne zna broj elemenata niza mogu�e je rezervisati dovo	no veliki prostor i
tako rexiti problem. Ipak, neefikasno je rezervisati memorijski prostor
prema najgorem sluqaju. Pored toga, nekada je potrebno umetnuti ili o-
brisati element iz sredine { xto je neefikasno kod niza. Razmotri�emo
sada osnovne tehnike za predstav	a�e dinamiqkih skupova i �ihovu ma-
nipulaciju na raqunaru.

U algoritmima se izvrxavaju razliqite operacije sa skupovima. Ti-
piqne operacije sa skupovima su dodava�e elementa, brisa�e elementa
iz skupa i ispitiva�e prisustva elementa u skupu. Ovakav dinamiqki
skup zva�emo reqnik. Ponekad se oqekuje da dinamiqki skup obezbe�uje
operacije za dodava�e novog elementa i za izdvaja�e najma�eg elementa
iz skupa. Skup sa ovakve dve operacije zove se red sa prioritetom.
Naravno, realizacija dinamiqkog skupa zavisi od operacija koje treba da
budu podr�ane.

U tipiqnoj implementaciji dinamiqkog skupa, svaki element je pred-
stav	en objektom qijim se po	ima mo�e pristupiti ukoliko imamo po-
kazivaq na objekat. Neke vrste dinamiqkih skupova pretpostav	aju da je
jedno od po	a k	uq. Ako su svi k	uqevi me�usobno razliqiti, mo�emo
na dinamiqki skup gledati kao na skup k	uqeva. Objekat mo�e da sadr�i
i satelitske podatke, koji se nalaze u drugim po	ima objekta, ali se
ne koriste u implementaciji skupa. Tako�e, objekat mo�e da ima i po	a
koja koriste operacije nad skupovima: ova po	a mogu da sadr�e podatke
ili pokazivaqe na druge objekte u skupu.

Neki dinamiqki skupovi pretpostav	aju da se k	uqevi uzimaju iz pot-
puno ure�enog skupa, kao xto je npr. skup realnih brojeva. Ovo nam o-
mogu�ava da definixemo minimalni element skupa, ili da govorimo o
narednom ve�em elementu od datog elementa u skupu.
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2.1.2 Operacije sa dinamiqkim skupovima

Operacije nad dinamiqkim skupovima se mogu grupisati u dve katego-
rije:

∙ oqitava�a { operacije koje vra�aju neku informaciju o skupu,

∙ promene { operacije koje me�aju skup.

Sledi lista tipiqnih operacija nad dinamiqkim skupovima. Svaka kon-
kretna primena obiqno zahteva implementaciju samo nekih od narednih
operacija:

Nadji(S,k) za dati skup 𝑆 i k	uq 𝑘 vra�a se pokazivaq 𝑥 na element skupa
𝑆 za koji va�i da je 𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 = 𝑘 ili NULL ako takav element ne
pripada skupu 𝑆

Umetni(S,x) operacija izmene skupa kojom se skup 𝑆 proxiruje elementom
na koji pokazuje pokazivaq 𝑥

Izbaci(S,x) operacija izmene skupa kojom se iz skupa 𝑆 izbacuje element
na koji pokazuje pokazivaq 𝑥

Minimum(S) za dati potpuno ure�eni skup 𝑆 vra�a se pokazivaq na
element skupa 𝑆 sa najma�om vrednox�u k	uqa

Maximum(S) za dati potpuno ure�eni skup 𝑆 vra�a se pokazivaq na e-
lement skupa 𝑆 sa najve�om vrednox�u k	uqa

Sledbenik(S,x) za dati potpuno ure�eni skup 𝑆 i pokazivaq na element
𝑥 tog skupa vra�a se pokazivaq na prvi ve�i element u skupu 𝑆 ili
NULL ukoliko je 𝑥 maksimalni element

Prethodnik(S,x) za dati potpuno ure�eni skup 𝑆 i pokazivaq na element
𝑥 tog skupa vra�a se pokazivaq na prvi ma�i element u skupu 𝑆 ili
NULL ukoliko je 𝑥 minimalni element

U nekim situacijama mo�emo proxiriti operacije Sledbenik i Pret-
hodnik tako da rade i nad skupovima sa ponov	enim k	uqevima. Za skup
od 𝑛 k	uqeva, uobiqajena pretpostavka jeste da poziv funkcije Minimum
za kojom sledi 𝑛−1 poziva funkcije Sledbenik daje spisak elemenata skupa
𝑆 ure�en rastu�e.

Uobiqajeno je da se vreme izvrxava�a skupovnih operacija izra�ava
preko broja elemenata skupa.

2.2 Stek i red

Stek i red su dinamiqki skupovi u kojima je predodre�en (predefinisan)
element koji se brixe (izbacuje) operacijom Izbaci. Kod steka, element
koji se brixe iz skupa je onaj koji je posled�i dodat: stek implementi-
ra last-in, first-out ili politiku LIFO. Sliqno, kod reda element koji
se brixe je uvek onaj koji je u skupu najdu�e: red implementira first-
in, first-out ili politiku FIFO. Pokaza�emo kako se ove dve strukture
podataka mogu implementirati korix�e�em niza.
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2.2.1 Stek

Operacija umeta�a u stek se uobiqajeno naziva Push, a operacija
izbaciva�a koja nema kao argument element koji treba izbaciti Pop.
Ovi nazivi su nastali u analogiji sa fiziqkim stekovima, kao xto su,
na primer, tacne u kafi�u nare�ane jedna na drugu ili gomila karata.
Redosled u kom se tacne uzimaju sa gomile je obrnut redosledu u kom su
stav	ane na gomilu, s obzirom na to da je dostupna samo tacna sa vrha.
Sliqno je i sa gomilom karata.

Kao xto se mo�e videti na slici 2.1, stek od 𝑛 elemenata mo�emo
implementirati korix�e�em niza 𝑆[1..𝑛]. Uz niz quva se i po	e 𝑣𝑟ℎ
(engl. 𝑡𝑜𝑝) koje indeksira najskorije umetnuti element. Stek se sastoji
od elemenata 𝑆[1..𝑣𝑟ℎ], pri qemu je 𝑆[1] element na dnu steka, a 𝑆[𝑣𝑟ℎ]
element sa vrha steka.

Slika 2.1: Implementacija steka preko niza. Elementi steka su obojeni
svetlo sivom bojom. (a) Stek ima 4 elementa. Element na vrhu je 9. (b) Stek
nakon poziva Push(𝑆,17) i Push(𝑆,3). (c) Stek nakon poziva Pop(𝑆) vra�a
element 3, koji je posled�i umetnut. Iako se element 3 i da	e nalazi u
nizu, on vixe nije na steku; na vrhu steka se sada nalazi element 17.

Kada je 𝑣𝑟ℎ = 0, stek ne sadr�i elemente i ka�emo da je prazan. Da li
je stek prazan mo�emo utvrditi korix�e�em operacije Stek prazan. Ako
pokuxamo da izbacimo element iz praznog steka, dolazi do grexke koja se
zove potkoraqe�e, xto prouzrokuje grexku. Ako 𝑣𝑟ℎ premaxi vrednost
𝑛, dolazi do prekoraqe�a (u implementaciji koja je data u pseudokodu,
nije uk	uqena provera prekoraqe�a steka).

Svaku od ovih operacija sa stekom mo�emo implementirati u samo
nekoliko linija koda:
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𝑆𝑡𝑒𝑘 𝑝𝑟𝑎𝑧𝑎𝑛(𝑆, 𝑣𝑟ℎ)
1 if 𝑣𝑟ℎ = 0 then
2 return 𝑇𝑅𝑈𝐸
3 else return 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸

𝑃𝑢𝑠ℎ(𝑆, 𝑣𝑟ℎ, 𝑥)
1 𝑣𝑟ℎ← 𝑣𝑟ℎ + 1
2 𝑆[𝑣𝑟ℎ]← 𝑥

𝑃𝑜𝑝(𝑆, 𝑣𝑟ℎ)
1 if 𝑆𝑡𝑒𝑘 𝑝𝑟𝑎𝑧𝑎𝑛(𝑆) then
2 error“𝑝𝑜𝑡𝑘𝑜𝑟𝑎𝑐𝑒𝑛𝑗𝑒′′

3 else
4 𝑣𝑟ℎ← 𝑣𝑟ℎ− 1
5 return 𝑆[𝑣𝑟ℎ + 1]

2.2.2 Red

Operaciju umeta�a u red zovemo Enqueue, a operaciju izbaciva�a iz
redaDequeue. Kao xto je sluqaj sa operacijom Pop kod steka, i operacija
Dequeue kao argument nema element koji se izbacuje. FIFO svojstvo reda
uzrokuje da se red ponaxa kao red muxterija koje qekaju u redu na kasi.
Red sadr�i poqetak, oznaqava�emo ga sa 𝑝𝑜𝑐 (engl. ℎ𝑒𝑎𝑑) i kraj, u oznaci
𝑘𝑟𝑎𝑗 (engl. 𝑡𝑎𝑖𝑙). Kada se element ume�e u red, on zauzima svoje mesto na
kraju reda, kao xto i nova muxterija staje na kraj reda. Element koji
se izbacuje iz reda je uvek onaj sa poqetka reda, kao xto je sluqaj i sa
muxterijom na poqetku reda koja je qekala najdu�e.

Na slici 2.2 prikazana je mogu�a implementacija reda od najvixe
𝑛− 1 elemenata korix�e�em niza 𝑄[1..𝑛]. Red ima po	e 𝑝𝑜𝑐 koje pokazuje
na poqetak reda. Po	e 𝑘𝑟𝑎𝑗 indeksira narednu poziciju na koju �e novi
element biti umetnut u red. Elementi reda se nalaze na pozicijama 𝑝𝑜𝑐, 𝑝𝑜𝑐+
1, . . . , 𝑘𝑟𝑎𝑗 − 1, pri qemu pozicije posmatramo cikliqno, tj. imamo \pre-
motava�e preko kraja niza" i pozicija 1 se nalazi odmah nakon pozicije
𝑛. Kada je 𝑝𝑜𝑐 = 𝑘𝑟𝑎𝑗, red je prazan. Na poqetku va�i da je 𝑝𝑜𝑐 = 𝑘𝑟𝑎𝑗 = 1.
Ako pokuxamo da izbacimo element iz praznog reda, dolazi do grexke
potkoraqe�a reda. Kada je 𝑝𝑜𝑐 = 𝑘𝑟𝑎𝑗 + 1 (kada je 𝑘𝑟𝑎𝑗 < 𝑛) odnosno ako je
𝑘𝑟𝑎𝑗 = 𝑛 i 𝑝𝑜𝑐 = 1, red je pun i ako pokuxamo da u tom momentu umetnemo
novi element, dolazi do grexke prekoraqe�e reda.

U pseudokodu procedura Enqueue i Dequeue koje slede, izostav	ena je
provera da li je doxlo do grexke zbog prekoraqe�a ili potkoraqe�a. U
pseudokodu se tako�e podrazumeva da je du�ina niza 𝑄 jednaka 𝑛.

𝐸𝑛𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒(𝑄, 𝑝𝑜𝑐, 𝑘𝑟𝑎𝑗, 𝑥)
1 𝑄[𝑘𝑟𝑎𝑗]← 𝑥
2 if 𝑘𝑟𝑎𝑗 = 𝑛 then
3 𝑘𝑟𝑎𝑗 ← 1
4 else 𝑘𝑟𝑎𝑗 ← 𝑘𝑟𝑎𝑗 + 1
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Slika 2.2: Implementacija reda preko niza 𝑄[1..12]. Elementi reda
obojeni su svetlo sivom bojom. (a) Red sadr�i 5 elementa, na
pozicijama 𝑄[7..11]. (b) Konfiguracija reda nakon poziva Enqueue(𝑄,17),
Enqueue(𝑄,3) i Enqueue(𝑄,5). (c) Konfiguracija reda nakon poziva
Dequeue(𝑄) vra�a vrednost k	uqa 15 koji se pre toga nalazio na poqetku
reda. Novi poqetak reda je element sa k	uqem 6.

𝐷𝑒𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒(𝑄, 𝑝𝑜𝑐, 𝑘𝑟𝑎𝑗)
1 𝑥← 𝑄[𝑝𝑜𝑐]
2 if 𝑝𝑜𝑐 = 𝑛 then
3 𝑝𝑜𝑐← 1
4 else
5 𝑝𝑜𝑐← 𝑝𝑜𝑐 + 1
6 return 𝑥

2.3 Povezane liste

Povezana lista je struktura podataka u kojoj su objekti ure�eni u linear-
nom poretku. Za razliku od niza u kom je linearni poredak odre�en nizom
indeksa, poredak u povezanim listama je odre�en pokazivaqem u svakom od
objekata. Povezane liste omogu�uju jednostavnu i fleksibilnu reprezen-
taciju dinamiqkog skupa i podr�avaju (ne nu�no efikasno) sve pomenute
operacije nad dinamiqkim skupovima.

Lista mo�e da ima nekoliko razliqitih formi. Mo�e biti jednostruko
ili dvostruko povezana, mo�e biti ure�ena (sortirana) ili ne, i mo�e
biti cirkularna ili ne. Ako je lista jednostruko povezana onda svaki
element liste ima pokazivaq na naredni element liste, dok kod dvostruko
povezane liste svaki element liste ima dva pokazivaqa { na naredni
element liste i na prethodni element liste. Ako je lista ure�ena, line-
arni poredak u listi odgovara linearnom poretku k	uqeva koji se quvaju
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kao elementi liste { u tom sluqaju je element sa minimalnom vrednox�u
k	uqa glava liste, a element sa maksimalnim k	uqem rep. Ako je lista
neure�ena, elementi se mogu javiti u proizvo	nom poretku. U cirku-
larnoj (kru�noj) listi, pokazivaq na prethodni element glave liste
pokazuje na rep liste, a pokazivaq na naredni element repa liste na
glavu liste. Cirkularnu listu mo�emo posmatrati kao prsten elemenata.
U nastavku teksta podrazumeva�emo da je lista sa kojom radimo neure�ena
i dvostruko povezana.

2.3.1 Dvostruko povezane liste

Kao xto je prikazano na slici 2.3, svaki element dvostruko povezane
liste 𝐿 je objekat sa po	em 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 i dva dodatna pokazivaqka po	a: 𝑛𝑎𝑟
(engl. 𝑛𝑒𝑥𝑡) koji pokazuje na naredni element liste i 𝑝𝑟𝑒𝑡 (engl. 𝑝𝑟𝑒𝑣)
koji pokazuje na prethodni element liste. Objekti, tako�e, mogu da sadr�e
i neke satelitske podatke. Za dati objekat 𝑥 u listi, 𝑥.𝑛𝑎𝑟 pokazuje na
sledbenika elementa 𝑥 u listi, a 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡 na �egovog prethodnika. Ako je
𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡 = NULL, element 𝑥 nema prethodnika i stoga je prvi element
liste ili glava liste. Ako je 𝑥.𝑛𝑎𝑟 = NULL, element 𝑥 nema sledbenika
i stoga je on posled�i element liste ili �en rep. Promen	iva 𝐿 pokazuje
na poqetak (prvi element) liste. Ukoliko je 𝐿 = NULL lista je prazna.

Slika 2.3: (a) Dvostruko povezana lista koja predstav	a dinamiqki skup
{1, 4, 9, 16}. Svaki element liste je objekat koji sadr�i po	a za k	uq
i pokazivaqe (prikazane strelicama) na naredni i prethodni element.
Po	e 𝑛𝑎𝑟 repa liste i po	e 𝑝𝑟𝑒𝑡 glave liste su NULL, xto je prikazano
kosom crtom. 𝐿 pokazuje na poqetak liste. (b) Nakon izvrxe�a operacije
List insert(𝐿,𝑥), gde je 𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 = 25, povezana lista ima novi element sa
vrednox�u k	uqa 25 kao novu glavu liste. Novi objekat pokazuje na staru
glavu sa vrednox�u k	uqa 9. (c) Rezultat operacije List delete(𝐿,𝑥), gde 𝑥
pokazuje na objekat sa vrednox�u k	uqa 4.

Pronala�e�e elementa u povezanoj listi Procedura List search(𝐿,𝑘)
tra�i prvi element liste 𝐿 sa vrednox�u k	uqa 𝑘 prostom linearnom
pretragom i vra�a pokazivaq na taj element. Ako se u listi ne nalazi
objekat qija je vrednost k	uqa 𝑘, procedura vra�a vrednost NULL.
Za povezanu listu datu na slici 2.3(a), poziv List search(𝐿,4) vra�a
pokazivaq na tre�i element liste, a poziv List search(𝐿,7) vra�a
vrednost NULL.
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𝐿𝑖𝑠𝑡 𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ(𝐿, 𝑘)
1 𝑥← 𝐿
2 while 𝑥 ̸= NULL and 𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 ̸= 𝑘 do
3 𝑥← 𝑥.𝑛𝑎𝑟
4 return 𝑥

Za listu od 𝑛 elemenata va�i da je vreme izvrxava�a ove operacije
u najgorem sluqaju 𝑂(𝑛), s obzirom na to da mo�e da se desi da treba
pretra�iti celu listu.

Umeta�e u povezanu listu Za dati element 𝑥 qija je vrednost k	uqa
ve� postav	ena, operacija List insert ume�e 𝑥 na poqetak liste, kao
xto je prikazano na slici 2.3(b).

𝐿𝑖𝑠𝑡 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡(𝐿, 𝑥)
1 𝑥.𝑛𝑎𝑟 ← 𝐿
2 if 𝐿 ̸= NULL then
3 𝐿.𝑝𝑟𝑒𝑡← 𝑥
4 𝐿← 𝑥
5 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡← NULL

Vreme izvrxava�a ove operacije za listu od 𝑛 elemenata je u najgorem
sluqaju 𝑂(1).

Slika 2.4: Umeta�e elementa u dvostruko povezanu listu

Brisa�e iz povezane liste Procedura List delete izbacuje element 𝑥
iz povezane liste 𝐿. Da bi se ova operacija izvrxila neophodno
je da je dat pokazivaq na element 𝑥; element 𝑥 se iz liste izbacuje
a�urira�em vrednosti pokazivaqa. Ako �elimo da iz liste izbacimo
element sa datom vrednox�u k	uqa, neophodno je da prvo pozovemo
proceduru List search da bismo dobili pokazivaq na �e	eni element.

𝐿𝑖𝑠𝑡 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒(𝐿, 𝑥)
1 if 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡 ̸= NULL then {nije prvi element liste}
2 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡.𝑛𝑎𝑟 ← 𝑥.𝑛𝑎𝑟
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3 else {prvi element liste}
4 𝐿← 𝑥.𝑛𝑎𝑟
5 if 𝑥.𝑛𝑎𝑟 ̸= NULL {nije posled�i element liste}
6 𝑥.𝑛𝑎𝑟.𝑝𝑟𝑒𝑡← 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡

Slika 2.5: Brisa�e elementa iz dvostruko povezane liste

Na slici 2.3(c) prikazano je kako se element izbacuje iz povezane
liste.

Procedura List delete se izvrxava u vremenu 𝑂(1). Ukoliko �elimo
da obrixemo element sa datom vrednox�u k	uqa, vreme izvrxava�a
je u najgorem sluqaju 𝑂(𝑛) jer prvo mora da se pozove procedura
List search da bi se pronaxao tra�eni element liste.

Kôd procedure List delete bio bi mnogo jednostavniji ukoliko bismo
ignorisali graniqne uslove za poqetak i kraj liste:

𝐿𝑖𝑠𝑡 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒′(𝐿, 𝑥)
1 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡.𝑛𝑎𝑟 ← 𝑥.𝑛𝑎𝑟
2 𝑥.𝑛𝑎𝑟.𝑝𝑟𝑒𝑡← 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡

2.3.2 Dvostruko povezane liste sa graniqnikom

Graniqnik (sentinel) je \vextaqki" objekat koji nam omogu�ava da
pojednostavimo graniqne uslove. Na primer, pretpostavimo da uz listu 𝐿
prosle�ujemo i objekat 𝐿.𝑛𝑖𝑙 koji zame�uje NULL , ali ima sve atribute
ostalih objekata u listi. Uvek kada imamo referencu na NULL u kodu
sa listama, zame�ujemo je referencom na graniqnik 𝐿.𝑛𝑖𝑙. Kao xto je
prikazano na slici 2.6 ova izmena transformixe standardnu dvostruko
povezanu listu u cirkularnu dvostruko povezanu listu sa graniq-
nikom, pri qemu se graniqnik 𝐿.𝑛𝑖𝑙 nalazi izme�u glave i repa. Pokazivaq
𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟 ukazuje na glavu liste, a 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑝𝑟𝑒𝑡 na rep liste. Sliqno, i
pokazivaq 𝑛𝑎𝑟 repa liste i pokazivaq 𝑝𝑟𝑒𝑡 glave liste ukazuju na 𝐿.𝑛𝑖𝑙.
S obzirom na to da 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟 ukazuje na glavu liste, mo�emo eliminisati
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Slika 2.6: Cirkularna, dvostruko povezana lista sa graniqnikom. (a)
Prazna lista (b) Povezana lista u kojoj glava ima vrednost k	uqa 9, a
rep 1. (c) Lista nakon dodava�a objekta sa k	uqem 25, novi objekat postaje
glava liste (d) Lista nakon brisa�a objekta sa k	uqem 1. Novi rep je
objekat sa k	uqem 4.

pokazivaq koji ukazuje na glavu liste, zamenom referenci na �ega refe-
rencom na 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟.

Na slici 2.6(a) prikazano je da prazna lista sadr�i samo graniqnik
i 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟 i 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑝𝑟𝑒𝑡 ukazuju na 𝐿.𝑛𝑖𝑙. Kôd procedure List-search ostaje
kao i pre, ali sa izme�enim referencama na NULL i 𝐿.

𝐿𝑖𝑠𝑡 𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ′(𝐿, 𝑘)
1 𝑥← 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟
2 while 𝑥 ̸= 𝐿.𝑛𝑖𝑙 and 𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 ̸= 𝑘 do
3 𝑥← 𝑥.𝑛𝑎𝑟
4 return 𝑥

Naredna procedura se koristi za umeta�e elementa na poqetak dvostruko
povezane listu sa graniqnikom:

𝐿𝑖𝑠𝑡 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡′(𝐿, 𝑥)
1 𝑥.𝑛𝑎𝑟 ← 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟
2 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟.𝑝𝑟𝑒𝑡← 𝑥
3 𝐿.𝑛𝑖𝑙.𝑛𝑎𝑟 ← 𝑥
4 𝑥.𝑝𝑟𝑒𝑡← 𝐿.𝑛𝑖𝑙

Na slici 2.6 primerima je ilustrovano dejstvo procedura List-insert’
i List-Delete’.

2.3.3 Cirkularne povezane liste

Postoje sluqajevi kada je problem koji rexavamo cirkularan i kada bi
bilo prirodnije iskoristiti cirkularne strukture podataka za �ihovo
predstav	a�e. Generalno, prednost jednostruko povezanih cirkularnih
lista je u tome xto se cela lista mo�e obi�i iz svakog elementa liste,
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dok kod necirkularnih listi iz elementa u sredini liste nije mogu�e
pristupiti elementima koji mu prethode. Prilikom implementacije ope-
racija sa dvostruko povezanim cirkularnim listama postoji ma�i broj
specijalnih sluqajeva (jer svi elementi imaju prethodnika i sledbenika).
Ipak, zavisno od implementacije, umeta�e na poqetak liste bi zahtevalo
pronala�e�e posled�eg elementa liste, a to mo�e biti skupo. Tako�e,
nala�e�e kraja liste je te�e i samim tim kontrola pet	e (jer ne postoji
NULL marker za oznaku poqetka i kraja liste).
Kod necirkularne liste obiqno imamo pokazivaq na prvi element liste.

Me�utim, kod cirkularne liste (posebno jednostruko povezane) ovakav
naqin implementacije nije najbo	e rexe�e. Razlog je slede�i: ukoliko
imamo pokazivaq na poqetak liste i ho�emo da umetnemo/obrixemo element
sa poqetka liste, morali bismo da pro�emo kroz celu listu da bismo
naxli posled�i element liste i da bismo na korektan naqin povezali
novu listu.

Jedna od stvari koju bismo mogli da uradimo jeste da dodamo i po-
kazivaq na posled�i element liste. Me�utim, na taj naqin je prilikom
izvrxava�a svake operacije nad listom potrebno voditi raquna o postav-
	a�u korektne vrednosti jox jednog atributa liste.

Druga ideja jeste da zaboravimo u potpunosti na pokazivaq na prvi
element liste i da samo quvamo pokazivaq na posled�i element liste,
jer ako znamo pokazivaq na posled�i element vrlo lako �emo odrediti i
pokazivaq na prvi (𝑝𝑜𝑐 = 𝑘𝑟𝑎𝑗.𝑛𝑎𝑟).

Tre�a mogu�nost jeste da postoji vode�i element (sliqno kao graniqnik
kod necirkularne liste) koji se postav	a kao prvi element cirkularne
liste. Ovaj element se od ostalih mo�e razlikovati bilo tako xto �e
imati neku specijalnu vrednost (npr. ako elementi liste imaju vrednosti
iz skupa pozitivnih brojeva, onda on mo�e imati vrednost -1) ili tako
xto se svakom elementu doda jedan fleg koji ima vrednost 1 ako je u pita�u
vode�i element, a 0 inaqe.

Slika 2.7: Primer dvostruko povezane liste sa vode�im elementom koja
sadr�i dva elementa.

2.4 Stabla

Nizovi i povezane liste odra�avaju samo redosled elemenata. Qesto je
potrebno predstaviti neku slo�eniju strukturu odnosa me�u elementima.
Stablo je hijerarhijska struktura, ali mo�e da poslu�i kao efikasna
struktura za neke operacije nad linearnim strukturama. U okviru ovog
poglav	a bavi�emo se samo hijerarhijskim ili korenskim stablom.
Korensko stablo qini skup elemenata koje �emo da	e zvati qvorovima i
skup grana koje povezuju qvorove na specifiqan naqin. Jedan izdvojeni
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qvor je koren stabla i on predstav	a vrh hijerarhije (videti primer
na slici 2.8). Koren je povezan sa drugim qvorovima i za �ih �emo re�i
da qine nivo 1 hijerarhije, qvorovi vezani za �ih (sem korena) qine nivo 2
hijerarhije itd. Sve veze su dakle izme�u qvorova i �ihovih (jedinstvenih)
rodite	a (zva�emo ga jox i prethodnik ili otac qvora); jedino koren
nema oca. Osnovna karakteristika stabla je da nema ciklusa, zbog qega
izme�u svaka dva qvora u stablu postoji jedinstveni put. Qvor stabla je
povezan sa ocem i nekoliko svojih sledbenika (sinova). Maksimalni
broj sinova qvora u grafu naziva se stepen stabla. Najqex�e se za sinove
svakog qvora definixe redosled, pa se sinovi mogu identifikovati svojim
rednim brojem. Stablo stepena dva naziva se binarno stablo. Svaki
qvor binarnog stabla mo�e da ima najvixe dva sina: levog i desnog. Qvor
koji nema dece nazivamo list, a qvor koji nije list unutrax�i qvor.
Visina stabla je najve�i nivo �egove hijerarhije, tj. to je maksimalno
rastoja�e izme�u qvora i korena (tj. broj grana na jedinstvenom putu od
korena do qvora). Svaki qvor ima k	uq koji uzima vrednost iz nekog
potpuno ure�enog skupa (npr. iz skupa celih ili realnih brojeva). Pret-
postav	a se da su k	uqevi jedinstveni. Svaki qvor mo�e da ima po	a sa
podacima qiji sadr�aj zavisi od primene stabla.
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Slika 2.8: Primer korenskog stabla.

U da	em tekstu vide�emo kako mo�emo predstaviti stablo, a zatim �e
biti reqi o binarnom stablu pretrage i hipu, kao primerima struktura
podataka koje su zasnovane na binarnom stablu.

2.4.1 Predstav	a�e stabla

U zavisnosti od toga da li se koriste pokazivaqi ili ne, predstava
stabla mo�e biti eksplicitna i implicitna. U eksplicitnoj predstavi
grane se predstav	aju pomo�u pokazivaqa, tj. qvor sa 𝑘 sinova se predstav	a
strukturom koja sadr�i niz od 𝑘 pokazivaqa (ponekad i dodatno pokazivaq
ka ocu). Zgodno je da svi qvorovi budu istog tipa tako da svaki qvor
sadr�i 𝑚 pokazivaqa, pri qemu je 𝑚 maksimalni broj dece nekog qvora,
tj. stepen stabla.

Stablo stepena ve�eg od 2 mogu�e je predstaviti korix�e�em samo 2
pokazivaqa po qvoru: prvi pokazuje na prvog sina, a drugi na narednog
brata. Drugim reqima, sinovi qvora predstav	eni su povezanom listom
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na koju pokazuje prvi pokazivaq u qvoru. Za poveziva�e elemenata liste
koriste se drugi pokazivaqi u qvorovima liste. Primer jedne ovakve
predstave dat je na slici 2.9.e
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Slika 2.9: Prikaziva�e nebinarnog stabla sa po najvixe dva pokazivaqa
po qvoru.

Kod implicitnog predstav	a�a stabla, ne koriste se pokazivaqi. Na-
ime, svi k	uqevi qvorova se smextaju u niz i veze me�u �ima proistiqu
iz �ihovog mesta u nizu. Najqex�e se radi na slede�i naqin: koren se
smexta na poziciju 𝐴[1], levi i desni sin na 𝐴[2] i 𝐴[3], itd. Redosled
kojim se qvorovi smextaju u niz ilustrovan je na slici 2.10.
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Slika 2.10: Implicitno predstav	a�e binarnog stabla. Broj uz qvor
oznaqava �egovu poziciju u nizu.

U nizu se qvorovi prikazuju u onom redosledu kojim se stablo obilazi
sleva udesno, nivo po nivo. Pritom se mora rezervisati prostor i za
qvorove stabla koji ne postoje. Mo�e se pokazati da ako je qvor smexten
na poziciju 𝐴[𝑖], onda se �egovi levi i desni sin nalaze na pozicijama
𝐴[2𝑖] i 𝐴[2𝑖 + 1]. Poka�imo matematiqkom indukcijom da ovo va�i:

baza indukcije: 𝑖 = 1, na poziciji 𝐴[1] nalazi se koren i �egov levi
i desni sin se nalaze na pozicijama 𝐴[2] i 𝐴[3] te tvr�e�e va�i za
𝑖 = 1

induktivni korak: pretpostavimo da tvr�e�e va�i za 𝑖 = 𝑘 i poka�imo
da va�i za 𝑖 = 𝑘+1. Iz induktivne hipoteze sledi da se sinovi qvora
𝐴[𝑘] nalaze na pozicijama 𝐴[2𝑘] i 𝐴[2𝑘 + 1]. Jasno je da se sinovi
qvora 𝐴[𝑘 + 1] nalaze odmah nakon sinova qvora 𝐴[𝑘] u implicitnoj
predstavi stabla, odnosno na pozicijama 𝐴[2𝑘 + 2] i 𝐴[2𝑘 + 3], tj. na
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pozicijama 𝐴[2(𝑘 + 1)] i 𝐴[2(𝑘 + 1) + 1], te smo dokazali da tvr�e�e
va�i za 𝑖 = 𝑘 + 1.

Ovaj naqin predstave je zgodan zbog svoje jednostavnosti i kompaktnosti.
Me�utim ako je stablo neuravnote�eno (tj. neki listovi su mnogo da	e od
korena od drugih), mora se rezervisati prostor za veliki broj nepostoje�ih
qvorova. Na primer, za stablo na slici 2.11, koje sa sastoji od 8 qvorova
potrebno je rezervisati niz du�ine 30.
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Slika 2.11: Primer neuravnote�enog stabla, za koje je implicitno
predstav	a�e neefikasno.

2.5 Hip

Hip je binarno stablo koje zadovo	ava uslov hipa: k	uq svakog qvora je
ve�i ili jednak od k	uqeva �egovih sinova. Iz tranzitivnosti relacije
≥ sledi da je k	uq svakog qvora ve�i ili jednak od k	uqeva svih �egovih
potomaka. Qesto se u literaturi ova realizacija hipa naziva i maks-hip,
dok se binarno stablo koje zadovo	ava uslov da je k	uq svakog qvora ma�i
ili jednak od k	uqeva �egovih sinova naziva min-hip.

Hip je struktura podataka korisna za realizaciju reda sa priori-
tetom. To je apstraktna struktura podataka za koju su definisane dve
operacije:

Umetni(𝑥) - umetni k	uq 𝑥 u strukturu

Izbaci() - izbaci najve�i k	uq iz strukture

Hip se mo�e realizovati implicitno ili eksplicitno predstav	enim
stablom. Ovde �e biti prikazana realizacija hipa na implicitno zadatom
stablu, jer se dve osnovne operacije mogu izvoditi na naqin koji obezbe�uje
da stablo uvek bude uravnote�eno. Dakle, smatra�emo da su k	uqevi qvo-
rova hipa smexteni u niz 𝐴[1..𝑘], pri qemu je 𝑘 gor�a granica za broj
elemenata hipa. Ako je 𝑛 teku�i broj elemenata hipa, onda se za smexta�e
elemenata hipa koriste lokacije u nizu 𝐴 sa indeksima od 1 do 𝑛.
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2.5.1 Ukla�a�e sa hipa elementa sa najve�im k	uqem

K	uq najve�eg elementa je 𝐴[1], pa ga je lako prona�i. Posle toga treba
transformisati preostali sadr�aj niza tako da predstav	a ispravan
hip. To se mo�e posti�i tako da se najpre 𝐴[𝑛] prekopira u koren (𝐴[1]←
𝐴[𝑛]) i 𝑛 sma�i za jedan. Oznaqimo sa 𝑥 ← 𝐴[1] novi k	uq korena, a sa
𝑦 ← max{𝐴[2], 𝐴[3]} ve�i od k	uqeva sinova korena. Podstabla sa korenima
u 𝐴[2] i 𝐴[3] su ispravni hipovi; ako je 𝑥 ≥ 𝑦 (odnosno 𝑥 ≥ 𝐴[2] i 𝑥 ≥ 𝐴[3]),
onda je kompletno stablo ispravan hip. U protivnom (ako je 𝑥 < 𝑦), posle
zamene mesta k	uqeva 𝑥 i 𝑦 u stablu (odnosno u nizu 𝐴), podstablo sa
neprome�enim korenom ostaje ispravan hip, a drugom podstablu je prome-
�en (sma�en!) k	uq u korenu. Na to drugo podstablo prime�uje se rekur-
zivno (indukcija) ista procedura koja je prime�ena na polazno stablo.
Induktivna hipoteza je da ako je posle 𝑖 koraka 𝑥 na poziciji 𝐴[𝑗], onda
samo podstablo sa korenom𝐴[𝑗] eventualno ne zadovo	ava uslov hipa. Da	e
se 𝑥 upore�uje sa 𝐴[2𝑗] i 𝐴[2𝑗+1] (ako postoje) i, ako 𝑥 nije ve�i ili jednak
od oba ova k	uqa, zame�uje mesto sa ve�im od �ih. Dakle, k	uq 𝑥 spuxta
se nani�e dotle dok ne dospe u list ili u koren nekog podstabla u kome
je ve�i ili jednak od k	uqeva oba sina. Ova operacija opisana je kodom
𝑆𝑘𝑖𝑛𝑖𝑀𝑎𝑥𝑆𝑎𝐻𝑖𝑝𝑎. Na slici 2.12 prikazan je primer ukla�a�a najve�eg
elementa iz hipa.
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Slika 2.12: Ukla�a�e najve�eg elementa sa hipa.

𝑆𝑘𝑖𝑛𝑖𝑀𝑎𝑥𝑆𝑎𝐻𝑖𝑝𝑎(𝐴,𝑛)
ulaz: 𝐴 - niz veliqine 𝑛 za smexta�e hipa
izlaz: 𝑉 𝑟ℎ ℎ𝑖𝑝𝑎 - najve�i element hipa,

𝐴 - novi hip, 𝑛 - nova veliqina hipa
1 if 𝑛 = 0 then
2 error “𝑝𝑜𝑡𝑘𝑜𝑟𝑎𝑐𝑒𝑛𝑗𝑒′′

3 else
4 𝑉 𝑟ℎ ℎ𝑖𝑝𝑎← 𝐴[1]
5 𝐴[1]← 𝐴[𝑛]
6 𝑛← 𝑛− 1
7 𝑂𝑡𝑎𝑐← 1
8 if 𝑛 > 1 then
9 𝑆𝑖𝑛← 2
10 while 𝑆𝑖𝑛 ≤ 𝑛 do
11 if 𝑆𝑖𝑛 + 1 ≤ 𝑛 and 𝐴[𝑆𝑖𝑛] < 𝐴[𝑆𝑖𝑛 + 1] then
12 𝑆𝑖𝑛← 𝑆𝑖𝑛 + 1
13 if 𝐴[𝑆𝑖𝑛] > 𝐴[𝑂𝑡𝑎𝑐]
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14 𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑖(𝐴[𝑂𝑡𝑎𝑐], 𝐴[𝑆𝑖𝑛])
15 𝑂𝑡𝑎𝑐← 𝑆𝑖𝑛
16 𝑆𝑖𝑛← 2 · 𝑆𝑖𝑛
17 else
18 𝑆𝑖𝑛← 𝑛 + 1 {da bi se iskoqilo iz pet	e}
19 return 𝑉 𝑟ℎ ℎ𝑖𝑝𝑎

2.5.2 Umeta�e novog elementa u hip

Operacija se izvodi na sliqan naqin kao i prethodna. Najpre se 𝑛
pove�a za jedan i na slobodnu poziciju 𝐴[𝑛] upixe se novi k	uq. Taj
k	uq upore�uje se sa k	uqem oca 𝐴[𝑖], gde je 𝑖 = ⌊𝑛/2⌋, pa ako je ve�i
od �ega, zame�uju im se mesta. Ova zamena mo�e samo da pove�a k	uq 𝐴[𝑖],
pa �e qvor sa k	uqem 𝐴[𝑖] biti koren ispravnog hipa. Mo�e se pokazati
da je taqna slede�a induktivna hipoteza: ako je umetnuti k	uq posle niza
premexta�a dospeo u elemenat 𝐴[𝑗], onda stablo sa korenom 𝐴[𝑗] jeste
ispravan hip, a ako se to podstablo ukloni, ostatak stabla zadovo	ava
uslov hipa. Proces se nastav	a premexta�em novog k	uqa navixe, sve dok
ne bude ma�i ili jednak od k	uqa oca ili dok ne do�e do korena | tada
kompletno stablo zadovo	ava uslov hipa; videti primer na slici 2.13.

m m m m
m m
m6

4 5

3 1 2 9 m mm mm mm m
m mm m
m m6 9

4 49 6

3 31 12 25 5

y




�

�

Slika 2.13: Umeta�e elementa u hip.

Broj upore�iva�a prilikom izvrxe�a obe operacije sa hipom je ograniqen
visinom stabla, odnosno sa𝑂(log 𝑛), xto znaqi da se one efikasno izvrxavaju.
Nedostatak hipa je u tome xto se ne mo�e efikasno prona�i zadati k	uq.

𝑈𝑝𝑖𝑠𝑈𝐻𝑖𝑝(𝐴,𝑛, 𝑥)
ulaz: 𝐴 - niz od 𝑛 k	uqeva hipa, 𝑥 - broj
izlaz: 𝐴 - novi hip, 𝑛 - nova veliqina hipa
1 𝑛← 𝑛 + 1 { pretpostavka je da novo 𝑛 nije ve�e od veliqine 𝐴 }
2 𝐴[𝑛]← 𝑥
3 𝑆𝑖𝑛← 𝑛
4 𝑂𝑡𝑎𝑐← 𝑛 div 2
5 while 𝑂𝑡𝑎𝑐 ≥ 1 do
6 if 𝐴[𝑂𝑡𝑎𝑐] < 𝐴[𝑆𝑖𝑛] then
7 𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑖(𝐴[𝑂𝑡𝑎𝑐], 𝐴[𝑆𝑖𝑛])
8 𝑆𝑖𝑛← 𝑂𝑡𝑎𝑐
9 𝑂𝑡𝑎𝑐← 𝑂𝑡𝑎𝑐div 2
10 else
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11 𝑂𝑡𝑎𝑐← 0 {za iskaka�e iz pet	e}

2.5.3 Min-maks hip

Nekada je potrebno obezbediti pristup i najma�em i najve�em elementu
u logaritamskom vremenu. Apstraktnu strukturu podataka koja podr�ava
pristup ovim operacijama nazivamo red sa prioritetom sa dva kraja.
Za realizaciju ove apstraktne strukture podataka mo�e se koristiti
struktura podataka koju nazivamo min-maks hip (eng. min-max heap).
Min-maks hip je binarno stablo koje kombinuje prednosti i min-hipa
i maks-hipa. Umeta�e elementa u min-maks hip i brisa�e minimalnog
i maksimalnog elementa mogu se izvesti u vremenu 𝑂(log 𝑛). Kao i kod
klasiqnog hipa, i ova vrsta hipa se najqex�e realizuje korix�e�em niza,
odnosno implicitno.

U min-maks hipu svaki qvor zadovo	ava naredni uslov: k	uq svakog
qvora na parnom nivou stabla je ma�i od k	uqeva svih �egovih potomaka,
a k	uq svakog qvora na neparnom nivou je ve�i od k	uqeva svih �egovih
potomaka u stablu (videti primer na slici 2.14). Podrazumevamo da je
koren na nivou 0. Posledica je da se u korenu nalazi najma�i element
stabla, dok je jedan od dva elementa na prvom nivou stabla najve�i element
u ovoj strukturi. Qesto umesto parnog nivoa ka�emo minimalni nivo, a
umesto neparnog ka�emo maksimalni nivo (u skladu sa uslovom koji va�i
na ovim nivoima).

Slika 2.14: Primer min-maks hipa

Kako se izvode osnovne operacije kod min-maks hipa? Umeta�e se, kao
i kod osnovnog hipa, vrxi tako xto se 𝑛 pove�a za jedan i novi element se
stav	a na mesto 𝐴[𝑛]. Ovim se mo�e naruxiti neki od �e	enih odnosa u
hipu te je hip potrebno preurediti. Dodava�em novog elemetna mogu�e je
naruxiti samo odnose qvorova koji se nalaze na putu od korena stabla do
oca novododatog elementa. Razlikujemo dva sluqaja u zavisnosti od toga
da li se element dodaje na parni ili neparni nivo:

∙ ukoliko se novi element 𝐴[𝑛] nalazi na minimalnom nivou, onda se
�egova vrednost upore�uje sa vrednox�u �egovog oca 𝐴[𝑛/2]

{ ako je 𝐴[𝑛/2] < 𝐴[𝑛] onda se ta dva elementa zame�uju, a zatim se
poqev od qvora𝐴[𝑛/2] prolazi unazad ka korenu kroz maksimalne
nivoe i vrxi preure�e�e hipa ukoliko je naruxen uslov hipa;
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{ ako je 𝐴[𝑛/2] > 𝐴[𝑛] onda se poqev od qvora 𝐴[𝑛] prolazi unazad
ka korenu kroz minimalne nivoe i hip se preure�uje, ukoliko je
potrebno

∙ ukoliko se novi element 𝐴[𝑛] nalazi na maksimalnom nivou, onda se
�egova vrednost upore�uje sa vrednox�u �egovog ova 𝐴[𝑛/2]

{ ako je 𝐴[𝑛/2] > 𝐴[𝑛] onda se ta dva elementa zame�uju, a zatim se
poqev od qvora 𝐴[𝑛/2] prolazi unazad ka korenu kroz minimalne
nivoe i hip se preure�uje ukoliko je potrebno;

{ ako je 𝐴[𝑛/2] < 𝐴[𝑛] onda se poqev od qvora 𝐴[𝑛] prolazi unazad
ka korenu kroz maksimalne nivoe i hip se preure�uje, ukoliko
je potrebno.

Slika 2.15: Min-maks hip sa slike 2.14 nakon dodava�a elementa 2

Preure�iva�e samo maksimalnih, odnosno samo minimalnih nivoa radi
se isto kao i u standardnom hipu, samo xto za svaki qvor gledamo �egovog
dedu (oca �egovog oca), umesto oca.

Brisa�e minimalnog, odnosno maksimalnog elementa izvodi se sliqno
kao i kod standardnog hipa. �e	eni element se izbacuje iz hipa, a na
�egovo mesto se dovodi posled�i element u hipu, a zatim je potrebno
izvrxiti neka preure�e�a hipa koja zavise od toga da li se izbacuje
minimalni ili maksimalni element hipa.

∙ Ukoliko brixemo minimalni element onda se pronalazi najma�i
me�u �egovim sinovima i unucima (neophodno je razmatrati i sinove
razmatranog qvora jer u podstablu ne moraju postojati svi unuci i
mo�e se desiti da neki sin ima vrednost koja je ma�a od svih unuka
tog qvora): ako je minimalni me�u �ima unuk i ako je on ma�i od
posmatranog elementa, razme�uje im se mesto i proverava da li se
tim naruxio odnos oca tog unuka i unuka (ako jeste razme�uju im se
mesta) i nastav	a se nadole po minimalnim nivoima; ako je najma�i
qvor sin i on je ve�i od teku�eg qvora, onda im se samo razme�uju
mesta.

∙ Brisa�e maksimalnog elementa se izvodi na analogan naqin.
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2.6 Binarno stablo pretrage (ure�eno binarno stablo)

Svaki qvor binarnog stabla ima najvixe dva sina, pa se mo�e fiksirati
neko preslikava�e skupa �egovih sinova u skup {levi, desni}. Ovo pre-
slikava�e mo�e se iskoristiti pri iscrtava�u stabla u ravni: levi sin
crta se levo, a desni sin desno od oca; svi qvorovi iste generacije (nivoa)
crtaju se na istoj horizontalnoj pravoj, ispod prave na kojoj su qvorovi
prethodne generacije. Levom, odnosno desnom sinu korena stabla odgovara
levo, odnosno desno podstablo.

U binarnom stablu pretrage (BSP, eng. Binary Search Tree, tj. bi-
narnom stablu koje omogu�uje pretra�iva�e), odnosno ure�enom binar-
nom stablu, k	uq svakog qvora ve�i je od k	uqeva svih qvorova levog
podstabla, a ma�i od k	uqeva svih qvorova desnog podstabla (videti
sliku 2.17). Pretpostav	amo zbog jednostavnosti da su k	uqevi svih qvo-
rova razliqiti. BSP omogu�uje efikasno izvrxava�e slede�e tri opera-
cije:

∙ Nadji(𝑥) { na�i elemenat sa k	uqem 𝑥 u strukturi, ili ustanovi da
ga tamo nema (pretpostav	a se da se svaki k	uq u strukturi nalazi
najvixe jednom);

∙ Umetni(𝑥) { umetni k	uq 𝑥 u strukturu, ako on ve� nije u �oj; u
protivnom ova operacija nema efekta, i

∙ Ukloni(𝑥) { ako u strukturi podataka postoji elemenat sa k	uqem
𝑥, ukloni ga.

Kao xto smo ve� pomenuli, apstraktna struktura podataka sa ovim ope-
racijama zove se reqnik. Za �enu realizaciju mo�e se iskoristiti BSP.
Zbog va�nosti dinamiqkih ubaciva�a i brisa�a elemenata iz reqnika,
i da se ne bi morala unapred zadavati gor�a granica za broj elemenata,
smatra�emo da je odgovaraju�e stablo predstav	eno eksplicitno. Svaki
qvor stabla je struktura sa bar tri po	a: 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐, 𝑙𝑒𝑣𝑖 i 𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖. Drugo,
odnosno tre�e po	e su pokazivaqi ka drugim qvorovima, ili NULL (ako
qvor nema levog, odnosno desnog sina). BSP je komplikovanija struktura
podataka od hipa: kod hipa se pristupa samo listovima, dok se u BSP
svaki qvor mo�e izbaciti.

2.6.1 Nala�e�e k	uqa u BSP

Ovo je operacija po kojoj je struktura podataka binarno stablo pretrage
dobila ime. Potrebno je prona�i u stablu elemenat sa zadatim k	uqem 𝑥.
Broj 𝑥 upore�uje se sa k	uqem 𝑟 korena BSP. Ako je 𝑥 = 𝑟 onda je tra�e�e
zavrxeno. Ako je pak 𝑥 < 𝑟 (odnosno 𝑥 > 𝑟) onda se tra�e�e rekurzivno
nastav	a u levom (odnosno desnom) podstablu. Ovim se u stvari polovi
interval indeksa k	uqeva.

𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑢 𝐵𝑆𝑃 (𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛, 𝑥)
ulaz: 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 - pokazivaq na koren BSP, 𝑥 - broj
izlaz: 𝑐𝑣𝑜𝑟 - pokazivaq na qvor koji sadr�i broj 𝑥

ili NULL ukoliko takvog qvora nema
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1 if 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 = NULL or 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 = 𝑥 then
2 𝑐𝑣𝑜𝑟 ← 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛
3 else
4 if 𝑥 < 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑢 𝐵𝑆𝑃 (𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛.𝑙𝑒𝑣𝑖, 𝑥)
5 else 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑢 𝐵𝑆𝑃 (𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖, 𝑥)

2.6.2 Umeta�e u BSP

Umeta�e u BSP je tako�e jednostavna operacija. K	uq 𝑥 koji treba
umetnuti najpre se tra�i u BSP; ako se prona�e, umeta�e je zavrxeno;
pretpostavka je da se u reqniku ne quvaju ponov	ene kopije istih elemenata.
Ako se 𝑥 ne prona�e u BSP, onda se prilikom tra�e�a doxlo do lista,
ili do qvora bez jednog sina, upravo sa one strane gde treba umetnuti
novi qvor. Tada se 𝑥 ume�e kao levi, odnosno desni sin tog qvora | ako
je ma�i, odnosno ve�i od k	uqa tog qvora.

𝑈𝑚𝑒𝑡𝑛𝑖 𝑢 𝐵𝑆𝑃 (𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛, 𝑥)
ulaz: 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 - pokazivaq na koren BSP, 𝑥 - broj
izlaz: U BSP se ume�e qvor sa k	uqem 𝑥 na koga pokazuje pokazivaq 𝑠𝑖𝑛;

ako ve� postoji qvor sa k	uqem 𝑥, onda je 𝑠𝑖𝑛 = NULL
1 if 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 = NULL then
2 kreiraj novi qvor na koga pokazuje 𝑠𝑖𝑛
3 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛← 𝑠𝑖𝑛
4 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐← 𝑥
5 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛.𝑙𝑒𝑣𝑖← NULL
6 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖← NULL
7 else
8 𝑐𝑣𝑜𝑟 ← 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 { teku�i qvor u stablu}
9 𝑠𝑖𝑛← 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 { postav	a se na vrednost razliqitu od NULL }
10 while 𝑐𝑣𝑜𝑟 ̸= NULL and 𝑠𝑖𝑛 ̸= NULL do
11 if 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 = 𝑥 then 𝑠𝑖𝑛← 𝑁𝑈𝐿𝐿
12 else { silazak niz stablo za jedan nivo}
13 𝑜𝑡𝑎𝑐← 𝑐𝑣𝑜𝑟
14 if 𝑥 < 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then 𝑐𝑣𝑜𝑟 ← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑙𝑒𝑣𝑖
15 else 𝑐𝑣𝑜𝑟 ← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖
16 if 𝑠𝑖𝑛 ̸= NULL then { novi qvor je sin qvora 𝑜𝑡𝑎𝑐 }
17 kreiraj novi qvor na koga pokazuje 𝑠𝑖𝑛
18 𝑠𝑖𝑛.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐← 𝑥
19 𝑠𝑖𝑛.𝑙𝑒𝑣𝑖← NULL
20 𝑠𝑖𝑛.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖← NULL
21 if 𝑥 < 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑙𝑒𝑣𝑖← 𝑠𝑖𝑛
22 else 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖← 𝑠𝑖𝑛

2.6.3 Brisa�e iz BSP

Brisa�e qvora iz BSP kome je k	uq jednak zadatom broju tako�e poqi�e
tra�e�em k	uqa u stablu i nexto je komplikovanija operacija od pret-
hodnih. Najjednostavnije je obrisati list: pokazivaq na �ega u �egovom
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ocu postav	a se na NULL . Na sliqan naqin lako je obrisati unutrax�i
qvor sa samo jednim sinom: taj qvor se ukla�a, a podstablo sa korenom
u �egovom sinu se podi�e za jedan nivo tako da mu koren bude na mestu
obrisanog qvora. Ako treba ukloniti unutrax�i qvor 𝐵 sa oba sina, mo�e
se najpre u levom podstablu qvora 𝐵 prona�i "najdesniji" qvor 𝑥, odnosno
qvor sa najve�im k	uqem (videti ilustraciju na slici 2.16); polaze�i od
korena tog podstabla prelazi se dokle god je to mogu�e iz qvora u �egovog
desnog sina; na kraju tog puta dolazi se do qvora 𝑥. K	uq qvora 𝑥 kopira
se u k	uq 𝐵, a qvor 𝑥 ukla�a se na ve� opisani naqin jer je on list ili
qvor sa samo jednim sinom. Posle ove operacije BSP ostaje konzistentno:
k	uq 𝑥 ve�i je od k	uqeva svih qvorova u levom podstablu ispod svoje nove
lokacije. Qvor 𝑥 zove se prethodnik qvora 𝐵 u stablu. Isti rezultat
mo�e se posti�i pomo�u "najlevijeg" qvora u desnom podstablu qvora 𝐵,
�egovog sledbenika.

𝑈𝑘𝑙𝑜𝑛𝑖 𝑖𝑧 𝐵𝑆𝑃 (𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛, 𝑥)
ulaz: 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 - pokazivaq na koren BSP, 𝑥 - broj
izlaz: pokazivaq na koren prome�enog stabla
1 {prva faza: tra�e�e qvora sa k	uqem 𝑥}
2 𝑐𝑣𝑜𝑟 ← 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛
3 while 𝑐𝑣𝑜𝑟 ̸= NULL and 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 ̸= 𝑥 do
4 𝑜𝑡𝑎𝑐← 𝑐𝑣𝑜𝑟
5 if 𝑥 < 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then 𝑐𝑣𝑜𝑟 ← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑙𝑒𝑣𝑖
6 else 𝑐𝑣𝑜𝑟 ← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖
7 if 𝑐𝑣𝑜𝑟 = NULL then
8 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡(\𝑥 nije u BSP")
9 ℎ𝑎𝑙𝑡
10 {brisa�e na�enog qvora 𝑐𝑣𝑜𝑟 ili �egovog prethodnika}
11 if 𝑐𝑣𝑜𝑟 ̸= 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 then
12 if 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑙𝑒𝑣𝑖 = NULL then
13 if 𝑥 ≤ 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then
14 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑙𝑒𝑣𝑖← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖
15 else 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖
16 else if 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖 = NULL then
17 if 𝑥 ≤ 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then
18 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑙𝑒𝑣𝑖← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑙𝑒𝑣𝑖
19 else 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑙𝑒𝑣𝑖
20 else { sluqaj sa dva sina }
21 𝑐𝑣𝑜𝑟1← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑙𝑒𝑣𝑖
22 𝑜𝑡𝑎𝑐1← 𝑐𝑣𝑜𝑟
23 while 𝑐𝑣𝑜𝑟1.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖 ̸= NULL do
24 𝑜𝑡𝑎𝑐1← 𝑐𝑣𝑜𝑟1
25 𝑐𝑣𝑜𝑟1← 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖
26 {a sada ide brisa�e, 𝑐𝑣𝑜𝑟1 je prethodnik qvora 𝑐𝑣𝑜𝑟}
27 𝑐𝑣𝑜𝑟.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐← 𝑐𝑣𝑜𝑟1.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐
28 if 𝑜𝑡𝑎𝑐1 = 𝑐𝑣𝑜𝑟 then
29 𝑜𝑡𝑎𝑐1.𝑙𝑒𝑣𝑖← 𝑐𝑣𝑜𝑟1.𝑙𝑒𝑣𝑖 {𝑐𝑣𝑜𝑟1 je levi sin qvora 𝑜𝑡𝑎𝑐1}
30 else
31 𝑜𝑡𝑎𝑐1.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖← 𝑐𝑣𝑜𝑟1.𝑙𝑒𝑣𝑖 {𝑐𝑣𝑜𝑟1 je desni sin qvora 𝑜𝑡𝑎𝑐1}
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Slika 2.16: Brisa�e elementa binarnog stabla pretrage.

Operacija sledbenik definisana je i ako dati qvor 𝑥 nema desnog sina.
U tom sluqaju 𝑥 ima najve�i k	uq u podstablu sa taqno odre�enim korenom
𝑦; tada je otac qvora 𝑦 sledbenik qvora 𝑥. Naravno, ako je qvor 𝑦 koren
stabla, sledbenik ne postoji (videti primere na slici 2.17). Prema tome,
operacija sledbenik mo�e se opisati slede�im kôdom (analognim kôdom
mo�e se opisati operacija prethodnik).

𝑆𝑙𝑒𝑑𝑏𝑒𝑛𝑖𝑘(𝑥)
ulaz: 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛 - pokazivaq na koren stabla,

𝑥 - pokazivaq na qvor stabla qijeg sledbenika tra�imo
izlaz: 𝑦 - pokazivaq na sledbenika qvora 𝑥

ili NULL ukoliko takvog qvora nema
1 if 𝑥.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖 ̸= NULL then return 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝑥.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖)
2 𝑜𝑡𝑎𝑐← 𝑘𝑜𝑟𝑒𝑛
3 𝑠𝑙𝑒𝑑← NULL
4 while 𝑜𝑡𝑎𝑐 ̸= NULL
5 if 𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 < 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐
6 𝑠𝑙𝑒𝑑← 𝑜𝑡𝑎𝑐
7 𝑜𝑡𝑎𝑐← 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑙𝑒𝑣𝑖
8 elseif 𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 > 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐
9 𝑜𝑡𝑎𝑐← 𝑜𝑡𝑎𝑐.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖
10 else
11 break
12 return 𝑠𝑙𝑒𝑑

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝑥)
ulaz: 𝑥 - koren binarnog stabla pretrage
izlaz: 𝑥 - pokazivaq na minimalni element datog binarnog stabla pretrage
1 while 𝑥.𝑙𝑒𝑣𝑖 ̸= NULL
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2 𝑥← 𝑥.𝑙𝑒𝑣𝑖
3 return 𝑥

Operacija𝑀𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚(𝑥) za pronala�e�e maksimalnog elementa binarnog
stabla pretrage sa datim korenom mo�e se opisati analognim kôdom.

Slika 2.17: Sledbenik qvora sa k	uqem 15 je qvor sa k	uqem 17 jer je on
minimalni k	uq u desnom podstablu stabla sa korenom 15. Qvor sa k	uqem
13 nema desno podstablo pa je �egov k	uq najve�i od k	uqeva u podstablu
sa korenom u qvoru 𝑦 sa k	uqem 6, a sledbenik je otac qvora 𝑦, sa k	uqem
15. Qvor sa k	uqem 20 nema sledbenika u stablu.

Struktura binarnog stabla pretrage omogu�ava pronala�e�e sledbe-
nika (prethodnika) qvora bez ikakvog pore�e�a k	uqeva ukoliko je uz
qvor dat pokazivaq 𝑜𝑡𝑎𝑐. Naredna procedura vra�a sledbenika qvora 𝑥 u
BSP ako postoji, odnosno NULL ako je 𝑥 qvor sa najve�om vrednox�u u
stablu.

𝑆𝑙𝑒𝑑𝑏𝑒𝑛𝑖𝑘′(𝑥)
ulaz: 𝑥 - pokazivaq na qvor stabla qijeg sledbenika tra�imo
izlaz: 𝑦 - pokazivaq na qvor koji sadr�i sledbenika

ili NULL ukoliko takvog qvora nema
1 if 𝑥.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖 ̸= NULL then return 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝑥.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖)
2 𝑦 ← 𝑥.𝑜𝑡𝑎𝑐
3 while 𝑦 ̸= NULL and 𝑥 = 𝑦.𝑑𝑒𝑠𝑛𝑖
4 𝑥← 𝑦
5 𝑦 ← 𝑦.𝑜𝑡𝑎𝑐
6 return 𝑦

2.6.4 Slo�enost operacija nad BSP

Za sve tri razmatrane operacije vreme izvrxe�a zavisi od oblika
stabla i polo�aja qvora na kome se vrxi intervencija | u najgorem
sluqaju se tra�e�e zavrxava u listu stabla. Prilikom brisa�a k	uqa u
qvoru sa oba sina, nastav	a se sa spuxta�em nani�e, ali je i u tom sluqaju
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ukupan put koji se prelazi ma�i od visine stabla. Sve ostalo zahteva samo
konstantan broj elementarnih operacija (na primer, stvarno upisiva�e
k	uqa ili zamena k	uqeva pri brisa�u). Dakle, u najgorem sluqaju je
slo�enost proporcionalna visini stabla. Ako je stablo sa 𝑛 qvorova u
razumnoj meri uravnote�eno, onda je �egova visina proporcionalna sa
log2 𝑛, pa se sve tri operacije efikasno izvrxavaju. Problem nastaje ako
stablo nije uravnote�eno | na primer, stablo koje se dobija umeta�em
rastu�eg niza k	uqeva ima visinu 𝑂(𝑛)! Ako se stablo dobija umeta�em 𝑛
k	uqeva u sluqajno izabranom poretku, onda je oqekivana visina stabla
2 ln𝑛, pa su operacije tra�e�a i umeta�a efikasne. Stabla sa dugaqkim
putevima mogu da nastanu kao rezultat umeta�a u ure�enom ili skoro
ure�enom redosledu. Brisa�a mogu da izazovu probleme qak i ako se izvode
u sluqajnom redosledu: razlog tome je asimetrija do koje dolazi ako se uvek
koristi prethodnik za zamenu obrisanog qvora. Posle qestih brisa�a i
umeta�a, stablo mo�e da dostigne visinu 𝑂(

√
𝑛), qak i u kod sluqajnih

umeta�a i brisa�a. Asimetrija se mo�e sma�iti ako se za zamenu obrisanog
qvora naizmeniqno koriste prethodnik i sledbenik.

Na sre�u, postoji naqin da se izbegnu dugaqki putevi u BSP. Jedan
takav metod je korix�e�e AVL stabala, koja su podvrsta binarnih stabala
pretrage.

2.7 AVL stabla

AVL stabla (koja su ime dobila po autorima, Adel~son{Vel~ski� i
Landis, 1962.) su struktura podataka koja garantuje da slo�enost ni jedne
od operacija tra�e�a, umeta�a i brisa�a u najgorem sluqaju nije ve�a
od 𝑂(log 𝑛), gde je 𝑛 broj elemenata. Ideja je ulo�iti dopunski napor da
se posle svake operacije stablo uravnote�i, tako da visina stabla uvek
bude 𝑂(log 𝑛). Pri tome se uravnote�enost stabla definixe tako da se
mo�e lako odr�avati. Preciznije, AVL stablo se definixe kao binarno
stablo pretrage kod koga je za svaki qvor apsolutna vrednost razlike
visina levog i desnog podstabla ma�a ili jednaka od jedan (videti primer
na slici 2.18).

Slika 2.18: Primer AVL stabla.
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Kao xto pokazuje slede�a teorema, visina AVL stabla je 𝑂(log 𝑛).

Teorema 1. Za AVL stablo sa 𝑛 unutrax�ih qvorova visina ℎ zadovo	ava
uslov ℎ < 1.4405 log2(𝑛 + 2)− 0.327.

Dokaz. Neka je 𝑇ℎ AVL stablo visine ℎ ≥ 0 sa najma�im mogu�im brojem
qvorova. Stablo 𝑇0 sadr�i samo koren, a stablo 𝑇1 koren i jednog sina,
recimo desnog. Za ℎ ≥ 2 stablo 𝑇ℎ mo�e se formirati na slede�i naqin:
�egovo podstablo ma�e visine ℎ − 2 tako�e treba da bude AVL stablo sa
minimalnim brojem qvorova, dakle 𝑇ℎ−2; sliqno, �egovo drugo podstablo
treba da bude 𝑇ℎ−1. Stabla opisana ovakvom "diferencnom jednaqinom"
zovu se Fibonaqijeva stabla. Nekoliko prvih Fibonaqijevih stabala,
takvih da je u svakom unutrax�em qvoru visina levog podstabla ma�a,
prikazano je na slici 2.19. Oznaqimo sa 𝑛ℎ minimalni broj unutrax�ih
qvorova AVL stabla visine ℎ, tj. broj unutrax�ih qvorova stabla 𝑇ℎ;
𝑛0 = 0, 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2, 𝑛3 = 4, . . .. Po definiciji Fibonaqijevih stabala
je 𝑛ℎ = 𝑛ℎ−1 + 𝑛ℎ−2 + 1, odnosno 𝑛ℎ + 1 = (𝑛ℎ−1 + 1) + (𝑛ℎ−2 + 1), za
ℎ ≥ 2. Vidimo da brojevi 𝑛ℎ + 1 zadovo	avaju istu diferencnu jednaqinu
kao i Fibonaqijevi brojevi 𝐹ℎ (𝐹ℎ+2 = 𝐹ℎ+1 + 𝐹ℎ za ℎ ≥ 1; 𝐹1 = 𝐹2 = 1).
Uzimaju�i u obzir i prve qlanove niza, indukcijom se neposredno pokazuje
da va�i 𝑛ℎ + 1 = 𝐹ℎ+2. Prema tome, za broj 𝑛 unutrax�ih qvorova AVL
stabla visine ℎ va�i nejednakost

𝑛 ≥ 𝐹ℎ+2 − 1.

Polaze�i od izraza za opxti qlan Fibonaqijevog niza (videti primer u
delu o rexava�u linearnih diferencnih jednaqina)

𝐹ℎ =
1√
5

(︂
1 +
√

5

2

)︂ℎ

− 1√
5

(︂
1−
√

5

2

)︂ℎ

i veze
1−
√

5

2
= − 1

1+
√
5

2

dobijamo

𝑛 ≥ 1√
5

(︂
𝛼ℎ+2 −

(︂
− 1

𝛼

)︂ℎ+2)︂
− 1 >

1√
5
𝛼ℎ+2 − 2,

gde je sa 𝛼 = (
√

5+1)/2 oznaqen pozitivan koren karakteristiqne jednaqine
𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 linearne diferencne jednaqine 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2. Ova
nejednakost ekvivalentna je sa

ℎ <
1

log2 𝛼
log2(𝑛 + 2)−

(︂
2− log2 5

2 log2 𝛼

)︂
,

qime je teorema dokazana, jer je 1/ log2 𝛼 ≃ 1.44042 i log2 5/(2 log2 𝛼) ≃
0.3277.

Ostaje jox da vidimo kako se posle umeta�a, odnosno brisa�a elementa
iz AVL stabla, mo�e intervenisati tako da rezultat i da	e bude AVL
stablo.
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Slika 2.19: Fibonaqijeva stabla 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2 i 𝑇3.

Prilikom umeta�a novog broja u AVL stablo postupa se najpre na
naqin uobiqajen za binarno stablo pretrage: pronalazi se mesto qvoru, pa
se u stablo dodaje novi qvor sa k	uqem jednakim zadatom broju. Qvorovima
na putu koji se tom prilikom prelaze odgovaraju razlike visina levog
i desnog podstabla (faktori ravnote�e) iz skupa {0,±1}. Posebno je
interesantan posled�i qvor na tom putu koji ima faktor ravnote�e
razliqit od nule, tzv. kritiqni qvor. Ispostav	a se da je prilikom
umeta�a broja u AVL stablo dovo	no uravnote�iti podstablo sa korenom
u kritiqnom qvoru - u to �emo se uveriti kada vidimo deta	e postupka
uravnote�ava�a.

Pretpostavimo da je faktor ravnote�e u kritiqnom qvoru jednak 1.
Novi qvor mo�e da zavrxi u:

∙ desnom podstablu { u tom sluqaju podstablo kome je koren kritiqni
qvor ostaje AVL

∙ levom podstablu { u tom sluqaju stablo prestaje da bude AVL i
potrebno je intervenisati. Prema tome da li je novi qvor dodat
levom ili desnom podstablu levog podstabla, razlikujemo dva sluqaja,
videti sliku 2.20.

{ U prvom sluqaju se na stablo prime�uje rotacija: koren levog
podstabla𝐵 (videti sliku 2.21) podi�e se i postaje koren podstabla
(kome je koren bio kritiqan qvor), a ostatak stabla preure�uje
se tako da stablo i da	e ostane BSP. Stablo 𝑇1 se "podi�e" za
jedan nivo ostaju�i i da	e levo podstablo qvora 𝐵; stablo 𝑇2

ostaje na istom nivou, ali umesto desnog podstabla 𝐵 postaje
levo podstablo 𝐴; desno podstablo 𝐴 spuxta se za jedan nivo.
Poxto je 𝐴 kritiqan qvor, faktor ravnote�e qvora 𝐵 je 0, pa
stabla 𝑇1 i 𝑇2 imaju istu visinu. Stabla 𝑇3 i 𝑇4 ne moraju
imati istu visinu, jer qvor 𝐶 nije na putu od kritiqnog qvora
do mesta umeta�a (slika 2.21).

{ Drugi sluqaj je komplikovaniji; tada se stablo mo�e uravnote�iti
dvostrukom rotacijom, videti sliku 2.22. Novi qvor podstabla
umesto kritiqnog qvora postaje desni sin levog sina kritiqnog
qvora.

Zapa�amo da u oba sluqaja visina podstabla kome je koren kritiqni
qvor posle uravnote�ava�a ostaje neprome�ena. Uravnote�ava�e pod-
stabla kome je koren kritiqan qvor zbog toga ne utiqe na ostatak stabla.
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Slika 2.20: Umeta�a koja remete AVL svojstvo stabla.
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Slika 2.21: Uravnote�ava�e AVL{stabla posle umeta�a | rotacija.
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Slika 2.22: Uravnote�ava�e AVL{stabla posle umeta�a | dvostruka
rotacija.
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Uz svaki qvor stabla quva se �egov faktor ravnote�e, jednak razlici
visina �egovog levog i desnog podstabla; za AVL stablo su te razlike
elementi skupa {−1, 0, 1}. Uravnote�ava�e postaje neophodno ako je faktor
nekog qvora±1, a novi qvor se ume�e na "pogrexnu" stranu. Posle uravnote�ava�a
visine iznad kritiqnog qvora ostaju neprome�ene. Kompletan postupak
umeta�a sa uravnote�ava�em dakle izgleda ovako: idu�i nani�e prilikom
umeta�a pamti se posled�i qvor sa faktorom razliqitim od nule; kad
se do�e do mesta umeta�a, ustanov	ava se da li je umeta�e na "dobroj"
ili "pogrexnoj" strani u odnosu na kritiqan qvor, a onda se jox jednom
prolazi put unazad do kritiqnog qvora, poprav	aju se faktori ravnote�e
i izvrxavaju eventualne rotacije.

Brisa�e je komplikovanije, kao i kod obiqnog BSP. U opxtem sluqaju
se uravnote�ava�e ne mo�e izvesti pomo�u samo jedne ili dve rotacije.
Na primer, da bi se Fibonaqijevo stablo 𝐹ℎ sa 𝑛 qvorova uravnote�ilo
posle brisa�a "loxe" izabranog qvora, potrebno je izvrxiti ℎ−2, odnosno
𝑂(log 𝑛) rotacija (videti sliku 2.23 za ℎ = 4). U opxtem sluqaju je granica
za potreban broj rotacija 𝑂(log 𝑛), Na sre�u, svaka rotacija zahteva kon-
stantni broj koraka, pa je vreme izvrxava�a brisa�a tako�e ograniqeno
odozgo sa 𝑂(log 𝑛). Na ovom mestu preskoqi�emo deta	e.
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Slika 2.23: Uravnote�ava�e Fibonaqijevog stabla 𝑇4 posle brisa�a
qvora, pomo�u dve rotacije.

AVL stablo je efikasna struktura podataka. Qak i u najgorem sluqaju
AVL stabla zahtevaju najvixe za 45% vixe upore�iva�a od optimalnih
stabala. Empirijska ispitiva�a su pokazala da se proseqno tra�e�e sas-
toji od oko log2 𝑛 + 0.25 pore�e�a. Osnovni nedostatak AVL stabala je
potreba za dodatnim memorijskim prostorom za smexta�e faktora rav-
note�e, kao i qi�enica da su programi za rad sa AVL stablima dosta
komplikovani. Postoje i druge varijante uravnote�enih stabala pretrage,
na primer 2− 3 stabla, 𝐵-stabla i crveno-crna stabla.

2.8 Skupovne operacije

Konaqni skupovi su uobiqajena i qesto korix�ena struktura podataka.
Stoga je potrebno osmisliti jednostavan i efikasan naqin za �ihovo
predstav	a�e i za �ihovu manipulaciju, odnosno za tra�e�e, umeta�e
i brisa�e elementa skupa, kao i binarne operacije sa skupovima (unija,
presek, razlika, simetriqna razlika). U nastavku teksta pretpostav	a
se da su skupovi konaqni i da su vrednosti elemenata skupa iz skupa
nenegativnih celih brojeva.
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Skupove je mogu�e predstaviti na vixe razliqitih naqina. Razmotri-
�emo dva naqina implementacije skupa, pomo�u sortiranog niza i pomo�u
bitskog niza (eng. bit array).

Neka su data dva skupa: skup 𝑆1 koji sadr�i 𝑚 elemenata i skup 𝑆2

koji sadr�i 𝑛 elemenata i neka je svaki od �ih predstav	en sortiranim
nizom elemenata skupa. U tom sluqaju operacija ispitiva�a prisustva
elementa u skupu od 𝑛 elemenata svodi se na binarnu pretragu, pa se ova
operacija mo�e izvesti za vreme 𝑂(log 𝑛). Za umeta�e novog elementa u
skup se tako�e mo�e iskoristiti binarna pretraga za odre�iva�e �egove
pozicije, ali kako je u najgorem sluqaju za dodava�e najma�eg elementa u
skup potrebno pomeriti za jedno mesto udesno sve elemente, to je operacija
umeta�a slo�enosti 𝑂(𝑛). Element se brixe iz skupa tako xto se prvo
binarnom pretragom ispita �egovo prisustvo u skupu, a zatim se svi
elementi desno od �ega pomeraju za jedno mesto ulevo. Kako je za brisa�e
najma�eg elementa skupa potrebno pomeriti sve elemente skupa za jedno
mesto ulevo, to je i ova operacija slo�enosti 𝑂(𝑛).

Sve qetiri binarne operacije nad skupovima 𝑆1 i 𝑆2 (unija, presek,
razlika, simetriqna razlika) mogu se izvrxiti na sliqan naqin kao xto
se vrxi objedi�ava�e dva sortirana niza u jedan. U trenutku kada se
razmatraju elementi 𝑆1[𝑖] i 𝑆2[𝑗], prilikom izraqunava�a:

∙ unije 𝑆1 ∪ 𝑆2 ako je:

{ 𝑆1[𝑖] = 𝑆2[𝑗], u izlazni niz se kopira samo jedan broj, a oba
indeksa 𝑖, 𝑗 se pove�avaju za jedan,

{ 𝑆1[𝑖] ̸= 𝑆2[𝑗], u izlazni niz se kopira samo ma�i broj i napreduje
se sa indeksom u tom nizu,

∙ preseka 𝑆1 ∩ 𝑆2 ako je:

{ 𝑆1[𝑖] = 𝑆2[𝑗], u izlazni niz se kopira samo jedan broj, a oba
indeksa 𝑖, 𝑗 se pove�avaju za jedan,

{ 𝑆1[𝑖] ̸= 𝑆2[𝑗], napreduje se sa indeksom u nizu koji sadr�i ma�i
broj,

∙ razlike 𝑆1 ∖ 𝑆2 ako je:

{ 𝑆1[𝑖] < 𝑆2[𝑗], u izlazni niz se kopira broj 𝑆1[𝑖] i indeks prvog
niza se pove�ava za jedan,

{ 𝑆1[𝑖] = 𝑆2[𝑗], napreduje se sa indeksom u oba niza,

{ 𝑆1[𝑖] > 𝑆2[𝑗], napreduje se sa indeksom u drugom nizu,

∙ simetriqne razlike 𝑆1∆𝑆2 = (𝑆1 ∖ 𝑆2) ∪ (𝑆2 ∖ 𝑆1) ako je:

{ 𝑆1[𝑖] ̸= 𝑆2[𝑗], u izlazni niz se kopira ma�i broj i indeks tog
niza se pove�ava za jedan,

{ 𝑆1[𝑖] = 𝑆2[𝑗], napreduje se sa indeksom u oba niza,
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Sve qetiri osnovne binarne operacije za rad sa skupovima: nala�e�e
unije, preseka, razlike i simetriqne razlike su vremenske slo�enosti
𝑂(𝑚 + 𝑛). Na primer, ako je 𝑆1 = {2, 3, 6} i 𝑆2 = {1, 2, 4, 6, 7} dobijaju se
oqekivani rezultati 𝑆1∪𝑆2 = {1, 2, 3, 4, 6, 7}, 𝑆1∩𝑆2 = {2, 6}, 𝑆1∆𝑆2 = {3},
(𝑆1∆𝑆2) = {1, 3, 4, 7}.

Ukoliko je maksimalni broj elemenata skupa dovo	no mali, skup se
mo�e implementirati bitskim nizom. Pravilo je da element 𝑛 pripada
skupu ako i samo ako 𝑛-ti bit u nizu ima vrednost 1. S obzirom na
to da se u ovoj reprezentaciji koristi samo jedan bit po elementu, ova
reprezentacija se mo�e posmatrati prostorno efikasnom. S druge strane,
du�ina niza je proporcionalna sa mogu�im opsegom vrednosti elemenata
niza, xto nije sluqaj kod prethodno opisane implementacije.

Umeta�e elementa u skup, odnosno brisa�e se sprovodi jednostavnom
izmenom vrednosti odgovaraju�eg bita. Provera pripadnosti broja skupu
svodi se na oqitava�e odgovaraju�eg bita (videti slede�i kôd).

𝑆𝑎𝑑𝑟𝑧𝑖(𝐴, 𝑥)
ulaz: 𝐴 - niz bitova kojim je predstav	en skup,

𝑥 - element qije prisustvo ispitujemo
izlaz: 𝑡𝑟𝑢𝑒 - ako element pripada, 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 - ako element ne pripada skupu
1 if 𝑥 ≥ 𝑑𝑢𝑧𝑖𝑛𝑎(𝐴) then
2 return 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒
3 elseif 𝐴[𝑥] = 1 then
4 return 𝑡𝑟𝑢𝑒
5 else
6 return 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒

Operacije umeta�a elementa, brisa�a elementa i ispitiva�a prisustva
elementa u skupu od 𝑛 elemenata su vremenske slo�enosti 𝑂(1).

Pretpostavimo da su skupovi 𝑆1 i 𝑆2 zadati nizovima bitova 𝐵1 i
𝐵2. Presek i unija skupova se mogu dobiti bitskom konjunkcijom 𝐵1&𝐵2,
odnosno bitskom disjunkcijom𝐵1|𝐵2. Operacija simetriqne razlike skupova
se mo�e dobiti operacijom ekskluzivne disjunkcije bitova u zapisu skupova
𝐵1ˆ𝐵2, a obiqna razlika skupova se mo�e izraqunati bitskom konjunkcijom
prvog niza bitova sa negacijom drugog niza bitova 𝐵1& ∼ 𝐵2. Na primer,
ako su dati skupovi 𝑆1 = {2, 3, 5} i 𝑆2 = {0, 2, 4} i ako ih predstav	amo
nizovima bitova du�ine 8, onda su odgovaraju�i nizovi 𝐵1 = 00110100 i
𝐵2 = 10101000 i

∙ uniji 𝑆1 ∪ 𝑆2 = {0, 2, 3, 4, 5} odgovara niz 𝐵1|𝐵2 = 10111100,

∙ preseku 𝑆1 ∩ 𝑆2 = {2} odgovara niz 𝐵1&𝐵2 = 00100000,

∙ razlici 𝑆1 ∖ 𝑆2 = {3, 5} odgovara niz 𝐵1& ∼ 𝐵2 = 00010100,

∙ simetriqnoj razlici 𝑆1∆𝑆2 = {0, 3, 4, 5} odgovara niz 𝐵1 ˆ 𝐵2 =
10011100.
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2.9 Hex tabele

Hex tabele spadaju me�u najkorisnije strukture podataka. Koriste se za
umeta�e i tra�e�e elemenata, a u nekim varijantama i za brisa�e. Stoga,
predstav	aju efikasnu strukturu podataka za implementaciju reqnika.
Iako tra�e�e elementa u hex tabeli mo�e da traje kao i tra�e�e elementa
u povezanoj listi (𝑂(𝑛) u najgorem sluqaju), u proseku se operacije sa hex
tabelom izvrxavaju priliqno efikasno. Pod nekim razumnim pretpostav-
kama proseqno vreme izvrxava�a operacije kojom se tra�i element u hex
tabeli je 𝑂(1).

Osnovna ideja je jednostavna. Ako treba smestiti podatke sa k	uqevima
iz opsega od 0 do 𝑛−1, a na raspolaga�u je niz du�ine 𝑛, onda se podatak sa
k	uqem 𝑖 smexta na poziciju 𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛− 1. Ovaj naqin smexta�a
podataka nazivamo direktno adresira�e. Ako su k	uqevi podataka iz
opsega od 0 do 2𝑛 − 1, jox uvek je zgodno podatke smestiti na isti naqin
u niz du�ine 2𝑛 | time se posti�e najve�a efikasnost, koja nadokna�uje
utroxak memorijskog prostora. Mo�emo iskoristiti prednosti direktnog
adresira�a sve dok mo�emo da priuxtimo da alociramo niz koji ima
jednu poziciju za svaku mogu�u vrednost k	uqa. U ovoj situaciji trivijalno
je implementirati sve tri operacije reqnika { pretpostavimo da koristimo
tabelu 𝑇 [0..𝑛−1], pri qemu svaka pozicija tabele odgovara jednoj vrednosti
k	uqa. Ukoliko ovaj skup ne sadr�i element sa k	uqem 𝑘, onda je 𝑇 [𝑘] =
NULL .

Slika 2.24: Implementacija dinamiqkog skupa korix�e�em direktnog
adresira�a. Svaki k	uq iz skupa 𝑈 = {0, 1, 2, . . . , 9} odgovara indeksu u
tabeli.

𝐷𝑖𝑟𝑒𝑘𝑡𝑛𝑜𝐴𝑑𝑟𝑒𝑠𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ(𝑇, 𝑘)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑘 - vrednost k	uqa
izlaz: pokazivaq na podatak iz tabele koji ima vrednost k	uqa 𝑘

ili NULL ako takav podatak ne postoji
1 return 𝑇 [𝑘]

𝐷𝑖𝑟𝑒𝑘𝑡𝑛𝑜𝐴𝑑𝑟𝑒𝑠𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝐼𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡(𝑇, 𝑥)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑥 - podatak
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izlaz: izme�ena tabela 𝑇
1 𝑇 [𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐]← 𝑥

𝐷𝑖𝑟𝑒𝑘𝑡𝑛𝑜𝐴𝑑𝑟𝑒𝑠𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝐷𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒(𝑇, 𝑥)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑥 - podatak
izlaz: izme�ena tabela 𝑇
1 𝑇 [𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐]← NULL

Svaka od ovih operacija ima vreme izvrxava�a 𝑂(1).

Situacija se me�a ako je opseg vrednosti k	uqeva od 1 do 𝑀 toliko
veliki da se niz du�ine 𝑀 ne mo�e smestiti na raqunaru. Tada otpada
varijanta sa korix�e�em niza du�ine 𝑀 . Pretpostavimo, na primer,
da treba smestiti podatke o 250 studenata, pri qemu se svaki od �ih
identifikuje svojim matiqnim brojem sa 13 dekadnih cifara. Umesto
kompletnog matiqnog broja kao indeks u nizu mogu se koristiti samo
�egove tri posled�e cifre: tada je za smexta�e podataka dovo	an niz
du�ine 1000. Metod ipak nije potpuno pouzdan: mogu�e je da neka dva
studenta imaju iste tri posled�e cifre matiqnog broja; naqine rexava�a
ovog problema razmotri�emo kasnije. Mogu se iskoristiti i qetiri po-
sled�e cifre matiqnog broja, ili tri posled�e cifre kombinovane sa
prvim slovom imena studenta, da bi se jox vixe sma�ila mogu�nost ovakvog
doga�aja. S druge strane, korix�e�e vixe cifara zahteva tabelu ve�e
dimenzije, sa relativno ma�im iskorix�enim delom.

Pretpostavimo da je dato 𝑛 k	uqeva iz skupa 𝑈 veliqine | 𝑈 |= 𝑀 ≫ 𝑛.
Ideja je da k	uqeve smestimo u tabelu veliqine 𝑚, tako da 𝑚 nije mnogo
ve�e od 𝑛. Potrebno je dakle definisati funkciju:

ℎ : {0, 1, . . . ,𝑀 − 1} → {0, 1, . . . ,𝑚− 1}

tzv. hex funkciju koja za svaki podatak odre�uje �egovu poziciju na
osnovu vrednosti odgovaraju�eg k	uqa (ka�emo i da je ℎ(𝑘) hex vrednost
k	uqa 𝑘). U gor�em primeru, kao vrednost hex funkcije od k	uqa jednakog
matiqnom broju, uzete su �egove tri posled�e cifre. Ako se vrednosti ove
funkcije lako izraqunavaju, bi�e lako pristupiti podatku. Bez obzira na
veliqinu𝑚 tabele, dexava�e se da razliqitim k	uqevima odgovaraju iste
lokacije. Ovakav nepo�e	an doga�aj zove se kolizija.

Potrebno je dakle rexiti dva problema:

∙ nala�e�e hex funkcija koje minimiziraju verovatno�u pojave ko-
lizija, i

∙ postupak za obradu kolizija kad do �ih ipak do�e.

Iako je veliqina 𝑀 skupa 𝑈 mnogo ve�a od veliqine tabele 𝑚, stvarni
skup k	uqeva koje treba obraditi obiqno nije veliki. Dobra hex funkcija
preslikava k	uqeve ravnomerno po tabeli | da bi se minimizirala mo-
gu�nost kolizija prouzrokovanih nagomilava�em k	uqeva u nekim obla-
stima tabele. U proseku se u svaku lokaciju tabele ovako izabranom hex
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Slika 2.25: Korix�e�e hex funkcije ℎ za preslikava�e k	uqeva u
pozicije tabele. S obzirom na to da se k	uqevi 𝑘2 i 𝑘5 preslikavaju u
istu poziciju, dolazi do kolizije.

funkcijom preslikava veliki broj (iz skupa svih mogu�ih) k	uqeva, �ih
𝑀/𝑚. Hex funkcija treba da transformixe skup k	uqeva ravnomerno
u skup sluqajnih lokacija iz skupa {0, 1, . . . ,𝑚 − 1}. Uniformnost i
sluqajnost su bitne osobine hex funkcije. Tako je, na primer, pogrexno
za hex funkciju od 13-cifrenog matiqnog broja uzeti broj koji qine peta,
xesta i sedma cifra matiqnog broja: te tri cifre su tri najni�e cifre
godine ro�e�a, pa za bilo koju veliqinu grupe studenata uzimaju ma�e od
desetak razliqitih vrednosti od 1000 mogu�ih.

Ako zanemarimo kolizije, sve tri osnovne operacije sa hex tabelom
izvrxavaju se za vreme O(1).

2.9.1 Hex funkcije

Ako je veliqina tabele 𝑚 prost broj, a k	uqevi su celi brojevi, onda
je jednostavna i dobra hex funkcija data izrazom

ℎ(𝑥) = 𝑥mod𝑚.

S obzirom na to da zahteva samo jedno de	e�e, vrednosti ovakve hex
funkcije se lako izraqunavaju.

Ako pak 𝑚 nije prost broj, na primer 𝑚 = 2𝑘, onda bi se ovakvom
hex funkcijom izdvajalo najni�ih 𝑘 bitova k	uqa (xto nije dobro osim
ako pouzdano znamo da su ostaci k	uqeva pri de	e�u sa 𝑚 ravnomerno
raspode	eni). Ako su svi k	uqevi parni brojevi, onda se pola hex tabele
(sa neparnim indeksima) ne koristi. Mogu�e rexe�e problema je da se
koristi hex funkcija:

ℎ(𝑥) = (𝑥mod 𝑝) mod𝑚,

gde je 𝑝 prost broj takav da je 𝑚≪ 𝑝≪𝑀 .
Neugodna je situacija kad su svi k	uqevi oblika 𝑟 + 𝑘𝑝, za neki celi

broj 𝑟, jer �e svi k	uqevi imati istu vrednost hex funkcije 𝑟 mod 𝑚.
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Tada ima smisla uvesti jox jedan nivo randomizacije ("razbaciva�a"),
time xto bi se sama hex funkcija birala na sluqajan naqin. Na primer,
broj 𝑝 mogao bi se birati sa unapred priprem	ene liste prostih brojeva.
Druga mogu�nost je da se koriste hex funkcije oblika ℎ(𝑥) = ((𝑎𝑥 +
𝑏) mod 𝑝) mod𝑚, gde su 𝑎 ̸= 0 i 𝑏 sluqajno izabrani brojevi ma�i od
𝑝. Vrednosti ove funkcije se izraqunavaju na slo�eniji naqin, ali je
�ena prednost da je u proseku dobra za sve ulaze. Razume se da se za
sve pristupe istoj tabeli mora koristiti ista hex funkcija. U mnogo
sluqajeva potrebno je vixe nezavisnih hex tabela, ili se tabele qesto
kreiraju i brixu: tada se za svaku novu tabelu mo�e koristiti druga hex
funkcija.

2.9.2 Obrada kolizija

Najjednostaviji naqin za obradu kolizija je tzv. odvojeno niza�e.
U ovom pristupu svaki elemenat hex tabele je pokazivaq na povezanu
listu, koja sadr�i sve k	uqeve smextene na tu lokaciju u tabeli. Pri
tra�e�u zadatog k	uqa najpre se izraqunava vrednost hex funkcije, a
zatim se adresirana povezana lista linearno pretra�uje. Na prvi pogled
upisiva�e se pojednostav	uje umeta�em k	uqa na poqetak liste. Me�utim,
lista se ipak mora pregledati do kraja da bi se izbeglo upisiva�e dupli-
kata (elemenata sa k	uqem jednakim nekom ve� upisanom). Ovakav postupak
je neefikasan ako su povezane liste dugaqke, do qega dolazi ako je tabela
mala u odnosu na broj k	uqeva, ili je izabrana loxa hex funkcija. Pored
toga, potexko�e stvara i dinamiqka alokacija memorije, a potrebno je
rezervisati i prostor za pokazivaqe. S druge strane, odvojeno niza�e radi
bez grexaka i ako je izabrana pogrexna veliqina tabele, za razliku od
ostalih (pribli�nih) metoda.

Slika 2.26: Razrexava�e kolizije korix�e�em odvojenog niza�a. Svaka
pozicija 𝑇 [𝑗] tabele sadr�i pokazivaq na povezanu listu svih elemenata
qija je vrednost k	uqa 𝑗. Povezana lista mo�e biti jednostuko ili
dvostruko povezana: ovde je prikazana dvostruko povezana lista jer
omogu�ava br�e brisa�e.

Xto se brisa�a tiqe, element prona�en po vrednosti k	uqa mo�e se
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obrisati za vreme 𝑂(1).
Xto se pretrage tiqe, ona zavisi od faktora popu�enosti hex

tabele. Naime, ukoliko imamo hex tabelu 𝑇 veliqine𝑚 u kojoj je smexteno
𝑛 k	uqeva, faktor popu�enosti je 𝛼 = 𝑛/𝑚. U najgorem sluqaju svih 𝑛
k	uqeva se preslikavaju u istu lokaciju tabele i kreiraju listu od 𝑛
elemenata, te je vreme izvrxava�a pretrage 𝑂(𝑛) (xto obuhvata i vreme
potrebno za izraqunava�e vrednosti hex funkcije). Ponaxa�e u proseqnom
sluqaju zavisi od osobina hex funkcije. Ako pretpostavimo da je jednako
verovatno da se svaki od k	uqeva preslika u neku poziciju tabele, tada je
oqekivana du�ina svake liste 𝑛/𝑚 = 𝛼. Uz pretpostavku da se vrednost
hex funkcije izraqunava u vremenu 𝑂(1), mo�e se dokazati da je proseqno
vreme izvrxava�a pretrage 𝑂(1 + 𝛼). Pod razumnom pretpostavkom da
je veliqina hex tabele proporcionalna broju elemenata u tabeli, vreme
izvrxava�a je 𝑂(1).

𝑂𝑑𝑣𝑜𝑗𝑒𝑛𝑜𝑁𝑖𝑧𝑎𝑛𝑗𝑒 𝐼𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡(𝑇, 𝑥)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑥 - pokazivaq na podatak
izlaz: izme�ena tabela 𝑇
1 if 𝑥 se ne nalazi u listi 𝑇 [ℎ(𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐)]
2 umetni 𝑥 na poqetak liste 𝑇 [ℎ(𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐)]

𝑂𝑑𝑣𝑜𝑗𝑒𝑛𝑜𝑁𝑖𝑧𝑎𝑛𝑗𝑒 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ(𝑇, 𝑘)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑘 - vrednost k	uqa koja se tra�i
izlaz: podatak iz tabele koji ima vrednost k	uqa 𝑘

ili NULL ako takav podatak ne postoji
1 tra�i element sa k	uqem 𝑘 u listi 𝑇 [ℎ(𝑘)]

𝑂𝑑𝑣𝑜𝑗𝑒𝑛𝑜𝑁𝑖𝑧𝑎𝑛𝑗𝑒 𝐷𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒(𝑇, 𝑥)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑥 - pokazivaq na podatak koji treba obrisati
izlaz: izme�ena tabela 𝑇
1 obrixi 𝑥 iz liste 𝑇 [ℎ(𝑥.𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐)]

Drugi naqin za obradu kolizija predstav	a otvoreno adresira�e. U
ovom pristupu, svi elementi se smextaju u niz { hex tabelu. Stoga svaki
element hex tabele sadr�i ili k	uq ili vrednost NULL . Prilikom
potrage za k	uqem, sistematski se pretra�uju pozicije tabele dok se ne
na�e tra�eni k	uq ili se ustanovi da on nije tu. Nema listi, niti ele-
menata koji se smextaju van tabele. Da bi se element smestio u tabelu,
sukcesivno se ispituju pozicije hex tabele dok se ne prona�e prazna po-
zicija na koju se smexta k	uq.

Najjednostavniji metod otvorenog adresira�a je linearno popu�a-
va�e. Ako je lokacija sa adresom ℎ(𝑥) ve� zauzeta, onda se novi elemenat
sa k	uqem 𝑥 zapisuje na susednu lokaciju (ℎ(𝑥) + 1) mod𝑚 (lokacija koja
sledi iza 𝑚 − 1 je 0). Prilikom tra�e�a zadatog k	uqa 𝑥 neophodno je
linearno pretra�iva�e poqevxi od lokacije ℎ(𝑥) do prve nepopu�ene
lokacije. Ovo rexe�e je efikasno ako je tabela relativno retko popu�ena.
U protivnom dolazi�e do mnogo sekundarnih kolizija, odnosno kolizija
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prouzrokovanih k	uqevima sa razliqitim vrednostima hex funkcije. Na
primer, neka je lokacija 𝑖 zauzeta, a lokacija 𝑖 + 1 slobodna. Novi k	uq
koji se preslikava u 𝑖 prouzrokuje koliziju, i smexta se na lokaciju 𝑖+ 1.
Do ovog trenutka problemi su rexeni efikasno, uz minimalni napor.
Me�utim, ako se novi k	uq preslika u 𝑖 + 1, imamo sluqaj sekundarne
kolizije, a lokacija (𝑖+2) mod𝑚 postaje zauzeta (ako ve� nije bila). Svaki
novi k	uq preslikan u 𝑖, 𝑖 + 1 ili (𝑖 + 2) mod𝑚, ne samo da izaziva novu
koliziju, nego i pove�ava veliqinu ovog popu�enog odseqka, xto kasnije
izaziva jox vixe sekundarnih kolizija. Ovo je tzv. efekat grupisa�a.
Kad je tabela skoro puna, broj sekundarnih kolizija pri linearnom popu-
�ava�u je vrlo veliki, pa se pretraga degradira u linearnu.

Pri linearnom popu�ava�u se brisa�a ne mogu izvesti korektno. Ako
se pri upisiva�u k	uqa 𝑦 prilikom tra�e�a praznog mesta preskoqi neka
lokacija 𝑖 = ℎ(𝑥), pa zatim k	uq 𝑥 bude izbrisan, onda se posle toga
k	uq 𝑦 vixe ne mo�e prona�i u tabeli: tra�e�e se zavrxava na praznoj
lokaciji 𝑖. Dakle, ako su potrebna i brisa�a, mora se koristiti neki od
metoda za obradu kolizija koji koristi pokazivaqe ili se mora koristiti
tzv. mogu�nost \le�og brisa�a": tada se prilikom brisa�a elementa iz
tabele umesto vrednosti NULL upisuje neka druga rezervisana vrednost
koja oznaqava da se na toj poziciji nalazio element, ali je obrisan.

𝐿𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑛𝑜𝑃𝑜𝑝𝑢𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒 𝐼𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡(𝑇, 𝑘)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑘 - vrednost k	uqa
izlaz: indeks pozicije na kojoj je zapisan k	uq 𝑘 i izme�ena tabela 𝑇
1 𝑖← 0
2 repeat
3 𝑗 ← (ℎ(𝑘) + 𝑖) mod 𝑚
4 if 𝑇 [𝑗] = NULL
5 𝑇 [𝑗]← 𝑘
6 return 𝑗
7 else 𝑖← 𝑖 + 1
8 until 𝑖 = 𝑚
9 error \prekoraqe�e hex tabele"

𝐿𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑛𝑜𝑃𝑜𝑝𝑢𝑛𝑗𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ(𝑇, 𝑥)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑥 - podatak
izlaz: indeks k	uqa 𝑘 u tabeli 𝑇

ili NULL ako 𝑘 nije u tabeli
1 𝑖← 0
2 repeat
3 𝑗 ← (ℎ(𝑘) + 𝑖) mod 𝑚
4 if 𝑇 [𝑗] = 𝑘
6 return 𝑗
7 𝑖← 𝑖 + 1
8 until 𝑇 [𝑗] ̸= NULL or 𝑖 = 𝑚
9 return NULL

Efekat grupisa�a mo�e se ubla�iti dvostrukim hexira�em. Kad
do�e do kolizije pri upisu elementa 𝑥 na poziciju 𝑖, ℎ(𝑥) = 𝑖, izraqunava
se vrednost druge hex funkcije ℎ2(𝑥), pa se 𝑥 smexta na prvu slobodnu
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me�u lokacijama (𝑖+ℎ2(𝑥)) mod𝑚, (𝑖+2ℎ2(𝑥)) mod𝑚. . ., umesto (𝑖+1) mod𝑚,
(𝑖 + 2) mod𝑚. . . Ako se drugi k	uq 𝑦 preslikava u npr. (𝑖 + ℎ2(𝑥)) mod𝑚,
onda se pokuxava sa lokacijom (𝑖+ℎ2(𝑥)+ℎ2(𝑦)) mod𝑚 umesto sa (𝑖+ℎ2(𝑥)+
ℎ2(𝑥)) mod𝑚. Na ovaj naqin, za razliku od linearnog popu�ava�a, korak
sa kojim tra�imo novu poziciju nije fiksan, ve� zavisi od samog k	uqa.
Ako je vrednost ℎ2(𝑦) nezavisna od ℎ2(𝑥) onda je grupisa�e praktiqno
eliminisano. Prilikom izbora druge hex funkcije mora se voditi raquna
o tome da ostaci (𝑖+𝑗ℎ2(𝑥)) mod𝑚 za 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚−1 pokrivaju kompletnu
tabelu da bi bilo koji k	uq mogao da bude upisan na proizvo	no mesto u
tabeli, a to va�i ako su vrednosti ℎ2(𝑥) uzajamno proste sa 𝑚.

Slika 2.27: Primer umeta�a prilikom dvostrukog hexira�a. Data je
tabele veliqine 13 pri qemu je ℎ1(𝑘) = 𝑘 mod 13 i ℎ2(𝑘) = 1 + (𝑘 mod 11).
S obzirom na to da je 14 = 1( mod 13) i 14 = 3( mod 11), smextamo k	uq 14
na poziciju 9, nakon ispitiva�a pozicija 1 i 5 koje su zauzete.

𝐷𝑣𝑜𝑠𝑡𝑟𝑢𝑘𝑜𝐻𝑒𝑠ℎ𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝐼𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡(𝑇, 𝑘)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑘 - vrednost k	uqa
izlaz: indeks pozicije na kojoj je zapisan k	uq 𝑘 i izme�ena tabela 𝑇
1 𝑖← 0
2 repeat
3 𝑗 ← (ℎ1(𝑘) + 𝑖 · ℎ2(𝑘)) mod 𝑚
4 if 𝑇 [𝑗] = NULL
5 𝑇 [𝑗]← 𝑘
6 return 𝑗
7 else 𝑖← 𝑖 + 1
8 until 𝑖 = 𝑚
9 error \prekoraqe�e hex tabele"

𝐷𝑣𝑜𝑠𝑡𝑟𝑢𝑘𝑜𝐻𝑒𝑠ℎ𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝑆𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ(𝑇, 𝑥)
ulaz: 𝑇 - tabela, 𝑥 - podatak
izlaz: indeks pozicije u tabeli 𝑇 na kojoj je prona�en k	uq 𝑘

ili NULL ako 𝑘 nije u tabeli
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1 𝑖← 0
2 repeat
3 𝑗 ← (ℎ1(𝑘) + 𝑖 · ℎ2(𝑘)) mod 𝑚
4 if 𝑇 [𝑗] = 𝑘
6 return 𝑗
7 𝑖← 𝑖 + 1
8 until 𝑇 [𝑗] ̸= NULL or 𝑖 = 𝑚
9 return NULL

2.10 Grafovi

Algoritmi za rad sa grafovima bi�e deta	no razmatrani u nastavku
teksta. Na ovom mestu bi�e prikazane samo strukture podataka pogodne za
predstav	a�e grafova. Graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) sastoji se od skupa 𝑉 qvorova
i skupa 𝐸 grana. Grana odgovara paru qvorova. Drugim reqima, grane
predstav	aju relaciju izme�u qvorova. Na primer, graf mo�e da pred-
stav	a skup 	udi, a da grana povezuje dva qoveka ako se oni poznaju.
Graf je usmeren odnosno neusmeren ako su mu grane ure�eni, odnosno
neure�eni parovi. Ako se usmereni graf predstav	a crte�om, granama se
dodaju strelice koje vode ka drugom qvoru iz ure�enog para. Jednostavan
primer grafa je stablo. Ako na stablu treba definisati hijerarhiju, onda
se sve grane mogu orijentisati "od korena" (pri qemu je koren posebno
izdvojen qvor stabla). Takva stabla su korenska stabla. Mogu se tako�e
razmatrati neusmerena stabla za koja se ne vezuje bilo kakva hijerarhija.

Uobiqajena su dva naqina predstav	a�a grafova. Prvi je matrica
povezanosti grafa. Neka je |𝑉 | = 𝑛 i 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛}. Matrica pove-
zanosti grafa 𝐺 je kvadratna matrica 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) reda 𝑛, sa elementima 𝑎𝑖𝑗
koji su jednaki 1 ako i samo ako (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸; ostali elementi matrice 𝐴 su
nule. Ako je graf neusmeren, matrica 𝐴 je simetriqna. Vrsta 𝑖 ove matrice
je dakle niz du�ine 𝑛 qija je 𝑗-ta koordinata jednaka 1 ako iz qvora 𝑣𝑖 vodi
grana u qvor 𝑣𝑗 , odnosno 0 u protivnom. Nedostatak matrice povezanosti
je to xto ona uvek zauzima prostor veliqine 𝑛2, nezavisno od toga koliko
grana ima graf. Svakom qvoru grafa pridru�uje se niz du�ine 𝑛. Ako
je broj grana u grafu mali, ve�ina elemenata matrice povezanosti bi�e
nule.

Umesto da se i sve nepostoje�e grane eksplicitno predstav	aju u mat-
rici povezanosti, mogu se formirati povezane liste od jedinica iz 𝑖-te
vrste, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Ovaj drugi naqin predstav	a�a grafa zove se lista
povezanosti. Svakom qvoru pridru�uje se povezana lista, koja sadr�i
sve grane susedne qvoru (odnosno grane ka susednim qvorovima). Lista
mo�e biti ure�ena prema rednim brojevima qvorova na krajevima �enih
grana. Graf je predstav	en nizom lista. Svaki elemenat niza sadr�i
ime (indeks) qvora i pokazivaq na �egovu listu qvorova. Ako je graf
statiqki, odnosno nisu dozvo	ena umeta�a i brisa�a, onda se liste mogu
predstaviti nizovima na slede�i naqin. Koristi se niz du�ine |𝑉 |+ |𝐸|.
Prvih |𝑉 | qlanova niza su pridru�eni qvorovima. Komponenta niza pri-
dru�ena qvoru 𝑣𝑖 sadr�i indeks poqetka spiska qvorova susednih qvoru
𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Na slici 2.28 prikazana su na jednom primeru oba naqina
predstav	a�a grafa. Sa matricama povezanosti je jednostavnije raditi.
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S druge strane, liste povezanosti su efikasnije za grafove sa malim
brojem grana. U praksi se qesto radi sa grafovima koji imaju znatno ma�e
grana od maksimalnog mogu�eg broja (𝑛(𝑛−1)/2 neusmerenih, odnosno 𝑛(𝑛−
1) usmerenih grana), i tada je obiqno bo	e koristiti liste povezanosti.
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Slika 2.28: Predstav	a�e grafa matricom povezanosti (a), odnosno
listom povezanosti (b).

2.11 Zadaci za ve�bu

1. Dopuniti kodove algoritama Enqueue i Dequeue tako da otkrivaju
grexke prekoraqe�a, odnosno potkoraqe�a.

2. Napisati kodove algoritama za izvrxava�e qetiri operacije sa dvo-
strukim redom (redom sa operacijama umeta�a/izbaciva�a elemenata
sa leve/desne strane).

3. Kako se mo�e napraviti stek od dva reda? Kako se mo�e napraviti
red od dva steka?

Neka su data dva reda: 𝑄1 i 𝑄2 i neka je uvek jedan od �ih aktivan,
npr. na poqetku neka to bude red 𝑄1. Operacija Push ubacuje element
u aktivni red (to se radi korix�e�em operacija za rad sa redom, tj.
element se ubacuje na kraj reda 𝑄1). Operacija Pop se implementira
na slede�i naqin: izbacuju se svi osim jednog elementa iz aktivnog
reda i ubacuju u neaktivni. Uloge redova zatim treba zameniti, tako
da aktivni red postane neaktivan, a neaktivan aktivan, a posled�i
element u sada neaktivnom redu se vra�a kao rezultat operacije Pop.
Ovako implementirana operacija Push se izvrxava u vremenu 𝑂(1),
a operacija Pop u vremenu 𝑂(𝑛), gde je 𝑛 trenutni broj elemenata na
steku.

Neka su data dva steka: 𝑆1 i 𝑆2. Operacija Enqueue ume�e element u
stek 𝑆2. Operacija Dequeue izbacuje element iz steka 𝑆1. Ukoliko je
stek 𝑆1 prazan, jedan po jedan element steka 𝑆2 se skida sa steka 𝑆2 i
ume�e u stek 𝑆1. Na ovaj naqin se oni pojav	uju u steku 𝑆1 u obrnutom
redosledu u odnosu na stek 𝑆2. Operacija Enqueue se izvrxava u
konstantnom vremenu (𝑂(1)). Operacija Dequeue se izvrxava u vremenu



2.11. Zadaci za ve�bu 64

𝑂(𝑛), ali to se dexava samo kada je stek 𝑆1 prazan. Proseqno vreme
izvrxava�a ove procedure je 𝑂(1), jer se svaki element premexta
konstantan broj puta.

4. Kako se mogu implementirati dva steka korix�e�em jednog niza?
Implementirati osnovne operacije za rad sa ovim stekovima.

5. Kako se mo�e implementirati stek korix�e�em reda sa prioritetom?

6. Napisati kodove algoritama za operacije sa stekom realizovanim
pomo�u jednostruko povezane liste. Vreme izvrxava�a operacija
Push i Pop treba da bude 𝑂(1).

7. Napisati kodove algoritama za operacije sa redom realizovanim
pomo�u jednostruko povezane liste. Vreme izvrxava�a operacija En-
queue i Dequeue treba da bude 𝑂(1).

8. Kako se mo�e izvrxiti upis u jednostruko povezanu listu za vreme
𝑂(1)? Brisa�e?

9. Napisati kodove algoritama za operacije Insert, Delete, Search sa
jednostruko povezanom cirkularnom listom. Koliko je vreme izvr-
xava�a tih operacija?

10. Kako se mo�e obrnuti redosled elemenata u jednostruko povezanoj
listi du�ine 𝑛 za vreme 𝑂(𝑛), tako da koristi dopunski memorijski
prostor veliqine 𝑂(1)?

11. Dati su pokazivaqi na dve jednostruko povezane liste koje na nekom
mestu u imaju zajedniqki element, posle koga su i svi ostali elementi
zajedniqki (videti sliku 11). Konstruisati algoritam linearne vre-
menske slo�enosti kojim se odre�uje adresa qvora u kome se ove dve
liste susre�u.

12. Struktura podataka treba da omogu�i umeta�e elementa, brisa�e i
tra�e�e maksimalnog elementa. Da bismo implementirali operaciju
za tra�e�e maksimuma u konstantnom vremenu, zaxto ne quvamo samo
maksimalnu vrednost koja je do tada umetnuta u strukturu podataka
i ne vratimo �u?

13. Dat je niz u kome se redom na pozicijama 1 do 11 nalaze vrednosti:
15, 10, 12, 9, 5, 8, 2, 4, 7, 3, 1.
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∙ Proveriti da li dati niz predstav	a ispravan implicitno
predstav	eni hip (ako je potrebno izvrxiti potrebne popravke).

∙ Dodati u hip element 14

∙ Nakon toga izdvojiti najve�i element hipa.

14. Gde se u hipu mo�e na�i najma�i element, pod pretpostavkom da su
svi elementi hipa razliqiti?

15. Pokazati da u hipu sa 𝑛 elemenata ima najvixe ⌈𝑛/2ℎ+1⌉ qvorova
visine ℎ.

16. Konstruisati algoritam za formira�e hipa koji sadr�i sve elemen-
te dva hipa veliqine 𝑛 i 𝑚. Hipovi su predstav	eni eksplicitno
(svaki qvor ima pokazivaqe na dva svoja sina). Vremenska slo�enost
algoritma u najgorem sluqaju treba da bude 𝑂(log(𝑚 + 𝑛)).

17. Osmisliti strukturu podataka koja podr�ava umeta�e elementa u
vremenu 𝑂(log 𝑛), nala�e�e medijane u konstantnom vremenu i izba-
civa�e medijane iz strukture podataka u vremenu 𝑂(log 𝑛).

18. Koliko najma�e qvorova mo�e da ima binarno stablo implicitno
predstav	eno nizom du�ine 16?

19. Za skup k	uqeva {1, 4, 5, 10, 16, 17, 21}, nacrtati binarno stablo
pretrage visine 2, 3, 4, 5, odnosno 6.

20. Pretpostavimo da imamo brojeve izme�u 1 i 1000 u binarnom stablu
pretrage i da u stablu tra�imo broj 363. Koji od narednih nizova
ne bi mogao da bude niz ispitivanih k	uqeva qvorova:

a) 2, 252, 401, 398, 330, 344, 397, 363.

b) 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363.

c) 925, 202, 911, 240, 912, 245, 363.

d) 2, 399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363.

e) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363.

21. Neka se put pri tra�e�u k	uqa 𝑘 zavrxava u listu. Razmatramo tri
skupa: 𝐴 - k	uqevi levo od puta, 𝐵 - k	uqevi na putu i 𝐶 - k	uqevi
desno od puta. Da li za proizvo	na tri k	uqa 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑐 ∈ 𝐶
va�i 𝑎 < 𝑏 < 𝑐? Ako ne, prona�i kontraprimer sa najma�im mogu�im
brojem qvorova.

22. Mo�emo sortirati dati skup od 𝑛 brojeva tako xto prvo izgradimo
binarno stablo pretrage koje sadr�i ove brojeve, a zatim izlistamo
brojeve u rastu�em poretku. Koje je najbo	e, a koje najgore vreme
izvrxava�a ovog algoritma za sortira�e?

23. Transformisati jednostavnu rekurzivnu proceduru tra�e�a broja
u binarnom stablu pretrage u nerekurzivnu proceduru.

24. Konstruisati nerekurzivni algoritam koji, korix�e�em steka kao
pomo�ne strukture, xtampa k	uqeve svih qvorova binarnog stabla
pretrage u rastu�em redosledu.
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25. Prikazati promene kroz koje prolazi AVL stablo, na poqetku prazno,
posle umeta�a redom elemenata 7,4,12,6,5,18,20,10,11.

26. Da li va�i da je u AVL stablu razlika u du�ini izme�u najkra�eg
i najdu�eg puta od korena do lista najvixe 1?

27. Pretpostavimo da su elementi skupa𝐷 smexteni u AVL stablo. Kako
u vremenu 𝑂(log 𝑛) prona�i broj elemenata skupa 𝐷 za qije vrednosti
k	uqeva va�i da je 𝑘1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘2, gde su 𝑘1 i 𝑘2 dve unapred fiksirane
vrednosti?

28. Za data dva AVL stabla 𝑇1 i 𝑇2 za koja va�i da je najve�i k	uq
u stablu 𝑇1 ma�i od najma�eg k	uqa u stablu 𝑇2, konstruisati al-
goritam za spaja�e ova dva AVL stabla u jedno, koji je vremenske
slo�enosti 𝑂(ℎ), gde je ℎ ve�a od visina dva AVL stabla.

29. Pretpostavimo da je dinamiqki skup 𝑆 predstav	en tabelom 𝑇 du�ine
𝑚 korix�e�em direktnog adresira�a. Opisati proceduru kojom se
pronalazi maksimalni element skupa 𝑆. Koliko je vreme izvrxava�a
predlo�ene procedure u najgorem sluqaju?

30. Pretpostavimo da koristimo hex funkciju ℎ za smexta�e 𝑛 raz-
liqitih k	uqeva u niz 𝑇 du�ine 𝑚. Pod pretpostavkom uniformne
raspodele verovatno�e k	uqeva, koji je oqekivani broj kolizija? Pre-
ciznije, koja je oqekivana kardinalnost skupa {{𝑘.𝑙} : 𝑘 ̸= 𝑙 and ℎ(𝑘) =
ℎ(𝑙)}?

31. Demonstrirati xta se dexava prilikom umeta�a k	uqeva 5, 28, 19,
15, 20, 33, 12, 17, 10 u hex tabelu u kojoj se kolizija razrexava
ulanqava�em. Neka je hex tabela veliqine 9, a neka je odgovaraju�a
hex funkcija ℎ(𝑘) = 𝑘 mod 9.

32. Xta bi se desilo ukoliko bismo izmenili xemu ulanqava�a tako da
se svaka od lista quva u sortiranom redosledu? Kako bi to uticalo
na vreme izvrxava�a uspexne pretrage, neuspexne pretrage, umeta�a
i brisa�a?

33. Predlo�iti kako alocirati i dealocirati prostor za elemente hex
tabele poveziva�em svih neiskorix�enih pozicija u listu praznih
pozicija. Pretpostaviti da jedna pozicija mo�e da quva fleg i ili
jedan element plus pokazivaq ili dva pokazivaqa. Sve operacije req-
nika i operacije nad listom praznih pozicija treba da se izvrxavaju
u konstantnom vremenu. Da li lista praznih pozicija treba da bude
dvostruko povezana ili je dovo	no da bude jednostruko povezana?

34. Razmotrimo umeta�e k	uqeva 10, 22, 31, 4, 15, 28, 17, 88, 59 u hex
tabelu du�ine 𝑚 = 11 korix�e�em otvorenog adresira�a i pomo�ne
hex funkcije ℎ′(𝑘) = 𝑘. Prikazati rezultat umeta�a datih k	uqeva
korix�e�em linearnog popu�ava�a i dvostrukog hexira�a korix-
�e�em hex funkcija: ℎ1(𝑘) = 𝑘, ℎ2(𝑘) = 1 + (𝑘 mod (𝑚 + 1)).

35. Konstruisati algoritme za utvr�iva�e da li je skup 𝐴 podskup
skupa 𝐵 korix�e�em implementacije skupa (a) pomo�u ure�enih
nizova (b) pomo�u bitskih nizova.
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36. Implementirati postupak izdvaja�a svih prostih brojeva ma�ih
ili jednakih od zadatog broja 𝑛 Eratostenovim sitom korix�e�em
bitskog niza.





Glava 3

Sortira�e

Sortira�e je jedan od najxire prouqavanih problema u raqunarstvu. Sor-
tira�e je osnova za mnoge algoritme i troxi veliki deo raqunarskog
vremena u mnogim tipiqnim aplikacijama. Postoje mnoge verzije problema
sortira�a, kao i desetine algoritama za sortira�e.

Osnovni zadatak koji se rexava je slede�i: datih 𝑛 brojeva 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

treba urediti u neopadaju�i niz. Drugim reqima, treba prona�i niz raz-
liqitih indeksa 1 ≤ 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 ≤ 𝑛 takvih da je 𝑥𝑖1 ≤ 𝑥𝑖2 ≤ · · · ≤ 𝑥𝑖𝑛 .

Zbog jednostavnosti, ako se ne naglasi drugaqije, pretpostav	amo da
su brojevi 𝑥𝑖 razliqiti (iako, naravno, algoritme konstruixemo tako da
rade ispravno i sa brojevima koji nisu razliqiti). Za algoritam sortira-
�a ka�e se da je u mestu ako se ne koristi dopunski memorijski prostor
(osim onog u kome je smexten ulazni niz), odnosno dozvo	eno je koristiti
memorijski prostor veliqine 𝑂(1).

3.1 Hip sort

Hip sort je jedan od efikasnih algoritama za sortira�e. U praksi on,
za velike 𝑛, obiqno nije tako brz kao sortira�e razdvaja�em (kvik sort),
ali nije ni mnogo sporiji. S druge strane, za razliku od sortira�a raz-
dvaja�em (videti ode	ak 3.3), �egova efikasnost je garantovana. Kao
kod sortira�a objedi�ava�em, vreme izvrxava�a hip sorta u najgorem
sluqaju je 𝑂(𝑛 log 𝑛).

Za razliku od sortira�a objedi�ava�em, hip sort je algoritam sor-
tira�a u mestu. U vezi sa hip sortom obrati�emo posebno pa��u na
poqetni deo algoritma | formira�e hipa. Algoritam za formira�e
hipa ilustruje naqin na koji treba kombinovati konstrukciju i analizu
algoritma.

Pretpostavi�emo da se hip predstav	a implicitno; �egovi elementi
smexteni su u niz 𝐴 du�ine 𝑛, koji stablu odgovara na slede�i naqin:
koren je smexten u 𝐴[1], a sinovi qvora zapisanog u 𝐴[𝑖] smexteni su u
𝐴[2𝑖] i 𝐴[2𝑖 + 1]. Stablo zadovo	ava uslov hipa ako je vrednost svakog
qvora ve�a ili jednaka od vrednosti �egovih sinova.

Algoritam hip sort izvrxava se na isti naqin kao i sortira�e izborom;
razlika je u upotreb	enoj strukturi podataka za smexta�e niza. Najpre se

69



3.1. Hip sort 70

elementi niza preure�uju tako da qine hip; formira�e hipa razmotri�emo
nexto kasnije. Ako je hip u nizu 𝐴, onda je 𝐴[1] najve�i element hipa.
Zamenom 𝐴[1] sa 𝐴[𝑛] posti�e se da je najve�i element niza doveden na svoje
mesto𝐴[𝑛] u sortiranom redosledu. Zatim se razmatra niz𝐴[1], 𝐴[2], . . . , 𝐴[𝑛−
1]; preure�uje se, tako da i da	e zadovo	ava uslov hipa (uslov hipa mo�e
da ne zadovo	ava samo novi element 𝐴[1]). Posle toga se sa tim nizom
rekurzivno ponav	a postupak prime�en na niz 𝐴[1], 𝐴[2], . . . , 𝐴[𝑛]. Sve u
svemu, algoritam se sastoji od poqetnog formira�a hipa i 𝑛−1 koraka, u
kojima se vrxi po jedna zamena i preure�iva�e hipa. Preure�iva�e hipa
je u osnovi isti postupak kao algoritam za ukla�a�e najve�eg elementa iz
hipa. Formira�e hipa je samo po sebi interesantan problem, pa �e biti
posebno razmatran. Vremenska slo�enost sortira�a polaze�i od formi-
ranog hipa je dakle 𝑂(𝑛 log 𝑛) (𝑂(log 𝑛) po zameni). Jasno je da je hip sort
sortira�e u mestu.

𝐻𝑖𝑝𝑠𝑜𝑟𝑡(𝐴,𝑛)
ulaz: 𝐴 - niz od 𝑛 elemenata
izlaz: 𝐴 - sortirani niz
1 preurediti 𝐴 tako da bude hip
2 for 𝑖← 𝑛 downto 2
3 𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑖(𝐴[1], 𝐴[𝑖])
4 preurediti deo niza 𝐴[1..𝑖− 1] tako da bude ispravan hip

Formira�e hipa

Sada �emo se pozabaviti problemom formira�a hipa od proizvo	nog
niza. Dat je niz 𝐴[1], 𝐴[2], . . . , 𝐴[𝑛] proizvo	no ure�enih brojeva. Treba
preurediti �egove elemente tako da zadovo	avaju uslov hipa.

Postoje dva prirodna pristupa formira�u hipa: odozgo nadole i odozdo
nagore. Oni odgovaraju prolasku kroz niz 𝐴 sleva udesno, odnosno zdesna
ulevo (videti sliku 3.1). Poxto ovi metodi budu opisani primenom induk-
cije, bi�e pokazano da izme�u �ih postoji znatna razlika u efikasnosti.

-

Slika 3.1: Formira�e hipa odozgo nadole i odozdo nagore.

Razmotrimo najpre prolazak kroz niz sleva udesno, tj. izgrad�u hipa
odozgo nadole.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

2 6 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
2 6 8 5 10 9 12 14 15 7 3 13 4 11 16 1
2 6 8 5 10 9 16 14 15 7 3 13 4 11 12 1
2 6 8 5 10 13 16 14 15 7 3 9 4 11 12 1
2 6 8 5 10 13 16 14 15 7 3 9 4 11 12 1
2 6 8 15 10 13 16 14 5 7 3 9 4 11 12 1
2 6 16 15 10 13 12 14 5 7 3 9 4 11 8 1
2 15 16 14 10 13 12 6 5 7 3 9 4 11 8 1
16 15 13 14 10 9 12 6 5 7 3 2 4 11 8 1

Tabela 3.1: Primer formira�a hipa odozdo nagore. Brojevi u prvoj vrsti
su indeksi. Brojevi koji su upravo uqestvovali u zameni, podeb	ani su.

Induktivna hipoteza (odozgo nadole): Niz 𝐴[1], 𝐴[2], . . . , 𝐴[𝑖] predstav-
	a hip.

Bazni sluqaj je trivijalan, jer 𝐴[1] jeste hip. Osnovni deo algoritma
je ugrad�a elementa 𝐴[𝑖 + 1] u hip 𝐴[1..𝑖]. Element 𝐴[𝑖 + 1] upore�uje se
sa svojim ocem, i zame�uje se sa �im ako je ve�i od �ega; novi element se
premexta navixe, sve dok ne postane ma�i ili jednak od oca, ili dok ne
dospe u koren hipa. Broj upore�iva�a je u najgorem sluqaju ⌊log2(𝑖 + 1)⌋.

Razmotrimo sada prolazak niza zdesna ulevo, xto odgovara prolasku
hipa odozdo nagore. Voleli bismo da ka�emo da je niz 𝐴[𝑖+1..𝑛] hip, u koji
treba ubaciti elemenat 𝐴[𝑖]. Ali niz 𝐴[𝑖 + 1..𝑛] ne odgovara jednom, nego
kolekciji hipova (niz 𝐴[𝑖+1..𝑛] posmatramo kao deo stabla predstav	enog
nizom 𝐴[1..𝑛]). Zbog toga je induktivna hipoteza nexto komplikovanija.

Induktivna hipoteza (odozdo nagore): Sva stabla sa korenima na in-
deksima 𝑖 + 1, 𝑖 + 2, . . . , 𝑛 zadovo	avaju uslov hipa.

Indukcija je po 𝑖, ali obrnutim redosledom, 𝑖 = 𝑛, 𝑛−1, . . . , 1. Element
𝐴[𝑛] oqigledno predstav	a hip, xto predstav	a bazu indukcije. Mo�e se
zak	uqiti i nexto vixe. Elementi niza 𝐴 sa indeksima od ⌊𝑛/2⌋ + 1 do
𝑛 su listovi stabla. Zbog toga se podstabla koja odgovaraju elementima
tog niza sastoje samo od korena, pa trivijalno zadovo	avaju uslov hipa.
Dovo	no je dakle da sa indukcijom krenemo od 𝑖 = ⌊𝑛/2⌋. To ve� ukazuje
da bi pristup odozdo nagore mogao biti efikasniji: polovina posla je
trivijalna.

Razmotrimo sada element 𝐴[𝑖]. On ima najvixe dva sina 𝐴[2𝑖+1] i 𝐴[2𝑖],
koji su, prema induktivnoj hipotezi, koreni ispravnih hipova. Zbog toga
je jasan naqin sre�iva�a hipa sa korenom na indeksu 𝑖: 𝐴[𝑖] se upore�uje
sa ve�im od sinova, i zame�uje se sa �im ako je potrebno. Ovo je sliqno
brisa�u iz hipa. Sa zamenama se nastav	a nani�e niz stablo, dok pret-
hodna vrednost elementa 𝐴[𝑖] ne do�e do lista ili do mesta na kome je ve�a
od vrednosti oba sina. Konstrukcija hipa odozdo nagore ilustrovana je
primerom u tabeli 3.1.

Slo�enost (odozgo nadole): Korak sa rednim brojem 𝑖 zahteva najvixe
⌊log2 𝑖⌋ ≤ ⌊log2 𝑛⌋ upore�iva�a, pa je vremenska slo�enost𝑂(𝑛 log 𝑛). Ocena
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slo�enosti 𝑂(𝑛 log 𝑛) nije gruba, jer je

𝑛∑︁
𝑖=1

⌊log2 𝑖⌋ ≥
𝑛∑︁

𝑖=𝑛/2

⌊log2 𝑖⌋ ≥ (𝑛/2)⌊log2(𝑛/2)⌋ = Ω(𝑛 log 𝑛).1

Slo�enost (odozdo nagore): Broj upore�iva�a u svakom koraku ma�i
je ili jednak od dvostruke visine razmatranog qvora (poxto se qvor mora
uporediti sa ve�im od sinova, eventualno zameniti, i tako da	e niz
stablo do lista). Prema tome, slo�enost je ma�a ili jednaka od dvostruke
sume visina svih qvorova u stablu. Izraqunajmo dakle sumu visina svih
qvorova, ali najpre samo za kompletna stabla. Neka je 𝐻(𝑖) suma visina
svih qvorova kompletnog binarnog stabla visine 𝑖. Niz 𝐻(𝑖) zadovo	ava
diferencnu jednaqinu 𝐻(𝑖) = 2𝐻(𝑖 − 1) + 𝑖, jer se kompletno binarno
stablo visine 𝑖 sastoji od dva kompletna binarna podstabla visine 𝑖 − 1
i korena, qija je visina 𝑖. Pored toga, 𝐻(0) = 0. Qlan 𝑖 iz diferencne
jednaqine mo�e se ukloniti �enim prepisiva�em u obliku 𝐻(𝑖) + 𝑖 =
2(𝐻(𝑖 − 1) + (𝑖 − 1)) + 2, odnosno 𝐺(𝑖) = 2𝐺(𝑖 − 1) + 2, gde je uvedena
oznaka 𝐺(𝑖) = 𝐻(𝑖) + 𝑖; 𝐺(0) = 𝐻(0) = 0. Da bi se uklonio preostali
konstantni qlan 2, obema stranama treba dodati odgovaraju�u konstantu,
tako da bude korisna smena 𝐹 (𝑖) = 𝐺(𝑖) + 𝑎; odatle se dobija 𝑎 = 2:
𝐺(𝑖) + 2 = 2(𝐺(𝑖 − 1) + 2), tj. smenom 𝐹 (𝑖) = 𝐺(𝑖) + 2 dobija se 𝐹 (𝑖) =
2𝐹 (𝑖−1) i 𝐹 (0) = 𝐺(0)+2 = 2. Rexe�e posled�e diferencne jednaqine je
𝐹 (𝑖) = 2𝑖+1, pa konaqno dobijamo 𝐻(𝑖) = 2𝑖+1−(𝑖+2). Poxto je ukupan broj
qvorova kompletnog binarnog stabla visine 𝑖 jednak 𝑛 = 2𝑖+1 − 1 > 𝐻(𝑖),
zak	uqujemo da je za hipove sa 𝑛 = 2𝑖+1 − 1 qvorova vremenska slo�enost
formira�a hipa odozdo nagore 𝑂(𝑛).

Formira�e hipa od 𝑛 elemenata, pri qemu je 2𝑖 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑖+1 − 1 traje
ma�a ili jednako od traja�a formira�a hipa od 2𝑖+1 − 1 elemenata,
koje je i da	e 𝑂(𝑛). Osnovni razlog zbog koga je pristup odozdo nagore
efikasniji je u tome da je veliki deo qvorova stabla na �egovom dnu, a
vrlo mali deo pri vrhu, u blizini korena. Zato je bo	e minimizirati
obradu qvorova na dnu.

Ovaj primer pokazuje da se dobrim izborom redosleda indukcije mo�e
konstruisati efikasan algoritam. Metod formira�a hipa odozgo nadole
je direktniji i oqigledniji, ali se ispostav	a da je pristup odozdo nagore
bo	i.

3.2 Sortira�e razvrstava�em

Najjednostavniji postupak sortira�a sastoji se u tome da se obezbedi do-
vo	an broj lokacija, i da se onda svaki element smesti na svoju lokaciju.
Taj postupak zove se sortira�e razvrstava�em. Ako se, na primer,
sortiraju pisma prema odredixtima, onda je dovo	no obezbediti jednu
pregradu za svako odredixte, i sortira�e je vrlo efikasno. Ali ako pisma
treba sortirati prema petocifrenom poxtanskom broju, onda ovaj metod
zahteva oko 100000 pregrada, xto postupak qini nepraktiqnim. Prema
tome, sortira�e razvrstava�em radi dobro ako su elementi iz malog, jed-
nostavnog opsega, koji je unapred poznat.

1Za definiciju asimptotske oznake Ω pogledati poglav	e 4.2
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Neka je dato 𝑛 elemenata, koji su celi brojevi iz opsega od 1 do 𝑚 ≥ 𝑛.
Rezervixe se 𝑚 lokacija, a onda se za svako 𝑖 broj 𝑥𝑖 stav	a na lokaciju 𝑥𝑖

koja odgovara �egovoj vrednosti. Posle toga se pregledaju sve lokacije i
iz �ih se redom pokupe elementi. Slo�enost ovog jednostavnog algoritma
je dakle 𝑂(𝑚 + 𝑛). Ako je 𝑚 = 𝑂(𝑛), dobijamo algoritam za sortira�e
linearne slo�enosti. S druge strane, ako je 𝑚 veliko u odnosu na 𝑛
(kao u sluqaju poxtanskih brojeva), onda je i 𝑂(𝑚) tako�e veliko. Pored
toga, algoritam zahteva memoriju veliqine 𝑂(𝑚), xto je jox ve�i problem
za veliko 𝑚.

3.3 Sortira�e razdvaja�em (kvik sort)

Sortira�e objedi�ava�em primer je pristupa konstrukciji algoritama
zasnovanog na razlaga�u. Ako nam po�e za rukom da podelimo problem na
dva pribli�no jednaka potproblema, reximo svaki od �ih nezavisno i
�ihova rexe�a kombinujemo za linearno vreme 𝑂(𝑛), dobijamo algoritam
slo�enosti 𝑂(𝑛 log 𝑛). Nedostatak sortira�a objedi�ava�em je potreba za
dopunskom memorijom, jer se prilikom objedi�ava�a ne mo�e predvideti
koji �e element gde zavrxiti. Mo�e li se dekompozicija primeniti na
drugi naqin, tako da se polo�aji elemenata mogu predvideti? Ideja sor-
tira�a razdvaja�em je da se najve�i deo vremena utroxi na fazu podele,
a vrlo mali deo na objedi�ava�e.

Pretpostavimo da znamo broj 𝑥, takav da je pola elemenata niza ma�e
ili jednako, a pola ve�e od 𝑥. Broj 𝑥 se mo�e uporediti sa svim elementima
niza (korix�e�em ukupno 𝑛 − 1 upore�iva�a) i time se elementi mogu
podeliti u dve grupe, prema rezultatu upore�iva�a. Poxto dve grupe
imaju isti broj elemenata, jedna od �ih se mo�e smestiti u prvu, a druga u
drugu polovinu niza. Kao xto �emo odmah videti, ovo razdvaja�e mo�e se
izvrxiti bez dopunskog memorijskog prostora; to je faza podele. Zatim
se oba podniza rekurzivno sortiraju. Faza objedi�ava�a je trivijalna,
jer elementi prvog, odnosno drugog dela posle sortira�a ostaju u prvom,
odnosno drugom delu. Prema tome, nije potreban dopunski memorijski
prostor (izuzev prostora na steku za pam�e�e rekurzivnih poziva).

Pri opisanoj konstrukciji pretpostav	eno je da je vrednost 𝑥 poznata,
xto obiqno nije sluqaj. Mo�e se pokazati da predlo�eni algoritam dobro
radi bez obzira na to koji se broj 𝑥 (nazivamo ga pivot) koristi za
razdvaja�e. Ci	 je razdvojiti elemente niza na dva dela, jedan sa brojevima
ma�im ili jednakim, a drugi sa brojevima ve�im od pivota. Razdvaja�e se
mo�e ostvariti korix�e�em slede�eg algoritma. Koriste se dva indeksa
za niz, 𝐿 i 𝐷. Na poqetku 𝐿 pokazuje na levi, a 𝐷 na desni kraj niza.
Indeksi se \pomeraju" jedan prema drugom. Slede�a induktivna hipoteza
(tj. invarijanta pet	e) garantuje ispravnost razdvaja�a.

Induktivna hipoteza: U koraku 𝑘 algoritma va�i 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 ≥ 𝑥𝑖 za sve
indekse 𝑖 < 𝐿 i 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 < 𝑥𝑗 za sve indekse 𝑗 > 𝐷.

Hipoteza je trivijalno ispu�ena na poqetku, jer ni jedno 𝑖, odnosno 𝑗,
ne zadovo	avaju navedene uslove. Ci	 je u koraku 𝑘+1 pomeriti 𝐿 udesno,
ili 𝐷 ulevo, tako da hipoteza i da	e bude taqna.

U trenutku kad se desi 𝐿 = 𝐷, razdvaja�e je skoro zavrxeno, izuzev
eventualno elementa 𝑥𝐿, na xta �emo se kasnije vratiti. Pretpostavimo
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da je 𝐿 < 𝐷. Postoje dve mogu�nosti. Ako je bilo 𝑥𝐿 ≤ 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 bilo 𝑥𝐷 >
𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡, odgovaraju�i indeks mo�e se pomeriti, tako da hipoteza i da	e bude
zadovo	ena. U protivnom je 𝑥𝐿 > 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 i 𝑥𝐷 ≤ 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡. Tada zame�ujemo
𝑥𝐿 i 𝑥𝐷 i pomeramo oba indeksa da	e prema unutra. U oba sluqaja imamo
pomera�e bar jednog indeksa. Prema tome, indeksi �e se u jednom trenutku
susresti, i ci	 je postignut.

Ostaje problem izbora dobrog pivota i precizira�a posled�eg koraka
algoritma kad se indeksi sretnu. Algoritmi zasnovani na razlaga�u naj-
bo	e rade kad delovi imaju pribli�no iste veliqine, xto sugerixe da
xto je pivot bli�i sredini, to �e algoritam biti efikasniji. Kao xto
�emo videti u okviru analize algoritma, izbor sluqajnog elementa niza
je dobro rexe�e. Ako je polazni niz dobro \ispreturan", onda se za pivot
mo�e uzeti prvi element niza. Zbog jednostavnosti je u prikazanom algo-
ritmu upravo tako i ura�eno.

𝑅𝑎𝑧𝑑𝑣𝑎𝑗𝑎𝑛𝑗𝑒(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)
ulaz: 𝑋 - niz, 𝐿𝑒𝑣𝑖 - leva granica niza, 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 - desna granica niza
izlaz: 𝑋 - izme�eni niz i indeks 𝑆 takvi da va�i:

𝑋[𝑖] ≤ 𝑋[𝑆] za sve 𝑖 ≤ 𝑆 i 𝑋[𝑗] > 𝑋[𝑆] za sve 𝑗 > 𝑆
1 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡← 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖]
2 𝐿← 𝐿𝑒𝑣𝑖
3 𝐷 ← 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖
4 while 𝐿 < 𝐷 do
5 while 𝑋[𝐿] ≤ 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 and 𝐿 ≤ 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 do
6 𝐿← 𝐿 + 1
7 while 𝑋[𝐷] > 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 and 𝐷 ≥ 𝐿𝑒𝑣𝑖 do
8 𝐷 ← 𝐷 − 1
9 if 𝐿 < 𝐷 then
10 𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑖(𝑋[𝐿], 𝑋[𝐷])
11 {stali smo kada je vrednost elementa sa indeksom 𝐷 ma�a od pivota,
12 pa �u treba staviti na prvu poziciju niza}
13 𝑆 ← 𝐷
14 𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑖(𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖], 𝑋[𝑆])
15 return 𝑆

Ako se prvi element izabere za pivot, on se mo�e zameniti sa 𝑋𝐿 u
posled�em koraku razdvaja�a, i tako postaviti na svoje mesto. Druge mo-
gu�nosti bi�e razmotrene prilikom analize slo�enosti. U svakom sluqaju,
pivot koji je izabran na neki drugi naqin, mo�e se najpre zameniti sa
prvim elementom niza, posle qega se mo�e primeniti opisani algoritam.

6 2 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
6 2 4 5 10 9 12 1 15 7 3 13 8 11 16 14
6 2 4 5 3 9 12 1 15 7 10 13 8 11 16 14
6 2 4 5 3 1 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14
1 2 4 5 3 6 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14

Tabela 3.2: Razdvaja�e niza oko pivota 6.
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Primer rada algoritma 𝑅𝑎𝑧𝑑𝑣𝑎𝑗𝑎𝑛𝑗𝑒 dat je u tabeli 3.2. Pivot je prvi
broj (6). Brojevi koji su upravo zame�eni su podeb	ani. Posle tri zamene
i pomera�a 𝐿 je indeks elementa 𝑋[7] = 12, a 𝐷 indeks elementa 𝑋[6] = 1
(indeks 𝐷 preskaqe 𝐿). Posled�a je zamena sred�eg broja (𝑋[𝐷] = 1)
i pivota (6). Posle ove zamene svi brojevi levo od pivota su ma�i ili
jednaki od �ega, a svi brojevi desno su ve�i od �ega. Dva podniza (sa
indeksima od 1 do 6, odnosno od 7 do 16) mogu da se rekurzivno sortiraju.
U najgorem sluqaju dubina rekurzije je 𝑂(𝑛), a u proseku 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛). Primer
rada algoritma prikazan je u tabeli 3.3.

𝑄𝑢𝑖𝑐𝑘𝑠𝑜𝑟𝑡(𝑋,𝑛)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva
izlaz: 𝑋 - sortirani niz
1 𝑄𝑆𝑜𝑟𝑡(𝑋, 1, 𝑛)

𝑄𝑆𝑜𝑟𝑡(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)
ulaz: 𝑋 - niz sa indeksima u intervalu [𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖]
izlaz: 𝑋 - sortirani niz u intervalu [𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖]
2 if 𝐿𝑒𝑣𝑖 < 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 then
3 𝑆 = 𝑅𝑎𝑧𝑑𝑣𝑎𝑗𝑎𝑛𝑗𝑒(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖) {𝑆 je indeks pivota posle razdvaja�a}
4 𝑄𝑆𝑜𝑟𝑡(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖, 𝑆 − 1)
5 𝑄𝑆𝑜𝑟𝑡(𝑋,𝑆 + 1, 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)

6 2 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
1 2 4 5 3 6 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14
1 2 4 5 3

2 4 5 3
3 4 5

8 9 11 7 10 12 13 15 16 14
7 8 11 9 10

10 9 11
9 10

13 15 16 14
14 15 16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Tabela 3.3: Primer sortira�a razdvaja�em. Pivoti su podeb	ani.
Elementi koji se u nekoj fazi ne me�aju, nisu prikazani.

Slo�enost: Vreme izvrxava�a sortira�a razdvaja�em zavisi od kon-
kretnog ulaza i izbora pivota. Ako pivot uvek razdvaja niz na dva jednaka
dela, onda je diferencna jednaqina za slo�enost 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/2) + 𝑐𝑛,
𝑇 (2) = 1, xto za posledicu ima 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛 log 𝑛). Uveri�emo se kasnije
da je vremenska slo�enost ovog algoritma 𝑂(𝑛 log 𝑛) i pod mnogo slabijim
pretpostavkama. Ako je pak pivot blizu nekom od krajeva niza, onda je
broj koraka mnogo ve�i. Na primer, ako je pivot najma�i element u nizu,
onda prvo razdvaja�e zahteva 𝑛− 1 upore�iva�a a rezultat je razdvaja�e
brojeva na dve grupe, sa 0 odnosno 𝑛 − 1 elemenata. Zbog toga, ako je
niz ve� ure�en rastu�e i za pivot se uvek bira prvi element, onda je
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broj koraka algoritma 𝑂(𝑛2). Kvadratna slo�enost u najgorem sluqaju
za sortirane ili skoro sortirane nizove mo�e se izbe�i upore�iva�em
prvog, posled�eg i sred�eg elementa niza i izborom sred�eg me�u �ima
(drugog po veliqini) za pivot. Jox pouzdaniji metod je sluqajni izbor
nekog elementa niza za pivot. Vremenska slo�enost sortira�a �e i tada u
najgorem sluqaju biti 𝑂(𝑛2), jer i da	e postoji mogu�nost da pivot bude
najma�i element niza. Ipak, verovatno�a da do�e do ovog najgoreg sluqaja
je mala. Razmotri�emo to sada malo preciznije.

Pretpostavimo da se svaki element 𝑥𝑖 sa jednakom verovatno�om mo�e
izabrati za pivot. Ako je pivot 𝑖-ti najma�i elemenat, onda posle razdva-
ja�a treba rekurzivno sortirati dva dela niza du�ina redom 𝑖−1, odnosno
𝑛− 𝑖. Ako brojimo samo upore�iva�a, slo�enost razdvaja�a je 𝑛− 1 (pod
pretpostavkom da se posle zamene 𝑋[𝐿] sa 𝑋[𝐷] u algoritmu 𝑅𝑎𝑧𝑑𝑣𝑎𝑗𝑎𝑛𝑗𝑒
indeksi 𝐿 i 𝐷 najpre bez upore�iva�a pomeraju za po jedno mesto). Prema
tome, slo�enost sortira�a razdvaja�em zadovo	ava jednakost 𝑇 (𝑛) =
𝑛 − 1 + 𝑇 (𝑖 − 1) + 𝑇 (𝑛 − 𝑖). Ako pretpostavimo da pozicija pivota posle
razdvaja�a mo�e biti svako 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 sa jednakom verovatno�om 1/𝑛,
proseqan broj koraka je:

𝑇 (𝑛) = 𝑛− 1 +
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑇 (𝑖− 1) + 𝑇 (𝑛− 𝑖)) =

= 𝑛− 1 +
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑖− 1) +
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑛− 𝑖) = 𝑛− 1 +
2

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 (𝑖).

Ovo je potpuna rekurzija i �eno rexe�e je 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛 log 𝑛) (kao
xto �emo videti u delu kursa o analizi algoritama). Dakle, sortira�e
razdvaja�em je zaista efikasno u proseku.

U praksi je sortira�e razdvaja�em veoma brzo, pa zaslu�uje svoje
drugo ime (kvik sort, tj. brzo sortira�e). Osnovni razlog za �egovu
brzinu, osim elegantne primene razlaga�a, je u tome xto se mnogo elemenata
upore�uje sa jednim istim elementom, pivotom. Pivot se zbog toga mo�e
smestiti u registar, xto ubrzava upore�iva�a.

Jedan od naqina da se sortira�e razdvaja�em ubrza je dobar izbor
baze indukcije. Ideja je da se sa indukcijom ne poqi�e uvek od jedinice.
Sortira�e razdvaja�em, kao xto je reqeno, poziva se rekurzivno do baznog
sluqaja, koji obuhvata nizove du�ine 1. Me�utim, jednostavni algoritmi,
kao xto su sortira�e umeta�em ili sortira�e izborom, rade sasvim dobro
za kratke nizove. Prema tome, mo�e se izabrati da bazni sluqaj za sor-
tira�e razdvaja�em budu nizovi du�ine ve�e od jedan (npr. izme�u 10 i
20, xto zavisi od konkretne realizacije), a da se bazni sluqaj obra�uje
sortira�em umeta�em. Drugim reqima, uslov "if 𝐿𝑒𝑣𝑖 < 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖" zame�uje
se uslovom "if 𝐿𝑒𝑣𝑖 < 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 − 𝑃𝑟𝑎𝑔" (gde 𝑃𝑟𝑎𝑔 ima vrednost izme�u
10 i 20), i dodaje se deo "else ", koji izvrxava sortira�e umeta�em).
Efekat ove promene je popravka brzine sortira�a razdvaja�em za mali
konstantni faktor.
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3.4 Do�a granica slo�enosti za sortira�e

Opxti algoritmi za sortira�e koje smo razmotrili imaju vreme izvrxa-
va�a𝑂(𝑛2) ili𝑂(𝑛 log 𝑛); sortira�e razvrstava�em nije opxti algoritam,
jer se ne mo�e primeniti na proizvo	an niz. Postav	a se pita�e da li
je mogu�e da	e pobo	xa�e, odnosno da li je slo�enost svakog algoritma
za sortira�e bar reda 𝑛 log 𝑛?

Funkcija 𝑓(𝑛) je do�a granica slo�enosti nekog problema ako za slo-
�enost 𝑇 (𝑛) proizvo	nog algoritma koji rexava taj problem va�i 𝑇 (𝑛) =
Ω(𝑓(𝑛)) (ili: ne postoji algoritam slo�enosti ma�e od 𝑂(𝑓(𝑛)), koji re-
xava problem). Dokazati da je neka funkcija do�a granica slo�enosti
razmatranog problema nije lako, jer se dokaz odnosi na sve mogu�e algorit-
me, a ne samo na jedan konkretan pristup. Neophodno je najpre definisati
model koji odgovara proizvo	nom algoritmu, a zatim dokazati da je vre-
menska slo�enost proizvo	nog algoritma obuhva�enog tim modelom ve�a
ili jednaka od do�e granice. U ovom ode	ku razmotri�emo jedan takav
model koji se zove stablo odluqiva�a. Stablo odluqiva�a modelira
izraqunava�a koja se sastoje najve�im delom od upore�iva�a. Stablo od-
luqiva�a nije opxti model izraqunava�a kao xto je npr. Tjuringova
maxina, pa su do�e granice nexto slabije; ali s druge strane, stabla
odluqiva�a su jednostavnija i sa �ima se lakxe operixe.

Stablo odluqiva�a definixe se kao binarno stablo sa dve vrste qvoro-
va, unutrax�im qvorovima i listovima. Svaki unutrax�i qvor odgovara
pita�u sa dva mogu�a odgovora, koji su pak pridru�eni dvema granama
koje izlaze iz qvora. Svakom listu pridru�en je jedan od mogu�ih izlaza.
Ako se radi o problemu sortira�a, pretpostav	amo da je ulazni niz
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Izraqunava�e poqi�e od korena stabla. U svakom qvoru
postav	a se jedno pita�e u vezi sa ulazom, i u zavisnosti od dobijenog
odgovora, nastav	a se levom ili desnom izlaznom granom. Kad se dostigne
list, izlaz pridru�en listu je izlaz izraqunava�a. Na slici 3.2 prikaza-
no je sortira�e pomo�u stabla odluqiva�a za 𝑛 = 3. Vremenska slo�enost
(u najgorem sluqaju) algoritma definisanog stablom 𝑇 jednaka je visini
𝑇 , odnosno najve�em broju pita�a koja treba postaviti za neki ulaz. Stablo
odluqiva�a prema tome odgovara algoritmu. Iako stablo odluqiva�a ne
mo�e da modelira svaki algoritam (npr. ne mo�e se izraqunati kvadratni
koren iz nekog broja korix�e�em stabla odluqiva�a), ono je prihvat	iv
model za algoritme zasnovane na upore�iva�u. Do�a granica dobijena
za model stabla odluqiva�a odnosi se naravno samo na algoritme tog
oblika. Sada �emo iskoristiti stabla odluqiva�a da bismo odredili
do�u granicu za sortira�e.

Teorema: Proizvo	no stablo odluqiva�a za sortira�e 𝑛 elemenata ima
visinu Ω(𝑛 log 𝑛).

Dokaz: Ulaz u algoritam za sortira�e je niz 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Izlaz je
isti niz u sortiranom redosledu. Drugim reqima, izlaz je permutacija
ulaza: izlaz pokazuje kako treba ispremextati elemente tako da oni po-
stanu sortirani. Na izlazu se mo�e pojaviti svaka permutacija, jer ulaz
mo�e biti zadat u proizvo	nom redosledu. Algoritam za sortira�e je
korektan ako mo�e da obradi sve mogu�e ulaze. Prema tome, svaka per-
mutacija skupa {1, 2, . . . , 𝑛} treba da se pojavi kao mogu�i izlaz stabla
odluqiva�a za sortira�e. Izlazi stabla odluqiva�a pridru�eni su �e-
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𝑥1 < 𝑥2?

𝑥1 < 𝑥3? 𝑥2 < 𝑥3?

𝑥1 < 𝑥3? 𝑥3 < 𝑥2 < 𝑥1

𝑥2 < 𝑥1 < 𝑥3 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑥1

𝑥3 < 𝑥1 < 𝑥2𝑥2 < 𝑥3?

𝑥1 < 𝑥3 < 𝑥2

da ne

da ne da ne

ne da ne

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3

da

t
t

t t
t

Slika 3.2: Sortira�e tri elementa pomo�u stabla odluqiva�a.

govim listovima. Poxto dve razliqite permutacije odgovaraju razliqitim
izlazima, moraju im biti pridru�eni razliqiti listovi. Prema tome, za
svaku permutaciju mora da postoji bar jedan list. Permutacija ima 𝑛!,
pa poxto pretpostav	amo da je stablo binarno, �egova visina je najma�e
log2(𝑛!). Ako iskoristimo qi�enicu da va�i 𝑘 > 𝑛/2 za 𝑘 = 𝑛/2, . . . , 𝑛
dobijamo:

log2(𝑛!) > log2(𝑛/2 · 𝑛/2 · . . . · 𝑛/2)

pri qemu se faktor 𝑛/2 jav	a 𝑛/2 puta. Odavde sledi:

log2(𝑛!) > log2(𝑛/2)𝑛/2 = 𝑛/2 · log2(𝑛/2)

odnosno:
log2(𝑛!) = Ω(𝑛 log 𝑛)

Ovakva vrsta do�e granice zove se teorijsko{informaciona do�a
granica, jer ona ne zavisi od samog izraqunava�a (mi, na primer, nismo
definisali kakva pita�a su dozvo	ena), nego samo od koliqine infor-
macija sadr�ane u izlazu. Znaqaj do�e granice je u tome da proizvo	an
algoritam sortira�a zahteva Ω(𝑛 log 𝑛) upore�iva�a u najgorem sluqaju,
jer on mora da razlikuje 𝑛! razliqitih izlaza, a u jednom koraku mo�e da
izabere samo jednu od dve mogu�nosti. Mogli smo da definixemo stablo
odluqiva�a kao stablo u kome svaki qvor ima tri sina (koji, na primer,
odgovaraju ishodima "<", "=" i ">"). U tom sluqaju bi visina bila najma�e
log3 𝑛!, xto je i da	e Ω(𝑛 log 𝑛). Drugim reqima, do�a granica Ω(𝑛 log 𝑛)
odnosi se na sva stabla odluqiva�a sa konstantnim brojem grana po qvoru.

Ovaj dokaz do�e granice pokazuje da svaki algoritam za sortira�e
zasnovan na upore�iva�ima ima slo�enost Ω(𝑛 log 𝑛). Sortira�e je ipak
mogu�e izvrxavati br�e korix�e�em specijalnih osobina brojeva, ili
izvode�i algebarske manipulacije sa �ima. Na primer, ako imamo 𝑛 pri-
rodnih brojeva iz opsega od 1 do 4𝑛, sortira�e razvrstava�em �e ih u-
rediti za vreme 𝑂(𝑛). Ovo ne protivreqi dokazanoj do�oj granici, jer
sortira�e razvrstava�em ne koristi upore�iva�a. Koristi se qi�enica
da vrednosti brojeva mogu da se efikasno koriste kao adrese.

Kad razmatramo stabla odluqiva�a, obiqno ignorixemo �ihovu veli-
qinu, a zanima nas samo visina, zbog toga xto qak i jednostavni algoritmi
linearne vremenske slo�enosti mogu da odgovaraju stablima odluqiva�a
sa eksponencijalnim brojem qvorova. Veliqina stabla nije bitna, jer se
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stablo u stvari ne formira eksplicitno. Pokazalo se da se mogu for-
mirati stabla odluqiva�a polinomijalne visine | ali eksponencijalne
veliqine | za probleme koji verovatno zahtevaju eksponencijalno vreme
izvrxava�a, pa su stabla odluqiva�a ponekad previxe optimistiqka.
Drugim reqima, do�a granica po modelu stabla odluqiva�a mo�e da bude
daleko ispod stvarne slo�enosti problema. S druge strane, ako je do�a
granica jednaka gor�oj granici za neki konkretan algoritam, kao xto
je sluqaj sa sortira�em, onda do�a granica pokazuje da se algoritam ne
mo�e ubrzati ni upotrebom mnogo ve�eg prostora.

3.5 Zadaci za ve�bu

1. Deta	no opisati postupak formira�e hipa

a) odozgo nadole

b) odozdo nagore

od niza elemenata 𝐴 = (5, 13, 2, 25, 7, 17, 20, 8, 4).

2. Dokazati korektnost algoritma 𝐻𝑖𝑝𝑠𝑜𝑟𝑡 korix�e�em naredne inva-
rijante pet	e:

na poqetku svake iteracije for pet	e (u linijama 2{4) podniz 𝐴[1..𝑖]
je hip koji sadr�i 𝑖 najma�ih elemenata niza 𝐴[1..𝑛], a podniz 𝐴[𝑖+
1..𝑛] sadr�i 𝑛 − 𝑖 najve�ih elemenata niza 𝐴[1..𝑛] u sortiranom re-
dosledu.

3. Koliko je vreme izvrxava�a algoritma 𝐻𝑖𝑝𝑠𝑜𝑟𝑡 na nizu 𝐴 du�ine 𝑛
koji je ve� sortiran rastu�e, a koliko ako je niz sortiran opadaju�e?

4. Pokazati kako je mogu�e korix�e�em hipa realizovati narednu o-
peraciju:

𝑃𝑜𝑣𝑒𝑐𝑎𝑗 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐(𝑆, 𝑖, 𝑘) { kojom se vrednost k	uqa elementa sa indeksom
𝑖 pove�ava na vrednost 𝑘, za koju se pretpostav	a da ima vrednost
ve�u ili jednaku prethodnoj vrednosti k	uqa sa indeksom 𝑖.

5. Konstruisati algoritam vremenske slo�enosti 𝑂(𝑛 log 𝑘) za objedi-
�ava�e 𝑘 sortiranih nizova u jedan sortirani niz od ukupno 𝑛 ele-
menata.

6. Demonstrirati izvrxava�e algoritma 𝑅𝑎𝑧𝑑𝑣𝑎𝑗𝑎𝑛𝑗𝑒 na nizu:
(13, 19, 9, 5, 12, 8, 7, 4, 11, 2, 6, 21), ukoliko se prvi element bira za pi-
vot.

7. Koja je najma�a mogu�a dubina lista u stablu odluqiva�a za problem
sortira�a zasnovan na upore�iva�u?

8. Dat je skup 𝑆 od 𝑛 razliqitih celih brojeva. Konstruisati algoritam
slo�enosti 𝑂(𝑛) za nala�e�e nekog broja koji nije u 𝑆. Dokazati da
je Ω(𝑛) do�a granica slo�enosti za broj koraka potrebnih da se rexi
ovaj problem.





Glava 4

Analiza algoritama

4.1 Uvod

Ci	 analize algoritma je da se predvidi �egovo ponaxa�e, posebno brzi-
na izvrxava�a, ne realizuju�i ga na (nekom konkretnom) raqunaru. Dakle
potrebno je proceniti brzinu rada algoritma i to tako da ta procena
va�i za svaki raqunar. Uostalom, napor da se algoritam ispita na svakom
raqunaru je preambiciozan, izme�u ostalog i zbog toga xto bi trebalo
uzeti u obzir sve mogu�e realizacije \podalgoritama" (npr. mnogi algo-
ritmi sadr�e sortira�e, koje se mo�e izvrxiti razliqitim postupcima).

Taqno ponaxa�e algoritma je nemogu�e predvideti, sem u najjedno-
stavnijim sluqajevima. Na ponaxa�e utiqe mnogo faktora, pa se u obzir
uzimaju samo glavne karakteristike, a zanemaruju se deta	i vezani za
taqnu realizaciju. Prema tome, analiza algoritma mora da bude pri-
bli�na. Me�utim, na taj naqin se ipak dobijaju znaqajne informacije
o algoritmu, koje npr. omogu�uju upore�iva�e razliqitih algoritama za
rexava�e istog problema.

Logiqan pristup prilikom analize brzine izvrxava�a algoritma je
da se zanemaruju konstantni faktori, jer se brzine izvrxava�a algoritma
na razliqitim raqunarima razlikuju pribli�no za konstantni faktor.
Od interesa je oceniti ponaxa�e brzine izvrxava�a algoritma kad ve-
liqina ulaza te�i beskonaqnosti. Ako je, na primer, ulaz u algoritam
vektor du�ine 𝑛, a algoritam se sastoji od 100𝑛 koraka, onda se ka�e da
je slo�enost algoritma linearna, odnosno proporcionalna sa 𝑛; ako je
broj koraka 2𝑛2 + 50, onda se ka�e da je slo�enost algoritma kvadratna,
odnosno proporcionalna sa 𝑛2. Za drugi od ova dva algoritma ka�e se da
je sporiji, iako za 𝑛 = 5 va�i 100𝑛 > 2𝑛2+50; nejednakost 2𝑛2+50 > 100𝑛
taqna je npr. za svako 𝑛 > 50. Sliqno, ako se algoritam sastoji od 100𝑛1.8

koraka, nejednakost 100𝑛1.8 < 2𝑛2 + 50 poqi�e da va�i tek za 𝑛 > 3 · 108.
Na sre�u, obiqno su konstante u izrazima za slo�enost algoritama male.
Zbog toga, iako asimptotski pristup oce�iva�u slo�enosti ponekad mo�e
da dovede do zabune, u praksi se dobro pokazuje i dovo	an je za prvu
aproksimaciju efikasnosti.

Ci	 analize, odre�iva�e vremena izvrxava�a algoritma za odre�eni
ulaz | praktiqno je neostvar	iv (sem za najjednostavnije algoritme), jer

81
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je texko uzeti u obzir sve mogu�e ulaze. Zbog toga se za svaki mogu�i
ulaz najpre definixe �egova veliqina (dimenzija) 𝑛, posle qega se u
analizi koristi samo ovaj podatak. Veliqinu ulaza ne�emo ovde strogo
definisati; obiqno je to mera veliqine memorijskog prostora potrebnog
za smexta�e opisa ulaza kad se upotrebi bilo koje razumno kodira�e npr.
bitovima. Nepostoja�e opxte definicije veliqine ulaza ne unosi zabunu,
jer se obiqno upore�uju razliqiti algoritmi za rexava�e istog problema.

Dakle, analiza algoritma treba da kao rezultat dâ izraz za utroxeno
vreme u zavisnosti od veliqine ulaza 𝑛. Me�utim, postav	a se pita�e
| koji me�u ulazima veliqine 𝑛 izabrati kao reprezentativan? Qesto
se za ovu svrhu bira najgori sluqaj. Najbo	i ulaz je qesto trivijalan.
Da	e, sred�i (proseqan) ulaz samo na prvi pogled izgleda kao dobar
izbor. Me�utim, analiza je tada komplikovana, a potexko�u predstav	a
i definisa�e raspodele verovatno�a na skupu svih ulaza veliqine 𝑛,
i to tako da ona odgovara situacijama koje se pojav	uju u praksi. Zbog
toga je korisno analizu vrxiti za najgori sluqaj. Dobijeni rezultati
najqex�e su bliski proseqnim, odnosno eksperimentalnim rezultatima;
ili, ako je qak najgori sluqaj u pogledu slo�enosti bitno drugaqiji od
\proseqnog", algoritam koji dobro radi u najgorem sluqaju obiqno dobro
radi i u proseku. Izneseni razlozi opravdavaju praksu da se najqex�e
vrxi analiza najgoreg sluqaja.

Analiza asimptotskog ponaxa�a slo�enosti algoritma, i to u najgorem
sluqaju me�u ulazima odre�ene veliqine | to je dakle aproksimacija
vremena rada odre�enog algoritma na odre�enom ulazu, koja ipak najqex�e
dobro karakterixe osobine algoritma.

4.2 Asimptotska oznaka 𝑂

Definicija: Neka su 𝑓 i 𝑔 pozitivne funkcije od argumenta 𝑛 iz skupa
N prirodnih brojeva. Ka�e se da je 𝑔(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)) ako postoje pozitivne
konstante 𝑐 i 𝑁 , takve da za svako 𝑛 > 𝑁 va�i 𝑔(𝑛) ≤ 𝑐𝑓(𝑛).

Oznaka 𝑂(𝑓(𝑛)) se u stvari odnosi na klasu funkcija, a jednakost
𝑔(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)) je uobiqajena oznaka za inkluziju 𝑔(𝑛) ∈ 𝑂(𝑓(𝑛)). Jasno
je da je funkcija 𝑓 samo neka vrsta gor�e granice za funkciju 𝑔. Na
primer, pored jednakosti 5𝑛2 + 15 = 𝑂(𝑛2) (jer je 5𝑛2 + 15 ≤ 6𝑛2 za 𝑛 ≥ 4)
va�i i jednakost 5𝑛2 + 15 = 𝑂(𝑛3) (jer je 5𝑛2 + 15 ≤ 6𝑛3 za 𝑛 ≥ 4).
Ova notacija omogu�uje ignorisa�e multiplikativnih konstanti: umesto
𝑂(5𝑛 + 4) mo�e se pisati 𝑂(𝑛) jer klase 𝑂(5𝑛 + 4) i 𝑂(𝑛) sadr�e iste
funkcije. Jednakost 𝑂(5𝑛 + 4) = 𝑂(𝑛) je u stvari jednakost dve klase
funkcija. Sliqno, u izrazu 𝑂(log 𝑛) osnova logaritma nije bitna, jer se
logaritmi za razliqite osnove razlikuju za multiplikativnu konstantu:

log𝑎 𝑛 = log𝑎(𝑏log𝑏 𝑛) = log𝑏 𝑛 · log𝑎 𝑏.

Specijalno, 𝑂(1) je oznaka za klasu ograniqenih funkcija.
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Teorema: Svaka eksponencijalna funkcija sa osnovom ve�om od 1 raste
br�e od svakog polinoma. Dakle, ako je 𝑓(𝑛) monotono rastu�a funkcija
koja nije ograniqena, 𝑎 > 1 i 𝑐 > 0, onda je:

𝑓(𝑛)𝑐 = 𝑂
(︀
𝑎𝑓(𝑛)

)︀
.

Specijalno, za 𝑓(𝑛) = 𝑛 dobija se 𝑛𝑐 = 𝑂(𝑎𝑛), a za 𝑓(𝑛) = log𝑎 𝑛
dobija se jednakost (log𝑎 𝑛)𝑐 = 𝑂

(︀
𝑎𝑙𝑜𝑔𝑎𝑛) = 𝑂(𝑛), tj. proizvo	an stepen

logaritamske funkcije raste sporije od linearne funkcije.
Lako se pokazuje da se 𝑂-izrazi mogu sabirati i mno�iti:

𝑂(𝑓(𝑛)) + 𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛)),

𝑂(𝑓(𝑛))𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)).

Na primer, druga od ovih jednakosti mo�e se iskazati na slede�i
naqin: ako je neka funkcija ℎ(𝑛) jednaka proizvodu proizvo	ne funkcije
𝑟(𝑛) iz klase 𝑂(𝑓(𝑛)) i proizvo	ne funkcije 𝑠(𝑛) iz klase 𝑂(𝑔(𝑛)), onda
ℎ(𝑛) = 𝑟(𝑛)𝑠(𝑛) pripada klasi 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛))).

Poka�imo da va�e ove dve jednakosti. Ako je 𝑟(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)) i 𝑠(𝑛) =
𝑂(𝑔(𝑛)) onda postoje pozitivni 𝑁1, 𝑁2, 𝑐1 i 𝑐2 takvi da za 𝑛 > 𝑁1 va�i
𝑟(𝑛) ≤ 𝑐1𝑓(𝑛) i za 𝑛 > 𝑁2 va�i 𝑠(𝑛) ≤ 𝑐2𝑔(𝑛). Me�utim, za𝑁 = max{𝑁1, 𝑁2}
i 𝑐 = max{𝑐1, 𝑐2, 𝑐1𝑐2} va�i:

∙ 𝑟(𝑛) + 𝑠(𝑛) ≤ 𝑐
(︀
𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛)

)︀
i

∙ 𝑟(𝑛)𝑠(𝑛) ≤ 𝑐𝑓(𝑛)𝑔(𝑛),

tj. 𝑟(𝑛) + 𝑠(𝑛) = 𝑂
(︀
𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛)

)︀
i 𝑟(𝑛)𝑠(𝑛) = 𝑂

(︀
𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)

)︀
. Me�utim, 𝑂-

izrazi odgovaraju relaciji ≤, pa se ne mogu oduzimati i deliti. Tako
npr. iz 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑟(𝑛)) i 𝑔(𝑛) = 𝑂(𝑠(𝑛)) ne sledi da je 𝑓(𝑛) − 𝑔(𝑛) =
𝑂
(︀
𝑟(𝑛)− 𝑠(𝑛)

)︀
.

Slede�i primer ilustruje zaxto treba skoncentrisati pa��u na asimp-
totsko ponaxa�e. Neka je 𝑓(𝑛) ukupan broj operacija pri izvrxava�u
nekog algoritma na ulazu veliqine 𝑛, pri qemu je 𝑓(𝑛) neka od funkcija
log2 𝑛, 𝑛, 𝑛 log2 𝑛, 𝑛

1.5, 𝑛2, 𝑛3, 1.1𝑛. Pretpostavimo da se algoritam izvrxava
na raqunaru koji izvrxava𝑚 operacija u sekundi,𝑚 ∈ {103, 104, 105, 106}.U
tabeli 4.1 prikazana su vremena izvrxava�a algoritma na ulazu fiksi-
rane veliqine 𝑛 = 1000, na raqunarima razliqite brzine. Vidi se kakav
je uticaj konstantnih faktora: kod algoritama koji se mogu izvrxiti za
prihvat	ivo vreme uticaj zamene raqunara br�im je primetan. Me�utim,
kod algoritma u posled�oj koloni, sa eksponencijalnom funkcijom 𝑓(𝑛),
zamena raqunara br�im ne qini problem rexivim.

Drugi problem u vezi sa slo�enox�u algoritma je pita�e do�e granice
za potreban broj raqunskih operacija. Dok se gor�a granica odnosi na
konkretan algoritam, do�a granica slo�enosti odnosi se na proizvo	an
algoritam iz neke odre�ene klase. Zbog toga ocena do�e granice zahteva
posebne postupke analize. Za funkciju 𝑔(𝑛) ka�e se da je asimptotska
do�a granica funkcije 𝑇 (𝑛) i pixe se 𝑇 (𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)), ako postoje
pozitivne konstante 𝑐 i 𝑁 , takve da za svako 𝑛 > 𝑁 va�i 𝑇 (𝑛) > 𝑐𝑔(𝑛).
Tako je na primer 𝑛2 = Ω(𝑛2 − 100), i 𝑛 = Ω(𝑛0.9). Vidi se da simbol Ω
odgovara relaciji ≥. Ako za dve funkcije 𝑓(𝑛) i 𝑔(𝑛) istovremeno va�i i
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𝑓(𝑛) log2 𝑛 𝑛 𝑛 log2 𝑛 𝑛1.5 𝑛2 𝑛3 1.1𝑛

𝑚

103 0.01 1.0 10.0 32.0 1000 106 1039

104 0.001 0.1 1. 3.2 100 105 1038

105 0.0001 0.01 0.1 0.32 10 104 1037

106 0.00001 0.001 0.01 0.032 1 103 1036

Tabela 4.1: Traja�e izvrxava�a 𝑓(𝑛) operacija na raqunaru koji
izvrxava 𝑚 operacija u sekundi, za 𝑛 = 1000.

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) i 𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)), onda one imaju iste asimptotske brzine
rasta, xto se oznaqava sa 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)). Tako je na primer 5𝑛 log2 𝑛−10 =
Θ(𝑛 log 𝑛), pri qemu je u posled�em izrazu osnova logaritma nebitna.

Na kraju, qi�enica da je lim𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) = 0 oznaqava se sa 𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)).

Na primer, oqigledno je 𝑛
log2 𝑛 = 𝑜(𝑛), a jednakost 𝑛

10 = 𝑜(𝑛) nije taqna.

Odnos izme�u stepene i eksponencijalne funkcije mo�e se precizirati:
ako je 𝑓(𝑛) monotono rastu�a funkcija koja nije ograniqena, 𝑎 > 1 i 𝑐 > 0,
onda je

𝑓(𝑛)𝑐 = 𝑜
(︀
𝑎𝑓(𝑛)

)︀
.

4.3 Vremenska i prostorna slo�enost

Ocena (vremenske) slo�enosti algoritma svodi se na broja�e raqunskih
operacija koje treba izvrxiti. Me�utim, termin raqunska operacija mo�e
da podrazumeva razliqite operacije, na primer sabira�e i mno�e�e, qije
izvrxava�e traje razliqito vreme. Razliqite operacije se mogu posebno
brojati, ali je to obiqno komplikovano. Pored toga, vreme izvrxava�a
zavisi i od konkretnog raqunara, izabranog programskog jezika, odnosno
prevodioca. Zato se obiqno u okviru algoritma izdvaja neki osnovni
korak, onaj koji se najqex�e ponav	a. Tako, ako se radi o sortira�u,
osnovni korak je upore�iva�e. Ako je broj upore�iva�a 𝑂(𝑓(𝑛)), a broj
ostalih operacija je proporcionalan broju upore�iva�a, onda je 𝑂(𝑓(𝑛))
granica vremenske slo�enosti algoritma.

Pod prostornom slo�enox�u algoritma podrazumeva se veliqina
memorije potrebne za izvrxava�e algoritma, pri qemu se prostor za smex-
ta�e ulaznih podataka ne raquna. To omogu�uje upore�iva�e razliqitih
algoritama za rexava�e istog problema. Kao i kod vremenske slo�enosti,
i za prostornu slo�enost se najqex�e tra�i �eno asimptotsko ponaxa�e
u najgorem sluqaju, za velike veliqine problema. Prostorna slo�enost
𝑂(𝑛) znaqi da je za izvrxava�e algoritma potrebna memorija proporcio-
nalna onoj za smexta�e ulaznih podataka. Ako je pak prostorna slo�enost
algoritma𝑂(1), onda to znaqi da je potreban memorijski prostor za �egovo
izvrxava�e ograniqen konstantom, bez obzira na veliqinu ulaza.

Broja�e osnovnih koraka u algoritmu najqex�e nije jednostavan posao.
Razmotri�emo nekoliko tipiqnih situacija na koje se nailazi: izraquna-
va�e konaqnih suma i rexava�e diferencnih jednaqina.
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4.4 Sumira�e

Ako se algoritam sastoji od delova koji se izvrxavaju jedan za drugim,
onda je �egova slo�enost jednaka zbiru slo�enosti delova. Me�utim, ovo
sabira�e nije uvek jednostavno. Na primer, ako je osnovni deo algoritma
pet	a u kojoj indeks 𝑖 uzima vrednosti 1, 2, . . . , 𝑛, a izvrxava�e 𝑖-tog pro-
laska kroz pet	u troxi 𝑓(𝑖) koraka, onda je vremenska slo�enost algo-
ritma

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓(𝑖). Razmotri�emo neke primere sumira�a.

Primer: Ako je 𝑓(𝑖) = 𝑖, odnosno u 𝑖-tom prolasku kroz pet	u izvrxava
se 𝑖 koraka, onda je ukupan broj koraka:

𝑆(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖 =
1

2
𝑛(𝑛 + 1).

Ako ovo uporedimo sa situacijom u kojoj se u svakom prolasku kroz pet	u
izvrxava 𝑛 koraka, odnosno ukupno 𝑛2 koraka, vidimo da je u prvom sluqaju
broj izvrxenih koraka pribli�no dva puta ma�i.

Primer:[Stepene sume] Ako sa 𝑆𝑘(𝑛) oznaqimo opxtiju sumu 𝑘-tih ste-

pena prvih 𝑛 prirodnih brojeva, 𝑆𝑘(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑖
𝑘, za izraqunava�e suma

𝑆𝑘(𝑛) mo�e se iskoristiti rekurentna relacija

𝑆𝑘(𝑛) = − 1

𝑘 + 1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘 + 1

𝑗

)︂
𝑆𝑗(𝑛) +

1

𝑘 + 1

(︀
(𝑛 + 1)𝑘+1 − 1

)︀
.

u kojoj je vrednost 𝑆𝑘(𝑛) izra�ena preko svih prethodnih vrednosti 𝑆𝑗(𝑛),
𝑗 = 0, . . . , 𝑘 − 1.

Ova jednakost dobija se na slede�i naqin:

(𝑖 + 1)𝑘+1 =

𝑘+1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘 + 1

𝑗

)︂
𝑖𝑗 =

𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘 + 1

𝑗

)︂
𝑖𝑗 + (𝑘 + 1)𝑖𝑘 + 𝑖𝑘+1

te ako obe strane podelimo sa (𝑘 + 1) i izrazimo 𝑖𝑘 dobijamo:

𝑖𝑘 = − 1

𝑘 + 1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘 + 1

𝑗

)︂
𝑖𝑗 +

1

𝑘 + 1

(︀
(𝑖 + 1)𝑘+1 − 𝑖𝑘+1

)︀
,

Sumira�em ovih jednakosti za 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 dobijamo tra�eni izraz za
𝑆𝑘(𝑛).

Polaze�i od 𝑆0(𝑛) = 𝑛, 𝑆1(𝑛) = 𝑛(𝑛 + 1)/2, za 𝑘 = 2 se dobija

𝑆2(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖2 = −1

3

(︀
𝑆0(𝑛) + 3𝑆1(𝑛)

)︀
+

1

3

(︀
(𝑛 + 1)3 − 1

)︀
=

=
1

3

(︂
−𝑛− 3

𝑛(𝑛 + 1)

2
+ 𝑛3 + 3𝑛2 + 3𝑛

)︂
=

1

6
(2𝑛3 + 3𝑛2 + 𝑛) =

=
1

6
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1).
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Primer: Suma geometrijske progresije

𝐹 (𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑞𝑖 =
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
, 𝑞 ̸= 1

dobija se oduzima�em jednakosti 𝐹 (𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=0 𝑞
𝑖 od 𝑞𝐹 (𝑛) =

∑︀𝑛
𝑖=0 𝑞

𝑖+1 =∑︀𝑛+1
𝑖=1 𝑞𝑖:

(𝑞 − 1)𝐹 (𝑛) =

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖 −
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑞𝑖 = 𝑞𝑛+1 − 1.

Primer: Polaze�i od izraza za sumu geometrijske progresije mo�e se
izraqunati suma

𝐺(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖2𝑖

Zaista, diferencira�em, pa mno�e�em sa 𝑥 jednakosti

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖 = (𝑥𝑛+1 − 1)/(𝑥− 1)

dobija se

𝑥

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖𝑥𝑖−1 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖𝑥𝑖 = 𝑥
(𝑛 + 1)𝑥𝑛(𝑥− 1)− (𝑥𝑛+1 − 1)

(𝑥− 1)2
.

Odatle se za 𝑥 = 2 dobija 𝐺(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑖2
𝑖 = (𝑛− 1)2𝑛+1 + 2.

Primer: Svo�e�em na prethodnu sumu mo�e se izraqunati suma

𝐻(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖2𝑛−𝑖.

Zaista, smenom indeksa sumira�a 𝑗 = 𝑛− 𝑖, 𝑖 = 𝑛− 𝑗, pri qemu 𝑗 prolazi
skup vrednosti 𝑛− 1, 𝑛− 2, . . . , 𝑛− 𝑛 = 0, dobija se:

𝐻(𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(𝑛− 𝑗)2𝑗 = 𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

2𝑗 −
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑗2𝑗 = 𝑛𝐹 (𝑛− 1)−𝐺(𝑛− 1) =

= 𝑛(2𝑛 − 1)− (𝑛− 2)2𝑛 − 2 = 2𝑛+1 − 𝑛− 2.

4.4.1 Oce�iva�e suma pomo�u integrala

U sluqaju kad je texko izraqunati sumu
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑓(𝑖), a funkcija 𝑓(𝑥)
od realnog argumenta je monotono neopadaju�a neprekidna funkcija za
𝑥 ≥ 1, tada se sumira�em levih strana za 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, a desnih strana
za 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1 nejednakosti:

𝑓(𝑖) ≤
∫︁ 𝑖+1

𝑖

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑖 + 1), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,

dobijaju granice intervala u kome le�i suma
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑓(𝑖):∫︁ 𝑛

1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑓(1) ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝑖) ≤
∫︁ 𝑛+1

1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.
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Slika 4.1: Aproksimacija sume
∑︀𝑛

𝑘=𝑚 𝑓(𝑘) integralima. Ukupna povrxina
svih pravougaonika predstav	a vrednost sume, dok je vrednost integrala
jedanaka osenqenoj povrxini ispod krive. Obratiti pa��u da je
horizontalna stranica svakog od pravougaonika du�ine 1.

videti sliku 4.1.

Ako je pak funkcija 𝑓(𝑥) monotono nerastu�a, onda je funkcija −𝑓(𝑥)
neopadaju�a, pa se primenom ovih nejednakosti na −𝑓(𝑥) dobija da u ovim
nejednakostima samo treba promeniti znak \≤" u znak \≥".

Primer: Razmotrimo problem raquna�a sume 𝑆𝑘(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑖
𝑘 za 𝑘 > 0.

U ovom sluqaju funkcija 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘 je monotono neopadaju�a, pa se dobija
procena:

∫︁ 𝑛

1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑓(1) ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝑖) ≤
∫︁ 𝑛+1

1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

odnosno:

∫︁ 𝑛

1

𝑥𝑘 𝑑𝑥 + 1 ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖𝑘 ≤
∫︁ 𝑛+1

1

𝑥𝑘 𝑑𝑥

Za 𝑘 ̸= −1 je:
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∫︁
𝑥𝑘 𝑑𝑥 =

𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
+ 𝐶

Odavde za 𝑘 ̸= −1 dobijamo narednu ocenu tra�ene sume:

𝑛𝑘+1 − 1

𝑘 + 1
+ 1 ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖𝑘 ≤ (𝑛 + 1)𝑘+1 − 1

𝑘 + 1

odnosno:

𝑛𝑘+1

𝑘 + 1
≤ 𝑛𝑘+1 + 𝑘

𝑘 + 1
≤

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖𝑘 ≤ (𝑛 + 1)𝑘+1 − 1

𝑘 + 1

tj:

𝑆𝑘(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖𝑘 = Θ(𝑛𝑘+1)

Specijalno, za 𝑘 = 2 dobijamo:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖2 = Θ(𝑛3),

a za 𝑘 = 1/2:

𝑛∑︁
𝑖=1

√
𝑖 = Θ(𝑛3/2) = Θ(𝑛

√
𝑛).

Ukoliko je 𝑘 < 0, funkcija 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘 je monotono opadaju�a (za 𝑥 > 0) pa
za 𝑘 ̸= −1 va�i naredna ocena:

(𝑛 + 1)𝑘+1

𝑘 + 1
− 1 ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖𝑘 ≤ 𝑛𝑘+1

𝑘 + 1

Prema tome, za −1 < 𝑘 < 0 je 𝑆𝑘(𝑛) = Θ(𝑛𝑘+1), a za 𝑘 < −1 je 𝑆𝑘(𝑛) = Θ(1).
U sluqaju 𝑘 = −1 va�i da je:∫︁

1

𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑥 + 𝐶

i:

ln(𝑛 + 1) ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

1

𝑖
≤ ln(𝑛) + 1

te va�i:

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑖
= Θ(log 𝑛)

Primer: Razmotrimo problem ocene vrednosti ln(𝑛!) =
∑︀𝑛

𝑖=1 ln 𝑖. Funkcija
𝑓(𝑥) = ln𝑥 je monotono neopadaju�a te mo�emo koristiti narednu procenu:
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∫︁ 𝑛

1

ln𝑥 𝑑𝑥 + ln 1 ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

ln 𝑖 ≤
∫︁ 𝑛+1

1

ln𝑥 𝑑𝑥

Poxto va�i da je ln 1 = 0 i da je
∫︀

ln𝑥 = 𝑥 ln𝑥− 𝑥, dobijamo ocenu:

(𝑥 ln𝑥− 𝑥)|𝑛1 ≤ ln𝑛! ≤ (𝑥 ln𝑥− 𝑥)|𝑛+1
1

odnosno:

𝑛 ln𝑛− 𝑛 + 1 ≤ ln𝑛! ≤ (𝑛 + 1) ln(𝑛 + 1)− (𝑛 + 1) + 1

Iz ove procene, ako svaku stranu nejednakosti uzmemo kao eksponent broja
𝑒 dobijamo:

𝑒
(︁𝑛
𝑒

)︁𝑛

≤ 𝑛! ≤ 𝑒

(︂
𝑛 + 1

𝑒

)︂𝑛+1

= 𝑒
(︁𝑛
𝑒

)︁𝑛+1
(︂

1 +
1

𝑛

)︂𝑛+1

≤ 𝑒
(︁𝑛
𝑒

)︁𝑛

(𝑛 + 1)

Precizniji izraz za 𝑛!:

𝑛! ∼
√

2𝜋𝑛
(︁𝑛
𝑒

)︁𝑛

zove se Stirlingova formula.

4.5 Diferencne jednaqine

Ako za qlanove niza 𝐹𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., va�i jednakost

𝐹𝑛 = 𝑓(𝐹𝑛−1, 𝐹𝑛−2, . . . , 𝐹1, 𝑛),

onda se ka�e da niz 𝐹𝑛 zadovo	ava tu diferencnu jednaqinu (ili re-
kurentnu relaciju). Specijalno, ako se za neko 𝑘 ≥ 1 qlan 𝐹𝑛 izra�ava
preko 𝑘 prethodnih qlanova niza,

𝐹𝑛 = 𝑓(𝐹𝑛−1, 𝐹𝑛−2, . . . , 𝐹𝑛−𝑘, 𝑛),

onda je 𝑘 red te diferencne jednaqine. Matematiqkom indukcijom se ne-
posredno dokazuje da je drugom diferencnom jednaqinom i sa prvih 𝑘
qlanova 𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑘 niz 𝐹𝑛 jednoznaqno odre�en. Drugim reqima, ako
neki niz𝐺𝑛 zadovo	ava istu diferencnu jednaqinu𝐺𝑛 = 𝑓(𝐺𝑛−1, 𝐺𝑛−2, . . . , 𝐺𝑛−𝑘, 𝑛),
i va�i 𝐹𝑖 = 𝐺𝑖 za 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, onda za svako 𝑛 ≥ 1 va�i 𝐹𝑛 = 𝐺𝑛.

Jedna od najpoznatijih diferencnih jednaqina je ona koja definixe
Fibonaqijev niz,

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2, 𝐹1 = 𝐹2 = 1. (4.1)

Da bi se na osnovu �e izraqunala vrednost 𝐹𝑛 potrebno je izvrxiti 𝑛− 2
koraka (sabira�a), pa je ovakav naqin izraqunava�a 𝐹𝑛 nepraktiqan za
velike 𝑛. Taj problem je zajedniqki za sve nizove zadate diferencnim
jednaqinama. Izraz koji omogu�uje direktno izraqunava�e proizvo	nog
qlana niza (dakle ne preko prethodnih) zove se rexe�e diferencne
jednaqine. Na diferencne jednaqine se qesto nailazi pri analizi algo-
ritama. Zbog toga �emo razmotriti nekoliko metoda za �ihovo rexava�e.
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4.5.1 Dokaziva�e pretpostav	enog rexe�a diferencne

jednaqine

Qesto se diferencne jednaqine rexavaju tako xto se pretpostavi oblik
rexe�a, ili qak taqno rexe�e, posle qega se posle eventualnog precizi-
ra�a rexe�a indukcijom dokazuje da to jeste rexe�e. Pri tome je qesto
drugi deo posla, dokaziva�e, lakxi od prvog | poga�a�a oblika rexe�a.

Primer: Posmatrajmo diferencnu jednaqinu

𝑇 (2𝑛) = 2𝑇 (𝑛) + 2𝑛− 1, 𝑇 (2) = 1. (4.2)

Ova diferencna jednaqina definixe vrednosti 𝑇 (𝑛) samo za indekse
oblika 𝑛 = 2𝑚,𝑚 = 1, 2, . . .. Postavimo sebi skromniji ci	| pronala�e�e
neke gor�e granice za 𝑇 (𝑛), odnosno funkcije 𝑓(𝑛) koja zadovo	ava uslov
𝑇 (𝑛) ≤ 𝑓(𝑛) (za indekse 𝑛 koji su stepen dvojke, xto �e se nada	e podra-
zumevati), ali tako da procena bude dovo	no dobra. Pokuxajmo najpre sa
funkcijom 𝑓(𝑛) = 𝑛2. Oqigledno je 𝑇 (2) = 1 < 𝑓(2) = 4.Ako pretpostavimo
da je 𝑇 (𝑖) ≤ 𝑖2 za 𝑖 ≤ 𝑛 (induktivna hipoteza), onda je

𝑇 (2𝑛) = 2𝑇 (𝑛) + 2𝑛− 1 ≤ 2𝑛2 + 2𝑛− 1 = 4𝑛2 −
(︀
2𝑛(𝑛− 1) + 1

)︀
< 4𝑛2,

pa je 𝑓(𝑛) gor�a granica za 𝑇 (𝑛) za sve (dozvo	ene) vrednosti 𝑛. Me�utim,
iz dokaza se vidi da je dobijena granica gruba: u odnosu na qlan 4𝑛2

odbaqen je qlan pribli�no jednak 2𝑛2 za velike 𝑛. S druge strane, ako
se pretpostavi da je gor�a granica linearna funkcija 𝑓(𝑖) = 𝑐𝑖 za 𝑖 ≤ 𝑛,
onda bi trebalo dokazati da ona va�i i za 𝑖 = 2𝑛:

𝑇 (2𝑛) = 2𝑇 (𝑛) + 2𝑛− 1 ≤ 2𝑐𝑛 + 2𝑛− 1.

Da bi posled�i izraz bio ma�i od 𝑐 · 2𝑛, moralo bi da va�i 2𝑛 − 1 ≤ 0,
xto je nemogu�e za 𝑛 ≥ 1. Zak	uqujemo da 𝑓(𝑛) = 𝑐𝑛 ne mo�e da bude
gor�a granica za 𝑇 (𝑛), bez obzira na vrednost konstante 𝑐. Trebalo bi
pokuxati sa nekim izrazom koji je po asimptotskoj brzini rasta izme�u 𝑛
i 𝑛2. Ispostav	a se da je dobra granica zadata funkcijom 𝑓(𝑛) = 𝑛 log2 𝑛:
𝑇 (2) = 1 ≤ 𝑓(2) = 2 log2 2 = 2, a ako je 𝑇 (𝑖) ≤ 𝑓(𝑖) taqno za 𝑖 ≤ 𝑛, onda je

𝑇 (2𝑛) = 2𝑇 (𝑛) + 2𝑛− 1 ≤ 2𝑛 log2 𝑛 + 2𝑛− 1 = 2𝑛 log2(2𝑛)− 1 < 2𝑛 log2(2𝑛).

Dakle, 𝑇 (𝑛) ≤ 𝑛 log2 𝑛 je taqno za svako 𝑛 oblika 2𝑘. Na osnovu qi�enice
da je u ovom dokazu pri prelasku sa 𝑛 na 2𝑛 zanemaren qlan 1 u odnosu na
2𝑛 log2(2𝑛), zak	uquje se da je procena ovog puta dovo	no dobra.

\Diferencna nejednaqina"

𝑇 (2𝑛) ≤ 2𝑇 (𝑛) + 2𝑛− 1, 𝑇 (2) = 1

definixe samo gor�e granice za 𝑇 (𝑛), ako je 𝑛 stepen dvojke. Svaka gor�a
granica rexe�a (4.2) je rexe�e ove diferencne nejednaqine | dokazi in-
dukcijom su praktiqno identiqni. Ova diferencna nejednaqina mo�e se,
kao i (4.2), proxiriti tako da odre�uje gor�u granicu za 𝑇 (𝑛) za svaki
prirodan broj 𝑛:

𝑇 (𝑛) ≤ 2𝑇

(︂⌊︁𝑛
2

⌋︁)︂
+ 𝑛− 1, 𝑇 (1) = 0.
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Mo�e se pokazati da za niz 𝑇 (𝑛), koji zadovo	ava ovaj uslov, nejednakost
𝑇 (𝑛) ≤ 𝑛 log2 𝑛 va�i za svako 𝑛 ≥ 1. Zaista, ona je taqna za 𝑛 = 1, a iz
pretpostavke da je ona taqna za brojeve ma�e od nekog prirodnog broja 𝑚
sledi da je za 𝑚 = 2𝑘:

𝑇 (2𝑘) ≤ 2𝑇 (𝑘) + 2𝑘 − 1 ≤ 2𝑘 log2 𝑘 + 2𝑘 − 1 = 2𝑘 log2(2𝑘)− 1 < (2𝑘) log2(2𝑘)

odnosno za 𝑚 = 2𝑘 + 1:

𝑇 (2𝑘 + 1) ≤ 2𝑇 (𝑘) + 2𝑘 ≤ 2𝑘 log2 𝑘 + 2𝑘 = 2𝑘 log2(2𝑘) < (2𝑘 + 1) log2(2𝑘 + 1),

tj. data nejednakost je tada taqna i za 𝑛 = 𝑚. Dakle, ova nejednakost je
dokazana indukcijom.

4.5.2 Linearne diferencne jednaqine

Razmotri�emo sada homogene linearne diferencne jednaqine oblika

𝐹 (𝑛) = 𝑎1𝐹 (𝑛− 1) + 𝑎2𝐹 (𝑛− 2) + · · ·+ 𝑎𝑘𝐹 (𝑛− 𝑘). (4.3)

Rexe�a se mogu tra�iti u obliku:

𝐹 (𝑛) = 𝑟𝑛, (4.4)

gde je 𝑟 pogodno izabrani (u opxtem sluqaju) kompleksni broj. Zamenom
u (4.3) dobija se uslov koji 𝑟 treba da zadovo	i:

𝑟𝑘 − 𝑎1𝑟
𝑘−1 − 𝑎2𝑟

𝑘−2 − · · · − 𝑎𝑘 = 0,

takozvana karakteristiqna jednaqina linearne diferencne jednaqi-
ne (4.3); polinom sa leve strane ove jednaqine je karakteristiqni poli-
nom ove linearne diferencne jednaqine. U sluqaju kad su svi koreni ka-
rakteristiqnog polinoma 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑘 razliqiti, dobijamo 𝑘 rexe�a (4.3)
oblika (4.4). Tada se svako rexe�e mo�e predstaviti u obliku:

𝐹 (𝑛) =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑟
𝑛
𝑖

(ovo tvr�e�e navodimo bez dokaza). Ako je prvih 𝑘 qlanova niza 𝐹 (𝑛)
zadato, rexava�em sistema od 𝑘 linearnih jednaqina dobijaju se koefi-
cijenti 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, a time i tra�eno rexe�e.

Primer: Opxti qlan niza zadatog diferencnom jednaqinom

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2,

i poqetnim uslovima 𝐹1 = 𝐹2 = 1 (Fibonaqijevog niza) mo�e se odrediti
na opisani naqin. Koreni karakteristiqne jednaqine 𝑟2 − 𝑟 − 1 = 0 su
𝑟1 = (1 +

√
5)/2 i 𝑟2 = (1−

√
5)/2, pa je rexe�e ove diferencne jednaqine

oblika:
𝐹𝑛 = 𝑐1𝑟

𝑛
1 + 𝑐2𝑟

𝑛
2 .

Koeficijenti 𝑐1 i 𝑐2 odre�uju se iz uslova 𝐹1 = 𝐹2 = 1, ili nexto
jednostavnije iz uslova 𝐹0 = 𝐹2 − 𝐹1 = 0 i 𝐹1 = 1:

𝑐1 + 𝑐2 = 0

𝑐1𝑟1 + 𝑐2𝑟2 = 1.
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Rexe�e ovog sistema jednaqina je 𝑐1 = −𝑐2 = 1√
5
, pa je opxti qlan Fibo-

naqijevog niza zadat sa:

𝐹𝑛 =
1√
5

(︁(︁1 +
√

5

2

)︁𝑛

−
(︁1−

√
5

2

)︁𝑛)︁
. (4.5)

U opxtem sluqaju, ako su koreni karakteristiqne jednaqine 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑠
vixestrukosti redom 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑠 (

∑︀
𝑚𝑖 = 𝑘), onda se svako rexe�e

jednaqine (4.3) mo�e predstaviti u obliku:

𝐹 (𝑛) =

𝑠∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖(𝑛),

gde je
ℎ𝑖(𝑛) =

(︀
𝐶𝑖0 + 𝐶𝑖1𝑛 + 𝐶𝑖2𝑛

2 + · · ·+ 𝐶𝑖,𝑚𝑖−1𝑛
𝑚𝑖−1

)︀
𝑟𝑛𝑖

(ovo tvr�e�e tako�e navodimo bez dokaza).
Primer: Karakteristiqni polinom diferencne jednaqine

𝐹 (𝑛) = 6𝐹 (𝑛− 1)− 12𝐹 (𝑛− 2) + 8𝐹 (𝑛− 3)

je 𝑟3 − 6𝑟2 + 12𝑟− 8 = (𝑟− 2)3, sa trostrukim korenom 𝑟1 = 2. Zbog toga su
sva rexe�a ove diferencne jednaqine oblika 𝐹 (𝑛) = (𝑐0 + 𝑐1𝑛 + 𝑐2𝑛

2)2𝑛,
gde su 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 konstante koje se mogu odrediti ako se znaju npr. tri prva
qlana niza 𝐹 (1), 𝐹 (2) i 𝐹 (3).

4.5.3 Diferencne jednaqine koje se rexavaju sumira�em

Qesto se nailazi na linearnu nehomogenu diferencnu jednaqinu oblika

𝐹 (𝑛 + 1)− 𝐹 (𝑛) = 𝑓(𝑛), (4.6)

pri qemu 𝐹 (0) ima zadatu vrednost. Drugim reqima, razlika dva uzastopna
qlana tra�enog niza jednaka je datoj funkciji od indeksa 𝑛. Rexava�e
ovakve diferencne jednaqine svodi se na izraqunava�e sume

∑︀𝑛−1
𝑖=1 𝑓(𝑖).

Zaista, ako u gor�oj jednakosti 𝑛 zamenimo sa 𝑖 i izvrximo sumira�e
�ene leve i desne strane po 𝑖 u granicama od 0 do 𝑛− 1, dobijamo

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑖) =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝐹 (𝑖 + 1)−
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝐹 (𝑖) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹 (𝑖)−
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝐹 (𝑖) = 𝐹 (𝑛)− 𝐹 (0).

Prema tome, rexe�e diferencne jednaqine (4.6) dato je izrazom

𝐹 (𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑖) + 𝐹 (0). (4.7)

Primer: Razmotrimo diferencnu jednaqinu 𝐹 (𝑛 + 1) = 𝐹 (𝑛) + 2𝑛 + 1
sa poqetnim uslovom 𝐹 (0) = 0. �eno rexe�e je

𝐹 (𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(2𝑖 + 1) = 2

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑖 +

𝑛−1∑︁
𝑖=0

1 = 𝑛(𝑛− 1) + 𝑛 = 𝑛2
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4.5.4 Diferencne jednaqine za algoritme zasnovane na

razlaga�u

Pretpostavimo da nam je ci	 analiza algoritma 𝐴, pri qemu broj
operacija 𝑇 (𝑛) pri primeni algoritma 𝐴 na ulaz veliqine 𝑛 (vremenska
slo�enost) zadovo	ava diferencnu jednaqinu oblika

𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇
(︁𝑛
𝑏

)︁
+ 𝑐𝑛𝑘, (4.8)

pri qemu je 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘 ≥ 0, 𝑏 ̸= 0, i zadata je vrednost 𝑇 (1). Ovakva jednaqina
dobija se za algoritam kod koga se obrada ulaza veliqine 𝑛 svodi na obradu
𝑎 ulaza veliqine 𝑛/𝑏, posle qega je potrebno izvrxiti jox 𝑐𝑛𝑘 koraka
da bi se od parcijalnih rexe�a konstruisalo rexe�e kompletnog ulaza
veliqine 𝑛. Jasno je zaxto se za ovakve algoritme ka�e da su tipa "zavadi
pa vladaj", (engleski divide–and–conquer), kako se jox zovu algoritmi
zasnovani na razlaga�u. Obiqno je u ovakvim diferencnim jednaqinama
𝑏 prirodan broj.

Teorema [Master teorema]: Asimptotsko ponaxa�e niza 𝑇 (𝑛), rexe�a
diferencne jednaqine (4.8) dato je jednakox�u:

𝑇 (𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑂(𝑛log𝑏 𝑎) za 𝑎 > 𝑏𝑘

𝑂(𝑛𝑘 log 𝑛) za 𝑎 = 𝑏𝑘

𝑂(𝑛𝑘) za 𝑎 < 𝑏𝑘
. (4.9)

Dokaz: Dokaz teoreme bi�e sproveden samo za podniz 𝑛 = 𝑏𝑚, gde je 𝑚
celi nenegativni broj. Pomno�ivxi obe strane jednakosti (4.8) sa 𝑎−𝑚/𝑐,
dobijamo diferencnu jednaqinu tipa (4.6)

𝑡𝑚 = 𝑡𝑚−1 + 𝑞𝑚, 𝑡0 =
1

𝑐
𝑇 (1),

gde su uvedene oznake 𝑡𝑚 = 1
𝑐𝑎

−𝑚𝑇 (𝑏𝑚) i 𝑞 = 𝑏𝑘/𝑎. �eno rexe�e je

𝑡𝑚 = 𝑡0 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖

(videti 4.5.3). Za 𝑞 ̸= 1 je
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑞
𝑖 = (1−𝑞𝑚+1)/(1−𝑞)−1, pa se asimptotsko

ponaxa�e niza 𝑡𝑚 opisuje slede�im jednakostima:

𝑡𝑚 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑂(𝑚), za 𝑞 = 1

𝑂(1), za 0 < 𝑞 < 1

𝑂(𝑞𝑚), za 𝑞 > 1

.

Poxto je 𝑇 (𝑏𝑚) = 𝑐𝑎𝑚𝑡𝑚, 𝑛 = 𝑏𝑚, odnosno 𝑚 = log𝑏 𝑛, redom se za 0 < 𝑞 < 1
(𝑏𝑘 < 𝑎), 𝑞 = 1 (𝑏𝑘 = 𝑎, odnosno log𝑏 𝑎 = 𝑘) i 𝑞 > 1 (𝑏𝑘 > 𝑎) dobija

𝑇 (𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑂(𝑎𝑚) = 𝑂(𝑏log𝑏 𝑎𝑚

) = 𝑂(𝑏𝑚 log𝑏 𝑎) = 𝑂(𝑛log𝑏 𝑎) za 𝑎 > 𝑏𝑘

𝑂(𝑚𝑎𝑚) = 𝑂(log𝑏 𝑛 · 𝑛log𝑏 𝑎) = 𝑂(𝑛𝑘 log 𝑛) za 𝑎 = 𝑏𝑘

𝑂((𝑎𝑞)𝑚) = 𝑂(𝑏𝑚𝑘) = 𝑂(𝑛𝑘) za 𝑎 < 𝑏𝑘
,

qime je tvr�e�e teoreme dokazano.
Algoritmi ovog tipa imaju xiroku primenu zbog svoje efikasnosti, pa

je korisno znati asimptotsko ponaxa�e rexe�a diferencne jednaqine (4.8).
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4.5.5 Potpuna rekurzija

Diferencna jednaqina najopxtijeg oblika (4.5) zove se potpuna re-
kurzija ili diferencna jednaqina sa potpunom istorijom. Razmo-
tri�emo dva primera ovakvih diferencnih jednaqina.

Primer: Neka za 𝑛 ≥ 2 va�i 𝑇 (𝑛) = 𝑐+
∑︀𝑛−1

𝑖=1 𝑇 (𝑖), pri qemu su 𝑐 i 𝑇 (1)
zadati. Osnovna ideja za rexava�e ovakvih problema je tzv. \eliminaci-
ja istorije" nala�e�em ekvivalentne diferencne jednaqine sa \konaqnom
istorijom" (takve kod koje se qlan niza izra�ava preko ograniqenog broja
prethodnih). Zamenom 𝑛 sa 𝑛 − 1 u ovoj jednaqini dobija se 𝑇 (𝑛 − 1) =

𝑐 +
∑︀𝑛−2

𝑖=1 𝑇 (𝑖). Oduzima�em druge od prve jednakosti posti�e se �e	eni
efekat:

𝑇 (𝑛)− 𝑇 (𝑛− 1) = 𝑐 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑖)−
(︀
𝑐 +

𝑛−2∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑖)
)︀

= 𝑇 (𝑛− 1)

(za 𝑛 ≥ 2), i konaqno

𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛− 1) = 22𝑇 (𝑛− 2) = · · · = 2𝑛−2𝑇 (2) = 2𝑛−2
(︀
𝑐 + 𝑇 (1)

)︀
.

Primetimo da se jednakost 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛 − 1) logaritmova�em i smenom
𝑡𝑛 = log 𝑇 (𝑛) svodi na jednaqinu 𝑡𝑛 = 𝑡𝑛−1 + log 2, odnosno diferencnu
jednaqinu tipa (4.6).

Primer: Razmotri�emo sada slo�eniji primer. Diferencna jednaqina

𝑇 (𝑛) = 𝑛− 1 +
2

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑖), 𝑛 ≥ 2, 𝑇 (1) = 0, (4.10)

je va�na, jer se do �e dolazi pri analizi proseqne slo�enosti sortira�a
razdvaja�em. Ideja o "eliminaciji istorije" mo�e se i ovde primeniti
| zbog toga je zgodno prepisati zadatu jednaqinu tako da se u �oj uz sumu∑︀𝑛−1

𝑖=1 𝑇 (𝑖) ne pojav	uje promen	ivi qinilac 𝑛:

𝑛𝑇 (𝑛) = 𝑛(𝑛− 1) + 2

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑖).

Zatim ovu jednakost treba oduzeti od one koja se od �e dobija zamenom 𝑛
sa 𝑛 + 1:

(𝑛+1)𝑇 (𝑛+1)−𝑛𝑇 (𝑛) = (𝑛+1)𝑛+2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑖)−𝑛(𝑛−1)−2

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑖) = 2𝑛+2𝑇 (𝑛),

odnosno

𝑇 (𝑛 + 1) =
2𝑛

𝑛 + 1
+

𝑛 + 2

𝑛 + 1
𝑇 (𝑛), 𝑛 ≥ 2.

Ovim je prvi ci	 postignut: dobijena diferencna jednaqina povezuje samo
dva uzastopna qlana niza. Rexava�e ove diferencne jednaqine mo�e se
svesti na poznat problem (4.6) de	e�em sa 𝑛+2 i smenom 𝑡𝑛 = 𝑇 (𝑛)/(𝑛+1):

𝑇 (𝑛 + 1)

𝑛 + 2
− 𝑇 (𝑛)

𝑛 + 1
=

2𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
,
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odnosno

𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 =
2𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
.

Zamenom 𝑛 sa 𝑖 i sumira�em po 𝑖 u granicama od 1 do 𝑛−1 dobija se (𝑡1 = 0)

𝑡𝑛 − 𝑡1 =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖

(𝑖 + 1)(𝑖 + 2)
. (4.11)

Da bi se izraqunala suma sa desne strane ove jednakosti, mo�e se �en
opxti qlan razlo�iti na parcijalne razlomke

2𝑖

(𝑖 + 1)(𝑖 + 2)
=

𝐴

𝑖 + 1
+

𝐵

𝑖 + 2
,

gde se nepoznati koeficijenti 𝐴 i 𝐵 dobijaju tako xto se u identitetu
2𝑖 = 𝐴(𝑖 + 2) + 𝐵(𝑖 + 1) stavi najpre 𝑖 = −1 (dobija se 𝐴 = −2), a onda
𝑖 = −2 (odakle je 𝐵 = 4). Sada je tra�ena suma jednaka

𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖

(𝑖 + 1)(𝑖 + 2)
= −2

𝑛−1∑︁
𝑖=1

1

𝑖 + 1
+ 4

𝑛−1∑︁
𝑖=1

1

𝑖 + 2
= −2

𝑛∑︁
𝑖=2

1

𝑖
+ 4

𝑛+1∑︁
𝑖=3

1

𝑖
=

= 2

𝑛∑︁
𝑖=3

1

𝑖
− 2 · 1

2
+

4

𝑛 + 1
= 2𝐻(𝑛)− 4 +

4

𝑛 + 1
,

gde je sa

𝐻(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑖
= Θ(log 𝑛), (4.12)

oznaqena parcijalna suma harmonijskog reda. Zamenom vrednosti sume
u (4.11) dobija se rexe�e diferencne jednaqine (4.10)

𝑇 (𝑛) = (𝑛 + 1)𝑡𝑛 = Θ(𝑛 log 𝑛)

4.6 Zadaci za ve�bu

1. Da li va�i: 2𝑛+1 = 𝑂(2𝑛)? Da li va�i: 22𝑛 = 𝑂(2𝑛)?

2. Za svaki par funkcija (𝐴,𝐵) u datoj tabeli oznaqiti da li va�i da
je funkcija 𝐴 𝑂, 𝑜,Ω,Θ od funkcije 𝐵. Pretpostaviti da su 𝑘, 𝜖 i
𝑐 konstante koje zadovo	avaju uslove 𝑘 ≥ 1, 𝜖 > 0, 𝑐 > 0. U svako od
po	a tabele upisati da ili ne.

𝐴 𝐵 𝑂 𝑜 Ω Θ

log𝑘 𝑛 𝑛𝜖

𝑛𝑘 𝑐𝑛√
𝑛 𝑛sin𝑛

2𝑛 2𝑛/2

𝑛log 𝑐 𝑐log𝑛

log(𝑛!) log(𝑛𝑛)
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3. Rangirati naredne funkcije prema brzini rasta, tj. prona�i ure�e�e
funkcija tako da va�i 𝑔1 = Ω(𝑔2), 𝑔2 = Ω(𝑔3), . . .. Particionisati
listu u klase ekvivalencija tako da su funkcije 𝑓(𝑛) i 𝑔(𝑛) u istoj
klasi ako i samo ako va�i 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)):

(
√

2)log2 𝑛, 𝑛2, 𝑛!, (log2 𝑛)!, (3/2)𝑛, 𝑛3, log2
2 𝑛, 22

𝑛

, ln ln𝑛, 𝑛 · 2𝑛, ln𝑛, 1,

2log2 𝑛, (log2 𝑛)log2 𝑛, 𝑒𝑛, 4log2 𝑛, (𝑛 + 1)!,
√︀

log2 𝑛, 𝑛, 2𝑛, 𝑛 log2 𝑛, 22
𝑛+1

.

4. Korix�e�em master teoreme dati asimptotski bliske granice za
naredne rekurentne jednaqine:

a) 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) + 1

b) 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) +
√
𝑛

c) 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) + 𝑛

d) 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛/4) + 𝑛2

5. Dati asimptotske gor�e i do�e granice za 𝑇 (𝑛) ako je:

a) 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛− 1) + 1/𝑛

b) 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛− 1) + log 𝑛

c) 𝑇 (𝑛) =
√
𝑛𝑇 (
√
𝑛) + 𝑛

6. Za svaki od narednih izraza za 𝑓(𝑛) prona�i jednostavan oblik funkcije
𝑔(𝑛) tako da va�i: 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)).

a) 𝑓(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1
1
𝑖

b) 𝑓(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1⌈
1
𝑖 ⌉

7. Pore�ati naredne funkcije rastu�e prema brzini rasta:

𝑓1(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1

√
𝑖, 𝑓2(𝑛) =

√
𝑛 log 𝑛, 𝑓3(𝑛) = 𝑛

√
log 𝑛, 𝑓4(𝑛) = 12𝑛3/2 +

4𝑛.

8. Odrediti funkciju 𝑓 tako da va�i
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑖 log 𝑖 = Θ(𝑓(𝑛)).

9. Za svaki od narednih izraza 𝑓(𝑛) prona�i jednostavan oblik funkcije
𝑔(𝑛) tako da je 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)).

a) 𝑓(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1(3𝑖4 + 2𝑖3 − 19𝑖 + 20)

b) 𝑓(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1(3 · 4𝑖 + 2 · 3𝑖 − 𝑖19 + 20)

c) 𝑓(𝑛) =
∑︀𝑛

𝑖=1(5𝑖 + 32𝑖)

10. Za svaki od narednih izraza 𝑓(𝑛) prona�i jednostavan oblik funkcije
𝑔(𝑛) tako da je 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)).

a) 𝑓1(𝑛) = 1000 · 2𝑛 + 4𝑛

b) 𝑓2(𝑛) = 𝑛 + 𝑛 log 𝑛 +
√
𝑛

c) 𝑓3(𝑛) = log(𝑛20) + (log 𝑛)10

d) 𝑓4(𝑛) = 0.99𝑛 + 𝑛100



Glava 5

Grafovski algoritmi

Podsetimo se nekih osnovnih pojmova u vezi sa grafovima. Graf 𝐺 =
(𝑉,𝐸) se sastoji od skupa 𝑉 qvorova i skupa 𝐸 grana. Svaka grana
odgovara paru razliqitih qvorova (ponekad su dozvo	ene pet	e, odnosno
grane koje vode od qvora ka �emu samom). Graf mo�e biti neusmeren
ili usmeren. Grane usmerenog grafa su ure�eni parovi qvorova; redosled
dva qvora koje povezuje grana je bitan. Ako se graf predstav	a crte�om,
onda se grane usmerenog grafa crtaju kao strelice usmerene od jednog
qvora (poqetka) ka drugom qvoru (kraju grane). Grane neusmerenog grafa
su neure�eni parovi: one se crtaju kao obiqne du�i (linije). Stepen 𝑑(𝑣)
qvora 𝑣 je broj grana susednih qvoru 𝑣 (odnosno broj grana koje 𝑣 povezuju
sa nekim drugim qvorom). U usmerenom grafu razlikujemo ulazni stepen
qvora 𝑣, broj grana za koje je qvor 𝑣 kraj, odnosno izlazni stepen qvora
𝑣, broj grana za koje je qvor 𝑣 poqetak.

Put od qvora 𝑣1 do qvora 𝑣𝑘 je niz qvorova 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘 povezanih
granama (𝑣1, 𝑣2), (𝑣2, 𝑣3), . . . , (𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘). Put je prost, ako se svaki qvor
u �emu pojav	uje samo jednom. Za qvor 𝑢 se ka�e da je dosti�an iz
qvora 𝑣 ako postoji put (usmeren, odnosno neusmeren, zavisno od grafa)
od 𝑣 do 𝑢. Po definiciji je qvor 𝑣 dosti�an iz 𝑣. Ciklus je put qiji
se prvi i posled�i qvor poklapaju. Ciklus je prost ako se, sem prvog
i posled�eg qvora, ni jedan drugi qvor u �emu ne pojav	uje dva puta.
Neusmereni oblik usmerenog grafa 𝐺 = (𝑉,𝐸) je isti graf, bez smerova
na granama (tako da su parovi qvorova u 𝐸 neure�eni). Za graf se ka�e
da je povezan ako (u �egovom neusmerenom obliku) postoji put izme�u
proizvo	na dva qvora.Xuma je graf koji (u svom neusmerenom obliku) ne
sadr�i cikluse.Stablo ili drvo je povezana xuma.Korensko stablo je
usmereno stablo sa jednim posebno izdvojenim qvorom, koji se zove koren,
pri qemu su sve grane usmerene od korena. Stablo sa izabranim qvorom {
korenom jednoznaqno odre�uje korensko stablo.

Graf 𝐻 = (𝑈,𝐹 ) je podgraf grafa 𝐺 = (𝑉,𝐸) ako je 𝑈 ⊆ 𝑉 i 𝐹 ⊆ 𝐸.
Povezuju�e stablo neusmerenog grafa 𝐺 je �egov podgraf koji je stablo
i sadr�i sve qvorove grafa 𝐺. Povezuju�a xuma neusmerenog grafa
𝐺 je �egov podgraf koji je xuma i sadr�i sve qvorove grafa 𝐺. Ako
neusmereni graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) nije povezan, onda se on mo�e na jedinstven
naqin razlo�iti u skup povezanih podgrafova, koji se zovu komponente

97
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povezanosti grafa 𝐺.
Mnoge definicije pojmova za usmerene i neusmerene grafove su sliqne,

izuzev nekih oqiglednih razlika. Na primer, usmereni i neusmereni putevi
definixu se na isti naqin, sem xto se kod usmerenih grafova preciziraju
i smerovi grana. Znaqe�e takvih termina zavisi od konteksta; ako se, na
primer, radi o putevima u usmerenom grafu, onda se misli na usmerene
puteve.

5.1 Obilasci grafova

Prvi problem na koji se nailazi pri konstrukciji bilo kog algoritma
za obradu grafa je kako pregledati ulaz. U sluqaju nizova i skupova
taj problem je trivijalan zbog jednodimenzionalnosti ulaza | nizovi
i skupovi mogu se lako pregledati linearnim redosledom. Pregleda�e
grafa, odnosno �egov obilazak, nije trivijalan problem. Postoje dva
osnovna algoritma za obilazak grafa: pretraga u dubinu i pretraga
u xirinu.

5.1.1 Pretraga u dubinu

Pretraga u dubinu (DFS, skra�enica od depth–first–search) je praktiqno
ista za neusmerene i usmerene grafove. Me�utim, poxto �elimo da ispita-
mo neke osobine grafova koje nisu iste za neusmerene i usmerene grafove,
razmatra�e �e biti pode	eno na dva dela.

Neusmereni grafovi

Pretpostavimo da graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) odgovara umetniqkoj galeriji, koja se
sastoji od niza hodnika sa slikama na zidovima. Grane grafa 𝐺 odgovaraju
hodnicima, a qvorovi odgovaraju raskrsnicama { presecima hodnika. Mi
ho�emo da obi�emo galeriju i vidimo sve slike. Pretpostavka je da u toku
prolaska kroz hodnik u bilo kom smeru vidimo slike na oba �egova zida.
Pritom se dozvo	ava prolazak iste grane vixe nego jednom (kao xto �e
se videti, svaka grana bi�e pregledana taqno dva puta). Ideja na kojoj
se zasniva pretraga u dubinu je slede�a. Prolazimo kroz galeriju vode�i
raquna da u�emo u novi hodnik uvek kad je to mogu�e. Kada prvi put u�emo
u neku raskrsnicu, ostav	amo kamenqi� i nastav	amo kroz neki drugi
hodnik (izuzev ako je hodnik kojim smo doxli { slepa ulica). Kad do�emo
do raskrsnice u kojoj ve� postoji kamenqi�, vra�amo se istim putem nazad,
i pokuxavamo kroz neki drugi hodnik. Ako su svi hodnici koji vode iz
raskrsnice pregledani, onda ukla�amo kamenqi� iz raskrsnice i vra�amo
se hodnikom kroz koji smo prvi put uxli u raskrsnicu. Ovu raskrsnicu
vixe ne�emo pose�ivati (kamenqi� se ukla�a zbog odr�ava�a reda u
galeriji; ukla�a�e nije suxtinski deo algoritma). Uvek se trudimo da
ispitujemo nove hodnike; kroz hodnik kojim smo prvi put uxli u raskrs-
nicu vra�amo se tek kad smo proxli sve hodnike koji vode iz raskrsnice.
Ovaj pristup zove se pretraga u dubinu (DFS), xto je u vezi sa pravilom
da se pose�uju uvek novi hodnici (idu�i sve dub	e u galeriju). Osnovni
razlog korisnosti pretrage u dubinu le�i u �enoj jednostavnosti i lakoj
realizaciji rekurzivnim algoritmom.
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Posle opisa pretrage u dubinu na primeru obilaska galerije, razmo-
trimo problem pretrage u dubinu kada je listom povezanosti zadat graf
i qvor 𝑟 grafa iz koga se zapoqi�e pretraga. Qvor 𝑟 se oznaqava kao
pose�en. Zatim se u listi suseda qvora 𝑟 pronalazi prvi neoznaqeni sused
𝑟1 qvora 𝑟, pa se iz qvora 𝑟1 rekurzivno pokre�e pretraga u dubinu. Iz
nekog nivoa rekurzije, pokrenutog iz qvora 𝑣, izlazi se ako su svi susedi
(ako ih ima) qvora 𝑣 iz koga je pretraga pokrenuta ve� oznaqeni. Ako su
u trenutku zavrxetka pretrage iz 𝑟1 svi susedi qvora 𝑟 oznaqeni, onda
se pretraga za qvor 𝑟 zavrxava. U protivnom se u listi suseda qvora 𝑟
pronalazi slede�i neoznaqeni sused 𝑟2, izvrxava se pretraga polaze�i od
𝑟2, itd.

Pretraga grafa uvek se vrxi sa nekim ci	em. Da bi se razliqite
primene uklopile u pretragu u dubinu, poseti qvora ili grane pridru-
�uju se dve vrste obrade, ulazna obrada i izlazna obrada. Ulazna
obrada vrxi se u trenutku oznaqava�a qvora. Izlazna obrada vrxi se
posle povratka nekom granom (posle zavrxetka rekurzivnog poziva), ili
kad se otkrije da neka grana vodi ve� oznaqenom qvoru. Ulazna i izlazna
obrada zavise od konkretne primene DFS. Na taj naqin mogu�e je rexava�e
razliqitih problema jednostavnim definisa�em ulazne i izlazne obrade.
Algoritam pretrage u dubinu dat je u nastavku. Polazni qvor za rekurzivnu
pretragu grafa𝐺 = (𝑉,𝐸) je 𝑣. Zbog jednostavnosti se za sada pretpostav	a
da je graf 𝐺 povezan.

𝐷𝐹𝑆(𝐺, 𝑣)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - neusmereni povezan graf i 𝑣 - qvor grafa 𝐺
izlaz: zavisi od primene
1 oznaqi 𝑣
2 izvrxi ulaznu obradu za 𝑣
3 {ulazna obrada zavisi od primene DFS}
4 for all grane (𝑣, 𝑤) do
5 {redosled suseda qvora 𝑣 u pet	i odre�en je listom povezanosti}
6 if 𝑤 je neoznaqen then
7 𝐷𝐹𝑆(𝐺,𝑤)
8 izvrxi izlaznu obradu za granu (𝑣, 𝑤)
9 {izlazna obrada zavisi od primene DFS}
10 {ona se ponekad vrxi samo za grane ka novoooznaqenim qvorovima}

Primer pretrage grafa u dubinu prikazan je na slici 5.1.

Lema: Ako je graf 𝐺 povezan, onda su po zavrxetku pretrage u dubinu
svi qvorovi oznaqeni, a sve grane grafa 𝐺 su pregledane bar po jednom.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, i oznaqimo sa 𝑈 skup neoznaqenih
qvorova zaostalih posle izvrxava�a algoritma. Poxto je 𝐺 povezan, bar
jedan qvor 𝑢 iz 𝑈 mora biti povezan granom sa nekim oznaqenim qvorom
𝑤 (skup oznaqenih qvorova je neprazan jer sadr�i bar qvor 𝑣). Me�utim,
ovako nexto je nemogu�e, jer kad se poseti qvor 𝑤, moraju biti pose�eni (pa
dakle i oznaqeni) svi �egovi neoznaqeni susedi, dakle i qvor 𝑢. Poxto
su svi qvorovi pose�eni, a kad se qvor poseti, onda se pregledaju sve grane
koje vode iz �ega, zak	uqujemo da su i sve grane grafa pregledane.
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d
d
d

d d d d
dd

d𝑎 : 1/10

𝑏 : 2/5

𝑒 : 3/1 𝑓 : 4/4

𝑗 : 5/3

𝑔 : 6/2

𝑐 : 7/9

ℎ : 8/8 𝑖 : 9/7

𝑑 : 10/6

𝑎 : 𝑏, 𝑔, 𝑐, 𝑑

𝑏 : 𝑎, 𝑒, 𝑓, 𝑔

𝑐 : 𝑎, ℎ, 𝑖, 𝑑

𝑑 : 𝑎, 𝑐, ℎ, 𝑖

𝑒 : 𝑏

𝑓 : 𝑏, 𝑗, 𝑔

𝑔 : 𝑎, 𝑏, 𝑓, 𝑗

ℎ : 𝑐, 𝑖, 𝑑

𝑖 : 𝑑, 𝑐, ℎ

𝑗 : 𝑓, 𝑔

Slika 5.1: Primer pretrage u dubinu. Dva broja uz qvor jednaka
su �egovim rednim brojevima pri dolaznoj, odnosno odlaznoj DFS
numeraciji.

Za nepovezane grafove se algoritam DFS mora promeniti. Ako su svi
qvorovi oznaqeni posle prvog pokreta�a opisanog algoritma, onda je graf
povezan, i obilazak je zavrxen. U protivnom, mo�e se pokrenuti nova
pretraga u dubinu polaze�i od proizvo	nog neoznaqenog qvora, itd. Prema
tome, DFS se mo�e iskoristiti da bi se ustanovilo da li je graf povezan,
odnosno za pronala�e�e svih �egovih komponenti povezanosti. Algoritam
se mo�e prikazati slede�im kodom.

𝐾𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑣𝑒𝑧𝑎𝑛𝑜𝑠𝑡𝑖(𝐺)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - neusmereni graf
izlaz: 𝑣.𝐾𝑜𝑚𝑝 za svaki qvor dobija vrednost jednaku rednom broju

komponente povezanosti koja sadr�i 𝑣
1 𝑅𝑏 𝑘𝑜𝑚𝑝← 1
2 while postoji neoznaqen qvor 𝑣 do
3 𝐷𝐹𝑆(𝐺, 𝑣)
4 {sa slede�om ulaznom obradom: 𝑣.𝐾𝑜𝑚𝑝← 𝑅𝑏 𝑘𝑜𝑚𝑝}
5 𝑅𝑏 𝑘𝑜𝑚𝑝← 𝑅𝑏 𝑘𝑜𝑚𝑝 + 1

Mi �emo najqex�e razmatrati samo povezane grafove, jer se u opxtem
sluqaju problem svodi na posebnu obradu svake komponente povezanosti.

Slo�enost: Lako je uveriti se da se svaka grana pregleda taqno dva
puta, po jednom sa svakog kraja. Prema tome, ukupan broj izvrxava�a tela
for pet	e u svim rekurzivnim pozivima algoritma DFS je 𝑂|𝐸|). S druge
strane, broj rekurzivnih poziva je |𝑉 |, pa se slo�enost algoritma mo�e
opisati izrazom 𝑂(|𝑉 |+ |𝐸|).

Konstrukcija DFS stabla

Prikaza�emo sada dve jednostavne primene algoritma DFS | numeraciju
qvorova grafa DFS brojevima, i formira�e specijalnog povezuju�eg sta-
bla, takozvanog DFS stabla. Prilikom obilaska grafa 𝐺 mogu se u pet	i
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kojom se prolaze susedi qvora 𝑣 izdvojiti sve grane ka novooznaqenim
qvorovima 𝑤. Preko izdvojenih grana dosti�ni su svi qvorovi povezanog
neusmerenog grafa, pa je podgraf koga qine izdvojene grane povezan. Taj
podgraf nema cikluse, jer se od svih grana koje vode u neki qvor, mo�e
izdvojiti samo jedna. Prema tome, izdvojene grane su grane podgrafa grafa
𝐺 koji je stablo | DFS stablo grafa 𝐺. Polazni qvor je koren DFS
stabla. DFS brojevi i DFS stablo imaju posebne osobine, koje su korisne
u mnogim algoritmima. Qak i ako se stablo ne formira eksplicitno,
mnoge algoritme je lakxe razumeti razmatraju�i DFS stablo. Da bi se
opisali opisali algoritmi za numeraciju qvorova, dovo	no je zadati
ulaznu, odnosno izlaznu obradu. Postoje dve varijante DFS numeracije:
qvorovi se mogu numerisati prema redosledu oznaqava�a (dolazna DFS
numeracija, odnosno preOrder numeracija), ili prema redosledu na-
puxta�a (odlazna DFS numeracija, odnosno postOrder numeracija).
Primer grafa sa qvorovima numerisanim na dva naqina prikazan je na
slici 5.1. Algoritmi numeracije (izraqunava�a rednih brojeva 𝑣.𝑃𝑟𝑒 i
𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 za svaki qvor 𝑣 grafa), odnosno izgrad�e DFS stabla, opisani su
slede�im kodom.

𝐷𝐹𝑆 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖𝑗𝑎(𝐺, 𝑣)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - neusmereni graf i 𝑣 - qvor grafa 𝐺
izlaz: za svaki qvor 𝑣 raqunaju se �egovi redni brojevi 𝑣.𝑃𝑟𝑒 i 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡

pri dolaznoj, odnosno odlaznoj numeraciji
Inicijalizacija: 𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑟𝑒← 1;𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑜𝑠𝑡← 1;
Pokrenuti DFS sa slede�om ulaznom i izlaznom obradom:
ulazna obrada:

𝑣.𝑃𝑟𝑒← 𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑟𝑒
𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑟𝑒← 𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑟𝑒 + 1

izlazna obrada:
if 𝑤 je posled�i na listi suseda 𝑣 then
𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡← 𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑜𝑠𝑡
𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑜𝑠𝑡← 𝐷𝐹𝑆 𝑝𝑜𝑠𝑡 + 1

𝐷𝐹𝑆 𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑜(𝐺, 𝑣)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - neusmereni graf i 𝑣 - qvor grafa 𝐺
izlaz: 𝑇 - DFS stablo grafa 𝐺; pre prvog poziva 𝑇 je prazan skup
Pokrenuti DFS sa slede�om izlaznom obradom:
izlazna obrada:

if 𝑤 je neoznaqen then
dodati granu (𝑣, 𝑤) u 𝑇
{gor�u naredbu treba dodati u if naredbu algoritma 𝐷𝐹𝑆}

Qvor 𝑣 zove se predak qvora 𝑤 u stablu 𝑇 sa korenom 𝑟 ako je 𝑣 na
jedinstvenom putu od 𝑟 do 𝑤 u 𝑇 . Ako je 𝑣 predak 𝑤, onda je qvor 𝑤
potomak qvora 𝑣. Pretraga iz qvora 𝑣 poqi�e pre pretrage iz qvora
𝑤, pa je 𝑣.𝑃𝑟𝑒 < 𝑤.𝑃𝑟𝑒. S druge strane, pretraga iz qvora 𝑣 zavrxava se
posle pretrage iz qvora 𝑤, pa je 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 > 𝑤.𝑃𝑜𝑠𝑡. DFS stablo obuhvata sve
qvorove povezanog grafa 𝐺. Redosled sinova svakog qvora u stablu odre�en
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je listom povezanosti koja zadaje graf 𝐺, pa se za svaka dva sina mo�e
re�i koji je od �ih levi (prvi po tom redosledu), a koji desni. Relacija
levi{desni se prenosi na proizvo	na dva qvora 𝑢 i 𝑣 koji nisu u relaciji
predak-potomak, videti ilustraciju na slici 5.2. Za qvorove 𝑢 i 𝑣 tada
postoji jedinstveni zajedniqki predak 𝑤 u DFS stablu, kao i sinovi 𝑢′ i
𝑣′ qvora 𝑤 takvi da je 𝑢′ predak 𝑢 i 𝑣′ predak 𝑣. Ka�emo da je 𝑢 levo od
𝑣 ako i samo ako je 𝑢′ levo od 𝑣′. Jasna je geometrijska interpretacija ove
relacije: mo�emo da zamislimo da se DFS stablo iscrtava nani�e dok
se prelazi u nove { neoznaqene qvorove (koraci u dubinu), odnosno sleva
udesno prilikom dodava�a novih grana posle povratka u ve� oznaqene
qvorove. Ako je qvor 𝑢 levo od qvora 𝑣, onda je on prilikom pretrage
oznaqen pre qvora 𝑣, pa je 𝑢.𝑃𝑟𝑒 < 𝑣.𝑃𝑟𝑒. Obrnuto ne va�i uvek: ako je
𝑢.𝑃𝑟𝑒 < 𝑣.𝑃𝑟𝑒, onda je 𝑢 levo od 𝑣, ili je 𝑢 predak 𝑣 u DFS stablu (tj.
iznad 𝑣). S druge strane, pretraga iz qvora 𝑢 zavrxava se pre pretrage iz
qvora 𝑣, pa je 𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡 < 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡.
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Slika 5.2: Ilustracija relacije \levo{desno" na skupu qvorova DFS
stabla.

Lema: [Osnovna osobina DFS stabla neusmerenog grafa] Neka je 𝐺 =
(𝑉,𝐸) povezan neusmeren graf, i neka je 𝑇 = (𝑉, 𝐹 ) DFS stablo grafa 𝐺
dobijeno algoritmom 𝐷𝐹𝑆 𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑜. Svaka grana 𝑒 ∈ 𝐸 pripada 𝑇 (tj. 𝑒 ∈ 𝐹 )
ili spaja dva qvora grafa 𝐺, od kojih je jedan predak drugog u 𝑇 .

Dokaz: Neka je (𝑣, 𝑢) grana u 𝐺, i pretpostavimo da je u toku DFS 𝑣
pose�en pre 𝑢. Posle oznaqava�a 𝑣, u pet	i se rekurzivno pokre�e DFS iz
svakog neoznaqenog suseda 𝑣. U trenutku kad do�e red na suseda 𝑢, ako je
𝑢 oznaqen, onda je 𝑢 potomak 𝑣 u 𝑇 , a u protivnom se iz 𝑢 zapoqi�e DFS,
pa 𝑢 postaje sin 𝑣 u stablu 𝑇 .

Tvr�e�e leme mo�e se preformulisati na slede�i naqin: grane grafa
ne mogu biti popreqne grane u odnosu na DFS stablo, odnosno grane koje
povezuju qvorove na razdvojenim putevima od korena (tj. takva dva qvora
𝑢 i 𝑣 koja nisu u relaciji predak-potomak).

Poxto je DFS vrlo va�an algoritam, dajemo i �egovu nerekurzivnu
varijantu. Osnovna alatka za realizaciju rekurzivnog programa je stek,
na kome se quvaju informacije potrebne za \razmotava�e" rekurzivnih
poziva. Prevodilac obezbe�uje prostor na steku za lokalne promen	ive
pridru�ene svakom pozivu rekurzivne procedure. Zbog toga, kad se zavrxi
sa jednim rekurzivnim pozivom procedure, mogu� je povratak na taqno
odre�eno mesto u pozivaju�oj proceduri. Ponekad nije neophodno sve lokalne
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promen	ive quvati na steku, pa odgovaraju�a nerekurzivna procedura
mo�e da bude efikasnija.

𝑁𝑒𝑟𝑒𝑘𝑢𝑟𝑧𝑖𝑣𝑛𝑖 𝐷𝐹𝑆(𝐺, 𝑣)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - povezani graf, 𝑣 - qvor grafa 𝐺
izlaz: zavisi od primene
1 while postoji neoznaqeni qvor 𝑤 do
2 if 𝑣 neoznaqen then 𝑤 ← 𝑣 {pretraga poqi�e od 𝑣}
3 oznaqi 𝑤
4 izvrxi ulaznu obradu za 𝑤
5 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎← 𝑤.𝑃𝑟𝑣𝑖 {pokazivaq na prvu granu iz 𝑤}
6 upixi na stek 𝑤 i 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎
7 𝑂𝑡𝑎𝑐← 𝑤
8 {poqetak osnovne pet	e rekurzije}
9 while stek nije prazan do
10 skini 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎 sa vrha steka
11 while 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎 ̸= NULL do {dok ima nepregledanih grana iz qvora}
12 𝑆𝑖𝑛← 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎.𝐶𝑣𝑜𝑟
13 if 𝑆𝑖𝑛 nije oznaqen then {korak u dubinu}
14 oznaqi 𝑆𝑖𝑛
15 izvrxi ulaznu obradu na 𝑆𝑖𝑛
16 upixi 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎.𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖 na vrh steka { slede�a, kad se obradi 𝑆𝑖𝑛}
17 {za nastavak po zavrxetku obrade 𝑆𝑖𝑛}
18 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎← 𝑆𝑖𝑛.𝑃𝑟𝑣𝑖
19 𝑂𝑡𝑎𝑐← 𝑆𝑖𝑛
20 {upixi 𝑂𝑡𝑎𝑐 na vrh steka} {novooznaqeni qvor}
21 else {𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎 je povratna grana}
22 izvrxi izlaznu obradu za (𝑂𝑡𝑎𝑐, 𝑆𝑖𝑛)
23 {ovo se preskaqe ako se izlazna obrada radi samo za grane stabla}
24 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎← 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎.𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖
25 {na vrhu steka su posled�i oznaqeni qvor i slede�a grana iz �ega}
26 skini 𝑆𝑖𝑛 sa vrha steka {korak nazad}
27 if stek nije prazan then {stek postaje prazan kad je 𝑆𝑖𝑛 koren}
28 neka su 𝐺𝑟𝑎𝑛𝑎 i 𝑂𝑡𝑎𝑐 na vrhu steka {ne ukla�ati ih sa steka}
29 izvrxi izlaznu obradu za (𝑂𝑡𝑎𝑐, 𝑆𝑖𝑛)

Osnovna potexko�a pri prevo�e�u rekurzivne u nerekurzivnu verziju
potiqe od potrebe eksplicitnog pam�e�a promen	ivih, koji se inaqe quvaju
na steku. DFS proceduru pozivali smo rekurzivno unutar for pet	e, a od
programa smo oqekivali da zapamti taqno mesto u pet	i, gde treba nas-
taviti posle rekurzivnog poziva. U nerekurzivnoj verziji se ti podaci
moraju eksplicitno pamtiti. Pretpostav	amo da svaki qvor 𝑣 ima povezanu
listu susednih grana (DFS prati redosled grana u listi). Pokazivaq na
poqetak te liste je 𝑣.𝑃𝑟𝑣𝑖. Svaki element liste je slog koji sadr�i dve
promen	ive: 𝐶𝑣𝑜𝑟 i 𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖; 𝐶𝑣𝑜𝑟 je ime qvora na drugom kraju grane, a
𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖 je pokazivaq na naredni element liste. Posled�i element liste
𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖 ima vrednost NULL. DFS se izvrxava kao i u rekurzivnoj
verziji, silaze�i niz stablo sve do dolaska u \slepu ulicu". Za registrova�e
dostignutog nivoa pretrage koristi se stek. U toku obilaska na steku se
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quvaju svi qvorovi na putu od korena do teku�eg qvora, onim redom kojim
su na putu. Izme�u svaka dva qvora 𝑂𝑡𝑎𝑐 i 𝑆𝑖𝑛 stek sadr�i pokazivaq na
granu iz 𝑂𝑡𝑎𝑐 koja �e biti slede�a pregledana posle povratka iz 𝑆𝑖𝑛.

Usmereni grafovi

Procedura pretrage u dubinu usmerenih grafova ista je kao za neusmerene
grafove. Me�utim, usmerena DFS stabla imaju nexto drugaqije osobine.
Za �ih, na primer, nije taqno da nemaju popreqne grane, xto se mo�e
videti iz primera na slici 5.3. U odnosu na DFS stablo grane grafa
pripadaju jednoj od qetiri kategorije: grane stabla, povratne, direktne
i popreqne grane. Prve tri vrste grana povezuju dva qvora od kojih
je jedan potomak drugog u stablu: grana stabla povezuje oca sa sinom,
povratna grana potomka sa pretkom, a direktna grana pretka sa potomkom.
Jedino popreqne grane povezuju qvorove koji nisu \srodnici" u stablu.
Popreqne grane, me�utim, moraju biti usmerene \zdesna ulevo", kao xto
pokazuje slede�a lema.
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Slika 5.3: DFS stablo usmerenog grafa.

Lema: [Osnovna osobina DFS stabla usmerenog grafa] Neka je 𝐺 =
(𝑉,𝐸) usmereni graf, i neka je 𝑇 = (𝑉, 𝐹 ) DFS stablo grafa 𝐺. Ako je
(𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸 grana grafa 𝐺 za koju va�i 𝑣.𝑃𝑟𝑒 < 𝑤.𝑃𝑟𝑒, onda je 𝑤 potomak
𝑣 u stablu 𝑇 .

Dokaz: Poxto prema dolaznoj DFS numeraciji 𝑣 prethodi 𝑤, 𝑤 je oznaqen
posle 𝑣. Grana grafa (𝑣, 𝑤) mora biti razmatrana u toku rekurzivnog
poziva DFS iz qvora 𝑣. Ako u tom trenutku qvor 𝑤 nije oznaqen, onda
se grana (𝑣, 𝑤) mora uk	uqiti u stablo, tj. (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐹 , pa je tvr�e�e leme
taqno. U protivnom, 𝑤 je oznaqen u toku izvo�e�a rekurzivnog poziva DFS
iz 𝑣, pa je 𝑤 potomak 𝑣 u stablu 𝑇 .

Algoritam DFS za povezan neusmereni graf, zapoqet iz proizvo	nog
qvora, obilazi ceo graf. Analogno tvr�e�e ne mora biti taqno za usmerene
grafove. Posmatrajmo usmereni graf na slici 5.4. Ako se DFS zapoqne iz
qvora 𝑣, onda �e biti dostignuti samo qvorovi u desnoj koloni. DFS mo�e
da dostigne sve qvorove grafa samo ako se zapoqne iz qvora 𝑎. Ako se
qvor 𝑎 ukloni iz grafa zajedno sa dve grane koje izlaze iz �ega, onda u
grafu ne postoji qvor iz koga DFS obilazi ceo graf. Prema tome, uvek



105 5. Grafovski algoritmi

kad govorimo o DFS obilasku usmerenog grafa, smatra�emo da je DFS
algoritam pokrenut toliko puta koliko je potrebno da bi svi qvorovi bili
oznaqeni i sve grane bile razmotrene. Dakle, u opxtem sluqaju usmereni
graf umesto DFS stabla ima DFS xumu.
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Slika 5.4: Primer kad DFS usmerenog grafa (ako se pokrene iz qvora 𝑣)
ne obilazi sve qvorove grafa.

Nepostoja�e grana grafa koje idu sleva udesno govori nexto korisno
o odlaznoj numeraciji qvorova grafa i o qetiri vrste grana u odnosu na
DFS stablo. Na slici 5.5(a) prikazana su tri qvora grafa 𝑢, 𝑣 i 𝑤 u
okviru DFS stabla grafa. Qvorovi 𝑣 i 𝑤 su sinovi qvora 𝑢, a qvor 𝑤
je desno od qvora 𝑣. Na slici 5.5(b) prikazani su vremenski intervali
traja�a rekurzivnih poziva DFS za svaki od ovih qvorova. Zapa�amo da
je DFS iz qvora 𝑣, potomka qvora 𝑢, aktivan samo u podintervalu vremena
za koje je aktivan DFS iz qvora 𝑢 (pretka qvora 𝑣). Specijalno, DFS iz
𝑣 zavrxava se pre zavrxetka DFS iz 𝑢. Prema tome, iz qi�enice da je 𝑣
potomak 𝑢 sledi da je 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 < 𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡. Pored toga, ako je 𝑤 desno od 𝑣,
onda poziv DFS iz 𝑤 ne mo�e biti pokrenut pre nego xto se zavrxi DFS
iz 𝑣. Prema tome, ako je 𝑣 levo od 𝑤, onda je 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 < 𝑤.𝑃𝑜𝑠𝑡. Iako to nije
pokazano na slici 5.5, isti zak	uqak je taqan i ako su 𝑣 i 𝑤 u razliqitim
stablima DFS xume, pri qemu je stablo qvora 𝑣 levo od stabla qvora 𝑤.

Razmotrimo sada za proizvo	nu granu (𝑢, 𝑣) grafa odnos odlaznih DFS
brojeva qvorova 𝑢 i 𝑣.

1. Ako je (𝑢, 𝑣) grana stabla ili direktna grana, onda je 𝑣 potomak 𝑢,
pa je 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 < 𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡.

2. Ako je (𝑢, 𝑣) popreqna grana, onda je zbog toga xto je 𝑣 levo od 𝑢,
ponovo 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 < 𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡.

3. Ako je (𝑢, 𝑣) povratna grana i 𝑣 ̸= 𝑢, onda je 𝑣 pravi predak 𝑢 i
𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 > 𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡. Me�utim, 𝑣 = 𝑢 je mogu�e za povratnu granu, jer je
i pet	a povratna grana. Prema tome, za povratnu granu (𝑢, 𝑣) znamo
da je 𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡 ≥ 𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡.

Prema tome, dokazano je slede�e tvr�e�e.
Lema: Grana (𝑢, 𝑣) usmerenog grafa 𝐺 = (𝑉,𝐸) je povratna ako i samo

ako prema odlaznoj numeraciji qvor 𝑢 prethodi qvoru 𝑣, odnosno 𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡 ≤
𝑣.𝑃𝑜𝑠𝑡.

Pokaza�emo sada kako se DFS mo�e iskoristiti za utvr�iva�e da li
je zadati graf acikliqki.
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Slika 5.5: Odnos izme�u polo�aja qvorova u DFS stablu i traja�a
rekurzivnih poziva pokrenutih iz ovih qvorova.

Problem: Za zadati usmereni graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) ustanoviti da li sadr�i
usmereni ciklus.

Lema: Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸) usmereni graf, i neka je 𝑇 DFS stablo grafa
𝐺. Tada 𝐺 sadr�i usmereni ciklus ako i samo ako 𝐺 sadr�i povratnu
granu u odnosu na 𝑇 .

Dokaz: Ako je grana (𝑢, 𝑣) povratna, onda ona zajedno sa granama stabla
na putu od 𝑣 do 𝑢 qini ciklus. Suprotno tvr�e�e je tako�e taqno: ako
u grafu postoji ciklus, tada je jedna od �egovih grana povratna. Zaista,
pretpostavimo da u grafu postoji ciklus koji qine grane (𝑣1, 𝑣2), (𝑣2, 𝑣3),. . . ,
(𝑣𝑘, 𝑣1), od kojih ni jedna nije povratna u odnosu na 𝑇 . Ako je 𝑘 = 1,
odnosno ciklus je pet	a, onda je grana (𝑣, 𝑣) povratna grana. Ako je pak
𝑘 > 1, pretpostavimo da ni jedna od grana (𝑣1, 𝑣2), (𝑣2, 𝑣3),. . . (𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘) nije
povratna. Prema prethodnoj lemi va�e nejednakosti 𝑣1.𝑃𝑜𝑠𝑡 > 𝑣2.𝑃𝑜𝑠𝑡 >
· · · > 𝑣𝑘.𝑃𝑜𝑠𝑡, iz kojih sledi da je 𝑣𝑘.𝑃𝑜𝑠𝑡 < 𝑣1.𝑃𝑜𝑠𝑡, pa je grana (𝑣𝑘, 𝑣1)
povratna | suprotno pretpostavci. Time je dokazano da u svakom ciklusu
postoji povratna grana u odnosu na DFS stablo.

Algoritam za proveru da li graf sadr�i ciklus svodi se na DFS
numeraciju i proveru postoja�a povratne grane na osnovu leme. 𝑣.𝑁𝑎 𝑝𝑢𝑡𝑢
ima vrednost 𝑡𝑟𝑢𝑒 za qvor 𝑣 ako i samo ako je qvor na putu kroz stablo
od polaznog do teku�eg qvora. Pretpostav	a se da pretraga iz polaznog
qvora obilazi ceo graf, odnosno da DFS stablo postoji.

𝐴𝑐𝑖𝑘𝑙𝑖𝑐𝑘𝑖(𝐺, 𝑣)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - usmereni graf, 𝑣 - polazni qvor, koren DFS stabla
izlaz: 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑜𝑗𝑖 𝑐𝑖𝑘𝑙𝑢𝑠 - taqno ako 𝐺 sadr�i ciklus, a netaqno u protivnom
Inicijalizacija: 𝑤.𝑁𝑎 𝑝𝑢𝑡𝑢← 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 za sve qvorove 𝑤 razliqite od 𝑣,
𝑣.𝑁𝑎 𝑝𝑢𝑡𝑢← 𝑡𝑟𝑢𝑒 i 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑜𝑗𝑖 𝑐𝑖𝑘𝑙𝑢𝑠← 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒
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Pokrenuti DFS iz proizvo	nog qvora, sa slede�om ulaznom i izlaznom
obradom:
ulazna obrada:

if iz 𝑣 izlazi bar jedna grana then
𝑣.𝑁𝑎 𝑝𝑢𝑡𝑢← 𝑡𝑟𝑢𝑒
{𝑥.𝑁𝑎 𝑝𝑢𝑡𝑢 je taqno ako je 𝑥 na putu od korena do teku�eg qvora}

izlazna obrada:
if 𝑤.𝑁𝑎 𝑝𝑢𝑡𝑢 then
𝑃𝑜𝑠𝑡𝑜𝑗𝑖 𝑐𝑖𝑘𝑙𝑢𝑠← 𝑡𝑟𝑢𝑒
ℎ𝑎𝑙𝑡

if 𝑤 posled�i qvor u spisku suseda 𝑣 then
𝑣.𝑁𝑎 𝑝𝑢𝑡𝑢← 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒

5.1.2 Pretraga u xirinu

Pretraga u xirinu (ili BFS, xto je skra�enica od breadth–first–search)
je obilazak grafa na sistematiqan naqin, nivo po nivo, pri qemu se
usput formira stablo pretrage u xirinu (BFS stablo). Ako polazimo
od qvora 𝑣 (𝑣 je koren BFS stabla), onda se najpre pose�uju svi susedi
qvora 𝑣 redosledom odre�enim redosledom u listi povezanosti grafa
(sinovi qvora 𝑣 u stablu pretrage, nivo jedan). Zatim se dolazi do svih
\unuka" (nivo dva), i tako da	e (videti primer na slici 5.6). Obilazak
se realizuje sliqno kao u nerekurzivnoj verziji DFS, sem xto je stek
zame�en redom (listom FIFO, xto je skra�enica od first–in–first–out queue).
Prilikom obilaska qvorovi se mogu numerisati BFS brojevima, sliqno
kao pri DFS. Preciznije, qvor 𝑤 ima BFS broj 𝑘 ako je on 𝑘-ti qvor
oznaqen u toku BFS. BFS stablo grafa mo�e se formirati uk	uqiva�em
samo grana ka novooznaqenim qvorovima. Zapa�a se da izlazna obrada kod
BFS, za razliku od DFS, nema smisla; pretraga nema povratak \navixe",
ve� se, polaze�i od korena, kre�e samo nani�e.

d
d
d
d
d
d

d

	

?

	 R

R

?

?	�

K

Nivo 0

Nivo 1

Nivo 2

Slika 5.6: BFS stablo usmerenog grafa.

𝐵𝐹𝑆(𝐺, 𝑣)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - neusmereni povezan graf i 𝑣 - qvor grafa 𝐺
izlaz: zavisi od primene
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1 oznaqi 𝑣
2 upixi 𝑣 u red 𝑄 {FIFO lista}
3 while 𝑄 je neprazan do
4 skini prvi qvor 𝑤 iz reda 𝑄
5 izvrxi ulaznu obradu za 𝑤
6 {ulazna obrada zavisi od primene BFS}
7 for all grane (𝑤, 𝑥) za koje 𝑥 nije oznaqen do
8 oznaqi 𝑥
9 dodaj (𝑤, 𝑥) u stablo 𝑇
10 upixi 𝑥 u red 𝑄

Slo�enost: Lako je uveriti se da se svaki qvor obra�uje po jednom i da
se svaka grana pregleda po jednom. Stoga je vremenska slo�enost algoritma
BFS 𝑂(|𝑉 |+ |𝐸|).

Lema: Ako grana (𝑢,𝑤) pripada BFS stablu i qvor 𝑢 je otac qvora 𝑤,
onda qvor 𝑢 ima najma�i BFS broj me�u qvorovima iz kojih postoji grana
ka 𝑤.

Dokaz: Ako bi u grafu postojala grana (𝑣, 𝑤), takva da 𝑣 ima ma�i BFS
broj od 𝑢, onda bi u trenutku obrade qvora 𝑣 qvor 𝑤 morao biti upisan
u red, pa bi grana (𝑣, 𝑤) morala biti uk	uqena u BFS stablo, suprotno
pretpostavci.

Definiximo rastoja�e 𝑑(𝑢, 𝑣) izme�u qvorova 𝑢 i 𝑣 kao du�inu naj-
kra�eg puta od 𝑢 do 𝑣; pod du�inom puta podrazumeva se broj grana koje
qine taj put.

Lema: Put od korena 𝑟 BFS stabla do proizvo	nog qvora 𝑤 kroz BFS
stablo najkra�i je put od 𝑟 do 𝑤 u grafu 𝐺.

Dokaz: Indukcijom po 𝑑 dokaza�emo da do svakog qvora 𝑤 na rastoja�u
𝑑 od korena 𝑟 (jedinstveni) put kroz stablo od 𝑟 do 𝑤 ima du�inu 𝑑. Za
𝑑 = 1 tvr�e�e je taqno: grana (𝑟, 𝑤) je obavezno deo stabla, pa izme�u 𝑟 i
𝑤 postoji put kroz stablo du�ine 1. Pretpostavimo da je tvr�e�e taqno
za sve qvorove koji su na rastoja�u ma�em od 𝑑 od korena, i neka je 𝑤
neki qvor na rastoja�u 𝑑 od korena; drugim reqima, postoji niz qvorova
𝑤0 = 𝑟, 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑑−1, 𝑤𝑑 = 𝑤 koji qine put du�ine 𝑑 od 𝑟 do 𝑤, i ne
postoji kra�i put od 𝑟 do 𝑤. Poxto je du�ina najkra�eg puta od 𝑟 do 𝑤𝑑−1

jednaka 𝑑 − 1 prema induktivnoj hipotezi put od 𝑟 do 𝑤𝑑−1 kroz stablo
ima du�inu 𝑑−1. U trenutku obrade qvora 𝑤𝑑−1, ako qvor 𝑤 nije oznaqen,
poxto u 𝐺 postoji grana (𝑤𝑑−1, 𝑤𝑑), ta grana se uk	uquje u BFS stablo, pa
do qvora 𝑤𝑑 postoji put du�ine 𝑑 kroz stablo. U protivnom, ako je u tom
trenutku 𝑤𝑑 ve� oznaqen, onda do 𝑤 kroz stablo vodi grana iz nekog qvora
𝑤′

𝑑−1, oznaqenog pre 𝑤𝑑−1, iz qega sledi da je nivo qvora 𝑤′
𝑑−1 najvixe

𝑑− 1, nivo qvora 𝑤 najvixe 𝑑, odnosno do 𝑤 vodi put kroz stablo du�ine
𝑑.

Lema: Ako je (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸 grana neusmerenog grafa 𝐺 = (𝑉,𝐸), onda ta
grana spaja dva qvora qiji se nivoi razlikuju najvixe za jedan.

Dokaz: Neka je npr. qvor 𝑣 prvi dostignut pretragom i neka je �egov
nivo 𝑑. Tada je nivo qvora 𝑤 ve�i ili jednak od 𝑑. S druge strane, nivo
qvora 𝑤 nije ve�i od 𝑑 + 1, jer do �ega vodi grana stabla ili iz qvora 𝑣,
ili iz nekog qvora koji je oznaqen pre 𝑣. Dakle, nivo qvora 𝑤 je ili 𝑑 ili
𝑑 + 1.
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5.2 Zadaci za ve�bu

1. Pokazati kako obilazak u dubinu pokrenut iz qvora 𝑞 radi za usmere-
ni graf prikazan na slici. Pretpostaviti da su qvorovi u listama
suseda ure�eni leksikografski prema oznakama qvorova. Odrediti
odlaznu i dolaznu numeraciju qvorova i klasifikovati sve grane
grafa.

2. Dati kontraprimer za tvr�e�e da ako usmereni graf 𝐺 sadr�i put
od qvora 𝑢 do qvora 𝑣 i ako za DFS brojeve ovih qvorova va�i da
je 𝑢.𝑃𝑟𝑒 < 𝑣.𝑃𝑟𝑒, onda je 𝑣 potomak qvora 𝑢 u odgovaraju�em DFS
stablu.

3. Dati kontraprimer za tvr�e�e da ako usmereni graf 𝐺 sadr�i put
od qvora 𝑢 do qvora 𝑣 onda u svakoj DFS pretrazi va�i da je 𝑣.𝑃𝑟𝑒 ≤
𝑢.𝑃𝑜𝑠𝑡.

4. Odrediti BFS stablo i BFS numeraciju qvorova u grafu sa slike ako
je BFS pokrenut iz qvora 3. Qvorovi su u listi povezanosti ure�eni
u rastu�i niz prema svojim oznakama.

5. Koliko je vreme izvrxava�a algoritma BFS ako je ulazni graf zadat
matricom povezanosti?

6. Dati primer usmerenog grafa 𝐺 = (𝑉,𝐸), istaknutog qvora 𝑠 ∈ 𝑉 i
skupa grana stabla 𝐸𝑇 ⊂ 𝐸 tako da va�i da za svaki qvor 𝑣 ∈ 𝑉 ,
jedinstveni prosti put u grafu (𝑉,𝐸𝑇 ) iz 𝑠 do 𝑣 je najkra�i put u
𝐺, ali se skup grana 𝐸𝑇 ne mo�e dobiti izvrxava�em algoritma
BFS na grafu 𝐺, bez obzira na to kako su qvorovi ure�eni u listi
povezanosti.

7. Postoje dve grupe navijaqa: navijaqi Partizana i navijaqi Zvezde.
Izme�u svakog para navijaqa mo�e ili ne mora postojati rivalstvo.
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Pretpostavimo da imamo 𝑛 navijaqa i listu od 𝑟 parova navijaqa
izme�u kojih postoji rivalstvo. Konstruisati algoritam slo�enosti
𝑂(𝑛+ 𝑟) kojim se odre�uje da li je mogu�e oznaqiti neke od navijaqa
kao navijaqe Partizana, a neke od �ih kao navijaqe Zvezde tako da
svako rivalstvo bude izme�u navijaqa razliqitih timova.

8. Pokazati da u grafu za koji va�i da je rastoja�e izme�u svaka dva
qvora najvixe 𝑑, svako BFS stablo ima dubinu najvixe 𝑑, ali DFS
stablo mo�e biti ve�e dubine.

9. Da li je taqno da DFS obilazak usmerenog grafa uvek proizvodi
jednak broj grana stabla (nezavisno od redosleda u kome su dati
qvorovi i nezavisno od redosleda qvorova u listama povezanosti)?

10. Da li va�i da ako iz usmerenog grafa 𝐺 izbacimo sve povratne grane
u odnosu na DFS stablo, graf postaje acikliqki?

11. Da li kod usmerenog grafa va�i da ako ne postoji povratna grana u
odnosu na BFS stablo onda graf ne sadr�i ciklus?

12. Opisati kako se mogu izraqunati ulazni i izlazni stepen svih qvorova
u grafu ako je graf predstav	en (a) listom povezanosti (b) matricom
povezanosti.

13. Dat je neusmeren povezan graf𝐺. Konstruisati algoritam vremenske
slo�enosti 𝑂(|𝑉 | + |𝐸|) za odre�iva�e puta koji prolazi kroz sve
grane grafa 𝐺 po dva puta { po jednom u svakom smeru.

14. Dokazati ili opovrgnuti slede�e tvr�e�e: ako je 𝐺 = (𝑉,𝐸) povezan
neusmeren graf, onda je visina DFS stabla grafa 𝐺 uvek ve�a ili
jednaka od visine BFS stabla grafa 𝐺 (razmotriti sluqaj kada oba
aloritma kre�u iz istog qvora i kada to nije sluqaj).

15. Dokazati da su za neusmeren povezan graf 𝐺 = (𝑉,𝐸), DFS stablo i
BFS stablo isti ako i samo ako je graf 𝐺 stablo.



Glava 6

Algoritamske strategije

6.1 Algoritmi grube sile

Algoritmi grube sile (engl. brute force, odnosno exhaustive search) se
obiqno prime�uju na optimizacione probleme. Recimo u sluqaju kada je
potrebno odrediti maksimalnu vrednost neke veliqine. Postupak za re-
xava�e ovih problema uk	uquje pregleda�e svih varijanti. Algoritmi
grube sile su korisni za vrlo male ulaze; za velike ulaze mora se na�i
efikasnije rexe�e.

Primer 1: Za dati niz 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 prona�i indeks 𝑖 tako da je 𝑥𝑖

maksimalni element niza. Problem se mo�e rexiti prolaskom kroz ceo
niz; slo�enost algoritma je 𝑂(𝑛).

Primer 2: Od datih 𝑛 taqaka 𝑃𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) treba prona�i dve najbli�e
taqke, tj. treba odrediti indekse 𝑖 i 𝑗 tako da va�i:

𝑑(𝑃𝑖, 𝑃𝑗)𝑖 ̸=𝑗 ≤ 𝑑(𝑃𝑟, 𝑃𝑠)𝑟,𝑠=1,2,...,𝑛,𝑟 ̸=𝑠

Ukupno ima
(︀
𝑛
2

)︀
= 𝑛(𝑛−1)

2 razliqitih parova taqaka i algoritam grube
sile bi pregledao sve parove, pa je slo�enost algoritma 𝑂(𝑛2). Analogno
bi se rexavao i problem nala�e�a dve najuda	enije taqke.

Primer 3: Problem trgovaqkog putnika (TSP od engl. Traveling
Salesman Problem). U postavci ovog problema dato je 𝑛 gradova i potrebno
je sve ih obi�i, tako da ni u koji grad ne do�emo dva puta, a da du�ina
ukupnog puta bude xto ma�a. Formalno gledano, data je kvadratna matrica
reda 𝑛 rastoja�a izme�u gradova 𝐷 = [𝑑𝑖𝑗 ] i potrebno je odrediti per-
mutaciju indeksa 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 tako da suma 𝑑𝑖1,𝑖2 + 𝑑𝑖2,𝑖3 + . . . + 𝑑𝑖𝑛−1,𝑖𝑛 +
𝑑𝑖𝑛𝑖1 ima minimalnu vrednost. Da bi se odredilo rexe�e potrebno je
razmotriti (𝑛 − 1)! marxruta (jer grad iz koga zapoqi�emo obilazak
mo�emo fiksirati, s obzirom na to da on mora pripadati svakom obilasku).
Ovo rexe�e nije jako neefikasno za ulaze veliqine do 10. Za ve�e ulaze
trebalo bi na�i neki efikasniji algoritam.

U algoritmu grube sile za rexava�e TSP problema potrebno je da za
svaku permutaciju umemo da odredimo slede�u, pamtimo trenutno najkra�i
put i na kraju vratimo kao rezultat permutaciju kojoj odgovara najkra�i
put.

111
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𝑇𝑆𝑃 𝑏𝑟𝑢𝑡𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒(𝐷)
ulaz: 𝐷 - matrica rastoja�a gradova
izlaz: 𝑝𝑚𝑎𝑥 - permutacija koja daje najkra�i put
1 𝑝← {1, 2, . . . , 𝑛− 1} { razmatramo permutacije prvih 𝑛− 1 gradova,
posle qega se uvek ide u 𝑛-ti grad, pa nazad u prvi}

2 𝑝𝑚𝑎𝑥 ← 𝑝
3 𝑠← 𝑑1,2 + 𝑑2,3 + . . . + 𝑑𝑛,1
4 while 𝑠𝑙𝑒𝑑𝑒𝑐𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑐𝑖𝑗𝑎(𝑝, 𝑛− 1) do
5 {pretpostavka je da ako postoji naredna permutacija,

ona je pozivom prethodne funkcije smextena opet u 𝑝}
6 if 𝑑𝑝1,𝑝2 + 𝑑𝑝2,𝑝3 + . . . + 𝑑𝑝𝑛−2,𝑝𝑛−1 + 𝑑𝑝𝑛−1,𝑛 + 𝑑𝑛,𝑝1 < 𝑠 then
7 𝑝𝑚𝑎𝑥 ← 𝑝
8 𝑠← 𝑑𝑝1,𝑝2

+ 𝑑𝑝2,𝑝3
+ . . . + 𝑑𝑝𝑛−2,𝑝𝑛−1

+ 𝑑𝑝𝑛−1,𝑛 + 𝑑𝑛,𝑝1

9 return 𝑝𝑚𝑎𝑥

Kako prona�i narednu permutaciju? Na ovaj problem vrati�emo se
u glavi 7.4. Ako recimo uoqimo permutaciju (2, 6, 8, 4, 7, 5, 3, 1) brojeva
1, 2, . . . , 8, naredna permutacija, gledano leksikografski, trebalo bi da
bude permutacija (2, 6, 8, 5, 1, 3, 4, 7). �u dobijamo polaze�i od maksimalnog
opadaju�eg sufiksa niza kojim je predstav	ena zadata permutacija. Dakle,
idemo od kraja niza i tra�imo dva susedna elementa za koje va�i da je
prvi od �ih ma�i od drugog { oznaqimo ih sa 𝑝[𝑖] i 𝑝[𝑖 + 1] (u gor�em
sluqaju to su elementi 4 i 7). Kada ih na�emo (ako takva dva elementa ne
postoje, onda je zadata permutacija opadaju�i niz, pa ne postoji naredna
permutacija), onda poqev od posled�eg elementa niza tra�imo najma�i
element koji je ve�i od elementa 𝑝[𝑖] { neka je to 𝑝[𝑗] (va�i 𝑗 > 𝑖). U
primeru to je broj 5. Nakon toga elementima 𝑝[𝑖] i 𝑝[𝑗] me�amo mesta,
a zatim svim obr�emo sve elemente podniza niza 𝑝 koji se sastoji od
elemenata poqev od pozicije 𝑖 + 1 sve do kraja niza. Na ovaj naqin od
opadaju�eg podniza dobijamo rastu�i (u primeru od podniza (7, 4, 3, 1)
dobijamo podniz (1, 3, 4, 7)). Ovaj algoritam opisan je slede�im kodom.

𝑠𝑙𝑒𝑑𝑒𝑐𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑐𝑖𝑗𝑎(𝑝, 𝑛)
ulaz: 𝑝 - teku�a permutacija, 𝑛 - du�ina niza 𝑝
izlaz: 𝑝 - sadr�i narednu permutaciju, leksikografski gledano

element 𝑝𝑛 je fiksiran, tj. ne me�a se
1 𝑖← 𝑛− 1
2 while 𝑖 > 0 and 𝑝[𝑖] > 𝑝[𝑖 + 1] do
3 𝑖← 𝑖− 1
4 if 𝑖 = 0 then
5 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡 \grexka: ne postoji slede�a permutacija"
6 return
7 𝑗 ← 𝑛
8 while 𝑝[𝑖] > 𝑝[𝑗] do
9 𝑗 ← 𝑗 − 1
10 𝑧𝑎𝑚𝑒𝑛𝑖(𝑝[𝑖], 𝑝[𝑗])
11 obrni elemente niza 𝑝 od pozicije 𝑖 + 1 do pozicije 𝑛− 1

Slo�enost algoritma 𝑇𝐶𝑃 𝑏𝑟𝑢𝑡𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 je 𝑂(𝑛!) jer je broj razmatranih
permutacija (𝑛− 1)!, a obrada permutacije traje 𝑂(𝑛).
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Primer 4: Neka je graf 𝐺 zadat listom povezanosti. Potrebno je od-
rediti najdu�u granu u grafu. To mo�emo uraditi tako xto pregledamo
sve grane grafa i tra�imo najdu�u.

6.2 Pohlepni algoritmi

Optimizacioni problemi se obiqno sastoje iz niza koraka sa skupom izbora
u svakom koraku. Qesto je ovo previxe vremenski zahtevno pa se tra�e
efikasniji algoritmi.Pohlepni algoritmi uvek prave izbor koji deluje
najbo	i u tom trenutku. Dakle, pravi se lokalno optimalni izbor u nadi
da �e ovaj izbor voditi i globalno najbo	em rexe�u. Pohlepni algoritmi
za neke (ne sve) probleme pronalaze optimalno rexe�e.

Primer 1: Pe�emo se na planinu i ci	 nam je da do�emo na najvixi
vrh. U svakom momentu na raspolaga�u su nam strmiji i ma�e strmi
putevi. Ako uvek idemo najstrmijom stazom pope�emo se na neki vrh, ne
obavezno najvixi.

Primer 2: Imamo na raspolaga�u novqanice od 1,2,5,10,20,50,100,200,500
dinara i ho�emo da vratimo kusur. Pohlepni algoritam bi uvek vra�ao
najve�u novqanicu koja je ma�a od teku�e vrednosti kusura (npr. 188 =
100+50+20+10+5+2+1). Ovakav pristup u opxtem sluqaju ne garantuje
da �emo vratiti kusur koji se sastoji od najma�eg broja novqanica. Recimo
ako bi nam na raspolaga�u bile novqanice od 5,4,2 i 1 dinara, a treba da
vratimo kusur od 8 dinara, pohlepni algoritam bi vratio kombinaciju
5 + 2 + 1, a rexe�e koje uk	uquje najma�i broj novqanica je 4 + 4.

Primer 3: Pretpostavimo da je dat skup 𝑆 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛} od 𝑛 pred-
lo�enih aktivnosti koje pretenduju na korix�e�e istog resursa, na
primer salu za predava�a, koja mo�e da uslu�i samo jednu aktivnost u
jednom trenutku. Svaka aktivnost 𝑎𝑖 ima svoje vreme poqetka 𝑠𝑖 i vreme
zavrxetka 𝑓𝑖, pri qemu va�i: 0 ≤ 𝑠𝑖 ≤ 𝑓𝑖. Ako je odabrana, aktivnost 𝑎𝑖
se odr�ava tokom poluzatvorenog intervala [𝑠𝑖, 𝑓𝑖). Aktivnosti 𝑎𝑖 i 𝑎𝑗 su
kompatibilne ako se intervali [𝑠𝑖, 𝑓𝑖) i [𝑠𝑗 , 𝑓𝑗) ne preklapaju, tj. ako
je 𝑠𝑖 ≥ 𝑓𝑗 ili 𝑠𝑗 ≥ 𝑓𝑖. U problemu izbora aktivnosti potrebno je
odrediti podskup maksimalne veliqine me�usobno kompatibilnih aktiv-
nosti.

Neka su aktivnosti pore�ane u monotono neopadaju�em redosledu vre-
mena zavrxetka:

𝑓1 ≤ 𝑓2 ≤ . . . 𝑓𝑛

Na primer, neka je zadat slede�i skup aktivnosti:

U gore navedenom primeru, podskup {𝑎3, 𝑎9, 𝑎11} se sastoji od me�usobno
kompatibilnih aktivnosti. Me�utim, ovo nije maksimalni podskup jer
isto va�i i za podskup {𝑎1, 𝑎4, 𝑎8, 𝑎11} koji je ve�i od �ega i jeste maksi-
malan takav skup.
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Koju bi aktivnost trebalo izabrati da bude prva? Intuicija nam suge-
rixe da bi trebalo izabrati aktivnost koja ostav	a resurs slobodnim
za xto ve�i broj aktivnosti. Ispravna realizacija ove ideje je izbor
aktivnosti sa najranijim vremenom zavrxetka, odnosno da treba izabrati
aktivnost 𝑎1, jer se ona prva zavrxava. Posle ukla�a�a sa spiska onih
aktivnosti koje nisu kompatibilne sa izabranom, da	e se mo�e nastaviti
na isti naqin sa izborom druge aktivnosti itd.

Ostaje samo jox jedno pita�e: da li je naxa intuicija korektna, tj. da
li je pohlepni izbor uvek deo nekog optimalnog rexe�a? Pokazuje se da
ovo va�i.

Teorema: Posmatramo neprazni problem 𝑆𝑘 i neka je 𝑎𝑚 aktivnost u
𝑆𝑘 sa najranijim vremenom zavrxetka. Neka se optimalno rexe�e ovog
problema sastoji od 𝑟 aktivnosti. Tada postoji podskup od 𝑟 aktivnosti
koji sadr�i aktivnost 𝑎𝑚.

Dokaz: Neka je 𝐴𝑘 podskup me�usobno kompatibilnih aktivnosti iz
𝑆𝑘 maksimalne veliqine 𝑟 i neka je 𝑎𝑗 aktivnost iz 𝐴𝑘 sa najranijim
vremenom zavrxetka. Ako je 𝑎𝑗 = 𝑎𝑚 zavrxili smo dokaz jer va�i da je 𝑎𝑚
u nekom podskupu me�usobno kompatibilnih aktivnosti iz 𝑆𝑘 maksimalne
veliqine. Ako je 𝑎𝑗 ̸= 𝑎𝑚 neka je 𝐴′

𝑘 = 𝐴𝑘 ∖ {𝑎𝑗}∪{𝑎𝑚} skup 𝐴𝑘 u kome smo
𝑎𝑚 zamenili sa 𝑎𝑗 . Aktivnosti u 𝐴′

𝑘 su disjunktne, xto sledi iz toga xto
su aktivnosti u 𝐴𝑘 disjunktne, 𝑎𝑗 je prva aktivnost u 𝐴𝑘 koja zavrxava
i 𝑓𝑚 ≤ 𝑓𝑗 . S obzirom na to da je |𝐴′

𝑘| = |𝐴𝑘| zak	uqujemo da je 𝐴′
𝑘 skup

me�usobno kompatibilnih aktivnosti iz 𝑆𝑘 maksimalne veliqine i on
uk	uquje 𝑎𝑚.

𝐼𝑧𝑏𝑜𝑟 𝑎𝑘𝑡𝑖𝑣𝑛𝑜𝑠𝑡𝑖 𝑔𝑟𝑒𝑒𝑑𝑦(𝑠, 𝑓, 𝑛)
ulaz: 𝑠 - niz poqetnih vremena aktivnosti, 𝑓 - niz odgovaraju�ih zavrxnih

vremena aktivnosti, 𝑛 - du�ina ovih nizova; nizovi su sortirani
neopadaju�e prema vremenima zavrxetka

izlaz: 𝐴 - skup maksimalne veliqine me�usobno kompatibilnih aktivnosti
1 𝐴← {𝑎1}
2 𝑝𝑜𝑠𝑙𝑒𝑑𝑛𝑗𝑎← 1 {indeks posled�e izabrane aktivnosti}
3 for 𝑖← 2 to 𝑛 do
4 if 𝑠[𝑖] ≥ 𝑓 [𝑝𝑜𝑠𝑙𝑒𝑑𝑛𝑗𝑎] then
5 𝐴← 𝐴 ∪ {𝑖}
6 𝑝𝑜𝑠𝑙𝑒𝑑𝑛𝑗𝑎← 𝑖
7 return 𝐴

Slo�enost ovog algoritma je 𝑂(𝑛 log 𝑛), a u sluqaju da su aktivnosti
ve� sortirane prema zavrxnim vremenima 𝑂(𝑛).

Problem 4: U magacinu koji �e biti poplav	en kroz najvixe jedan sat
nalazi se 𝑛 vrsta robe (u rasutom obliku). Vlasnik ima mogu�nost da
spase samo toliko robe koliko mo�e da stane u ranac, nosivosti 𝑊 . Neka
𝑖-ti artikal iz magacina, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 ima vrednost 𝑣𝑖 i te�inu 𝑤𝑖.
Vlasnik �eli da pokupi najvredniju robu, pritom je mogu�e da ne pokupi
svu koliqinu nekog artikla (kao da posmatramo robu na mere�e). Kako to
da postigne?
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Ovaj problem nazivamo razlom	eni problem ranca (engl. fractional
knapsack problem) i on je primer problema koji se uspexno rexava pohlep-
nim algoritmom.

Potrebno je najpre da za svaki artikal izraqunamo vrednost po jedinici
te�ine, kao odnos: 𝑣𝑖

𝑤𝑖
. Pohlepna strategija podrazumeva da se uzme xto

uzima xto vixe mo�e od artikla koji ima najve�u vrednost po jedinici
mase. Ako uzme svu koliqinu tog artikla i jox uvek ima mesta u rancu,
on uzima xto vixe mo�e od artikla koji ima narednu najve�u vrednost
po jedinici mase itd.

𝑅𝑎𝑧𝑙𝑜𝑚𝑙𝑗𝑒𝑛𝑖 𝑟𝑎𝑛𝑎𝑐(𝑊, 𝑣,𝑤, 𝑛)
ulaz: 𝑊 - nosivost ranca, 𝑣 - vektor vrednosti artikala,

𝑤 - vektor te�ina artikala, 𝑛 - broj artikala
pretpostav	a se da su artikli sortirani nerastu�e
prema vrednosti po jedinici mere

izlaz: 𝑝 - procenat svakog predmeta koji je stav	en u ranac
1 𝑆 ← 0
2 𝑖← 1
3 for 𝑗 ← 1 to 𝑛 do
4 𝑝[𝑗]← 0
5 while 𝑆 ≤𝑊 do
6 𝑆 ← 𝑆 + 𝑤[𝑖]
7 𝑝[𝑖]← 1
8 𝑖← 𝑖 + 1
9 if 𝑆 > 𝑊 then
10 𝑖← 𝑖− 1
11 {ako posled�i artikal ne mo�e ceo da stane, uzimamo samo deo}
12 𝑝[𝑖]← 1− (𝑆 −𝑊 )/𝑤[𝑖]

Dakle, sortira�em artikala u nerastu�i niz prema vrednosti po je-
dinici mase tako da va�i: 𝑣1

𝑤1
≥ 𝑣2

𝑤2
≥ . . . ≥ 𝑣𝑛

𝑤𝑛
, pohlepni algoritam se

izvrxava u vremenu 𝑂(𝑛 log 𝑛).
Problem 5: Neka je zadat tekst koji je potrebno zapisati sa xto ma�e

bitova. Pritom je svaki znak teksta predstav	en jedinstvenim nizom bi-
tova | kodom tog znaka. Ako su du�ine kodova svih znakova jednake (xto
je upravo sluqaj sa standardnim kodovima, kao xto je ASCII), broj bitova
koji predstav	aju fajl zavisi samo od broja znakova u �emu. Da bi se
postigla uxteda, moraju se neki znaci kodirati ma�im, a neki ve�im
brojem bitova.

Neka se u fajlu pojav	uje 𝑛 razliqitih znakova, i neka se znak 𝑠𝑖
pojav	uje 𝑓𝑖 puta, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Ako sa 𝑙𝑖 oznaqimo broj bitova u kodu
znaka 𝑠𝑖, u kodu oznaqenom sa 𝐸, onda je ukupan broj bitova upotreb	enih
za predstav	a�e kodiranog fajla 𝐿(𝐸,𝐹 ) =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑙𝑖𝑓𝑖, gde je sa 𝐹 =

𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 oznaqen niz uqestanosti (frekvencija) znakova u fajlu. Os-
novni uslov koji kod 𝐸 mora da zadovo	i je da omogu�uje jednoznaqno
dekodira�e, odnosno rekonstrukciju polaznog fajla na osnovu �egove ko-
dirane verzije. Jedan od naqina da se jednoznaqnost obezbedi, je da se
kodu nametne uslov da ni jedna kodna req nije prefiks nekoj drugoj.
Kodovi koji zadovo	avaju ovaj uslov zovu se prefiksni kodovi. Svaki
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binarni prefiksni (onaj koji znake kodira nizovima bita) kôd mo�e se
predstaviti binarnim stablom, videti primer na slici 6.1. Polaze�i
od binarnog stabla u kome su grane ka levim, odnosno desnim sinovima
oznaqene sa 0, odnosno 1, na prirodan naqin se svakoj kodnoj reqi jedno-
znaqno pridru�uje qvor. Polazi se od korena, a kreta�e se kontrolixe
kodnom reqi: ako je naredni bit 0, prelazi se u levog, a ako je 1, u desnog
sina. Kod prefiksnih kodova kodnim reqima oqigledno odgovaraju listovi
kodnog stabla. Va�i i obrnuto, kôd zadat kodnim stablom, u kome su
kodne reqi listovi, prefiksni je kôd. Dekodira�e prefiksnog koda je
jednostavno: iz niza bita koji predstav	aju kodirani fajl redom se izdvaja
jedna po jedna kodna req. Proces je jednoznaqno odre�en upravo zato xto
je kôd prefiksni. Na primer, niz bitova 011100010001, mo�e se u kodu
predstav	enim stablom na slici 6.1 dekodirati samo na jedan naqin:
011 − 1 − 00 − 010 − 00 − 1. Problem efikasnog kodira�a mo�e se sada
formulisati na slede�i naqin: Zadat je tekst sa 𝑛 razliqitih znakova,
tako da su uqestanosti znakova zadate nizom 𝐹 = 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛. Odrediti
prefiksni kôd 𝐸 koji minimizira broj bita 𝐿(𝐸,𝐹 ) upotreb	enih za
kodira�e. t
t t
t t
t t

0

00

010 011

101

Slika 6.1: Predstav	a�e prefiksnog koda stablom.

Za prefiksni kôd koji minimizira vrednost 𝐿(𝐸,𝐹 ) ka�e se da je
optimalni kôd; on oqigledno zavisi od niza uqestanosti znakova 𝐹 . Ci	
je za dati niz 𝐹 odrediti optimalni prefiksni kôd (bilo koji; u opxtem
sluqaju postoji vixe razliqitih optimalnih kodova). Razmotrimo zbog
toga malo deta	nije osobine optimalnih kodova. Jasno je najpre da u
optimalnom kodu qex�i znaci moraju biti kodirani ma�im brojem bita,
odnosno, ako je za proizvo	na dva znaka 𝑐𝑖, 𝑐𝑗 , znak 𝑐𝑖 qex�i od znaka 𝑐𝑗
(tj. 𝑓𝑖 > 𝑓𝑗), onda za odgovaraju�e du�ine kodnih reqi 𝑙𝑖, 𝑙𝑗 mora da va�i
𝑙𝑖 ≤ 𝑙𝑗 . Zaista, pretpostavimo suprotno, da je 𝑓𝑖 > 𝑓𝑗 i 𝑙𝑖 > 𝑙𝑗 . Tada je
(𝑓𝑖 − 𝑓𝑗)(𝑙𝑖 − 𝑙𝑗) > 0, ili 𝑓𝑖𝑙𝑖 + 𝑓𝑗 𝑙𝑗 > 𝑓𝑗 𝑙𝑖 + 𝑓𝑖𝑙𝑗 . Ova nejednakost suprotna
je pretpostavci da se radi o optimalnom kodu: zamenom kodnih reqi za
znakove 𝑐𝑖 i 𝑐𝑗 dobija se kôd sa ma�om vrednox�u 𝐿(𝐸,𝐹 ) od polazne.

U kodnom stablu optimalnog prefiksnog koda svaki unutrax�i qvor
mora da ima oba sina: u protivnom bi se kôd mogao pojednostaviti skra-
�iva�em kodnih reqi u listovima podstabla ispod qvora sa samo jednim
sinom, videti primer na slici 6.2. Odatle sledi druga karakteristika
optimalnih prefiksnih kodova: postoji optimalni prefiksni kôd u kome
su kodne reqi za dva znaka sa najma�im frekvencijama | listovi sa istim
ocem, na najve�em mogu�em rastoja�u od korena (drugim reqima, te kodne
reqi se razlikuju samo po posled�em bitu). Zaista, dva znaka 𝑐𝑖, 𝑐𝑗 sa
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najma�im uqestanostima moraju biti kodirana sa najvixe bita, odnosno
moraju biti predstav	eni listovima u najda	em sloju (na najve�em ra-
stoja�u od korena). Znaci 𝑐𝑖, 𝑐𝑗 moraju biti u istom sloju; ako ti znaci
nisu sinovi istog oca, onda se mogu izvrxiti zamene kodova znakova u
posled�em sloju (ta zamena ne me�a broj upotreb	enih bita 𝐿(𝐸,𝐹 )), tako
da u novom optimalnom kodu znaci 𝑐𝑖, 𝑐𝑗 budu sinovi istog oca (videti
primer na slici 6.3).

d d
d

d d d
d d

d d
d

d
d d
d d d
d d
d

𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐸

0 1

000 001 100 101 111

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

00 01

100 101

𝐸
11

0 1

-

Slika 6.2: Kodno stablo u kome neki qvor ima samo jednog sina nije kodno
stablo optimalnog koda.

b bb b bb

b

𝑓𝑖 𝑓𝑟 𝑓𝑠 𝑓𝑗

b bb b bb

b

𝑓𝑖 𝑓𝑗 𝑓𝑠 𝑓𝑟

-

Slika 6.3: Transformacija kodnog stabla, posle koje dva znaka sa
najma�im frekvencijama 𝑓𝑖 i 𝑓𝑗 postaju sinovi istog oca.

Algoritam kodira�a (nala�e�a optimalnog koda) zasniva se na svo�e�u
problema sa 𝑛 znakova na problem sa 𝑛−1 znakom; bazni sluqaj je trivijalan.
Svo�e�e na ma�u azbuku izvodi se zamenom dva najre�a znaka jednim novim
znakom. Neka su 𝑐𝑖 i 𝑐𝑗 dva proizvo	na znaka sa najma�im uqestanostima.
Prema gore dokazanom tvr�e�u, postoji optimalni kôd u kome znacima 𝑐𝑖
i 𝑐𝑗 odgovaraju listovi na maksimalnom rastoja�u od korena. Dva znaka
𝑐𝑖 i 𝑐𝑗 zame�ujemo novim znakom koji mo�emo da oznaqimo sa 𝑧 i qija je
frekvencija 𝑓𝑖+𝑓𝑗 . Alfabet sada ima 𝑛−1 znak, pri qemu zbir uqestanosti
znakova nije prome�en, pa se za �ega prema induktivnoj hipotezi mo�e
odrediti optimalni kôd. Optimalni kôd za polazni alfabet dobija se
tako xto se listu 𝑧 u kodu za 𝑛 − 1 znak dodaju dva sina, lista koji
odgovaraju znacima 𝑐𝑖 i 𝑐𝑗 . Optimalni kôd dobijen opisanom konstrukcijom
zove se Hafmenov kôd (prema imenu autora algoritma, D. Huffman).

Operacije koje se izvrxavaju prilikom formira�a Hafmenovog koda
su

∙ umeta�e u strukturu podataka,
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∙ brisa�e dva znaka sa najma�im frekvencijama iz strukture, i

∙ konstrukcija kodnog stabla.

Hip je pogodna struktura podataka za prve dve operacije, jer se tada te
operacije u najgorem sluqaju izvrxavaju za 𝑂(log 𝑛) koraka. Slo�enost
dodava�a novog qvora stablu ograniqena je konstantom. Umeta�a i brisa�a
iz hipa izvrxavaju se u 𝑂(log 𝑛) koraka. Slo�enost algoritma je dakle
𝑂(𝑛 log 𝑛).

Primer: Neka je dat fajl u kome se pojav	uju znaci 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸
i 𝐹 sa frekvencijama redom 5, 2, 3, 4, 10 i 1. Dva znaka sa najma�im
frekvencijama su 𝐹 i𝐵; oni se zame�uju novim znakom𝐵𝐹 sa frekvencijom
1 + 2 = 3. Da	a zame�iva�a prikazana su u slede�oj tabeli.

1 2 3 4 5 6 novi znak

𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐸 𝐹 𝐵𝐹
5 2 3 4 10 1 3

𝐴 𝐶 𝐷 𝐸 𝐵𝐹 𝐶𝐵𝐹
5 3 4 10 3 6

𝐴 𝐷 𝐸 𝐶𝐵𝐹 𝐴𝐷
5 4 10 6 9

𝐸 𝐶𝐵𝐹 𝐴𝐷 𝐶𝐵𝐹𝐴𝐷
10 6 9 15

𝐸 𝐶𝐵𝐹𝐴𝐷 𝐸𝐶𝐵𝐹𝐴𝐷
10 15 25

Na slici 6.4 prikazano je dobijeno kodno stablo.

Slika 6.4: Stablo Hafmenovog koda iz primera.

6.3 Algoritmi zasnovani na razlaga�u

Neka je dat problem dimenzije 𝑛 koji treba rexiti. Strategija raz-
laga�a (dekompozicije, engl. divide-and-conquer) sastoji se u tome da se
formira nekoliko potproblema ma�ih dimenzija. Potrebno je rexiti ove
potprobleme, a zatim na�i metod za kombinova�e rexe�a potproblema
u rexe�e polaznog problema. Ukoliko su potproblemi i da	e velikih
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dimenzija, mogu�e je ponovo vrxiti razlaga�e. Najqex�e su potproblemi
dobijeni razlaga�em istog tipa kao i polazni problem. Ponovna primena
principa razlaga�a se prirodno izra�ava rekurzivnim algoritmom. Na
ovaj naqin dobijaju se sve ma�i i ma�i potproblemi sve dok se ne dobiju
potproblemi koji su dovo	no mali da se mogu rexiti bez razlaga�a.
Slo�enost ve�ine algoritama zasnovanih na razlaga�u se mo�e izraziti
rekurentnom jednaqinom oblika:

𝑇 (𝑛) =

{︃
𝑇 (1), 𝑛 = 1

𝑎𝑇 (𝑛/𝑏) + 𝑓(𝑛) 𝑛 > 1

pri qemu se od problema dimenzije 𝑛 formira 𝑎 potproblema dimenzije 𝑏
puta ma�e, a ukupno vreme potrebno za razlaga�e problema na potprobleme
i za objedi�ava�e rexe�a potproblema u rexe�e problema je 𝑓(𝑛).

U nastavku �emo videti neke primere problema koji se mogu efikasno
rexiti algoritmima zasnovanim na razlaga�u.

6.3.1 Binarna pretraga i varijacije

Binarna pretraga je za oblast algoritama ono xto je toqak za meha-
nizme: ona je jednostavna, elegantna, neizmerno va�na, i otkrivana je
vixe puta. Osnovna ideja binarne pretrage je podela prostora na dva
pribli�no jednaka dela postav	a�em samo jednog pita�a. U nastavku
�emo razmotriti nekoliko varijacija binarne pretrage.

Qista binarna pretraga

Problem: Neka je 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 niz realnih brojeva takav da je 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤
· · · ≤ 𝑥𝑛. Za zadati realni broj 𝑧 treba ustanoviti da li se pojav	uje u
nizu, a ako je odgovor \da", potrebno je prona�i indeks 𝑖 takav da je 𝑥𝑖 = 𝑧.

Zbog jednostavnosti, tra�imo samo jedan indeks 𝑖 takav da je 𝑥𝑖 = 𝑧. U
opxtem sluqaju ci	 mo�e da bude pronala�e�e svih takvih indeksa, naj-
ma�eg ili najve�eg me�u �ima i sliqno. Ideja je prepoloviti prostor koji
se pretra�uje tako xto se najpre proveri sred�i qlan niza. Pretpostavimo
zbog jednostavnosti da je 𝑛 paran broj. Ako je 𝑧 ma�e od 𝑥𝑛/2+1, onda 𝑧
mo�e biti samo u prvoj polovini niza; u protivnom, 𝑧 mo�e biti samo u
drugoj polovini niza. Pronala�e�e 𝑧 u prvoj ili drugoj polovini niza je
problem sa veliqinom ulaza 𝑛/2, koji se rexava rekurzivno. Bazni sluqaj
𝑛 = 1 rexava se neposrednim upore�iva�em broja 𝑧 sa elementom.

𝐵𝑖𝑛𝑎𝑟𝑛𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑡𝑟𝑎𝑔𝑎(𝑋,𝑛, 𝑧)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva ure�enih neopadaju�e, 𝑧 - broj koji se tra�i
izlaz: indeks 𝑖 takav da je 𝑋[𝑖] = 𝑧 ili 0 ako takav indeks ne postoji,

(pretpostavka je da indeksi niza idu od 1)
1 return 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑧,𝑋, 1, 𝑛)

𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑧,𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva ure�enih neopadaju�e koji se razmatra

u granicama od 𝐿𝑒𝑣𝑖 do 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖, 𝑧 - broj koji se tra�i
izlaz: indeks 𝑖 takav da je 𝑋[𝑖] = 𝑧 ili 0 ako takav indeks ne postoji
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1 if 𝐿𝑒𝑣𝑖 = 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 then
2 if 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖] = 𝑧 then
3 return 𝐿𝑒𝑣𝑖
4 else return 0
5 else
6 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖← ⌈(𝐿𝑒𝑣𝑖 + 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)/2⌉
7 if 𝑧 < 𝑋[𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖] then
8 return 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑧,𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖, 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖− 1)
9 else
10 return 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑧,𝑋, 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)

Slo�enost: Posle svakog upore�iva�a opseg mogu�ih indeksa se polovi,
pa je potreban broj upore�iva�a za pronala�e�e zadatog broja u nizu
veliqine 𝑛 jednak𝑂(log 𝑛). Ova varijanta binarne pretrage odla�e proveru
jednakosti do samog kraja. Alternativa je provera jednakosti sa 𝑧 u svakom
koraku. Problem sa prikazanom varijantom je u tome xto se pretraga ne
mo�e zavrxiti pre nego xto se opseg za pretragu suzi na samo jedan broj;
prednost joj je pak da se u svakom koraku vrxi samo jedno upore�iva�e.
Ovakva pretraga je zbog toga obiqno br�a. Iako je jednostavnije napraviti
rekurzivni program, ovaj program nije texko prevesti u nerekurzivni.
Binarna pretraga nije tako efikasna za male vrednosti 𝑛, pa je tada bo	e
zadati niz pretra�iti linearno, qlan po qlan.

Slede�i problem svodi se na binarnu pretragu.
Problem: Za zadati rastu�e ure�eni niz celih brojeva 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛

utvrditi da li postoji indeks 𝑖, takav da je 𝑎𝑖 = 𝑖.
Zaista, niz 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖−𝑖 je neopadaju�i (jer je 𝑥𝑖+1−𝑥𝑖 = 𝑎𝑖+1−𝑎𝑖−1 ≥ 0),

a uslov 𝑎𝑖 = 𝑖 je ekvivalentan uslovu 𝑥𝑖 = 0. Prema tome, zadati problem
rexava se binarnom pretragom niza 𝑥𝑖, u kome se tra�i broj 𝑧 = 0.

Binarna pretraga cikliqki ure�enog niza

Za niz 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ka�e se da je cikliqki ure�en ako va�e nejednakosti

𝑥𝑖 < 𝑥𝑖+1 < · · · < 𝑥𝑛 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑖−1,

gde je 𝑥𝑖 najma�i element niza.
Problem: Za zadati cikliqki ure�eni niz prona�i poziciju minimal-

nog elementa niza (zbog jednostavnosti mo�e se pretpostaviti da je ta
pozicija jedinstvena).

Da bismo pronaxli minimalni element 𝑥𝑖 u nizu, koristimo ideju
binarne pretrage da jednim upore�iva�em eliminixeno polovinu niza.
Uzmimo proizvo	na dva broja 𝑥𝑘 i 𝑥𝑚 takva da je 𝑘 < 𝑚. Ako je 𝑥𝑘 < 𝑥𝑚,
onda 𝑖 ne mo�e biti u intervalu 𝑘 < 𝑖 ≤ 𝑚, jer je 𝑥𝑖 najma�i element niza
(u tom sluqaju bilo bi 𝑥𝑖 < 𝑥𝑚 < 𝑥𝑘 | suprotno pretpostavci da je 𝑥𝑘 <
𝑥𝑚). U protivnom, ako je 𝑥𝑘 > 𝑥𝑚, onda 𝑖 mora biti u intervalu 𝑘 < 𝑖 ≤ 𝑚,
jer je tada monotonost niza prekinuta negde u intervalu indeksa [𝑘,𝑚],
videti sliku 6.5. Prema tome, jednim upore�iva�em mo�e se eliminisati
mnogo elemenata. Odgovaraju�im izborom 𝑘 i𝑚, 𝑖 se mo�e odrediti pomo�u
𝑂(log 𝑛) upore�iva�a. Invarijanta glavne pet	e algoritma je uslov da se
𝑖 uvek nalazi u (cikliqnom) intervalu (𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖].
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Slika 6.5: Cikliqki ure�en niz | ilustracija.

𝐶𝑖𝑘𝑙𝑖𝑐𝑛𝑎 𝐵𝑖𝑛𝑎𝑟𝑛𝑎 𝑃𝑟𝑒𝑡𝑟𝑎𝑔𝑎(𝑋,𝑛)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 razliqitih brojeva ure�enih cikliqki
izlaz: indeks minimalnog elementa u nizu 𝑋
1 return 𝑐 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑋, 1, 𝑛)

𝑐 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva ure�enih cikliqki koji se razmatra

u granicama od 𝐿𝑒𝑣𝑖 do 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖
izlaz: indeks minimalnog elementa u datom podnizu
1 if 𝐿𝑒𝑣𝑖 = 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 then
2 return 𝐿𝑒𝑣𝑖
3 else
4 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖← ⌈(𝐿𝑒𝑣𝑖 + 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)/2⌉
5 if 𝑋[𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖] < 𝑋[𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖] then
6 return 𝑐 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖, 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖)
7 else
8 return 𝑐 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖(𝑋,𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖 + 1, 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)

Binarna pretraga niza nepoznate du�ine

Posmatrajmo varijantu problema pretrage kad se zadati broj 𝑧 tra�i u
ure�enom nizu nepoznate du�ine. Da bi se problem sveo na ve� rexen,
potrebno je prona�i bar jedan indeks 𝑖 takav da je 𝑥𝑖 > 𝑧: tada se mo�e
pre�i na binarnu pretragu opsega indeksa od 1 do 𝑖.

Mo�e se postupiti na slede�i naqin. Najpre se 𝑧 upore�uje sa 𝑥1. Ako
je 𝑧 ≤ 𝑥1, onda 𝑧 mo�e biti jednako samo broju 𝑥1. Pretpostavimo da
znamo indeks 𝑗 takav da je 𝑧 > 𝑥𝑗 . Posle upore�iva�a 𝑧 sa 𝑥2𝑗 postoje dve
mogu�nosti. Ako je 𝑧 ≤ 𝑥2𝑗 , onda znamo da je 𝑥𝑗 < 𝑧 ≤ 𝑥2𝑗 , pa se 𝑧 mo�e
prona�i pomo�u 𝑂(log2 𝑗) upore�iva�a. Ako je pak 𝑧 > 𝑥2𝑗 , onda je prostor
za pretra�iva�e udvostruqen, i treba nastaviti (indukcijom) tako xto
se 𝑗 zameni sa 2𝑗. Pretpostavimo da je 𝑖 najma�i indeks takav da je 𝑧 ≤ 𝑥𝑖.
Tada je dovo	no 𝑂(log2 𝑖) upore�iva�a da se (udvostruqava�em) prona�e
takvo 𝑥𝑗 koje je ve�e ili jednako od 𝑧, i novih 𝑂(log2 𝑖) upore�iva�a da se
prona�e 𝑧.
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Isti algoritam mo�e se upotrebiti i ako je du�ina niza poznata, ali
oqekujemo da je indeks 𝑖 vrlo mali. Da bi ovaj algoritam bio bo	i od
obiqne binarne pretrage, potrebno je da bude pribli�no 2 log2 𝑖 < log2 𝑛,
odnosno 𝑖 <

√
𝑛.

Problem mucavog podniza

Princip binarne pretrage mo�e se iskoristiti i u problemima koji na
prvi pogled nemaju veze sa binarnom pretragom. Neka su 𝐴 = 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛
i 𝐵 = 𝑏1𝑏2 . . . 𝑏𝑚 dva niza znakova iz konaqnog alfabeta i va�i 𝑚 ≤ 𝑛.
Ka�e se da je 𝐵 podniz niza 𝐴 ako postoje indeksi 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑚
takvi da je 𝑏𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 za sve indekse 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, odnosno ako se niz 𝐵 mo�e
"uklopiti" u niz 𝐴. Lako je ustanoviti da li je 𝐵 podniz niza 𝐴: u nizu
𝐴 tra�i se prva pojava znaka 𝑏1, zatim od te pozicije da	e prva pojava
znaka 𝑏2, itd. Ispravnost ovog algoritma lako se dokazuje indukcijom.
Poxto se elementi oba niza prolaze taqno po jednom, vremenska slo�enost
algoritma je 𝑂(𝑚 + 𝑛). Za zadati niz 𝐵, neka 𝐵𝑖 oznaqava niz u kome se
redom svaki znak niza 𝐵 ponav	a 𝑖 puta. Na primer, ako je 𝐵 = 𝑥𝑦𝑧𝑧𝑥,
onda je 𝐵3 = 𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥.

Problem: Data su dva niza 𝐴 i 𝐵. Odrediti maksimalnu vrednost 𝑖

takvu da je 𝐵𝑖 podniz niza 𝐴.
Ovaj problem se naziva problem mucavog podniza. Iako na prvi

pogled te�ak, on se lako mo�e rexiti pomo�u binarne pretrage. Za svaku
zadatu vrednost 𝑖 lako se konstruixe niz 𝐵𝑖, i proverava da li je 𝐵𝑖

podniz niza 𝐴. Pored toga, ako je 𝐵𝑗 podniz niza 𝐴, onda je za svako 𝑖,
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗, 𝐵𝑖 podniz niza 𝐴. Najve�a vrednost za 𝑖 koju treba razmatrati
ma�a je ili jednaka od 𝑛/𝑚, jer bi u protivnom niz 𝐵𝑖 bio du�i od
niza 𝐴. Dakle, mo�e se primeniti binarna pretraga. Poqi�emo sa 𝑖 =
⌈𝑛/(2𝑚)⌉ i proveravamo da li je 𝐵𝑖 podniz niza 𝐴. Zatim nastav	amo
sa binarnom pretragom, eliminixu�i do�i, odnosno gor�i podinterval
ako je odgovor da, odnosno ne. Posle ⌈log2(𝑛/𝑚)⌉ testova bi�e prona�eno
maksimalno 𝑖 za koje tvr�e�e va�i. Vremenska slo�enost algoritma je
𝑂((𝑛 + 𝑚) log(𝑛/𝑚)) = 𝑂(𝑛 log(𝑛/𝑚)).

Rexe�e ovog problema lako je uopxtiti. Pretpostavimo da ako broj 𝑖
zadovo	ava uslov 𝑃 (𝑖), onda i svi brojevi 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 zadovo	avaju taj
uslov. Ako tra�imo maksimalnu vrednost 𝑖 koja zadovo	ava uslov 𝑃 (𝑖),
dovo	no je da imamo algoritam koji utvr�uje da li zadato 𝑖 zadovo	ava
taj uslov. Tada se problem rexava binarnom pretragom mogu�ih vrednosti
za 𝑖. Ako se ne zna gor�a granica za 𝑖, mo�e se iskoristiti postupak sa
udvostruqava�em: poqi�e se sa 𝑖 = 1, a zatim se 𝑖 udvostruqava, sve dok
se ne dobije neka gor�a granica.

6.3.2 Istovremeno tra�e�e najma�eg i najve�eg qlana niza

Nala�e�e najve�eg ili najma�eg elementa u nizu je jednostavno. Ako
znamo najve�i element u nizu du�ine 𝑛−1, onda treba da ga jox uporedimo
sa 𝑛-tim elementom da bismo pronaxli najve�i element niza du�ine 𝑛.
Nala�e�e najve�eg elementa niza du�ine 1 je trivijalno. Proces zahteva
jedno upore�iva�e po elementu, poqevxi od drugog elementa. Ukupan broj
upore�iva�a je dakle 𝑛− 1.
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Razmotrimo sada naredni problem.

Problem: Prona�i najve�i i najma�i element datog niza.

Najjednostavnije je rexiti ova dva problema nezavisno. Ukupan broj
upore�iva�a je 2𝑛 − 3: 𝑛 − 1 da se prona�e najve�i, a zatim 𝑛 − 2 da se
prona�e najma�i element (jer se najve�i pri tome ne mora razmatrati).
Mo�e li se ovo pobo	xati? Razmotrimo jox jednom induktivni pristup.
Pretpostavimo da umemo da reximo problem za datih 𝑛−1 elemenata, i da
je potrebno rexiti problem za 𝑛 elemenata (bazni sluqaj je trivijalan).
Treba uporediti novi element sa najve�im i najma�im do tada. To su dva
upore�iva�a, xto znaqi da �e broj upore�iva�a ponovo biti 2𝑛 − 3, jer
za prvi element nije potrebno ni jedno upore�iva�e.

Algoritam zasnovan na razlaga�u bi radio na slede�i naqin: ako niz
ima vixe od dva elementa, delimo ga na dve polovine. Taqnije ako radimo
sa nizom 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 delimo ga na dva podniza 𝑎1, . . . , 𝑎⌈𝑛/2⌉ i 𝑎⌈𝑛/2⌉+1, . . . , 𝑎𝑛.
Nakon toga mo�emo rekurzivno rexiti ova dva potproblema. Kako iskom-
binovati rexe�a ova dva potproblema? Maksimum polaznog niza jednak
je ve�oj od vrednosti maksimuma dva razmatrana potproblema, a minimum
polaznog niza ma�oj od vrednosti minimuma dva razmatrana potproblema.
Ako je niz du�ine jedan onda je jedini element niza �egov minimum i
maksimum, a ako je du�ine dva onda korix�e�em jednog pore�e�a mo�emo
rexiti problem.

𝑀𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚𝐼𝑀𝑖𝑛𝑢𝑚𝑢𝑚(𝑋,𝑛,𝑀𝑎𝑥,𝑀𝑖𝑛)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva
izlaz: 𝑀𝑎𝑥 - maksimalni element niza, 𝑀𝑖𝑛 - minimalni element niza
1 𝑀𝑎𝑥𝑀𝑖𝑛(𝑋, 1, 𝑛,𝑀𝑎𝑥,𝑀𝑖𝑛)

𝑀𝑎𝑥𝑀𝑖𝑛(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖,𝑀𝑎𝑥,𝑀𝑖𝑛)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva koji se razmatra u granicama od 𝐿𝑒𝑣𝑖 do 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖
izlaz: 𝑀𝑎𝑥 - maksimalni element niza, 𝑀𝑖𝑛 - minimalni element niza
1 if 𝐿𝑒𝑣𝑖 = 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 then
2 𝑀𝑎𝑥← 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖]
3 𝑀𝑖𝑛← 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖]
4 else if 𝐿𝑒𝑣𝑖 = 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖− 1 then
5 if 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖] < 𝑋[𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖] then
6 𝑀𝑎𝑥← 𝑋[𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖]
7 𝑀𝑖𝑛← 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖]
8 else
9 𝑀𝑎𝑥← 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖]
10 𝑀𝑖𝑛← 𝑋[𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖]
11 else
12 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖← ⌈(𝐿𝑒𝑣𝑖 + 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)/2⌉
13 𝑀𝑎𝑥𝑀𝑖𝑛(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖, 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖,𝑀𝑎𝑥,𝑀𝑖𝑛)
14 𝑀𝑎𝑥𝑀𝑖𝑛(𝑋,𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖 + 1, 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖,𝑀𝑎𝑥1,𝑀𝑖𝑛1)
15 𝑀𝑎𝑥← max{𝑀𝑎𝑥,𝑀𝑎𝑥1}
16 𝑀𝑖𝑛← min{𝑀𝑖𝑛,𝑀𝑖𝑛1}
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Slo�enost: Broj pore�e�a koji se koristi u ovom pristupu dat je re-
kurentnom jednaqinom:

𝑇 (𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1

1, 𝑛 = 2

2𝑇 (⌊𝑛/2⌋) + 2, 𝑛 > 2

Ako pretpostavimo da je 𝑛 = 2𝑘 va�i:

𝑇 (2𝑘) = 2𝑇 (2𝑘−1) + 2

𝑇 (2𝑘)

2𝑘
=

𝑇 (2𝑘−1)

2𝑘−1
+

1

2𝑘−1

Ako izraz 𝑇 (2𝑘)
2𝑘

oznaqimo sa 𝑎𝑘, pri qemu va�i 𝑎1 = 𝑇 (2)
2 = 1

2 dobijamo
jednaqinu:

𝑎𝑘 = 𝑎𝑘−1 +
1

2𝑘−1

Sumira�em dobijamo: 𝑎𝑘 = 𝑎1 + 1− 21−𝑘 = 3
2 − 21−𝑘. Prema tome:

𝑇 (𝑛) = 𝑇 (2𝑘) = 2𝑘𝑎𝑘 =
3

2
2𝑘 − 2 =

3

2
𝑛− 2

Mo�e se pokazati da ako 𝑛 nije stepen dvojke, tada va�i 𝑇 (𝑛) ≤ 3
2𝑛− 2.

6.3.3 Sortira�e objedi�ava�em i sortira�e razdvaja�em

(kvik sort)

Prethodno razmatrani algoritmi za sortira�e objedi�ava�em i sor-
tira�e razdvaja�em su zasnovani na strategiji rexava�a problema raz-
laga�em i ne�emo ih sada ponovo razmatrati.

6.3.4 Problem odre�iva�a 𝑘-tog najma�eg qlana niza

Rangovske statistike niza 𝑆 su 𝑘-ti najma�i brojevi 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Sve rangovske statistike mogu se dobiti sortira�em niza 𝑆. Specijalni
sluqajevi su minimum 𝑟1, maksimum 𝑟𝑛 i medijana 𝑟⌈𝑛/2⌉.

Problem: Za zadati niz elemenata 𝑆 = 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 i prirodni broj
𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, odrediti 𝑘-ti najma�i element u 𝑆.

Ovaj problem nazivamo problem odre�iva�a rangovskih statistika,
odnosno problem selekcije. Ako je 𝑘 vrlo blizu 1 ili 𝑛, onda se 𝑘-ti
najma�i element mo�e odrediti izvrxava�em algoritma za nala�e�e
minimuma (maksimuma) 𝑘 puta. Ovaj pristup zahteva oko 𝑘𝑛 upore�iva�a.
Ovo je bo	e od sortira�a niza, sve dok 𝑘 ne postane reda veliqine log 𝑛.
Me�utim, postoji drugi algoritam koji efikasno pronalazi 𝑘-ti najma�i
element za proizvo	no 𝑘.

Ideja je primeniti razlaga�e na isti naqin kao i kod algoritma sor-
tira�a razdvaja�em, sem xto je ovog puta dovo	no rexiti samo jedan od
dva potproblema. Kod sortira�a razdvaja�em niz se razdvaja pomo�u pi-
vota na dva podniza. Dva podniza se zatim sortiraju rekurzivno. Ovde je
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dovo	no odrediti koji od podnizova sadr�i 𝑘-ti najma�i element, a onda
algoritam primeniti rekurzivno samo na taj podniz. Ostali elementi
mogu se ignorisati.

𝑆𝑒𝑙𝑒𝑘𝑐𝑖𝑗𝑎(𝑋,𝑛, 𝑘)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva i 𝑘 - prirodni broj
izlaz: 𝑆 - 𝑘-ti najma�i element niza 𝑋
1 if 𝑘 < 1 or 𝑘 > 𝑛 then
2 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡 \grexka"
3 else
4 𝑆 ← 𝑆𝑒𝑙(𝑋, 1, 𝑛, 𝑘)
5 return 𝑆

𝑆𝑒𝑙(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖, 𝑘)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva koji se razmatra u granicama od 𝐿𝑒𝑣𝑖 do 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖

𝑘 - prirodni broj, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖− 𝐿𝑒𝑣𝑖 + 1
izlaz: 𝑆 - 𝑘-ti najma�i element me�u �ima
1 if 𝐿𝑒𝑣𝑖 = 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 then
2 return 𝐿𝑒𝑣𝑖
3 else
4 𝑆 ← 𝑅𝑎𝑧𝑑𝑣𝑎𝑗𝑎𝑛𝑗𝑒(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)
5 if 𝑆 − 𝐿𝑒𝑣𝑖 + 1 ≥ 𝑘 then
6 𝑆 ← 𝑆𝑒𝑙(𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖, 𝑆, 𝑘)
7 else
8 𝑆 ← 𝑆𝑒𝑙(𝑋,𝑆 + 1, 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖, 𝑘 − (𝑆 − 𝐿𝑒𝑣𝑖 + 1))
9 return 𝑆

Slo�enost: U proseku se oqekuje da slo�enost algoritma 𝑇 (𝑛) bude
linearna, jer zadovo	ava (grubo) rekurentnu relaciju 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛/2) +
𝑂(𝑛). Kao i kod sortira�a razdvaja�em, lox izbor pivota vodi kvadratnom
algoritmu. Sred�a slo�enost ovog algoritma mo�e se oceniti na sliqan
naqin kao kod sortira�a razdvaja�em. Neka je sa 𝑇 (𝑛, 𝑘) oznaqen prose-
qan broj upore�iva�a u algoritmu na ulazima du�ine 𝑛 kad se tra�i 𝑘-
ti najma�i element. Pretpostavimo da posle razdvaja�a (koje se sastoji
od 𝑛 − 1 upore�iva�a) pivot sa jednakom verovatno�om 1/𝑛 mo�e do�i
na svaku poziciju 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Razmatra�emo malo izme�enu varijantu
algoritma, u kojoj se da	e izvrxava�e odmah prekida ako je pozicija
pivota 𝑘 (i sliqno u da	im rekurzivnim pozivima), jer je tada prona�en
𝑘-ti najma�i element. Za 𝑖 < 𝑘 (odnosno 𝑖 > 𝑘) dolazi se do rekurzivnog
poziva algoritma slo�enosti 𝑇 (𝑛−𝑖, 𝑘−𝑖) (odnosno 𝑇 (𝑖−1, 𝑘)) jer preostaje
pronala�e�e (𝑘 − 𝑖)-tog najma�eg elementa od �ih 𝑛 − 𝑖 (odnosno 𝑘-tog
najma�eg elementa od �ih 𝑖 − 1). Prema tome, diferencna jednaqina za
𝑇 (𝑛, 𝑘) je

𝑇 (𝑛, 𝑘) =
1

𝑛

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑇 (𝑛− 𝑖, 𝑘 − 𝑖) +
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑇 (𝑖− 1, 𝑘) + 𝑛− 1.

Smenom 𝑗 = 𝑛− 𝑖 u prvoj sumi i 𝑗 = 𝑖− 1 u drugoj sumi dobijamo:
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𝑇 (𝑛, 𝑘) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑛−𝑘+1

𝑇 (𝑗, 𝑘 − 𝑛 + 𝑗) +
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑘

𝑇 (𝑗, 𝑘) + 𝑛− 1.

Indukcijom se mo�e dokazati da je 𝑇 (𝑛, 𝑘) ≤ 4𝑛 za svako 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Za 𝑛 = 2 ovo se neposredno proverava, a iz induktivne hipoteze da za 𝑗 < 𝑛
i proizvo	no 𝑚, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑗, va�i 𝑇 (𝑗,𝑚) ≤ 4𝑗 sledi

𝑇 (𝑛, 𝑘) ≤ 𝑛− 1 +
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑛−𝑘+1

4𝑗 +
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑘

4𝑗

= 𝑛− 1 +
4

𝑛

(︂
2𝑛− 𝑘

2
(𝑘 − 1) +

𝑛− 1 + 𝑘

2
(𝑛− 𝑘)

)︂
= 𝑛− 1 +

2

𝑛

(︀
𝑛2 + 2𝑛𝑘 − 2𝑘2 − 3𝑛 + 2𝑘

)︀
= 4𝑛− 1

𝑛

(︀
(𝑛− 2𝑘)2 + 3(𝑛− 𝑘) + 4𝑛

)︀
< 4𝑛.

Prema tome, za proizvo	no 𝑘 je proseqna slo�enost ovog algoritma 𝑂(𝑛).
Ve�ina primena rangovskih statistika zahteva odre�iva�e medijane,

odnosno 𝑛/2-tog najma�eg elementa. Algoritam 𝑆𝑒𝑙𝑒𝑘𝑐𝑖𝑗𝑎 je odliqan algo-
ritam za tu svrhu. Ne postoji jednostavniji algoritam za nala�e�e samo
medijane. Drugim reqima, uopxte�e problema nala�e�a medijane na na-
la�e�e 𝑘-tog najma�eg elementa qini algoritam jednostavnijim. Ovo je
tako�e primer pojaqava�a induktivne hipoteze, jer rekurzija zahteva pro-
izvo	ne vrednosti za 𝑘.

6.3.5 Mno�e�e polinoma

Mno�e�e polinoma

Neka su 𝑃 =
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑝𝑖𝑥
𝑖 i 𝑄 =

∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝑞𝑖𝑥

𝑖 dva polinoma stepena 𝑛−1 zadata
nizovima svojih koeficijenata.

Problem: Izraqunati proizvod𝑅 = 𝑃 ·𝑄, odnosno odrediti koeficijente
tog polinoma.

Prirodno je po�i od izraza

𝑃𝑄 =
(︀
𝑝𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · ·+ 𝑝0
)︀ (︀

𝑞𝑛−1𝑥
𝑛−1 + · · ·+ 𝑞0

)︀
=

𝑝𝑛−1𝑞𝑛−1𝑥
2𝑛−2 + · · ·+ (𝑝𝑛−1𝑞𝑖+1 + 𝑝𝑛−2𝑞𝑖+2 + · · ·+ 𝑝𝑖+1𝑞𝑛−1)𝑥𝑛+𝑖 + · · ·+ 𝑝0𝑞0.

Koeficijenti polinoma 𝑃𝑄 mogu se izraqunati direktno iz ove jedna-
kosti, pri qemu je jasno da �e tada broj mno�e�a i sabira�a biti 𝑂(𝑛2).
Mo�e li se isti posao obaviti efikasnije? Do sada smo videli vixe
primera da se trivijalni kvadratni algoritmi mogu pobo	xati, pa nije
iznena�uju�e da je i u ovom sluqaju odgovor pozitivan. Prikaza�emo sad
algoritam slo�enosti 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔23) zasnovan na razlaga�u.

Pretpostavimo zbog jednostavnosti da je 𝑛 stepen dvojke. Svaki od po-
linoma delimo na dva jednaka dela. Neka je dakle 𝑃 = 𝑃1 + 𝑥𝑛/2𝑃2 i
𝑄 = 𝑄1 + 𝑥𝑛/2𝑄2, gde je

𝑃1 = 𝑝0 + 𝑝1𝑥+ · · ·+ 𝑝𝑛/2−1𝑥
𝑛/2−1, 𝑃2 = 𝑝𝑛/2 + 𝑝𝑛/2+1𝑥+ · · ·+ 𝑝𝑛−1𝑥

𝑛/2−1,



127 6. Algoritamske strategije

odnosno

𝑄1 = 𝑞0 + 𝑞1𝑥+ · · ·+ 𝑞𝑛/2−1𝑥
𝑛/2−1, 𝑄2 = 𝑞𝑛/2 + 𝑞𝑛/2+1𝑥+ · · ·+ 𝑞𝑛−1𝑥

𝑛/2−1.

Sada imamo

𝑃𝑄 = (𝑃1 + 𝑃2𝑥
𝑛/2)(𝑄1 + 𝑄2𝑥

𝑛/2) = 𝑃1𝑄1 + (𝑃1𝑄2 + 𝑃2𝑄1)𝑥𝑛/2 + 𝑃2𝑄2𝑥
𝑛.

U izrazu za 𝑃𝑄 pojav	uju se proizvodi polinoma stepena 𝑛/2− 1, koji
se mogu izraqunati indukcijom (rekurzivno). Kombinova�em dobijenih
rezultata dobija se rexe�e. Uzimaju�i u obzir da je mno�e�e polinoma
stepena 0 isto xto i mno�e�e brojeva, ovim je kompletno definisan
rekurzivni algoritam za mno�e�e polinoma. Ukupan broj operacija 𝑇 (𝑛)
koje se izvrxavaju u okviru ovog algoritma zadovo	ava slede�u diferencnu
jednaqinu:

𝑇 (𝑛) = 4𝑇 (𝑛/2) + 𝑂(𝑛), 𝑇 (1) = 1.

Faktor 4 odgovara izraqunava�u qetiri proizvoda ma�ih polinoma, a
qlan 𝑂(𝑛) odgovara kombinova�u tih proizvoda. Prema master teoremi
rexe�e diferencne jednaqine je 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛2), pa ovaj algoritam nije
bo	i od prethodnog.

Da bi se doxlo do pobo	xa�a u odnosu na kvadratni algoritam, po-
trebno je, na primer, da problem reximo svo�e�em na ma�e od qetiri
potproblema. Oznaqimo proizvode 𝑃1𝑄1, 𝑃2𝑄1, 𝑃1𝑄2, 𝑃2𝑄2 redom sa 𝐴, 𝐵,
𝐶, 𝐷. Treba da izraqunamo 𝐴+ (𝐵 +𝐶)𝑥𝑛/2 +𝐷𝑥𝑛. Mo�e se primetiti da
nisu neophodni sami proizvodi 𝐵 i 𝐶, nego samo �ihov zbir. Ako znamo
proizvod 𝐸 = (𝑃1 +𝑃2)(𝑄1 +𝑄2), onda je tra�eni zbir 𝐵+𝐶 = 𝐸−𝐴−𝐷.
Primetimo da je polinom 𝐸 proizvod dva polinoma stepena 𝑛/2−1. Dakle,
dovo	no je izraqunati samo tri proizvoda ma�ih polinoma: 𝐴, 𝐷 i 𝐸. Sve
ostalo su sabira�a i oduzima�a polinoma, xto ionako ulazi u qlan 𝑂(𝑛) u
diferencnoj jednaqini. Diferencna jednaqina za slo�enost pobo	xanog
algoritma je

𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛/2) + 𝑂(𝑛),

a �eno rexe�e je 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛log2 3) = 𝑂(𝑛1.59).
Zapa�amo da su polinomi 𝑃1 + 𝑃2 i 𝑄1 + 𝑄2 sa polaznim polinomima

vezani na neobiqan naqin: dobijeni su od �ih sabira�em koeficijenata
qiji se indeksi razlikuju za 𝑛/2. Ovaj neintuitivni naqin mno�e�a po-
linoma znatno sma�uje broj operacija za velike vrednosti 𝑛.

Primer: Neka je 𝑛 = 4, 𝑃 = 1 − 𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3 i 𝑄 = 2 + 𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥3.
Izraqunajmo proizvod 𝑃𝑄 na opisani naqin.

Ako se linearni polinomi mno�e direktno, rekurzija se prime�uje
samo jednom,

𝐴 = (1− 𝑥)(2 + 𝑥) = 2− 𝑥− 𝑥2,

𝐷 = (2− 𝑥)(−1 + 2𝑥) = −2 + 5𝑥− 2𝑥2,

𝐸 = (3− 2𝑥)(1 + 3𝑥) = 3 + 7𝑥− 6𝑥2.

Na osnovu 𝐸, 𝐴 i 𝐷 izraqunava se 𝐵 + 𝐶 = 𝐸 −𝐴−𝐷:

𝐵 + 𝐶 = 3 + 3𝑥− 3𝑥2.
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Sada je 𝑃𝑄 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶)𝑥𝑛/2 + 𝐷𝑥𝑛, odnosno

𝑃𝑄 = (2− 𝑥− 𝑥2) + (3 + 3𝑥− 3𝑥2)𝑥2 + (−2 + 5𝑥− 2𝑥2)𝑥4 =

= 2− 𝑥 + 2𝑥2 + 3𝑥3 − 5𝑥4 + 5𝑥5 − 2𝑥6.

Prime�uje se da je izvrxeno 12 mno�e�a, u odnosu na 16 kod trivijalnog
algoritma, i 12 umesto 9 sabira�a/oduzima�a; broj mno�e�a bio bi sveden
na 9 da je rekurzija prime�ena jox jednom (i na linearne polinome).
Uxteda je naravno mnogo ve�a za velike 𝑛.

Mno�e�e brojeva

Mno�e�e 𝑛-bitnih brojeva 𝑢 i 𝑣 direktno se svodi na mno�e�e dva polinoma
𝑃 i 𝑄 stepena 𝑛 − 1: koeficijente polinoma treba zameniti binarnim
ciframa ovih brojeva, 𝑥 zameniti sa 2, izraqunati proizvod 𝑅 = 𝑃𝑄,
posle qega jox ostaje da se dobijeni proizvod "normalizuje", tj. pretvori
u obiqan binarni broj. Slo�enost ove normalizacije je 𝑂(𝑛), jer proizvod
dva 𝑛-bitna broja ima najvise 2𝑛 bita.

Pretpostavimo da su nam data dva 𝑛-bitna broja 𝑢 i 𝑣 (jednostavnosti
radi pretpostavi�emo da je 𝑛 stepen dvojke). Oznaqimo sa 𝑢0 ni�ih 𝑛/2
bitova broja 𝑢, a sa 𝑢1 vixih 𝑛/2 bitova, i analogno za 𝑣0 i 𝑣1. Onda
mo�emo zapisati brojeve 𝑢 i 𝑣 kao:

𝑢 = 2𝑛/2𝑢1 + 𝑢0

𝑣 = 2𝑛/2𝑣1 + 𝑣0

Proizvod brojeva 𝑢 i 𝑣 mo�emo zapisati kao proizvod tri broja du�ine
𝑛/2:

𝑢𝑣 = (2𝑛/2𝑢1 + 𝑢0)(2𝑛/2𝑣1 + 𝑣0) = 2𝑛𝑢1𝑣1 + 2𝑛/2(𝑢1𝑣0 + 𝑣1𝑢0) + 𝑢0𝑣0

= 2𝑛𝑢1𝑣1 + 2𝑛/2((𝑢1 − 𝑢0)(𝑣0 − 𝑣1) + 𝑢1𝑣1 + 𝑢0𝑣0) + 𝑢0𝑣0

= 𝑢1𝑣1(2𝑛 + 2𝑛/2) + 2𝑛/2(𝑢1 − 𝑢0)(𝑣0 − 𝑣1) + 𝑢0𝑣0(2𝑛/2 + 1)

Ovim se dobija algoritam qije vreme izvrxava�a zadovo	ava reku-
rentnu jednaqinu 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛

2 ) +𝑂(𝑛). Dakle slo�enost izlo�enog algo-
ritma je 𝑂(𝑛log2 3).

6.3.6 Xtrasenov algoritam za mno�e�e matrica

Pretpostavimo da je zadatak pomno�iti dve kvadratne matrice 𝑃 i 𝑄
dimenzije 𝑛, odnosno izraqunati 𝑅 = 𝑃 ·𝑄. Na problem mno�e�a matrica
mo�e se primeniti postupak razlaga�a, sliqno kao na mno�e�e polinoma.
Zbog jednostavnosti pretpostavi�emo da je dimenzija matrice 𝑛 stepen
dvojke. Neka je

𝑃 =

[︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]︂
, 𝑄 =

[︂
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]︂
, (6.1)
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gde su 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, odnosno 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 𝑛/2×𝑛/2 matrice. Primenom razlaga�a
se problem svodi na izraqunava�e qetiri 𝑛/2× 𝑛/2 podmatrice matrice
𝑅. Proizvod blok matrica izraqunava se na isti naqin kao kad se blokovi
zamene elementima, pa se problem mo�e shvatiti kao tra�e�e efikasnog
naqina za izraqunava�e proizvoda dve 2 × 2 matrice. Od algoritma za
mno�e�e 2×2 matrica dobija se algoritam za mno�e�e 𝑛×𝑛 matrica tako
xto se umesto proizvoda elemenata umetnu rekurzivni pozivi procedure
za mno�e�e. Obiqan algoritam za mno�e�e 2× 2 matrica koristi 8 mno-
�e�a:

𝑃𝑄 =

[︂
𝑎𝐴 + 𝑏𝐶 𝑎𝐵 + 𝑏𝐷
𝑐𝐴 + 𝑑𝐶 𝑐𝐵 + 𝑑𝐷

]︂
,

Zame�uju�i svako mno�e�e rekurzivnim pozivom, dobijamo diferenc-
nu jednaqinu 𝑇 (𝑛) = 8𝑇 (𝑛/2)+𝑂(𝑛2) (kombinova�e ma�ih rexe�a sastoji
se od qetiri sabira�a matrica reda 𝑛/2, ukupno 𝑛2 sabira�a), qije je
rexe�e 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛log2 8) = 𝑂(𝑛3). Ovo nije iznena�uju�e, jer se koristi
obiqan algoritam za mno�e�e. Ako bismo uspeli da izraqunamo proizvod
2 × 2 matrica izvode�i ma�e od 8 mno�e�a elemenata, dobili bismo
algoritam koji je asimptotski br�i od kubnog.

Faktor koji najvixe utiqe na rekurziju je broj mno�e�a potrebnih za
izraqunava�e proizvoda 2×2 matrica. Broj sabira�a nije tako va�an, jer
me�a samo qinilac uz qlan 𝑂(𝑛2) u diferencnoj jednaqini, pa ne utiqe
na asimptotsku slo�enost (on me�utim utiqe na konstantni faktor).
Xtrasen (Strassen) je otkrio da je dovo	no sedam mno�e�a elemenata
da se izraquna proizvod dve matrice reda dva. Proizvod 𝑃𝑄 mo�e se
izraqunati na slede�i naqin:

𝑃𝑄 =

[︂
𝑧1 + 𝑧4 𝑧2 − 𝑧3 + 𝑧4 + 𝑧5

𝑧1 + 𝑧3 + 𝑧6 + 𝑧7 𝑧2 + 𝑧6

]︂
,

pri qemu su sa 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧7 oznaqeni slede�i proizvodi 𝑧1 = 𝑏(𝐴 + 𝐶),
𝑧2 = 𝑐(𝐵 + 𝐷), 𝑧3 = (𝑐 − 𝑏)(𝐴 + 𝐷), 𝑧4 = (𝑎 − 𝑏)𝐴, 𝑧5 = (𝑎 − 𝑐)(𝐵 − 𝐴),
𝑧6 = (𝑑 − 𝑐)𝐷 i 𝑧7 = (𝑑 − 𝑏)(𝐶 − 𝐷). Ova qi�enica mo�e se neposredno
proveriti. Na primer, zbir 𝑧2 + 𝑧6 = 𝑐(𝐵 + 𝐷) + (𝑑− 𝑐)𝐷 = 𝑐𝐵 + 𝑑𝐷

Slo�enost: U algoritmu se izraqunava sedam proizvoda matrica dva
puta ma�e dimenzije i koristi se konstantan broj sabira�a takvih matrica.
Dakle, diferencna jednaqina za slo�enost ovog algoritma je 𝑇 (𝑛) =
7𝑇 (𝑛/2) + 𝑂(𝑛2) i �eno rexe�e je 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛log2 7) = 𝑂(𝑛2.81), xto znaqi
da je Xtrasenov algoritam asimptotski br�i od obiqnog mno�e�a ma-
trica.

Xtrasenov algoritam ima tri va�na nedostatka:

1. Praktiqne provere pokazuju da 𝑛 mora biti ve�e od 100 da bi Xtra-
senov algoritam bio br�i od obiqnog mno�e�a matrica slo�enosti
𝑂(𝑛3).

2. Xtrasenov algoritam ma�e je stabilan od obiqnog. Za iste veliqine
grexke ulaznih podataka, Xtrasenov algoritam obiqno dovodi do
ve�ih grexaka u izlaznim podacima.

3. Xtrasenov algoritam je komplikovaniji i te�i za realizaciju od
obiqnog. Pored toga, �ega nije lako paralelizovati.
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Bez obzira na ove nedostatke, Xtrasenov algoritam je veoma va�an.
Br�i je od obiqnog mno�e�a matrica za velike vrednosti 𝑛, a mo�e se
iskoristiti i u drugim problemima sa matricama, kao xto su inverzija
matrice i izraqunava�e determinante.

6.3.7 Nala�e�e dve najbli�e taqke

Pretpostavimo da su zadate lokacije 𝑛 objekata i da je zadatak pro-
veriti postoje li me�u �ima dva objekta, koji su preblizu jedan drugom.
Ovi objekti mogu biti, na primer, delovi mikroprocesorskog qipa, zvezde
u galaksiji ili sistemi za navod�ava�e. Ovde �emo razmotriti samo jednu
varijantu ovog problema, kao predstavnika xire klase.

Problem: U zadatom skupu od 𝑛 taqaka u ravni prona�i dve koje su na
najma�em me�usobnom rastoja�u.

Sliqni ovom su problemi nala�e�a najbli�e taqke (ili 𝑘 najbli�ih
taqaka) za svaku taqku zadatog skupa, ili nala�e�e najbli�e taqke no-
vododatoj taqki.

Direktni pristup

Mogu se izraqunati rastoja�a izme�u svake dve taqke, i zatim prona�i
najma�e me�u rastoja�ima. To obuhvata 𝑛(𝑛−1)/2 izraqunava�a rastoja�a
i 𝑛(𝑛 − 1)/2 − 1 upore�iva�a. Direktno induktivno rexe�e moglo bi se
zasnivati na ukla�a�u jedne taqke, rexava�u problema za 𝑛−1 taqaka, i
dodava�u nove taqke. Me�utim, jedina korisna informacija koja se dobija
rexava�em problema za 𝑛−1 taqaka je minimalno rastoja�e, pa se moraju
proveriti rastoja�a nove taqke do svih prethodnih 𝑛 − 1 taqaka. Zbog
toga ukupan broj 𝑇 (𝑛) izraqunava�a rastoja�a za 𝑛 taqaka zadovo	ava
diferencnu jednaqinu 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛 − 1) + 𝑛 − 1, 𝑇 (2) = 1, qije je rexe�e
𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛2). Dva opisana rexe�a suxtinski su ekvivalentna. Ci	 je
prona�i efikasniji algoritam za velike 𝑛.

Algoritam zasnovan na razlaga�u

Umesto da razmatramo taqke jednu po jednu, mo�emo da skup taqaka po-
delimo na dva jednaka dela. Induktivna hipoteza ostaje neprome�ena,
izuzev xto problem svodimo ne na jedan problem sa 𝑛− 1 taqkom, nego na
dva problema sa 𝑛/2 taqaka. Postoji vixe naqina da se skup podeli na
dva jednaka dela. Biramo naqin koji najvixe odgovara naxim ci	evima.
Voleli bismo da dobijemo xto vixe korisnih informacija iz rexe�a
ma�ih problema, odnosno da xto ve�i deo tih informacija va�i i za
kompletan problem. Izgleda razumno da se skup podeli na dva dela podelom
ravni na dva disjunktna dela, tako da svaki od �ih sadr�i polovinu
taqaka. Poxto se prona�u najma�a rastoja�a u svakom delu, treba razmotriti
samo rastoja�a izme�u taqaka bliskih granici skupova. Najjednostavniji
naqin podele je sortirati taqke prema (na primer) 𝑥-koordinatama i
podeliti ravan pravom paralelnom sa 𝑦-osom, koja deli skup na dva jednaka
dela, videti sliku 6.6 (ako vixe taqaka le�i na pravoj podele, taqke
se mogu na proizvo	an naqin razdeliti izme�u skupova). Naqin podele
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izabran je tako da se maksimalno pojednostavi objedi�ava�e rexe�a ma�ih
problema. Sortira�e treba izvrxiti samo jednom.

-� -�

𝑑1 𝑑1
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ss
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𝑑1-�
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Slika 6.6: Problem nala�e�a dve najbli�e taqke.

Zbog jednostavnosti ograniqi�emo se na nala�e�e vrednosti najma�eg
rastoja�a izme�u taqaka (a ne i para taqaka za koje se ono dosti�e). Pro-
nala�e�e dve najbli�e taqke izvodi se minimalnom doradom algoritma.
Neka je 𝑃 skup taqaka. Najpre se skup 𝑃 deli na dva podskupa 𝑃1 i 𝑃2

qije se veliqine razlikuju najvixe za jedan na opisani naqin. Najma�e
rastoja�e u svakom podskupu pronalazi se na osnovu induktivne hipoteze.
Neka je 𝑑1 minimalno rastoja�e u 𝑃1, a 𝑑2 minimalno rastoja�e u 𝑃2.
Bez sma�e�a opxtosti mo�e se pretpostaviti da je 𝑑1 ≤ 𝑑2. Potrebno je
prona�i najma�e rastoja�e u celom skupu, odnosno ustanoviti da li u 𝑃1

postoji taqka na rastoja�u ma�em od 𝑑1 od neke taqke u 𝑃2. Primetimo
najpre da je dovo	no razmatrati taqke u traci xirine 2𝑑1, simetriqnoj
u odnosu na pravu podele (videti sliku 6.6). Ostale taqke ne mogu biti
na rastoja�u ma�em od 𝑑1 od neke taqke iz drugog podskupa. Na osnovu
ovog zapa�a�a obiqno se iz razmatra�a eliminixe veliki broj taqaka.
Me�utim, u najgorem sluqaju sve taqke mogu biti u toj traci, pa ne mo�emo
da sebi priuxtimo primenu trivijalnog algoritma na �ih.

Drugo ma�e oqigledno zapa�a�e je da je za proizvo	nu taqku 𝑝 u traci
dovo	no proveriti samo �eno rastoja�e od najvixe 8 taqaka iz suprotne
trake: 4 koje joj prethode, i 4 koje su iza �e u sortiranom redosledu po
𝑦-koordinatama. Prema tome, ako sve taqke u traci sortiramo prema 𝑦-
koordinatama i pregledamo ih tim redom, dovo	no je da za svaku taqku
proverimo rastoja�e osam suseda u suprotnoj traci, qetiri ispod i qetiri
iznad (a ne od svih 𝑛− 1 taqaka u najgorem sluqaju).

𝑁𝑎𝑗𝑏𝑙𝑖𝑧𝑖 𝑝𝑎𝑟1(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)
ulaz: 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 - skup od 𝑛 taqaka u ravni
izlaz: 𝑑 - rastoja�e izme�u dve najbli�e taqke skupa
1 Sortirati taqke prema 𝑥 koordinatama
2 {Ovo sortira�e izvrxava se samo jednom, na poqetku}
3 Podeliti skup na dva istobrojna podskupa
4 Rekurzivno izraqunati minimalno rastoja�e u oba podskupa
5 Neka je 𝑑 ma�e od dva minimalna rastoja�a
6 Eliminisati taqke koje su na rastoja�u ve�em od 𝑑 od prave podele
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Slika 6.7: Ocena maksimalnog broja taqaka iz suprotnog podskupa,
bliskih fiksiranoj taqki.

7 Sortirati preostale taqke prema 𝑦 koordinatama
8 Za preostale taqke proveriti �ihova rastoja�a od qetiri prethodne
9 i qetiri naredne taqke iz suprotne trake
10 {dovo	no je proveriti i samo qetiri prethodne taqke!}
11 if neko od ovih rastoja�a je ma�e od 𝑑 then
12 a�urirati 𝑑

Slo�enost: Sortira�e slo�enosti 𝑂(𝑛 log 𝑛) izvrxava se samo jednom.
Zatim se rexavaju dva potproblema veliqine 𝑛/2. Eliminacija taqaka van
centralne trake mo�e se izvesti za 𝑂(𝑛) koraka. Za sortira�e taqaka u
traci po 𝑦-koordinatama u najgorem sluqaju potrebno je 𝑂(𝑛 log 𝑛) koraka.
Konaqno, potrebno je 𝑂(𝑛) koraka da se pregledaju taqke u traci, i da se
provere rastoja�a svake od �ih od konstantnog broja suseda u sortiranom
redosledu. Ukupno, da bi se rexio problem veliqine 𝑛, treba rexiti dva
potproblema veliqine 𝑛/2 i izvrxiti 𝑂(𝑛 log 𝑛) koraka za kombinova�e
�ihovih rexe�a (plus 𝑂(𝑛 log 𝑛) koraka za jednokratno sortira�e taqaka
po 𝑥-koordinatama na poqetku). Dobijamo diferencnu jednaqinu

𝑇 (𝑛) < 2𝑇 (𝑛/2) + 𝑐𝑛 log2 𝑛, 𝑇 (2) = 1,

pri qemu u 𝑇 (𝑛) nije uk	uqeno poqetno sortira�e po 𝑥-koordinatama.
Indukcijom se pokazuje da je �eno rexe�e 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛 log2 𝑛), odnosno
preciznije 𝑇 (𝑛) < 𝑐𝑛 log2

2 𝑛: iz 𝑇 (𝑛/2) < 𝑐(𝑛/2) log2
2(𝑛/2) i diferencne

jednaqine sledi da za 𝑛 > 2 va�i 𝑇 (𝑛) < 𝑐𝑛(log2 𝑛 − 1)2 + 𝑐𝑛 log2 𝑛 =
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𝑐𝑛(log2
2 𝑛 − log2 𝑛 + 1) < 𝑐𝑛 log2

2 𝑛. Slo�enost 𝑂(𝑛 log2 𝑛) je asimptotski
bo	a od kvadratne, ali vide�emo da se mo�e jox malo pobo	xati.

Dokaz korektnosti algoritma: Ostaje jox da se doka�e korektnost iz-
lo�enog algoritma, odnosno qi�enice da je dovo	no za svaku taqku prove-
riti �eno rastoja�e od 4 pre �e i 4 posle �e u suprotnoj traci, sortirano
po 𝑦-koordinatama. Neka je sa 𝑦𝑝 oznaqena 𝑦-koordinata taqke 𝑝. Kon-
struiximo pravougaonik visine 2.1𝑑1 < 3

2

√
2𝑑1 i xirine 1.4𝑑1 <

√
2𝑑1

u suprotnoj traci (videti sliku 6.7), tako da nale�e na pravu podele i
da mu je 𝑦-koordinata preseka dijagonala jednaka 𝑦𝑝. Podelimo ga jednom
vertikalnom pravom i sa dve horizontalne prave na xest jednakih kvadrata
stranice 0.7𝑑1. Obzirom da va�i

√
2/2 > 0.7, dijagonala ovih kvadrata

ma�a je od 𝑑1. Iz ove qi�enice sledi da se u svakom od malih kvadrata
mo�e na�i najvixe jedna taqka, jer je rastoja�e bilo koje dve taqke u
kvadratu ma�e od 𝑑1. Sve taqke u drugom podskupu, sa rastoja�em od 𝑝
ma�im od 𝑑1, oqigledno se moraju nalaziti u pravougaoniku. Dakle, u
drugom podskupu se mo�e nalaziti najvixe xest taqaka na rastoja�u od
𝑝 ma�em od 𝑑1: taqka kandidat sa 𝑦-koordinatom 𝑦𝑞 mora da zadovo	i i
uslov |𝑦𝑝 − 𝑦𝑞| < 𝑑1, pa se mora nalaziti u jednom od xest kvadrata.

Algoritam slo�enosti 𝑂(𝑛 log 𝑛)

Osnovna ideja je pojaqati induktivnu hipotezu. U toku objedi�ava�a re-
xe�a potproblema izvodi se 𝑂(𝑛 log 𝑛) koraka zbog sortira�a taqaka po
𝑦-koordinatama. Mo�e li se sortira�e izvesti usput, u toku nala�e�a
dveju najbli�ih taqaka? Drugim reqima, ci	 je pojaqati induktivnu
hipotezu za problem dve najbli�e taqke tako da obuhvati i sortira�e.

Induktivna hipoteza: Za zadati skup od < 𝑛 taqaka u ravni umemo da
prona�emo najma�e rastoja�e i da skup taqaka sortiramo po 𝑦-koordina-
tama.

Ve� smo videli kako se mo�e prona�i minimalno rastoja�e ako se
taqke u svakom koraku sortiraju po 𝑦-koordinatama. Dakle, potrebno je
jox samo proxiriti induktivnu hipotezu tako da obuhvati sortira�e 𝑛
taqaka kad su dva podskupa veliqine 𝑛/2 ve� sortirana. Me�utim, to je
upravo sortira�e objedi�ava�em. Osnovna prednost ovog pristupa je u
tome xto se pri objedi�ava�u rexe�a ne mora izvesti kompletno sor-
tira�e, nego samo objedi�ava�e dva ve� sortirana podniza. Poxto se
objedi�ava�e sortiranih podnizova izvodi za 𝑂(𝑛) koraka, diferencna
jednaqina za slo�enost (bez poqetnog sortira�a po 𝑥-koordinatama) po-
staje 𝑇 (𝑛) < 2𝑇 (𝑛/2) + 𝑐𝑛, 𝑇 (2) = 1. �eno rexe�e je 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑛 log 𝑛),
xto je asimptotski jednako slo�enosti poqetnog sortira�a taqaka po 𝑥-
koordinatama.

𝑁𝑎𝑗𝑏𝑙𝑖𝑧𝑖 𝑝𝑎𝑟2(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)
ulaz: 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 - skup od 𝑛 taqaka u ravni
izlaz: 𝑑 - rastoja�e izme�u dve najbli�e taqke skupa
1 Sortirati taqke prema 𝑥 koordinatama
2 {Ovo sortira�e izvrxava se samo jednom, na poqetku}
3 Podeliti skup na dva istobrojna podskupa
4 Rekurzivno izvrxiti slede�e:
5 Izraqunati minimalno rastoja�e u oba podskupa
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6 Sortirati taqke u svakom delu prema 𝑦 koordinatama
7 Objediniti dva sortirana niza u jedan
8 {Objedi�ava�e se mora izvrxiti pre eliminacije}
9 {Slede�em nivou rekurzije se mora isporuqiti sortiran kompletan skup}
10 Neka je 𝑑 ma�e od dva minimalna rastoja�a
11 Eliminisati taqke koje su na rastoja�u ve�em od 𝑑 od prave podele
12 Za preostale taqke proveriti �ihova rastoja�a od qetiri prethodne
13 i qetiri naredne taqke iz suprotne trake
14 {dovo	no je proveriti i samo qetiri prethodne taqke!}
15 if neko od ovih rastoja�a je ma�e od 𝑑 then
16 popraviti 𝑑

6.4 Pretraga sa vra�a�em

U potrazi za osnovnim principima konstrukcije algoritama, pretraga
sa vra�a�em ili skra�eno pretraga (engl. backtracking) predstav	a
jednu od najopxtijih tehnika. Mnogi problemi koji se tiqu tra�e�a
skupa rexe�a ili koji imaju za ci	 odre�iva�e optimalnog rexe�a koje
zadovo	ava neki skup ograniqe�a mogu se rexiti formulisa�em u vidu
problema pretrage sa vra�a�em. Naziv backtrack smislio je D. H. Lemer
pedesetih godina proxlog veka1.

U velikom broju primena metoda pretrage sa vra�a�em, tra�eno rexe�e
se mo�e izraziti 𝑛-torkom (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) gde se 𝑥𝑖 bira iz nekog konaqnog
skupa 𝑆𝑖. Qesto se u problemu koji se rexava zahteva da se na�e vektor (𝑛-
torka) za koji se maksimizuje (ili minimizuje ili zadovo	ava) funkcija
𝑃 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Nekada se tra�e svi vektori koji zadovo	avaju 𝑃 . Na
primer, sortira�e niza celih brojeva 𝐴[1..𝑛] je problem qije se rexe�e
mo�e predstaviti 𝑛-torkom 𝑥, gde je 𝑥𝑖 indeks 𝑖-tog najma�eg elementa
niza 𝐴. Funkcija 𝑃 se u ovom sluqaju mo�e zadati kao konjunkcija uslova
𝐴[𝑥𝑖] ≤ 𝐴[𝑥𝑖+1] za 1 ≤ 𝑖 < 𝑛. Skup 𝑆𝑖 je konaqan i sadr�i cele brojeve
od 1 do 𝑛. Iako sortira�e nije problem koji se obiqno rexava metodom
pretrage sa vra�a�em, on predstav	a jedan od poznatih problema qije se
rexe�e mo�e formulisati u vidu 𝑛-torke.

Ako sa 𝑚𝑖 oznaqimo veliqinu skupa 𝑆𝑖, onda postoji 𝑚 = 𝑚1 ·𝑚2 · · ·𝑚𝑛

𝑛-torki koje predstav	aju potencijalne kandidate za rexe�e. Algoritam
grube sile bi formirao sve 𝑛-torke, za svaku od �ih izraqunao vrednost
funkcije 𝑃 i vratio onu koja posti�e optimalnu vrednost. Algoritam
pretrage sa vra�a�em odlikuje svojstvo da mo�e da vrati isti odgovor sa
qesto dosta ma�e od 𝑚 pokuxaja. Osnovna ideja je da se prona�e i koristi
modifikovana funkcija 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖) (ograniqavaju�a funkcija) koja
za deo vektora rexe�a (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖) mo�e da ustanovi da li ima ikakvu
xansu za uspeh. Glavna prednost ovog metoda je slede�a: ako je jasno da
parcijalni vektor (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖) ne mo�e ni na koji naqin da bude deo
optimalnog rexe�a, onda se𝑚𝑖+1 · · ·𝑚𝑛 mogu�ih test vektora u potpunosti
ignorixe, odnosno preskaqe.

Mnogi od problema koje rexavamo metodom pretrage sa vra�a�em zah-
tevaju da sva rexe�a zadovo	avaju slo�eni skup ograniqe�a. Za svaki

1Ovaj deo teksta napisan je na osnovu [4].



135 6. Algoritamske strategije

problem ova ograniqe�a se mogu podeliti u dve kategorije: eksplicitna
i implicitna.

Eksplicitna ograniqe�a su pravila koja se odnose na pojedinaqne
koordinate 𝑥𝑖, kao xto je na primer:

𝑙𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑢𝑖 i 𝑥𝑖 je celobrojno, tj. 𝑆𝑖 = {𝑎 ∈ 𝑍 : 𝑙𝑖 ≤ 𝑎 ≤ 𝑢𝑖}
Implicitna ograniqe�a su pravila koja se odnose na dve ili vixe

komponenti 𝑛-torke.

Primer 6.1 (Problem 8 dama). Klasiqni kombinatorni problem je po-
staviti osam dama na 8× 8 xahovskoj tabli tako da se nikoje dve dame ne
napadaju, tj. da nikoje dve ne budu u istoj vrsti, koloni niti dijagonali.
Numeriximo vrste i kolone xahovske table brojevima od 1 do 8. Mo�emo,
tako�e, i dame numerisati brojevima od 1 do 8. S obzirom na to da dve dame
ne mogu biti u istoj vrsti, mo�emo bez gubitka opxtosti pretpostaviti
da se dama 𝑖 postav	a u vrstu 𝑖. Sva rexe�a problema 8 dama se stoga mogu
predstaviti osmorkama (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥8), pri qemu je sa 𝑥𝑖 oznaqena kolona u
koju je smextena 𝑖-ta dama. Eksplicitna ograniqe�a u ovoj formulaciji
su 𝑆𝑖 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 8. Stoga se prostor rexe�a sastoji
od 88 osmorki. Implicitna ograniqe�a u ovom sluqaju su da nikoja dva
𝑥𝑖 ne smeju biti ista (tj. sve dame moraju biti u razliqitim kolonama)
i nikoje dve dame ne smeju biti na istoj dijagonali. Prvo od ova dva
ograniqe�a ima za posledicu da su sva rexe�a permutacije osmorke
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Ovim se prostor rexe�a sma�uje sa 88 na 8! osmorki. Na
slici 6.8 prikazano je rexe�e problema kome odgovara osmorka (4, 6, 8, 2, 7, 1, 3, 5).

Slika 6.8: Jedno rexe�e problema 8 dama

Algoritmi pretrage sa vra�a�em odre�uju rexe�a problema siste-
matiqnom pretragom prostora rexe�a za datu instancu problema. Ova
pretraga se mo�e olakxati predstav	a�em prostora rexe�a korenskim
stablom. Ponekad je mogu�e isti prostor rexe�a predstaviti razliqitim
korenskim stablima. Slede�a dva primera ilustruju predstav	a�e prosora
rexe�a stablom.

Primer 6.2 (Problem 𝑛 dama). Problem 𝑛 dama predstav	a uopxte�e
problema 8 dama: potrebno je postaviti 𝑛 dama na xahovskoj tabli dimenzije
𝑛 × 𝑛 tako da se nikoje dve ne napadaju. Prethodno razmatra�e pokazuje
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da se prostor rexe�a sastoji od 𝑛! permutacija 𝑛-torke (1, 2, . . . , 𝑛). Na
slici 6.9 prikazano je jedno mogu�e stablo za sluqaj 𝑛 = 4. Ovakvo stablo
nazivamo stablom permutacija. Grane su oznaqene mogu�im vrednostima
za 𝑥𝑖. Grane koje vode od qvora nivoa 0 do qvorova nivoa 1 zadaju vrednosti
za 𝑥1. Tako na primer, levo podstablo odgovara rexe�ima kod kojih je
𝑥1 = 1, �egovo levo podstablo rexe�ima kod kojih je 𝑥1 = 1 i 𝑥2 = 2 i
tako da	e. Grane koje vode od nivoa 𝑖− 1 do nivoa 𝑖 su oznaqene mogu�im
vrednostima za 𝑥𝑖. Prostor mogu�ih rexe�a odgovara svim putevima od
korena do lista. Stablo na slici 6.9 ima ukupno 4! = 24 listova. Stablo
rexe�a se mo�e obilaziti recimo algoritmom DFS; na slici 6.9 qvorovi
stabla rexe�a numerisani su u skladu sa redosledom obilaska algoritmom
DFS.

Slika 6.9: Stablo prostora rexe�a problema 4 dama. Qvorovi su
numerisani kao u algoritmu DFS

Primer 6.3 (Tra�e�e podskupa brojeva sa zadatim zbirom). Za dati
skup pozitivnih brojeva 𝑤𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 i broj 𝑚, potrebno je prona�i sve
podskupove brojeva 𝑤𝑖 qija je suma𝑚. Na primer, za 𝑛 = 4 i (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4) =
(11, 13, 24, 7) i 𝑚 = 31, tra�eni podskupovi bi bili (11, 13, 7) i (24, 7).
Umesto da predstavimo rexe�e kao vektor sa komponentama 𝑤𝑖 qija je
suma 𝑚, mo�emo da predstavimo vektor rexe�a zadava�em indeksa ovih
vrednosti 𝑤𝑖. U ovoj notaciji ova dva rexe�a bismo zapisali kao (1, 2, 4)
i (3, 4). U opxtem sluqaju sva rexe�a su neke 𝑘-torke (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘),
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 i razliqitim rexe�ima mogu odgovarati torke razliqite
du�ine. Eksplicitna ograniqe�a bi u ovom sluqaju bila 𝑥𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛},
a implicitna ograniqe�a da nikoja dva 𝑥𝑖 nisu ista, a suma 𝑤𝑥𝑖

je ma�a
ili jednaka 𝑚. Da bismo izbegli generisa�e vixestrukih instanci istog
rexe�a, jox jedno implicitno ograniqe�e bilo bi da je 𝑥𝑖 < 𝑥𝑖+1, 1 ≤ 𝑖 <
𝑘.

Rexe�a se mogu predstaviti na drugi naqin, 𝑛-torkom (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
tako da je 𝑥𝑖 ∈ {0, 1}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, pri qemu je 𝑥𝑖 = 0 ako 𝑤𝑖 nije uk	uqeno
u sumu, a 𝑥𝑖 = 1 ako jeste. Prethodna rexe�a bismo sad zapisali kao
(1, 1, 0, 1) i (0, 0, 1, 1). Na ovaj naqin se sva rexe�a mogu izraziti torkama
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fiksne du�ine. Zak	uqujemo da je mogu�e da postoji vixe naqina da se
rexe�a predstave kao torke koje zadovo	avaju neka ograniqe�a. Mo�e se
pokazati da se u obe formulacije problema prostor rexe�a sastoji od 2𝑛

razliqitih torki.

Slika 6.10: Jedna mogu�a ogranizacija prostora rexe�a za problem sume
podskupova. Brojevi uz qvorove odgovaraju BFS poretku

Slika 6.11: Drugo mogu�e stablo prostora rexe�a za problem sume
podskupova. Broj listova stabla je 16, xto je jednako broju qvorova u
prethodnom stablu.

Na slikama 6.10 i 6.11 prikazana su stabla prostora rexe�a za svaku
od ove dve formulacije za sluqaj 𝑛 = 4. Prva slika odgovara promen	ivoj
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veliqini torke. Grane su oznaqene tako da grana od qvora nivoa 𝑖 − 1 do
qvora nivoa 𝑖 predstav	a vrednost za 𝑥𝑖. U svakom qvoru prostor rexe�a
se deli na prostore delimiqnih rexe�a. Prostor rexe�a se definixe
putevima od korena do proizvo	nog qvora u stablu, s obzirom na to da
svaki ovakav put odgovara podskupu koji zadovo	ava eksplicitna ograni-
qe�a. Mogu�i putevi su () (prazan put od korena do �ega samog), (1), (1, 2),
(1, 2, 3), (1, 2, 3, 4), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2), (2, 3), itd. Druga slika odgovara
formulaciji sa fiksnom veliqinom torke. Grane od qvora nivoa 𝑖− 1 do
qvora nivoa 𝑖 oznaqene su vrednostima 𝑥𝑖, koje mogu biti 0 ili 1. Svi
putevi od korena do lista definixu prostor rexe�a. Stablo na slici
6.11 ima 24 listova koji daju 16 mogu�ih torki.

Svaki qvor u stablu odgovara sta�u problema.Prihvat	iva sta�a
su ona sta�a problema 𝑠 za koje put od korena do qvora 𝑠 definixe torku
u prostoru rexe�a. U stablu sa slike 6.10 svi qvorovi su prihvat	iva
sta�a, dok u stablu sa slike 6.11 samo listovi predstav	aju prihvat	iva
sta�a. Ci	na sta�a su ona prihvat	iva sta�a 𝑠 za koje put od korena
do qvora 𝑠 definixe torku koja je element skupa rexe�a (tj. zadovo	ava
implicitna ograniqe�a) problema. Stablo koje odgovara prostoru rexe�a
nazivamo stablom prostora sta�a.

U svakom unutrax�em qvoru stabla u prethodnim primerima prostor
rexe�a se deli u disjunktne prostore delimiqnih rexe�a. Na primer, u
qvoru 1 stabla prikazanog na slici 6.9 prostor rexe�a se deli u qetiri
disjunktna skupa. Podstabla sa korenima u qvorovima 2, 18, 34 i 50 pred-
stav	aju sve elemente prostora rexe�a kod kojih je 𝑥1 = 1, 2, 3 i 4,
redom. U qvoru 2 prostor delimiqnih rexe�a za 𝑥1 = 1 se da	e deli u
tri disjunktna skupa.

Stabla prostora sta�a opisana u primeru sume podskupa nazivaju se
statiqkim stablima, jer �ihova struktura ne zavisi od instance prob-
lema koju rexavamo. Za neke probleme je korisno koristiti razliqite
organizacije stabla za razliqite instance problema. U tom sluqaju orga-
nizacija stabla se odre�uje dinamiqki tokom pretrage prostora rexe�a.
Stabla prostora sta�a koja su zavisna od instance problema nazivaju se
dinamiqkim stablima. Na primer, posmatrajmo formulaciju sa fiks-
nom veliqinom torke u problemu sume podskupa. Korix�e�em organiza-
cije dinamiqkog stabla, jedna instanca problema za 𝑛 = 4 se mo�e rexiti
korix�e�em organizacije prikazane na slici 6.11. Druga instanca pro-
blema za 𝑛 = 4 mo�e se rexiti tako xto u nivou 1 podela odgovara
izborima 𝑥2 = 1 i 𝑥2 = 0.

Kada je jednom osmix	eno stablo prostora sta�a, problem se mo�e
rexiti sistematiqnim generisa�em sta�a problema, odre�iva�em koja su
od �ih su prihvat	iva sta�a i konaqno odre�iva�em koja prihvat	iva
sta�a su i ci	na sta�a. Postoje dva fundamentalno razliqita naqina
za generisa�e sta�a problema. Oba pristupa kre�u od korena i generixu
ostale qvorove. Qvor koji je generisan i za koga nisu generisani svi sinovi
nazivamo �ivim (otvorenim) qvorom. �ivi qvor qiji se sinovi tre-
nutno generixu, odnosno qvor qija se ekspanzija (proxiriva�e) trenutno
vrxi, nazivamo E-qvor. Mrtav (zatvoreni) qvor je generisani qvor
koji da	e ne�e biti proxirivan, odnosno qiji su svi sinovi ve� generisani.
U oba pristupa odr�avamo listu �ivih qvorova.
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∙ U skladu sa prvim metodom, qim se generixe novi sin 𝐶 teku�eg
E-qvora 𝑅, ovaj sin postaje novi E-qvor. 𝑅 �e ponovo postati E-
qvor kada se podstablo 𝐶 potpuno istra�i. Ovo odgovara generisa�u
sta�a problema u dubinu.

∙ U skladu sa drugim metodom E-qvor ostaje E-qvor sve dok je �iv, tj.
dok se ne zavrxi sa �egovim proxiriva�em.

Oba metoda porazumevaju korix�e�e ograniqavaju�ih funkcija za
\ubija�e" (zatvara�e otvorenih) �ivih qvorova bez generisa�a �ihovih
sinova. Ograniqavaju�e funkcije koriste se pa�	ivo, tako da se garantuje
generisa�e bar jednog ci	nog qvora, odnosno generisa�e svih qvorova
odgovara ako je zadatak da se na�u sva rexe�a problema. Generisa�e qvorova
u dubinu naziva se pretraga sa vra�a�em (ili samo pretraga). Metode
generisa�a sta�a kod kojih E-qvor ostaje E-qvor sve dok ne bude mrtav
vodi ka algoritmima grana�a sa odseca�em, videti ode	ak 6.4.4.

Qvorovi na slici 6.9 numerisani su prema redosledu generisa�a koji
odgovara pretrazi u dubinu. Qvorovi na slikama 6.10 i 6.11 numerisani su
metodom kod koga E-qvor ostaje E-qvor sve dotle dok ne postane mrtav qvor.
Kod stabla na slici 6.10 svaki novi qvor smexta se u red. Kada se zavrxi
generisa�e svih sinova trenutnog E-qvora, naredni qvor sa poqetka reda
postaje novi E-qvor; ovo odgovara pretrazi stabla u xirinu. Kod stabla
na slici 6.11 qvorovi se smextaju u stek umesto u red, a odgovaraju�a
pretraga zove se 𝐷-pretraga.

Slika 6.12: Primer rexe�a zasnovanog na pretrazi sa vra�a�em za
problem 4 dama

Primer 6.4. Pogledajmo kako pretraga sa vra�a�em radi na primeru
problema 4 dame. Kao ograniqavaju�u funkciju uze�emo oqigledni krite-
rijum da ako je (𝑥1, 𝑥2, . . . 𝑥𝑖) put do teku�eg E-qvora, tada svakom sinu
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tog qvora do koga vodi grana oznaqena sa 𝑥𝑖+1 odgovara skup dama na
pozicijama (1, 𝑥1), (2, 𝑥2), . . . , (𝑖 + 1, 𝑥𝑖+1) pri qemu se nikoje dve dame ne
napadaju. Poqi�emo sa korenom kao jedinim �ivim qvorom. On postaje
E-qvor i put je (). Generixemo jednog sina. Pretpostavimo da se sinovi
generixu u rastu�em redosledu. Stoga se generixe qvor 2 sa slike 6.9
i put je sada (1). Ovo odgovara postav	a�u dame 1 u kolonu 1. Qvor 2
postaje E-qvor. Generixe se qvor 3 i odmah zatim ubija. Slede�i qvor
koji se generixe je qvor 8 i put postaje (1,3). Sada qvor 8 postaje E-qvor.
Ipak, i on se ubija jer svi �egovi sinovi predstav	aju konfiguracije
koje ne vode ci	nom qvoru. Vra�amo se u qvor 2 i generixemo novog sina
13. Put je sada (1,4). Na slici 6.12 prikazane su konfiguracije xahovske
table kako pretraga napreduje. Taqke odgovaraju postav	a�ima dame koja
su pokuxana, a nisu dozvo	ena zbog napada neke druge dame. Na slici
6.12(b) druga dama se postav	a u kolone 1 i 2 i najzad se konaqno smexta u
kolonu 3. Na slici 6.12(c) algoritam pokuxava sa sve qetiri kolone i nije
u mogu�nosti da smesti narednu damu na tablu. Sada se moramo vratiti
unazad. Na slici 6.12(d) pomera se druga dama u kolonu 4, a tre�a dama
u kolonu 2. Naredni dijagrami pokazuju preostale korake algoritma sve
dok se ne prona�e rexe�e.

Slika 6.13: Deo stabla sa slike 6.9

Na slici 6.13 prikazan je deo stabla sa slike 6.9 koji se generixe.
Qvorovi su numerisani prema redosledu kojim su generisani. Qvor koji
se ubija kao rezultat ograniqavaju�e funkcije ima slovo 𝐵 ispod sebe.
Primetimo da stablo sa slike 6.9 ima 31 qvor za razliku od novog stabla
koje ima 16 qvorova.

Posmatrajmo sada metodu pretrage sa vra�a�em u opxtem sluqaju. Pret-
postavimo da je zadatak prona�i sve ci	ne qvorove, a ne samo jedan. Neka
je (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, put od korena do qvora u stablu prostora
sta�a. Oznaqimo sa 𝑇 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖) skup svih mogu�ih vrednosti za 𝑥𝑖+1
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tako da je (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖+1) tako�e put do sta�a problema. Specijalno,
𝑇 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = ∅. Pretpostav	amo da je 𝐵𝑖+1 odgovaraju�a logiqka
ograniqavaju�a funkcija takve da ako je 𝐵𝑖+1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖+1) netaqno za
put (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+1) od korena do sta�a problema, onda put ne mo�e biti
produ�en tako da dosegne neki od ci	nih qvorova. Prirodno je opisati
algoritam pretrage sa vra�a�em na rekurzivan naqin.
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𝐵𝑎𝑐𝑘𝑡𝑟𝑎𝑐𝑘(𝑘)
𝑋 - vektor rexe�a, 𝑛 - dimenzija vektora { globalne promen	ive
ulaz: 𝑘 - indeks komponente 𝑋 qija se vrednost bira u teku�em pozivu
1 for 𝑋[𝑘] ∈ 𝑇 (𝑋[1..𝑘 − 1]) do
2 if 𝐵𝑘(𝑋[1..𝑘]) then
3 if 𝑋[1..𝑘] je put do ci	nog qvora then
4 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡(𝑋[1..𝑘])
5 if 𝑘 < 𝑛 then
6 𝐵𝑎𝑐𝑘𝑡𝑟𝑎𝑐𝑘(𝑘 + 1)

Ovaj algoritam pozivamo sa 𝐵𝑎𝑐𝑘𝑡𝑟𝑎𝑐𝑘(1). Primetimo da se ovim al-
goritmom xtampaju sva rexe�a i pretpostav	a se da torke razliqitih
du�ina mogu da saqi�avaju rexe�e. Ako je potrebno samo jedno rexe�e,
mo�e se dodati fleg kao parametar kao indikator prve pojave uspeha.

Prikaza�emo i iterativnu verziju ovog uopxtenog algoritma. Prime-
timo da se elementi generixu metodom u dubinu.

𝐵𝑎𝑐𝑘𝑡𝑟𝑎𝑐𝑘 𝑖𝑡(𝑋,𝑛)
ulaz: 𝑋 - vektor rexe�a, 𝑛 - dimenzija vektora
izlaz: odxtampane sve 𝑛-torke 𝑋 koje zadovo	avaju uslove
1 𝑘 ← 1
2 while 𝑘 ̸= 0 do
3 if postoji neko 𝑋[𝑘] ∈ 𝑇 (𝑋[1..𝑘 − 1]) koje nije obra�eno i

𝐵𝑘(𝑋[1..𝑘]) then
4 if 𝑋[1..𝑘] predstav	a put do ci	nog qvora then
5 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡(𝑋[1..𝑘])
6 𝑘 ← 𝑘 + 1
7 else 𝑘 ← 𝑘 − 1

6.4.1 Problem 𝑛 dama

Za problem 𝑛 dama, prikaza�emo algoritam za generisa�e svih kon-
figuracija koje odgovaraju rexe�ima. Kodu prethodi kod algoritma za
proveru da li je dozvo	eno postaviti 𝑘-tu damu na poziciju 𝑖 u 𝑘-toj
vrsti.

𝑆𝑚𝑒𝑠𝑡𝑖(𝑘, 𝑖)
ulaz: 𝑋 - globalni niz qiji su elementi 𝑋[1..𝑘 − 1] ve� postav	eni,

𝑘 - indeks vrste, 𝑖 - indeks kolone
izlaz: 𝑡𝑟𝑢𝑒 ako se dama mo�e postaviti u 𝑘-toj vrsti i 𝑖-toj koloni;

inaqe 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒
1 for 𝑗 ← 1 to 𝑘 − 1 do
2 if 𝑋[𝑗] = 𝑖 {dve dame u istoj koloni}

or |𝑋[𝑗]− 𝑖| = |𝑗 − 𝑘| { dve dame na istoj dijagonali } then
3 return 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒
4 return 𝑡𝑟𝑢𝑒
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𝑁𝐷𝑎𝑚𝑎(𝑘)
𝑋 - vektor rexe�a, 𝑛 - dimenzija vektora { globalne promen	ive
ulaz: 𝑋 - niz u koji smextamo indekse kolona rexe�a 𝑛 dama,

𝑘 - indeks vrste do koje se stiglo, 𝑛 - dimenzija xahovske table
izlaz: xtampaju se sva mogu�a postav	a�a 𝑛 dama na tablu dimenzije 𝑛× 𝑛

sa postav	enih 𝑘 − 1 prvih dama
1 for 𝑖← 1 to 𝑛 do
2 if 𝑆𝑚𝑒𝑠𝑡𝑖(𝑘, 𝑖) then
3 𝑋[𝑘]← 𝑖
4 if 𝑘 = 𝑛 then
5 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡(𝑋[1..𝑛])
6 else
7 𝑁𝐷𝑎𝑚𝑎(𝑘 + 1)

Spisak svih rexe�a dobija se pozivom 𝑁𝐷𝑎𝑚𝑎(1). Zbog simetrije,
dovo	no je za prvu vrstu razmatrati samo kolone od 1 do ⌈𝑛/2⌉.

6.4.2 Zbir podskupa

Pretpostavimo da imamo na raspolaga�u 𝑛 razliqitih pozitivnih
brojeva i da nam je ci	 da prona�emo sve podskupove ovih brojeva qiji je
zbir jednak 𝑚. U ode	ku 6.3 pokazano je kako se ovaj problem mo�e formu-
lisati korix�e�em torki fiksne ili promen	ive veliqine. Razmotri�emo
sad rexe�e zasnovano na pretrazi korix�e�em strategije sa torkama
fiksne veliqine. U tom sluqaju element 𝑥𝑖 vektora rexe�a ima vrednost
nula ili jedan u zavisnosti od toga da li je predmet 𝑤𝑖 uk	uqen u podskup
ili ne. Sinovi svakog qvora sa slike 6.11 se jednostavno generixu. Za
qvor nivoa 𝑖− 1 levi sin odgovara sluqaju 𝑥𝑖 = 1, a desni sluqaju 𝑥𝑖 = 0.
Prirodno je da se za ograniqavaju�u funkciju koristi funkcija:

𝐵𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝑡𝑟𝑢𝑒 akko

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖+

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑤𝑖 ≥ 𝑚 i

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖+𝑚𝑖𝑛𝑘+1≤𝑗≤𝑛𝑤𝑗 ≤ 𝑚

Jasno je da 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 ne mogu biti na putu ka ci	nom qvoru ako ovaj
uslov nije zadovo	en. Ograniqavaju�a funkcija se mo�e pojednostaviti
ako se te�ine 𝑤𝑖 prethodno pore�aju tako da qine neopadaju�i niz. U ovom
sluqaju 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 ne mo�e voditi ka ci	nom qvoru ako je

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑤𝑘+1 > 𝑚

Stoga koristimo funkciju ograniqava�a:

𝐵𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝑡𝑟𝑢𝑒 akko

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑤𝑖 ≥ 𝑚 i

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖 +𝑤𝑘+1 ≤ 𝑚

U usavrxenoj verziji algoritma koji sledi izbegava se da se stalno
raqunaju ove dve sume, time xto se koriste �ihove prethodne vrednosti.
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𝑆𝑢𝑚𝑎𝑃𝑜𝑑𝑠𝑘𝑢𝑝𝑜𝑣𝑎(𝑤, 𝑛,𝑚, 𝑘, 𝑠, 𝑟)
ulaz: 𝑤 - nerastu�i niz brojeva du�ine 𝑛,

𝑚 - tra�ena suma elemenata podskupa
𝑘 - indeks elementa niza 𝑥 koji se eventualno uk	uquje u zbir

𝑠 =
∑︀𝑘−1

𝑗=1 𝑤[𝑗]𝑥[𝑗], 𝑟 =
∑︀𝑛

𝑗=𝑘 𝑤[𝑗]

izlaz: xtampaju se svi mogu�i podskupovi sa sumom 𝑚
1 {generixemo levog sina; primetimo: 𝑠 + 𝑤[𝑘] ≤ 𝑚 jer je 𝐵𝑘−1 taqno}
2 𝑥[𝑘]← 1
3 if 𝑠 + 𝑤[𝑘] = 𝑚 then
4 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡 𝑥[1..𝑘] {prona�eno je jedno od rexe�a}
5 else if 𝑠 + 𝑤[𝑘] + 𝑤[𝑘 + 1] ≤ 𝑚 then
6 𝑆𝑢𝑚𝑎𝑃𝑜𝑑𝑠𝑘𝑢𝑝𝑜𝑣𝑎(𝑤, 𝑛,𝑚, 𝑘 + 1, 𝑠 + 𝑤[𝑘], 𝑟 − 𝑤[𝑘])
7 {generixemo desnog sina i raqunamo 𝐵𝑘 koriste�i pretpostavku da je 𝐵𝑘−1 taqno}
8 if 𝑠 + 𝑤[𝑘 + 1] ≤ 𝑚 and 𝑠 + 𝑟 − 𝑤[𝑘] ≥ 𝑚 then
9 𝑥[𝑘]← 0
10 𝑆𝑢𝑚𝑎𝑃𝑜𝑑𝑠𝑘𝑢𝑝𝑜𝑣𝑎(𝑤, 𝑛,𝑚, 𝑘 + 1, 𝑠, 𝑟 − 𝑤[𝑘])

Algoritam se poziva sa 𝑆𝑢𝑚𝑎𝑃𝑜𝑑𝑠𝑘𝑢𝑝𝑜𝑣𝑎(𝑤, 𝑛,𝑚, 1, 0,
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑤𝑖). Inte-
resantno je da algoritam ne koristi eksplicitno test 𝑘 > 𝑛 za prekid
rekurzije. Ovaj test nije neophodan jer na startu algoritma va�i 𝑠 < 𝑚
i 𝑠 + 𝑟 ≥ 𝑚. Stoga je 𝑟 > 0, tj. suma 𝑟 sadr�i bar jedan sabirak, pa je
𝑘 ≤ 𝑛. Tako�e va	a primetiti da u naredbi else if iz 𝑠 + 𝑤𝑘 < 𝑚 i
𝑠 + 𝑟 ≥ 𝑚 sledi da je 𝑟 ̸= 𝑤𝑘 i stoga 𝑘 + 1 ≤ 𝑛. Primetimo, tako�e, da
ako va�i 𝑠 + 𝑤𝑘 = 𝑚, onda 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛 moraju biti jednaki 0. U okviru

else if naredbe ne testiramo
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖 +
∑︀𝑛

𝑖=𝑘+1 𝑤𝑖 ≥ 𝑚, jer ve� znamo da
je 𝑠 + 𝑟 ≥ 𝑚 i 𝑥𝑘 = 1.

6.4.3 3-boje�e grafa

Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸) neusmereni graf. Ispravno boje�e (ili samo
boje�e) grafa𝐺 je takvo pridru�iva�e boja svim qvorovima, da su susednim
qvorovima uvek pridru�ene razliqite boje.

Problem 3-boje�e grafa: Dat je neusmereni graf𝐺 = (𝑉,𝐸). Ustanoviti
da li se 𝐺 mo�e obojiti sa tri boje.

U sluqaju problema 3-boje�a, broj potencijalnih rexe�a je 3𝑛, jer je to
ukupan broj naqina na koje se 𝑛 qvorova mogu obojiti sa tri boje. Naravno,
sem ako graf nema grana, broj ispravnih boje�a mo�e da bude znatno ma�i
od 3𝑛, jer grane name�u ograniqe�a na mogu�a boje�a. Da bi se ispitali
svi mogu�i naqini boje�a qvorova, mo�e se zapoqeti dode	iva�em pro-
izvo	ne boje jednom od qvorova, a zatim nastaviti sa boje�em ostalih
qvorova, vode�i raquna o ograniqe�ima koje name�u grane | da susedni
qvorovi moraju biti obojeni razliqitim bojama. Pri boje�u qvora, po-
kuxava se sa svim mogu�im bojama, koje su konzistentne sa prethodno
obojenim qvorovima. Ovaj proces mo�e se obaviti algoritmom pretra-
ge sa vra�a�em stabla prostora sta�a (stabla varijanti), koji je dobra
ilustracija pretrage i grana�a sa odseca�em. Da bismo razlikovali qvo-
rove grafa i stabla, qvorove stabla zva�emo temenima.

Koren stabla odgovara poqetnom sta�u problema, a svaka grana odgovara
nekoj odluci o vrednosti nekog parametra. Oznaqimo tri boje sa 𝐶 (crveno),
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𝑃 (plavo) i 𝑍 (zeleno). Na poqetku se mogu izabrati neka dva susedna qvora
𝑣 i 𝑤, i obojiti recimo sa 𝑃 i 𝑍. Poxto se oni ionako moraju obojiti
razliqitim bojama, nije bitno koje �e boje biti izabrane (konaqno boje�e
se uvek mo�e ispermutovati), pa se zato mo�e zapoqeti sa boje�em dva
umesto jednog qvora. Boje�e ova dva qvora odgovara poqetnom sta�u pro-
blema, koje je pridru�eno korenu stabla varijanti. Stablo se konstruixe
u toku samog obilaska. U svakom temenu 𝑡 stabla bira se slede�i qvor
𝑢 grafa koji treba obojiti, i dodaje jedan, dva ili tri sina temenu 𝑡,
zavisno od broja boja kojima se mo�e obojiti qvor 𝑢. Na primer, ako je
𝑢 prvi izabrani qvor (posle 𝑣 i 𝑤), a 𝑢 je susedan qvoru 𝑤 (koji je ve�
obojen bojom 𝑍), onda postoje dve mogu�nosti za boje�e 𝑢, 𝑃 i 𝐶, pa se
korenu dodaju dva sina. Zatim se bira jedan od ova dva sina i proces se
nastav	a. Kad se jedan qvor oboji, sma�uje se broj mogu�nosti za boje�e
ostalih qvorova; prema tome, broj sinova pokazuje tendenciju opada�a
kako se napreduje u dubinu stabla.

U trenutku kada su obojeni svi qvorovi grafa, problem je rexen. Ve-
rovatnije je, me�utim, da �emo nai�i na qvor koji se ne mo�e obojiti
(jer ima tri susedna qvora koji su ve� obojeni razliqitim bojama). U tom
trenutku qinimo korak nazad | vra�amo se uz stablo (ka nekom temenu na
ni�em nivou) i pokuxavamo sa drugim sinovima. Primer grafa, i stabla
koje odgovara rexava�u problema 3-boje�e na tom grafu, prikazan je na
slici 6.14. Primetimo da kada se u ovom primeru fiksiraju boje qvorova 1
i 2, za boje�e ostalih qvorova postoji samo jedan naqin, do koga se dolazi
kraj�im desnim putem kroz stablo na slici.
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1𝑃, 2𝑍

3𝐶
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3𝑃

4𝑍4𝐶

5𝐶

(a) (b)

Slika 6.14: Primer primene pretrage na 3-boje�e grafa.

Algoritam za obilazak stabla varijanti mo�e se formulisati induk-
cijom po broju obojenih qvorova.

Induktivna hipoteza: Umemo da zavrximo 3-boje�e grafa koji ima
ma�e od 𝑘 neobojenih qvorova, ili da za takav graf ustanovimo da se
ne mo�e obojiti sa tri boje.

Ako je dat graf sa 𝑘 neobojenih qvorova, biramo jedan od neobojenih
qvorova i pronalazimo sve mogu�e boje kojima se on mo�e obojiti. Ako su
sve boje ve� iskorix�ene za susede tog qvora, zapoqeto 3-boje�e se ne mo�e
kompletirati. U protivnom, qvor bojimo jednom od mogu�ih boja (jednom
po jednom) i rexavamo preostale probleme (koji imaju po 𝑘 − 1 neobojeni
qvor) indukcijom.
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3− 𝑏𝑜𝑗𝑒𝑛𝑗𝑒(𝐺,𝑈)
ulaz: 𝐺 = (𝑉,𝐸) - neusmereni graf,

𝑈 - skup obojenih qvorova (na poqetku prazan)
izlaz: pridru�iva�e jedne od tri boja svakom qvoru
1 if 𝑈 = 𝑉 then
2 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡 \boje�e je zavrxeno"
3 prekid svih rekurzivnih poziva
4 else
5 izabrati neki qvor 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑣 /∈ 𝑈
6 for 𝐶 ← 1 to 3 do
7 if nijedan sused 𝑣 nije obojen bojom 𝐶 then
8 neka je 𝑈1 skup dobijen od skupa 𝑈 dodava�em qvora 𝑣 obojenog bojom 𝐶
9 3-boje�e(𝐺,𝑈1)

Nije texko na�i primer grafa i redosled �egovih qvorova, takav da
se pri boje�u grafa dobija stablo sa eksponencijalnim brojem temena.
Ovo je qesta situacija u algoritmima pretrage. Jedino se mo�emo nadati
da �emo, ako stablo budemo obilazili na pogodan naqin, na rexe�e brzo
nai�i. Algoritam koji smo opisali ne precizira naqin izbora slede�eg
qvora. Poxto se kao slede�i mo�e izabrati proizvo	an qvor, imamo iz-
vesnu fleksibilnost, koja se mo�e iskoristiti za primenu odgovaraju�e
heuristike. Heuristika je deo algoritma koji ne garantuje da �e se do
rexe�a do�i efikasnije, ali se pretpostav	a na osnovu iskustva ili
neke analize da je pretraga na taj naqin efikasnija. U ovom primeru
heuristika bi mogla da bude da se u svakom koraku za boje�e bira qvor
koji ima najvixe neobojenih suseda ili recimo qvor qiji su susedi ve�
obojeni najve�im brojem razliqitih boja.

6.4.4 Boje�e grafa minimalnim brojem boja

Posmatrajmo opxti problem boje�a grafa: ci	 je prona�i najma�i
broj boja potreban za boje�e zadatog grafa, a ne ustanoviti da li je graf
mogu�e obojiti sa tri boje. Mo�e se formirati stablo sliqno kao za 3-
boje�e, ali broj sinova svakog temena mo�e da bude vrlo veliki. Svaki
novi qvor mo�e se obojiti nekom od ve� korix�enih boja (sem ako je neki
od �egovih suseda ve� obojen tom bojom), ili novom bojom. Prema tome,
algoritam za 3-boje�e me�a se na dva mesta:

1. konstanta 3 zame�uje se brojem do sada korix�enih boja, i

2. algoritam se ne zavrxava u trenutku kad je 𝑉 = 𝑈 , jer je mogu�e da
postoji bo	i naqin da se oboji graf.

Potexko�e izaziva qi�enica da u algoritmu dolazi do vra�a�a unazad
samo kad se do�e do lista u stablu (odnosno kad je 𝑉 = 𝑈), jer se nova boja
uvek mo�e dodeliti qvoru. Prema tome, skoro je sigurno da �e ovakav
algoritam biti vrlo neefikasan (sem ako je graf vrlo gust). Efikasnost
algoritma mo�e da pobo	xa slede�e opa�a�e. Pretpostavimo da smo
proxli deo stabla do nekog lista i tako pronaxli ispravno boje�e sa
𝑘 boja. Pretpostavimo da	e da smo posle vra�a�a unazad krenuli drugim
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putem, i tako doxli do qvora koji zahteva uvo�e�e (𝑘 + 1)-e boje. U tom
trenutku mo�e se napraviti korak nazad (izvrxiti odseca�e), jer je ve�
poznato bo	e rexe�e. Prema tome, 𝑘 slu�i kao granica za pretragu.

U opxtem sluqaju u svakom temenu stabla varijanti izraqunavamo do�u
granicu za najbo	e rexe�e na koje se mo�e nai�i me�u sledbenicima tog
temena. Ako je ta do�a granica ve�a od nekog ve� na�enog rexe�a, qinimo
korak nazad (vrximo odseca�e). Va�an naqin da se algoritam grana�a
sa odseca�em uqini efikasnim je izraqunava�e dobrih do�ih granica,
odnosno izbor dobre ograniqavaju�e funkcije; ako se tra�i minimum,
onda se tra�e dobre gor�e granice. Drugi va�an element je nala�e�e
dobrog redosleda obilaska, koji omogu�uje brzo pronala�e�e dobrih re-
xe�a, a time i ranije napuxta�e neperspektivnih podstabala.

6.4.5 (0,1) problem ranca

Podsetimo se problema ranca. Neka je dat niz vrednosti artikala 𝑉 =
[𝑣1, 𝑣2, . . . 𝑣𝑛], niz te�ina artikala 𝑊 = [𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛] i kapacitet ranca
𝑀 . Sve ove vrednosti su pozitivni celi brojevi. Potrebno je odrediti
vektor (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑥𝑖 ∈ {0, 1} tako da va�i

∑︀
𝑤𝑖𝑥𝑖 ≤ 𝑀 , a da vrednost

sume
∑︀

𝑣𝑖𝑥𝑖 bude maksimalna. Ka�emo da 𝑛-torka [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] nula i
jedinica predstav	a prihvat	ivo rexe�e ako je

∑︀
𝑤𝑖𝑥𝑖 ≤𝑀 .

Jednostavan algoritam za rexava�e ovog problema sastoji se od ispro-
bava�a svih 2𝑛 mogu�ih 𝑛-torki nula i jedinica (videti [3]). To mo�emo
uraditi tako xto �emo prvo izabrati vrednost za 𝑥1, zatim za 𝑥2 itd.
Pretraga sa vra�a�em predstav	a jednostavan metod za generisa�e svih
mogu�ih 𝑛-torki. Nakon xto se svaka 𝑛-torka generixe, proverava se da
li je prihvat	iva. Ako jeste prihvat	iva, onda se �ena vrednost poredi
sa trenutno najbo	im rexe�em. Najbo	e teku�e rexe�e se a�urira kad
god se na�e bo	e prihvat	ivo rexe�e.

Oznaqimo sa 𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] teku�u kompletiranu 𝑛-torku koja
se konstruixe, a sa 𝑉 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖 �enu vrednost. Neka je 𝑂𝑝𝑡𝑋

trenutno najbo	e rexe�e, a 𝑂𝑝𝑡𝑉 vrednost tog rexe�a. U nastavku sledi
kod jednostavnog rekurzivnog algoritma za rexava�e ovog problema.

𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐1(𝑙)
𝑉 - vektor vrednosti artikala, 𝑊 - vektor te�ina artikala,
𝑀 - kapacitet ranca (globalne promen	ive)
ulaz: 𝑙 - redni broj koordinate koju trenutno postav	amo
izlaz: 𝑂𝑝𝑡𝑉 - vrednost optimalnog rexe�a,

𝑂𝑝𝑡𝑋 -vrednost torke za koju se posti�e optimalna vrednost
1 if 𝑙 = 𝑛 + 1 then
2 if

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖 ≤𝑀 then

3 𝑉 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒←
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖

4 if 𝑉 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 > 𝑂𝑝𝑡𝑉 then
5 𝑂𝑝𝑡𝑉 ← 𝑉 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒
6 𝑂𝑝𝑡𝑋 ← [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]
7 else
8 𝑥𝑙 ← 1
9 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐1(𝑙 + 1)
10 𝑥𝑙 ← 0
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11 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐1(𝑙 + 1)

Pre poziva algoritma treba postaviti vrednost 𝑂𝑝𝑡𝑉 na nula, a onda
pozvati algoritam 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐1(1) da bi se rexila instanca problema. Rekur-
zivni pozivi implicitno grade stablo prostora sta�a. Za 𝑛 = 3 ovo stablo
je prikazano na slici 6.15.

Slika 6.15: Stablo prostora sta�a za 𝑛 = 3.

Predlo�eni algoritam generixe 2𝑛 binarnih 𝑛-torki. Potrebno je
𝑂(𝑛) koraka da se svako rexe�e proveri, te je stoga asimptotski vreme
izvrxava�a ovog algoritma 𝑂(𝑛2𝑛). Primetimo da nisu sve 𝑛-torke nula
i jedinica prihvat	ive, pa bi jednostavna modifikacija ovog algoritma
mogla to da uzme u obzir. Za problem ranca primetimo da mora da va�i:

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖 ≤𝑀

za svako parcijalno rexe�e [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑙−1]. Drugim reqima, mo�emo pro-
veriti parcijalna rexe�a da vidimo da li je zadovo	en kriterijum pri-
hvat	ivosti. Ako je 𝑙 ≤ 𝑛 uvodimo oznaku:

𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 =

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖

U izme�enom algoritmu proverava se prihvat	ivost pre nego xto se
napravi rekurzivni poziv. Ovaj algoritam se poziva sa 𝑙 = 1 i𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 =
0.

𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐2(𝑙,𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒)
𝑉 - vektor vrednosti artikala, 𝑊 - vektor te�ina artikala,
𝑀 - kapacitet ranca, 𝑋 - vektor rexe�a (globalne promen	ive)
ulaz: 𝑙 - redni broj koordinate koju trenutno postav	amo

𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 - teku�a te�ina ranca
izlaz: 𝑂𝑝𝑡𝑉 - vrednost optimalnog rexe�a,

𝑂𝑝𝑡𝑋 -vrednost torke za koju se posti�e optimalna vrednost
1 if 𝑙 = 𝑛 + 1 then
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2 if
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖 > 𝑂𝑝𝑡𝑉 then
3 𝑂𝑝𝑡𝑉 ←

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖

4 𝑂𝑝𝑡𝑋 ← [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]
5 else
6 if 𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 + 𝑤𝑙 ≤𝑀 then
7 𝑥𝑙 ← 1
8 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐2(𝑙 + 1,𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 + 𝑤𝑙)
9 𝑥𝑙 ← 0
10 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐2(𝑙 + 1,𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒)
11 else
12 𝑥𝑙 ← 0
13 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐2(𝑙 + 1,𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒)

Kad god je 𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 + 𝑤𝑙 > 𝑀 imamo odseca�e. To znaqi da se jedan
od dva rekurzivna poziva (onaj koji odgovara 𝑥𝑙 = 1) ne izvodi. Odseca�e
se mo�e uraditi u jox nekim situacijama, korix�e�em ograniqavaju�ih
funkcija. Oznaqimo sa 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡(𝑋) vrednost proizvo	nog prihvat	ivog
rexe�a 𝑋. Za svako parcijalno prihvat	ivo rexe�e 𝑋 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑙−1]
oznaqimo sa 𝑃 (𝑋) maksimalnu vrednost proizvo	nog rexe�a koje je potomak
𝑋 u stablu prostora sta�a. Drugim reqima 𝑃 (𝑋) oznaqava maksimalnu
vrednost 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡(𝑋 ′), gde je 𝑋 ′ = [𝑥′

1, . . . , 𝑥
′
𝑛] takvo da je 𝑥𝑖 = 𝑥′

𝑖 za 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑙− 1. U principu 𝑃 (𝑋) bi se moglo izraqunati prolaskom kroz podstablo
sa korenom𝑋. Da bismo ovo izbegli, koristi�emo ograniqavaju�u funkciju.
Ograniqavaju�a funkcija je realna funkcija koju oznaqavamo sa 𝐵 de-
finisana na skupu sta�a u stablu za koju va�i: za svako prihvat	ivo
rexe�e 𝑋, 𝐵(𝑋) ≥ 𝑃 (𝑋). Drugim reqima, 𝐵(𝑋) je gor�a granica za
vrednost dostupnog rexe�a koje je potomak parcijalnog niza 𝑋. Kada
se zna neka ograniqavaju�a funkcija, ta funkcija se mo�e iskoristiti
za odseca�e u stablu sta�a. Pretpostavimo da smo u nekoj fazi pretrage
i da imamo teku�e parcijalno rexe�e 𝑋 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑙−1] i da je 𝑂𝑝𝑡𝑉
teku�a optimalna vrednost. Uvek kada va�i𝐵(𝑋) ≤ 𝑂𝑝𝑡𝑉 , va�i i 𝑃 (𝑋) ≤
𝐵(𝑋) ≤ 𝑂𝑝𝑡𝑉 , odnosno nijedan potomak ne mo�e popraviti teku�u opti-
malnu vrednost. Stoga mo�emo odse�i celo teku�e podstablo.

Pokaza�emo sada kako definisati efikasnu ograniqavaju�u funkciju
za problem ranca korix�e�em razlom	enog problema ranca, qija je for-
mulacija problema ista kao za (0, 1) problem ranca, samo umesto uslova
𝑥𝑖 ∈ {0, 1} imamo uslov 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 1. Podsetimo se da se razlom	eni problem
ranca mo�e efikasno rexiti pohlepnim algoritmom u kojem artikle
posmatramo u nerastu�em redosledu odnosa vrednosti prema te�ini.

Neka 𝑅𝑎𝑧𝑙𝑜𝑚𝑙𝑗𝑒𝑛𝑖(𝑘; 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘,𝑀) oznaqava optimalno re-
xe�e razlom	enog problema ranca za proizvo	nu instancu me�u onima
koje sadr�e neke od prvih 𝑘 predmeta (one predmete kojima odgovara
jedinica na odgovaraju�oj koordinati u vektoru 𝑋). Ovaj algoritam ko-
ristimo za definisa�e ograniqavaju�e funkcije na slede�i naqin: za
prihvat	ivo parcijalno rexe�e 𝑋 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑙−1] (0,1) problema ranca,
definixemo:
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𝐵(𝑥) =

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖𝑥𝑖 + 𝑅𝑎𝑧𝑙𝑜𝑚𝑙𝑗𝑒𝑛𝑖(𝑛− 𝑙 + 1, 𝑣𝑙, . . . , 𝑣𝑛, 𝑤𝑙, . . . , 𝑤𝑛,𝑀 −
𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖)

= 𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 + 𝑅𝑎𝑧𝑙𝑜𝑚𝑙𝑗𝑒𝑛𝑖(𝑛− 𝑙 + 1, 𝑣𝑙, . . . , 𝑣𝑛, 𝑤𝑙, . . . , 𝑤𝑛,𝑀 −𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒)

Ovde je 𝐵(𝑋) jednako sumi ve� dobijenih vrednosti za objekte 1, . . . , 𝑙−1
i vrednosti preostalih 𝑛−𝑙+1 objekata, korix�e�em preostalog kapaciteta
𝑀 −𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒, ali dozvo	ava�em necelobrojnih vrednosti za 𝑥𝑖. Na ovaj
naqin mo�emo dobiti ve�u vrednost, stoga je 𝐵(𝑋) ≥ 𝑉 (𝑋), gde je sa 𝑉 (𝑋)
oznaqena vrednost rexe�a 𝑋 i 𝐵 je zaista ograniqavaju�a funkcija. S
obzirom na to da ju je lako izraqunati, korisna je za odseca�e.

Vratimo se sada na rexava�e (0,1) problema ranca. Pre nego xto
zapoqnemo algoritam pretrage, korisno je sortirati objekte u opadaju�em
redosledu odnosa vrednosti i te�ine. Stoga za objekte 𝑙, ..., 𝑛 za koje se
izraqunava ograniqavaju�a funkcija va�i da su ve� dati u odgovaraju�em
redosledu, tj. va�i 𝑣1

𝑤1
≥ . . . ≥ 𝑣𝑛

𝑤𝑛
.

𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐3(𝑙,𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒)
𝑉 - vektor vrednosti artikala, 𝑊 - vektor te�ina artikala,
𝑀 - kapacitet ranca, 𝑋 - vektor rexe�a (globalne promen	ive)
ulaz: 𝑙 - redni broj koordinate koju trenutno postav	amo

𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 - teku�a te�ina ranca
izlaz: 𝑂𝑝𝑡𝑉 - vrednost optimalnog rexe�a,

𝑂𝑝𝑡𝑋 -vrednost torke za koju se posti�e optimalna vrednost
1 if 𝑙 = 𝑛 + 1 then
2 if

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖 > 𝑂𝑝𝑡𝑉 then

3 𝑂𝑝𝑡𝑉 ←
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖

4 𝑂𝑝𝑡𝑋 ← [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]
5 else

6 𝐵 ←
∑︀𝑙−1

𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖 + 𝑅𝑎𝑧𝑙𝑜𝑚𝑙𝑗𝑒𝑛𝑖(𝑛− 𝑙 + 1, 𝑣𝑙, . . . , 𝑣𝑛, 𝑤𝑙, . . . , 𝑤𝑛,𝑀 −𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒)
7 if 𝐵 ≤ 𝑂𝑝𝑡𝑉 then
8 return {odseca�e jer nema bo	eg rexe�a}
9 if 𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 + 𝑤𝑙 ≤𝑀 then
10 𝑥𝑙 ← 1
11 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐3(𝑙 + 1,𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒 + 𝑤𝑙)
12 if 𝐵 ≤ 𝑂𝑝𝑡𝑉 then
13 return
14 𝑥𝑙 ← 0
15 𝑅𝑎𝑛𝑎𝑐3(𝑙 + 1,𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒)

Va�no je napomenuti da se uslov odseca�a 𝐵 ≤ 𝑂𝑝𝑡𝑉 proverava pre
svakog rekurzivnog poziva. Ovo se radi zato xto se vrednost 𝑂𝑝𝑡𝑉 mo�e
pove�ati kako algoritam napreduje, te stoga proveravamo da li mo�emo
vrxiti odseca�e prilikom svake pripreme izbora vrednosti za 𝑥𝑙.

Primer 6.5 (Primer rexava�a (0,1) problema ranca). Pretpostavimo da
na raspolaga�u imamo pet objekata te�ina redom 11, 12, 8, 7, 9, vrednosti
23, 24, 15, 13, 16 i kapacitet ranca 𝑀 = 26. Primetimo da su objekti
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ve� pore�ani u opadaju�em redosledu vrednosti po jedinici te�ine. Na
slici 6.16 prikazano je stablo prostora sta�a koje se obilazi u redosledu
kao xto je dato u algoritmu Ranac3. U svakom qvoru bele�imo teku�e
vrednosti za 𝑋, 𝐵(𝑋) i 𝑊 𝑡𝑒𝑘𝑢𝑐𝑒.

Primetimo da se odseca�e korix�e�em ograniqavaju�e funkcije u
ovom primeru doga�a u tri grupe temena:

1. U trenutku kada je𝑋 = [1, 0] i [1, 0, 1], najbo	a ve� prona�ena vrednost
je 𝑂𝑝𝑡𝑉 = 51. S obzirom na to da je 𝐵(𝑋) = 51, drugi rekurzivni
poziv se ne izvodi. Stoga se podstabla sa korenom [1, 0, 0] i [1, 0, 1, 0]
odsecaju.

2. Kada je 𝑋 = [0], imamo da va�i 𝑂𝑝𝑡𝑉 = 51 i 𝐵(𝑋) = 50.14 < 51,
stoga se ne izvode rekurzivni pozivi. Podstablo sa korenom [0] se
odseca.

3. Tako�e, odseca�e zbog premaxenog kapaciteta se jav	a u qvorovima
[1, 1], [1, 1, 0], [1, 1, 0, 0] i [1, 0, 1, 1]. U svakom od ovih qvorova prvi
rekurzivni poziv za 𝑥𝑙 = 1 se ne izvodi.

Slika 6.16: Stablo prostora sta�a za Ranac3.





Glava 7

Generisa�e kombinatornih

objekata

Algoritmi za generisa�e kombinatornih objekata (kao xto su permutacije,
varijacije, kombinacije) oduvek su privlaqili pa��u. Nama su intere-
santni kao komponenta algoritama zasnovanih na gruboj sili, odnosno
kao primeri algoritama pretrage (pretrage sa vra�a�em). Problem koji
razmatramo je generisa�e svih objekata datog tipa { na primer, svih
permutacija reda 𝑛, odnosno kombinacija, particija i varijacija.

7.1 Uvod

U vezi sa slo�enox�u ovih algoritama mo�e se razmatrati slo�enost
generisa�a, odnosno slo�enost lista�a svih objekata. Na primer, opti-
malni algoritam za generisa�e svih permutacija reda 𝑛 bio bi slo�enosti
𝑂(𝑛!), a algoritam za �ihovo lista�e slo�enosti 𝑂(𝑛 · 𝑛!), jer je ispis
svake permutacije du�ine 𝑛 slo�enosti 𝑂(𝑛). Ako je 𝑃 broj instanci
kombinatornog objekta, a 𝑁 proseqna veliqina instance, onda se ka�e
da algoritam lista sve instance za asimptotski optimalno vreme ako je
slo�enost algoritma 𝑂(𝑁 · 𝑃 ).

Me�u nizovima 𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑝 i 𝑏 = 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑞 elemenata iz ure�enog
skupa leksikografski poredak se definixe na slede�i naqin: 𝑎 pret-
hodi 𝑏 (odnosno 𝑎 < 𝑏) ako i samo ako postoji indeks 𝑖 takav da je 𝑎𝑗 = 𝑏𝑗 za
𝑗 < 𝑖 i va�i 𝑖 = 𝑝+1 ≤ 𝑞 ili 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖. Na primer, 11 < 112 < 221 (ovde je 𝑖 =
3, odnosno 𝑖 = 1). Ovaj poredak se koristi za utvr�iva�e redosleda reqi u
reqniku. Na primer, leksikografski redosled podskupova skupa {1, 2, 3}
predstav	enih kao skupova bio bi: ∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 3}, {2}, {2, 3},
{3}. U binarnoj notaciji redosled je nexto drugaqiji: 000, 001, 010, 011,
100, 101, 110, 111, xto odgovara podskupovima ∅, {3}, {2}, {2, 3}, {1},
{1, 3}, {1, 2}, {1, 2, 3}. Kao xto se vidi, leksikografski redosled objekata
zavisi od naqina �ihovog predstav	a�a { razliqitim notacijama mogu
da odgovaraju razliqiti redosledi istih objekata.

Algoritmi za generisa�e kombinatornih objekata mogu da budu rekur-
zivni ili iterativni. Iterativni algoritmi obiqno omogu�avaju bo	u
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kontrolu nad naqinom generisa�a narednog objekta, polaze�i od teku�eg.
Mi �emo ovde razmatrati iterativne algoritme.

Skoro svi algoritmi za generisa�e se zasnivaju na jednoj od slede�e
tri ideje:

∙ korix�e�e nekog naqina numerisa�a (pridru�iva�a uzastopnih ce-
lih brojeva objektima). Na primer, binarnim trojkama odgovaraju
celi brojevi 0, 1, 2, . . . , 7, pa se trojke mogu generisati tako xto se
redom za 𝑖 = 0, 1, . . . , 7 formira trocifreni binarni zapis broja 𝑖

∙ leksikografsko a�urira�e; pronalazi se najdesniji element instan-
ce koji treba \a�urirati" ili premestiti na novu poziciju. Tako
se, na primer, naredna binarna trojka u nizu trojki 000, 001, . . . , 111
dobija tako xto se najdesnija nula zameni jedinicom, pa se iza �e
dopixu nule

∙ pravilo najma�e promene; prelaz izme�u uzastopnih objekata vrxi
se pomo�u najma�eg broja izmena; primeri primene ovog pravila su:

{ generisa�e u obliku Grejovog koda, kada su promene teorijski
najma�e mogu�e. Na primer, u nizu binarnih trojki 000, 001, 011,
010, 110, 111, 101, 100 svake dve uzastopne trojke razlikuju se na
taqno jednoj poziciji

{ transpozicije, kada se naredna instanca dobija zamenom para
elemenata (ne obavezno susednih). Na primer, u nizu permutacija
123, 132, 231, 213, 312, 321 svaka permutacija se od prethodne dobija
jednom transpozicijom.

{ zamena para susednih elemenata. Na primer, u nizu permutacija
123, 132, 312, 321, 231, 213 svaka permutacija se od prethodne do-
bija jednom zamenom susednih elemenata.

I algoritmi koji su zasnovani na numerisa�u objekata se dr�e leksi-
kografskog poretka. Prema tome, algoritmi za generisa�e kombinatornih
objekata mogu da se podele na one koji se dr�e leksikografskog redosleda
i one koji se dr�e pravila najma�e promene. Oba tipa algoritama imaju
svoje prednosti, pa izbor zavisi od primene.

Mnogi problemi zahtevaju u okviru rexe�a potpunu pretragu varijanti.
Tipiqni primeri takvih problema su problem 8 dama, tra�e�e puta kroz
lavirint, izbor predmeta kojima bi se popunio ranac datog kapaciteta.
Za neke od problema ne zna se algoritam polinomijalne slo�enosti, pa za
�ihovo rexava�e preostaje neki oblik potpune pretrage. Poxto je obiqno
broj rexe�a koje treba proveriti eksponencijalna funkcija od veliqine
ulaza, potrebno je koristiti neku strategiju sistematiqne pretrage, da
bi se pove�ala efikasnost potpune pretrage. Jedna takva strategija je
pretraga (sa vra�a�em), postupak koji radi sa parcijalnim rexe�ima
problema. Rexe�e se proxiruje u ve�e parcijalno rexe�e ako to mo�e da
dovede do kompletnog rexe�a { ta faza se zove faza proxiriva�a. Ako
proxiriva�e teku�eg rexe�a nije mogu�e ili je dostignuto kompletno
rexe�e a tra�i se i naredno rexe�e, onda se vrxi povratak na kra�e
parcijalno rexe�e i pokuxava se ponovo { ova faza naziva se fazom
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skra�iva�a. Pretraga je obiqno povezana sa leksikografskim poretkom
instanci. Opxti oblik ove strategije pretrage mo�e se opisati slede�im
kodom:

1 inicijalizacija
2 repeat
3 if teku�e parcijalno rexe�e se mo�e proxiriti then
4 proxiriva�e
5 else
6 skra�iva�e
7 if teku�e rexe�e je prihvat	ivo then
8 odxtampaj ga
9 until pretraga je zavrxena

7.2 Podskupovi i particije

Bez sma�e�a opxtosti mo�e se pretpostaviti da je zadatak izlistati
sve podskupove skupa {1, 2, . . . , 𝑛}. Svaki podskup mo�e se predstaviti kao
niz 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑟 ≤ 𝑛. Podskup sa
taqno𝑚 elemenata je (𝑚,𝑛)-podskup. Na primer, za 𝑛 = 5 leksikografski
redosled podskupova je slede�i:

1 12 123 1234 12345

1235

124 1245

125

13 134 1345

135

14 145

15

2 23 234 2345

235

24 245

25

3 34 345

35

4 45

5

U fazi proxire�a algoritam xtampa podskupove u istom redu sleva
udesno. Ako je posled�i element u podskupu 𝑛, algoritam prelazi u novi
red { to je faza skra�iva�a.
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𝑃𝑜𝑑𝑠𝑘𝑢𝑝𝑜𝑣𝑖(𝑛)
1 𝑟 ← 0; 𝑥𝑟 ← 0 {zbog pogodnosti se koristi 𝑥0}
2 repeat
3 if 𝑥𝑟 < 𝑛 then
4 𝑥𝑟+1 ← 𝑥𝑟 + 1; 𝑟 ← 𝑟 + 1 { proxiriva�e }
5 else
6 𝑟 ← 𝑟 − 1;𝑥𝑟 ← 𝑥𝑟 + 1 { skra�iva�e }
7 odxtampati 𝑥1, 𝑥2, . . . 𝑥𝑟

8 until 𝑥1 = 𝑛

Za generisa�e (𝑚,𝑛)-podskupova treba promeniti instrukciju if na
slede�i naqin:

if 𝑥𝑟 < 𝑛 and 𝑟 < 𝑚 then
𝑥𝑟 ← 𝑥𝑟 + 1; 𝑟 ← 𝑟 + 1 { proxiriva�e }

elseif 𝑥𝑟 < 𝑛 then
𝑥𝑟 ← 𝑥𝑟 + 1 { preskok }

else
𝑟 ← 𝑟 − 1;𝑥𝑟 ← 𝑥𝑟 + 1 { skra�iva�e }

Uvedena faza \preskok" se koristi kada se sa jednog podskupa prelazi
na podskup u nekom kasnijem redu, preskaqu�i podskupove sa vixe od
𝑚 elemenata. Na primer, za 𝑚 = 3, 𝑛 = 5 rezultat su prve tri kolone
prethodne tabele.

Razmotrimo sada algoritam za generisa�e varijacija. Svaka (𝑚,𝑛)-
varijacija elemenata skupa {1, 2, . . . , 𝑛} mo�e se predstaviti nizom 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚,
gde je 1 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝑛. Naredna varijacija koja sledi posle 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚 mo�e
se odrediti tako xto se prona�e najve�i indeks 𝑡 takav da je 𝑧𝑡 < 𝑛, xto
znaqi da se 𝑧𝑡 mo�e pove�ati; indeks 𝑡 je prelomna taqka (eng. turning
point). Vrednost 𝑧𝑡 pove�ava se za jedan, a nove vrednosti 𝑧𝑖 za 𝑖 > 𝑡
su 1. Na primer, posle (4,3) varijacije 2133 sledi qetvorka 2211 i ovde
je prelomna taqka 2: najdesniji elemenat razliqit od 3 je 1, element sa
indeksom 2). Algoritam se mo�e opisati slede�im kodom:

𝑉 𝑎𝑟𝑖𝑗𝑎𝑐𝑖𝑗𝑒(𝑚,𝑛)
1 for 𝑖← 0 to 𝑚 do 𝑧𝑖 ← 1
2 repeat
3 odxtampati 𝑧1𝑧2 . . . 𝑧𝑚
4 𝑡← 𝑚
5 while 𝑧𝑡 = 𝑛 do 𝑡← 𝑡− 1
6 𝑧𝑡 ← 𝑧𝑡 + 1
7 for 𝑖← 𝑡 + 1 to 𝑚 do 𝑧𝑖 ← 1
8 until 𝑡 = 0

Podskupovi se mogu izlistati i u obliku binarnih nizova, pri qemu
svaka jedinica odgovara elementu podskupa. Na primer, podskup {1, 3, 4} za
𝑛 = 5 mo�e se predstaviti nizom 11010. Prema tome, podskupovi odgovaraju
celim brojevima zapisanim binarno. Jednostavni rekurzivni algoritam
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za generisa�e (redosledom koji je suprotan od leksikografskog) svih bi-
narnih 𝑛-torki mo�e se opisati slede�im kodom:

𝐵𝑖𝑛𝑎𝑟𝑛𝑖 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑜𝑣𝑖(𝑛)
1 if 𝑛 = 0 then odxtampati 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛
2 else
3 𝑐𝑛 ← 0;𝐵𝑖𝑛𝑎𝑟𝑛𝑖 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑜𝑣𝑖(𝑛− 1)
4 𝑐𝑛 ← 1;𝐵𝑖𝑛𝑎𝑟𝑛𝑖 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑜𝑣𝑖(𝑛− 1)

Zadati prirodan broj 𝑛 mo�e se na vixe naqina predstaviti u obliku
zbira prirodnih brojeva (svojih delova): 𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑚. Ovakva
predstava zove se particija ako redosled sabiraka nije bitan. Na primer,
broj 5 ima sedam particija:

5, 4 + 1, 3 + 2, 3 + 1 + 1, 2 + 2 + 1, 2 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 + 1

Ako je redosled sabiraka bitan, onda se predstave broja 𝑛 u obliku
zbira zovu celobrojne kompozicije. Na primer, kompozicije broja 5
su:

5, 4+1, 1+4, 3+2, 2+3, 3+1+1, 1+3+1, 1+1+3, 2+2+1, 2+1+2, 1+2+2,

2 + 1 + 1 + 1, 1 + 2 + 1 + 1, 1 + 1 + 2 + 1, 1 + 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 1 + 1 + 1

Kompozicije broja 𝑛 u 𝑚 delova su predstave broja 𝑛 u obliku zbira
taqno 𝑚 sabiraka. Te kompozicije se mogu predstaviti u obliku 𝑛 =
𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑚, gde je 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥𝑚 > 0. Pokaza�emo sada kakva veza
postoji izme�u celobrojnih kompozicija i kombinacija ili podskupova, u
zavisnosti da li je fiksiran broj sabiraka.

Posmatrajmo kompoziciju 𝑛 = 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑚, gde je 𝑚 fiksirano ili
nije fiksirano. Neka je 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 niz sa 𝑖-tim qlanom: 𝑦𝑖 = 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑖,
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Oqigledno je 𝑦𝑚 = 𝑛. Niz 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚−1 je podskup skupa
{1, 2, . . . , 𝑛− 1}.

∙ Ako broj delova𝑚 nije fiksiran, onda kompozicije broja 𝑛 u proizvo	an
broj delova odgovaraju podskupovima skupa {1, 2, . . . , 𝑛 − 1} i �ihov
broj je 2𝑛−1.

∙ Ako je broj delova 𝑚 fiksiran, onda su nizovi 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚−1 kombina-
cije 𝑚−1 od 𝑛−1 elemenata iz skupa {1, 2, . . . , 𝑛−1} i �ihov broj je(︀
𝑛−1
𝑚−1

)︀
. Svaki niz 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 se lako mo�e dobiti od niza 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚,

jer je 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖−𝑦𝑖−1 (mo�e se smatrati da je 𝑦0 = 0). Na primer, (3, 5)-
kompozicijama 3 + 1 + 1, 1 + 3 + 1, 1 + 1 + 3, 2 + 2 + 1, 2 + 1 + 2, 1 + 2 + 2
(nizovima 𝑥1,𝑥2,𝑥3) odgovaraju nizovi 3, 4, 5; 1, 4, 5; 1, 2, 5; 2, 4, 5; 2, 3, 5;
1, 3, 5 (nizovi 𝑦1,𝑦2,𝑦3), koji svi imaju 5 kao posled�i element, a qiji
prefiksi du�ine dva qine svih xest (2,4)-kombinacija.

Prema tome, za generisa�e kompozicija broja 𝑛 mo�e se iskoristiti
algoritam za generisa�e podskupova ili algoritam za generisa�e kombi-
nacija.
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7.3 Kombinacije

Proizvo	na (𝑚,𝑛)-kombinacija elemenata skupa {1, 2, . . . , 𝑛} mo�e se
predstaviti nizom 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚, gde je 1 ≤ 𝑧1 < 𝑧2 < . . . < 𝑧𝑚 ≤ 𝑛. Iz
ovih nejednakosti sledi da je 𝑧𝑚−1 ≤ 𝑛 − 1, 𝑧𝑚−2 ≤ 𝑛 − 2, 𝑧𝑚−3 ≤ 𝑛 − 3,
odnosno uopxte 𝑧𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑚 + 𝑖 za 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Broj (𝑚,𝑛)-kombinacija je(︀
𝑛
𝑚

)︀
= 𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)! . Razmotrimo sada algoritam za generisa�e kombinacija

leksikografskim redosledom. Da bi se odredila naredna kombinacija
posle kombinacije 𝑧1, 𝑧2, . . . 𝑧𝑚 pronalazi se najve�i indeks 𝑡 takav da je
𝑧𝑡 < 𝑛−𝑚+𝑡, odnosno najve�i indeks 𝑡 takav da se 𝑧𝑡 mo�e pove�ati; indeks
𝑡 nazivamo prelomna taqka. Poxto se 𝑧𝑡 pove�a za jedan, iza �ega slede
elementi 𝑧𝑡 + 1, 𝑧𝑡 + 2, . . ., odnosno za 𝑖-ti element, 𝑖 ≥ 𝑡 je 𝑧𝑡 + 𝑖− 𝑡 + 1.

Na primer, niz (4,6)-kombinacija sa odgovaraju�im vrednostima 𝑡 pri-
kazana je u slede�oj tabeli:

1234 1235 1236 1245 1246 1256 1345 1346 1356 1456 2345 2346 2356 2456 3456

t=4 4 3 4 3 2 4 3 2 1 4 3 2 1 0

Jednostavnije je prelomnu taqku odrediti na osnovu prethodne prelomne
taqke. Mogu�a su dva sluqaja: ili je 𝑧𝑡 od svoje maksimalne vrednosti
𝑛−𝑚 + 𝑡 ma�e za bar 2, ili je ma�e za taqno 1.

Sluqaj 𝑧𝑡 < 𝑛 − 𝑚 + 𝑡 − 1 Tada se 𝑧𝑡 pove�ava za 1 i ne dosti�e svoju
maksimalnu vrednost, a elementi koji slede iza �ega su 𝑧𝑡 + 1, 𝑧𝑡 +
2, . . ., i nijedan od �ih ne dosti�e svoju maksimalnu vrednost, pa je
prelomna taqka 𝑡 za narednu kombinaciju jednaka 𝑚. Takav primer
je kombinacija 1256 iz gor�e tabele: 𝑡 = 2, 𝑧𝑡−3 je za 2 ma�e od svoje
maksimalne vrednosti 4. U narednoj kombinaciji 1345 svi elementi
su ma�i od svoje maksimalne vrednosti, pa je prelomna taqka 𝑡 = 4.

Sluqaj 𝑧𝑡 = 𝑛−𝑚 + 𝑡− 1

Tada se 𝑧𝑡 pove�ava za 1 i dosti�e svoju maksimalnu vrednost, a
elementi koji slede iza �ega su 𝑧𝑡 + 1, 𝑧𝑡 + 2, . . . (oni ne me�aju
svoje vrednosti!). Svi oni, kao i 𝑧𝑡, dostigli su svoju maksimalnu
vrednost, pa je prelomna taqka 𝑡 za narednu kombinaciju jednaka 𝑡−1.
Takav primer je kombinacija 1356 iz gor�e tabele: 𝑡 = 2, 𝑧𝑡 = 3 je za
1 ma�e od svoje maksimalne vrednosti 4, pa je naredna kombinacija
1456 (elementi posle 𝑧𝑡, 4, 5 i 6 nisu promenili svoje vrednosti!).
Nova prelomna taqka je za 1 ma�a od prethodne, odnosno 1.

Prema tome, algoritam se mo�e prikazati slede�im kodom.
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𝐾𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖𝑗𝑒(𝑚,𝑛)
1 𝑧0 ← 1; 𝑡← 𝑚
2 for 𝑖← 1 to 𝑚 do 𝑧𝑖 ← 𝑖
3 repeat
4 odxtampati 𝑧1𝑧2 . . . 𝑧𝑚
5 𝑧𝑡 ← 𝑧𝑡 + 1
6 if 𝑧𝑡 = 𝑛−𝑚 + 𝑡 then
7 𝑡← 𝑡− 1
8 else
9 for 𝑖← 𝑡 + 1 to 𝑚 do
10 𝑧𝑖 ← 𝑧𝑡 + 𝑖− 𝑡
11 𝑡← 𝑚
12 until 𝑡 = 0

Zapa�amo da se prelomna taqka uvek odre�uje posle samo jedne provere.

7.4 Permutacije

Niz 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 razliqitih elemenata je permutacija skupa {1, 2, . . . , 𝑛}
ako i samo ako je {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛} = {1, 2, . . . , 𝑛}. Na primer, xest permuta-
cija skupa {1, 2, 3} su 123, 132, 213, 231, 312, 321. Na osnovu opxteg metoda,
permutacije se leksikografskim redosledom mogu generisati na slede�i
naqin: permutacija koja sledi iza 𝑥1, 𝑥2, . . . 𝑥𝑛 odre�uje se tako xto se
prona�e najve�i indeks 𝑖 takav da je 𝑥𝑖 < 𝑥𝑖+1 (koji i u ovom sluqaju zovemo
prelomna taqka; ako takav indeks ne postoji, onda naredna permutacija
ne postoji). Zatim se pronalazi najma�i element 𝑥𝑗 , 𝑗 > 𝑖, takav da
je 𝑥𝑗 > 𝑥𝑖; elementi 𝑥𝑖 i 𝑥𝑗 zame�uju mesta. Posle toga se invertuje
redosled elemenata 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛 (koji su pre toga qinili opadaju�i niz).
Na primer, za permutaciju 3, 9, 4, 8, 7, 6, 5, 2, 1 prelomna taqka je 𝑥3 = 4, pa
se 𝑥3 zame�uje sa 𝑥7 = 5 (to je najma�i element iza 𝑥3 = 4 koji je ve�i od
�ega) i invertuje se redosled elemenata 8, 7, 6, 4, 2, 1; naredna permutacija
je 3, 9, 5, 1, 2, 4, 6, 7, 8. Algoritam se mo�e opisati narednim kodom:

𝑃𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑐𝑖𝑗𝑒(𝑛)
1 for 𝑖← 0 to 𝑛 do 𝑧𝑖 ← 𝑖 { zbog udobnosti se koristi 𝑧0 = 0}
2 while 𝑖 ̸= 0 do
3 odxtampati 𝑧1𝑧2 . . . 𝑧𝑛
4 𝑖← 𝑛− 1
5 while 𝑧𝑖 ≥ 𝑧𝑖+1 do 𝑖← 𝑖− 1
6 𝑗 ← 𝑛
7 while 𝑧𝑖 ≥ 𝑧𝑗 do 𝑗 ← 𝑗 − 1
8 zameniti 𝑧𝑖 i 𝑧𝑗
9 obrnuti redosled elemenata 𝑧𝑖+1, 𝑧𝑖+2, . . . , 𝑧𝑛

7.5 Zadaci za ve�bu

1. Pretpostavimo da u problemu odabira aktivnosti, umesto da uvek
biramo aktivnost koja se najranije zavrxava, biramo aktivnost koja
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najkasnije poqi�e, a koja je kompatibilna sa prethodnom odabranim
aktivnostima. Dokazati da i ovakva pohlepna strategija daje opti-
malno rexe�e.

2. Ne daje svaka pohlepna strategija u problemu odabira aktivnosti
optimalno rexe�e. Dati primer da naredne strategije ne daju opti-
malno rexe�e:

∙ pristup kojim se bira najkra�a aktivnost koja je kompatibilna
sa prethodno odabranim aktivnostima,

∙ pristup kojim se bira aktivnost koja se preklapa sa najma�e
preostalih aktivnosti,

∙ pristup kojim se bira aktivnost koja prva poqi�e.

3. Pretpostavimo da imamo na raspolaga�u skup aktivnosti koje treba
rasporediti unutar velikog broja sala za predava�e, pri qemu se
svaka od aktivnosti mo�e odr�ati u bilo kojoj od sala. �elimo da
rasporedimo sve aktivnosti korix�e�em xto ma�eg broja sala. Dati
efikasni pohlepni algoritam za utvr�iva�e koja aktivnost treba
da se odr�i u kojoj sali. Ovaj problem se naziva i problem boje�a
intervalnog grafa. Qvorovi intervalnog grafa su aktivnosti { in-
tervali, a granama su povezane nekompatibilne aktivnosti. Ci	
je odrediti najma�i mogu�i broj boja kojim je mogu�e obojiti sve
qvorove grafa, tako da nikoja dva susedna qvora nemaju istu boju.

4. Neka je dat skup aktivnosti. Konstruisati algoritam za raspore�i-
va�e aktivnosti kojim se minimizuje prosek vremena zavrxetka svih
aktivnosti. Svaka aktivnost se mora izvrxavati u kontinuitetu,
tj. jednom kada aktivnost 𝑎𝑖 krene sa radom, radi neprekidno tokom
vremena 𝑝𝑖. Dokazati da predlo�eni algoritam minimizuje proseqno
vreme zavrxetka i oceniti vremensku slo�enost predlo�enog algo-
ritma.

Razmotrimo izme�enu verziju problema u kojoj svaka od aktivnosti
mo�e da krene tek nakon nekog momenta 𝑟𝑖 i pritom je mogu�e neku
aktivnost na neko vreme suspendovati (proizvo	an broj puta) i nas-
taviti sa �enim radom kasnije. Konstruisati algoritam za raspo-
re�iva�e aktivnosti kojim se minimizuje prosek vremena zavrxetka
svih aktivnosti u ovom scenariju i oceniti vremensku slo�enost
ovog algoritma.

5. Pun rezervoar automobila omogu�ava prelazak 𝑋 kilometara. Kako
pre�i dati put sa xto ma�e zaustav	a�a radi sipa�a benzina, ako
znamo gde se na putu nalaze pumpe?

6. Opisati efikasni algoritam koji za dati skup {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} od 𝑛
taqaka na realnoj pravoj, odre�uje najma�i broj zatvorenih intervala
jediniqne du�ine koji sadr�e sve taqke.

7. Koji je optimalni Hafmanov kod za naredni skup frekvencija, koje
odgovaraju prvim elementima Fibonaqijevog niza?
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Slika 7.1: Kodno stablo za date frekvencije

𝑎 : 1, 𝑏 : 1, 𝑐 : 2, 𝑑 : 3, 𝑒 : 5, 𝑓 : 8, 𝑔 : 13, ℎ : 21

Kako glasi odgovor u opxtem sluqaju, kada su frekvencije prvih 𝑛
Fibonaqijevih brojeva?

Neka je 𝐹𝑛 𝑛-ti qlan Fibonaqijevog niza, 𝐹1 = 𝐹2 = 1. Indukcijom
se mo�e pokazati da va�i

∑︀𝑛
𝑖=1 𝐹𝑖 = 𝐹𝑛+2 − 1.

Baza indukcije: 𝐹1 + 𝐹2 = 1 + 1 = 2 = 3− 1 = 𝐹4 − 1

Induktivni korak: pretpostavimo da tvr�e�e va�i za sve pozitivne
brojeve ma�e od 𝑛. Onda je:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖 = 𝐹1 + 𝐹2 +

𝑛∑︁
𝑖=3

(𝐹𝑖−1 + 𝐹𝑖−2) = 2 +

𝑛∑︁
𝑖=3

𝐹𝑖−1 +

𝑛∑︁
𝑖=3

𝐹𝑖−2

= 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛 − 1 = 𝐹𝑛+2 − 1

Stoga �e, prilikom konstrukcije Hafmanovog koda, teku�a suma frek-
vencija uvek biti ma�a od svih preostalih listova osim najma�eg,
te �e najma�i list uvek biti kombinovan sa teku�em sumom. Stoga
�e kôd za 𝑖-to slovo biti 10𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

8. Posmatrajmo problem vra�a�a kusura od 𝑛 dinara korix�e�em naj-
ma�eg broja novqanica. Pretpostavimo da su raspolo�ive novqanice
u vrednostima koje su stepen broja 𝑐, tj. 𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑘 za neke cele
brojeve 𝑐 > 1 i 𝑘 ≥ 1. Pokazati da pohlepni pristup uvek daje
optimalno rexe�e.

Pohlepni algoritam za tra�e�e kusura od 𝑛 dinara odgovara pred-
stav	a�u broja 𝑛 u sistemu sa osnovom 𝑐: tra�i se novqanica 𝑐𝑗

tako da va�i: 𝑗 = max{0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 : 𝑐𝑖 ≤ 𝑛} koja je deo rexe�a a
onda rekurzivno rexe�e za kusur vrednosti 𝑛− 𝑐𝑗 . Doka�imo prvo
narednu lemu:
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Lema: Za 𝑖 = 0, 1, , . . . , 𝑘 neka je sa 𝑎𝑖 oznaqen broj novqanica vrednosti
𝑐𝑖 koje se koriste u optimalnom rexe�u. Tada za 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1
va�i 𝑎𝑖 < 𝑐.

Dokaz: Ako je 𝑎𝑖 ≥ 𝑐 za neko 0 ≤ 𝑖 < 𝑘, onda mo�emo popraviti

rexe�e korix�e�em jedne vixe novqanice od 𝑐𝑖+1 i 𝑐 ma�e novqanica
od 𝑐𝑖. Na ovaj naqin vrednost kusura ostaje neizme�ena, a sma�en je
broj novqanica za 𝑐− 1 > 0.

Da bismo pokazali da je pohlepno rexe�e optimalno, pokaza�emo da
svako drugo rexe�e nije optimalno. Neka je 𝑗 = max{0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 : 𝑐𝑖 ≤
𝑛}; tada pohlepno rexe�e koristi bar jednu novqanicu vrednosti 𝑐𝑗 .
Posmatrajmo nepohlepno rexe�e koje ne koristi novqanice vrednosti
𝑐𝑗 . Neka nepohlepno rexe�e koristi 𝑎𝑖 novqanica vrednosti 𝑐𝑖 za
𝑖 = 0, . . . , 𝑗 − 1. Tada je

∑︀𝑗−1
𝑖=0 𝑎𝑖𝑐

𝑖 = 𝑛. S obzirom na to da je 𝑛 ≥ 𝑐𝑗

va�i
∑︀𝑗−1

𝑖=0 𝑎𝑖𝑐
𝑖 ≥ 𝑐𝑗 . Pretpostavimo sad da je nepohlepno rexe�e

optimalno. Prema gor�oj lemi 𝑎𝑖 ≤ 𝑐− 1 za 𝑖 = 0, . . . , 𝑗 − 1. Stoga je:

𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑐
𝑖 ≤

𝑗−1∑︁
𝑖=0

(𝑐− 1)𝑐𝑖 = (𝑐− 1)

𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖 = (𝑐− 1)
𝑐𝑗 − 1

𝑐− 1
= 𝑐𝑗 − 1 < 𝑐𝑗

xto je u kontradikciji sa prethodnom pretpostavkom. Stoga nepohlepno
rexe�e nije optimalno.

9. Neka su data dva skupa 𝐴 i 𝐵 od kojih svaki sadr�i 𝑛 pozitivnih
celih brojeva. Dozvo	eno je preurediti redosled elemenata u sku-
povima na proizvo	an naqin. Nakon preure�iva�a neka je 𝑎𝑖 𝑖-ti
element skupa 𝐴, a 𝑏𝑖 𝑖-ti element skupa 𝐵. Ukupna dobit jednaka
je

∏︀𝑛
𝑖=1 𝑎

𝑏𝑖
𝑖 . Konstruisati algoritam kojim se maksimizuje ukupna

dobit i utvrditi �egovo vreme izvrxava�a.

10. Konstruisati algoritam ternarne pretrage koji ispituje da li se
neka vrednost nalazi u nizu brojeva ure�enih neopadaju�e na slede�i
naqin: poredi se vrednost koja se tra�i sa elementom niza na poziciji
𝑛/3, ukoliko je potrebno poredi se da	e sa elementom na poziciji
2𝑛/3 i na ovaj naqin polazni problem svodi na problem tri puta
ma�e dimenzije. Odrediti slo�enost ovog algoritma.

𝑇𝑒𝑟𝑛𝑎𝑟𝑛𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑡𝑟𝑎𝑔𝑎(𝑋,𝑛, 𝑧)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva ure�enih neopadaju�e, 𝑧 - broj koji se tra�i
izlaz: indeks 𝑖 takav da je 𝑋[𝑖] = 𝑧 ili 0 ako takav indeks ne postoji
1 return 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑡(𝑧,𝑋, 1, 𝑛)

𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑡(𝑧,𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)
ulaz: 𝑋 - niz od 𝑛 brojeva ure�enih neopadaju�e koji se razmatra

u granicama od 𝐿𝑒𝑣𝑖 do 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖, 𝑧 - broj koji se tra�i
izlaz: indeks 𝑖 takav da je 𝑋[𝑖] = 𝑧 ili 0 ako takav indeks ne postoji
1 if 𝐿𝑒𝑣𝑖 = 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 then
2 if 𝑋[𝐿𝑒𝑣𝑖] = 𝑧 then



163 7. Generisa�e kombinatornih objekata

3 return 𝐿𝑒𝑣𝑖
4 else return 0
5 else
6 𝑆1 ← ⌈𝐿𝑒𝑣𝑖 + (𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖− 𝐿𝑒𝑣𝑖)/3⌉
7 𝑆2 ← ⌈𝐿𝑒𝑣𝑖 + (𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖− 𝐿𝑒𝑣𝑖) * 2/3⌉
8 if 𝑧 < 𝑋[𝑆1] then
9 return 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑡(𝑧,𝑋,𝐿𝑒𝑣𝑖, 𝑆1 − 1)
10 else if 𝑧 < 𝑋[𝑆2]
11 return 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑡(𝑧,𝑋, 𝑆1, 𝑆2 − 1)
12 else
13 return 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑡(𝑧,𝑋, 𝑆2, 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖)

Slo�enost algoritma se dobija rexava�em rekurentne jednaqine:

𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛/3) + 2

11. Izmeniti algoritam binarne pretrage tako da ne deli ulaz na dva
dela pribli�no jednake veliqine, ve� na dva dela qije su pribli�no
veliqine 1/3 i 2/3 ulaza. Kolika bi bila slo�enost ovog algoritma?

12. Xta bi se desilo ako bismo u algoritmu za istovremeno odre�iva�e
minimuma i maksimuma izostavili redove 4{10? Da li bi se i da	e
izraqunavala korektna vrednost minimuma i maksimuma niza?

13. Neka su𝑋 i 𝑌 dva skupa celih brojeva od 𝑛 elemenata, svaki sortiran
u neopadaju�em redosledu. Konstruisati algoritam slo�enosti𝑂(log 𝑛)
kojim se pronalazi medijana skupa 𝑋 ∪ 𝑌 .

14. Pokazati kako se mogu pomno�iti dva kompleksna broja 𝑎+𝑏𝑖 i 𝑐+𝑑𝑖
korix�e�em samo tri mno�e�a realnih brojeva. Algoritam kao ulaz
prima vrednosti 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑, a kao izlaz treba da dâ realnu komponentu
𝑎𝑐− 𝑏𝑑 i imaginarnu komponentu 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐.

15. Koliko brzo se mo�e pomno�iti matrica dimenzije 𝑘𝑛×𝑛 matricom
dimenzije 𝑛×𝑘𝑛, korix�e�emXtrasenovog algoritma kao primitive?
Xta ako se redosled matrica izmeni?

16. Pretpostavimo da smo doxli do varijante Xtrasenovog algoritma
zasnovanog na qi�enici da se matrice dimenzije 3×3 mogu pomno�iti
korix�e�em samo 𝑚 mno�e�a umesto uobiqajenih 27. Koliko malo
mora da bude 𝑚 da bi novi algoritam bio br�i od Xtrasenovog za
dovo	no veliko 𝑛?

17. Problem maksimalne sume susednih elemenata niza je problem u kome
za dati niz 𝐴[1..𝑛] prirodnih brojeva, treba prona�i vrednosti 𝑖

i 𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 tako da je vrednost sume
∑︀𝑗

𝑘=𝑖 𝐴[𝑘] maksimalna
mogu�a. Konstruisati algoritam zasnovan na razlaga�u koji rexava
ovaj problem u vremenu 𝑂(𝑛 log 𝑛).

18. Algoritam𝑁𝐷𝑎𝑚𝑎 se mo�e uqiniti jox efikasnijim ako se funkcija
𝑆𝑚𝑒𝑠𝑡𝑖(𝑘, 𝑖) preformulixe tako da ili vra�a narednu legitimnu
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kolonu u koju je mogu�e smestiti 𝑘-tu damu ili informaciju da to
nije mogu�e. Preformulisati obe funkcije tako da implementiraju
ovu strategiju.

19. Na xahovsoj tabli dimenzija 𝑛×𝑛 skakaq je postav	en na proizvo	no
po	e sa koordinatama (𝑥, 𝑦). Problem koji razmatramo je kako odrediti
𝑛2 − 1 poteza skakaqa tako da je svako po	e table pose�eno taqno
jednom, ako takav niz poteza postoji. Konstruisati algoritam koji
rexava ovaj problem.

20. Neka je dat skup brojeva 𝑤 = {5, 7, 10, 12, 15, 18, 20} i vrednost 𝑚 =
35. Prona�i sve mogu�e podskupove skupa 𝑤 qiji je zbir jednak 𝑚.
Nacrtati deo stabla prostora sta�a koji se generixe.

21. Za 𝑚 = 35 izvrxava se algoritam 𝑆𝑢𝑚𝑎𝑃𝑜𝑑𝑠𝑘𝑢𝑝𝑜𝑣𝑎 na skupovima:

a) 𝑤 = {5, 7, 10, 12, 15, 18, 20},
b) 𝑤 = {20, 18, 15, 12, 10, 7, 5} i
c) 𝑤 = {15, 7, 20, 5, 18, 10, 12}.

Da li postoje primetne razlike u broju pregledanih qvorova u stablu
prostora sta�a?

22. Napisati algoritam pretrage sa vra�a�em za problem sume podskupova
korix�e�em stabla prostora sta�a koje odgovara formulaciji sa
promen	ivom du�inom torke.

23. Navesti primer familije grafova za koju traja�e boje�a sa tri boje
algoritmom pretrage raste eksponencijalno sa brojem qvorova 𝑛, a
boje�e ne postoji.



Glava 8

Tra�e�e reqi u tekstu

Neka su 𝑆 = 𝑠1𝑠2 . . . 𝑠𝑛 i 𝑃 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑚 dve niske znakova iz konaqne
azbuke. Za prvu od �ih re�i �emo da je tekst, a za drugu da je req (ne u
obiqnom smislu | ova req mo�e da sadr�i i razmake, odnosno bilo koje
znakove). Podniska niske 𝑆 je niska 𝑆[𝑖..𝑗] od uzastopnih znakova 𝑆, 𝑖 ≤ 𝑗.

Problem. Za dati tekst 𝑆 = 𝑠1𝑠2 . . . 𝑠𝑛 i req 𝑃 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑚 ustanoviti
da li postoji podniska niske 𝑆 jednaka 𝑃 , a ako postoji, prona�i prvu
takvu podnisku, odnosno najma�i indeks 𝑘 takav da je 𝑆[𝑘..𝑘 + 𝑚− 1] = 𝑃

Tipiqna situacija u kojoj se nailazi na ovaj problem je kad se tra�i
neka req u tekstualnoj datoteci. Problem ima primenu i u drugim oblas-
tima, na primer u molekularnoj biologiji, gde je korisno prona�i neke
uzorke u okviru velikih molekula rnk ili dnk .

Na prvi pogled problem izgleda jednostavno. Dovo	no je uporediti
req 𝑃 sa svim mogu�im podniskama teksta 𝑆[𝑘..𝑘 + 𝑚− 1] du�ine 𝑚, pri
qemu 𝑘 uzima vrednosti redom 1, 2, . . . , 𝑛 − 𝑚 + 1. Upore�iva�e reqi sa
podniskom vrxi se znak po znak sleva udesno, sve dok se ne ustanovi da su
svi znaci reqi jednaki odgovaraju�im znacima podniske (u tom trenutku
prekida se da	e pregleda�e podniski), ili dok se ne nai�e na neslaga�e
𝑝𝑖 ̸= 𝑠𝑘+𝑖−1 za neko 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚:

𝑗 = 𝑘 + 𝑖− 1
↓

𝑠1 . . . 𝑠𝑘 . . . 𝑠𝑗 . . . 𝑠𝑘+𝑚−1 . . . 𝑠𝑛
𝑝1 . . . 𝑝𝑖 . . . 𝑝𝑚

↑
𝑖

U drugom sluqaju req se "pomera" za jedan znak udesno, odnosno nastav	a se
sa proverom jednakosti 𝑝1 sa 𝑠𝑘+1. Ovaj jednostavan algoritam za tra�e�e
reqi u tekstu opisuje slede�i kod.

𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑟𝑒𝑐(𝑆, 𝑛, 𝑃,𝑚)
ulaz: 𝑆 - tekst du�ine 𝑛 i 𝑃 - req du�ine 𝑚
izlaz: 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡 - indeks poqetka prve podniske niske 𝑆 jednake 𝑃 ,

ako takva postoji, odnosno 0 u protivnom
1 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡← 0
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2 𝑖← 1 {indeks slova u reqi}
3 𝑗 ← 1 {indeks slova u tekstu}
4 while 𝑖 ≤ 𝑚 and 𝑗 ≤ 𝑛 do {𝑖, 𝑗 su indeksi u nizovima 𝑃 , odnosno 𝑆}
5 if 𝑃 [𝑖] = 𝑆[𝑗] then
6 𝑖← 𝑖 + 1 {slaga�e: napredova�e i u 𝑆 i u 𝑃}
7 𝑗 ← 𝑗 + 1
8 else
9 𝑗 ← 𝑗 − 𝑖 + 2 {neslaga�e: 𝑃 se pomera za 1 udesno}
10 𝑖← 1
11 if 𝑖 > 𝑚 then
12 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡← 𝑗 − 𝑖 + 1 {prona�ena je podniska teksta jednaka reqi}
13 return 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡

Broj upore�iva�a znakova ma�i je od𝑚𝑛, pa je slo�enost ovog algoritma
u najgorem sluqaju 𝑂(𝑚𝑛).

Neracionalnost ovog algoritma posledica je vra�a�a unazad u tekstu
posle nailaska na neslaga�e. Pretpostavimo da je do neslaga�a doxlo na
poziciji 𝑖 u reqi, tj. za neki indeks 𝑗 u tekstu je 𝑝𝑖 ̸= 𝑠𝑗 i 𝑃 [1..𝑖 − 1] =
𝑆[𝑗 − 𝑖 + 1..𝑗 − 1] (videti sliku 8.1). Postav	a se pita�e: koliko najma�e
treba req 𝑃 pomeriti udesno, odnosno koje posled�e slovo 𝑝𝑙 reqi treba
postaviti naspram slova 𝑠𝑗 teksta, tako da se deo reqi 𝑃 [1..𝑙 − 1], i da	e
sla�e sa delom teksta 𝑆[𝑗 − 𝑙 + 1..𝑗 − 1]? Iz prethodnog slaga�a reqi sa
tekstom sledi da je 𝑃 [𝑖 − 𝑙 + 1..𝑖 − 1] = 𝑆[𝑗 − 𝑙 + 1..𝑗 − 1], pa 𝑃 [1..𝑙 − 1] =
𝑆[𝑗 − 𝑙 + 1..𝑗 − 1] povlaqi 𝑃 [1..𝑙 − 1] = 𝑃 [𝑖 − 𝑙 + 1..𝑖 − 1]. Zak	uquje se
da je tra�eni indeks 𝑙 za jedan ve�i od du�ine najve�eg prefiksa niza
𝑃 [1..𝑖 − 1] jednakog sufiksu niza 𝑃 [1..𝑖 − 1], odnosno 𝑙 je za jedan ve�e od
du�ine perioda dela reqi 𝑃 [1..𝑖−1]. Indeks 𝑙 zavisi samo od 𝑃 i 𝑖. Mogu�e
je dakle najpre obraditi req, tako da se u poseban niz ℎ na poziciju ℎ[𝑖]
smesti izraqunati indeks 𝑙, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Pretpostavimo da ni za jedno 0 < 𝑙 < 𝑖 nije ispu�en uslov 𝑃 [1..𝑙− 1] =
𝑃 [𝑖− 𝑙 + 1..𝑖− 1], pa je taj uslov ispu�en samo za 𝑙 = 0:

∙ ako je 𝑖 > 1, onda je ℎ[𝑖] = 1 < 𝑖

∙ ako je 𝑖 = 1, onda je se zbog ℎ[𝑖] < 𝑖 (req se mora pomeriti udesno)
mora uzeti da je ℎ[𝑖] = 0, odnosno u algoritmu KMP se 𝑝1 stav	a
naspram 𝑠𝑗+1, xto odgovara stav	a�u 𝑝0 naspram 𝑠𝑗 .

Prema tome, pod pretpostavkom da je za datu req 𝑃 izraqunat niz ℎ,
pobo	xani algoritam za tra�e�e reqi 𝑃 u tekstu 𝑆 odvija se na slede�i
naqin (videti sliku 8.1). Neka je prilikom upore�iva�a 𝑃 sa nekom pod-
niskom 𝑆 𝑝𝑖 ̸= 𝑠𝑗 prvo neslaga�e. Tada se oqitava vrednost 𝑙 = ℎ[𝑖] i req
pomera udesno za 𝑖 − ℎ[𝑖], pa se (ako je 𝑙 > 0) proverava da li je 𝑝𝑙 = 𝑠𝑗 .
Ako jeste, onda se upore�uju 𝑝𝑙+1 i 𝑠𝑗+1, a ako nije, onda se postupa na
isti naqin kao da je 𝑝𝑙 ̸= 𝑠𝑗 prvo neslaga�e posle niza slaga�a: oqitava
se vrednost ℎ[𝑙] i req se pomera da	e udesno za 𝑙−ℎ[𝑙], itd. Ukoliko je pak
𝑙 = 0, onda se napreduje u tekstu, tj. 𝑝1 se postav	a naspram 𝑠𝑗+1. Opisani
algoritam, koji je dobio ime KMP po svojim autorima Knutu, Morisu i
Pratu (Knuth, Moris, Pratt), mo�e se opisati slede�im kodom.

𝐾𝑀𝑃 (𝑆, 𝑛, 𝑃,𝑚)
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6𝑙 = ℎ[𝑖]

𝑃

𝑃

𝑆
?𝑗

6𝑖

?𝑘

61

Slika 8.1: Ideja na kojoj se zasniva algoritam KMP.

ulaz: 𝑆 - tekst du�ine 𝑛 i 𝑃 - req du�ine 𝑚
{pretpostav	a se da je niz ℎ izraqunat }
izlaz: 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡 - indeks poqetka prve podniske niske 𝑆 jednake 𝑃 ,

ako takva postoji, odnosno 0 u protivnom
1 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡← 0
2 𝑖← 1 {indeks slova u reqi}
3 𝑗 ← 1 {indeks slova u tekstu}
4 while 𝑖 ≤ 𝑚 and 𝑗 ≤ 𝑛 do {𝑖, 𝑗 su indeksi u nizovima 𝑃 , odnosno 𝑆}
5 while 𝑖 > 0 and 𝑃 [𝑖] ̸= 𝑆[𝑗] do
6 𝑖← ℎ[𝑖] {pomera�e reqi udesno za 𝑖− ℎ[𝑖] }
7 𝑖← 𝑖 + 1 {napredova�e i u 𝑆 i u 𝑃}
8 𝑗 ← 𝑗 + 1
9 if 𝑖 > 𝑚 then
10 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡← 𝑗 − 𝑖 + 1 {prona�ena je podniska teksta jednaka reqi}
11 return 𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡

Algoritam najpre uqitava req i formira tabelu ℎ (prema algoritmu
koji �e biti izlo�en kasnije), koja odre�uje koliko znakova treba pomeriti
req udesno u sluqaju neslaga�a. Zatim se prelazi na tra�e�e reqi 𝑃 u
tekstu 𝑆. Poxto nema vra�a�a, ulaz se mo�e uqitavati znak po znak. U
unutrax�oj while pet	i se, posle otkriva�a neslaga�a 𝑝𝑖 ̸= 𝑠𝑗 , req 𝑃
pomera udesno za 𝑖− ℎ[𝑖] pozicija, tj. indeks slova u reqi umesto 𝑖 dobija
novu vrednost ℎ[𝑖]. Ovaj korak se ponav	a sve dok ne bude 𝑖 = 0 ili 𝑝𝑖 = 𝑠𝑗
(xto znaqi da je 𝑃 [1..𝑖] = 𝑆[𝑗−𝑖+1..𝑗] za trenutnu vrednost 𝑖). U oba sluqaja
se u spo	ax�oj while pet	i indeksi u reqi 𝑃 i tekstu 𝑆 pove�avaju za
jedan.

Slo�enost. Linija 𝑖 ← ℎ[𝑖] u unutrax�oj pet	i algoritma KMP
(koja sma�uje 𝑖 bar za 1) ne mo�e se izvrxiti vixe puta od linije 𝑗 ←
𝑗 + 1; 𝑖 ← 𝑖 + 1 koja pove�ava 𝑖 za 1) u spo	ax�oj pet	i. Me�utim, ista
ta linija pove�ava 𝑗 za 1, i samo ta linija me�a 𝑗, pa je broj �enih
izvrxava�a 𝑂(𝑛). Prema tome, u unutrax�oj pet	i se req 𝑃 pomera
udesno najvixe 𝑂(𝑛) puta, pa je vremenska slo�enost ovog algoritma 𝑂(𝑛).
Primetimo da vremenska slo�enost algoritma KMP ne zavisi od veliqine
alfabeta.

Razmotrimo sada kako se efektivno mogu izraqunati elementi niza ℎ.
Neposredno se vidi da je ℎ[1] = 0 i ℎ[2] = 1. Slede�e razmatra�e pokazuje
kako se mo�e odrediti ℎ[𝑖+ 1] ako se zna ℎ[1..𝑖]. Kao xto je reqeno, 𝑗 = ℎ[𝑖]
je najve�i indeks 𝑗 za koji je 𝑃 [1..𝑗 − 1] = 𝑃 [𝑖 − 𝑗 + 1..𝑖 − 1]. Drugim
reqima, 𝑗 je za 1 ve�e od du�ine perioda dela reqi 𝑃 [1..𝑖 − 1]. Potrebno
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je odrediti ℎ[𝑖 + 1], xto je za 1 ve�e od du�ine perioda dela reqi 𝑃 [1..𝑖].
Ako je 𝑃 [𝑖] = 𝑃 [𝑗], onda je du�ina perioda 𝑃 [1..𝑖] za jedan ve�a od du�ine
perioda 𝑃 [1..𝑖− 1] (jer va�i 𝑃 [1..𝑗] = 𝑃 [𝑖− 𝑗 + 1..𝑖]), pa je ℎ[𝑖 + 1] = 𝑗 + 1.
U protivnom, ako je 𝑃 [𝑖] ̸= 𝑃 [𝑗], onda period 𝑃 [1..𝑖] mo�e samo da produ�i
neki kra�i period 𝑃 [1..𝑖 − 1], koji mora biti period 𝑃 [1..𝑗 − 1], pa se
𝑗 = ℎ[𝑖] mora zameniti sa ℎ[𝑗], da bi se nastavilo na isti naqin (sem ako
se dobije 𝑗 = 0). Ovim je odre�en naqin izraqunava�a qlanova niza ℎ.
Algoritam 𝑃𝑜𝑚𝑎𝑐𝑖 za izraqunava�e niza ℎ, koji je praktiqno identiqan
sa algoritmom KMP, opisan je slede�im kodom.

𝑃𝑜𝑚𝑎𝑐𝑖(𝑃,𝑚)
ulaz: 𝑃 - req du�ine 𝑚
izlaz: ℎ - niz du�ine 𝑚
1 ℎ[1]← 0 {neslaga�e na prvom znaku u KMP : pomera�e udesno}
2 ℎ[2]← 1 {neslaga�e na drugom znaku u KMP : pomera�e reqi udesno za 1}
3 for 𝑖← 2 to 𝑚 do {izraqunava�e ℎ[𝑖 + 1]}
4 𝑗 ← ℎ[𝑖] {pove�a�e indeksa 𝑗 za 1}
5 { invarijanta pet	e: na ovom mestu je 𝑃 [𝑖− 𝑗 + 1..𝑖− 1] = 𝑃 [1..𝑗 − 1] }
6 while 𝑗 > 0 and 𝑃 [𝑖] ̸= 𝑃 [𝑗] do
7 𝑗 ← ℎ[𝑗] {sma�iva�e indeksa 𝑗}
8 ℎ[𝑖 + 1]← 𝑗 + 1 {du�ina perioda je produ�ena za 1}

Na slici 8.2 je xematski prikazan postupak u unutrax�oj pet	i al-
goritma.

?

6𝑗

𝑖
𝑃

𝑃

?

6𝑗 + 1

𝑖+ 1 ?

6ℎ[𝑗]

𝑖

𝑝𝑖 = 𝑝𝑗 𝑝𝑖 ̸= 𝑝𝑗

-

?

?�

𝑆
?𝑙

Slika 8.2: Unutrax�a pet	a i izraqunava�e jednog elementa tabele ℎ u
algoritmu 𝑃𝑜𝑚𝑎𝑐𝑖.

Slo�enost. Broj izvrxava�a linije 𝑗 ← ℎ[𝑗] u unutrax�oj pet	i,
koja sma�uje 𝑗 bar za 1, ma�i je ili jednak od broja izvrxava�a linije
𝑗 ← ℎ[𝑖] (𝑚 − 1 puta) u spo	ax�oj for pet	i, koja za jedan pove�ava 𝑗,
jer je 𝑗 uvek pozitivno. Prema tome, izraqunava�e ℎ obav	a se za vreme
𝑂(𝑚).
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Primer. Neka je req 𝑃 = 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎. Algoritam 𝑃𝑜𝑚𝑎𝑐𝑖 daje slede�i niz
ℎ:

𝑖 𝑃 [𝑖] ℎ[𝑖] 𝑖 𝑃 [𝑖] 𝑗 𝑃 [𝑗] =? 𝑗 𝑃 [𝑗] =?
1 𝑎 0
2 𝑏 1 2 𝑏 1 𝑎 ̸= 0
3 𝑎 1 3 𝑎 1 𝑎 =
4 𝑎 2 4 𝑎 2 𝑏 ̸= 1 𝑎 =
5 𝑏 2 5 𝑏 2 𝑏 =
6 𝑎 3

Primenimo algoritam KMP da bismo pronaxli ovu req u tekstu

𝑆 = 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎.

Posle slaga�a prvih 5 znakova, dolazi se do neslaga�a na znaku 𝑐 u 𝑆. U
tom trenutku je 𝑖 = 𝑗 = 6:

𝑗 = 6
↓

𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎
𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎

↑
𝑖 = 6

Prva iteracija u unutrax�oj pet	i algoritma KMP postav	a 𝑖 = ℎ[6] =
3, xto odgovara pomera�u reqi za tri slova udesno; time se 𝑃 [3] postav	a
naspram 𝑆[6]:

𝑗 = 6
↓

𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎
𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎

↑
𝑖 = 3

Poxto je i da	e 𝑝𝑖 ̸= 𝑠𝑗 , 𝑖 dobija novu vrednost ℎ[3] = 1.

𝑗 = 6
↓

𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎
𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎
↑

𝑖 = 1

Zbog ponovnog neslaga�a 𝑖 = 1 sa zame�uje sa ℎ[1] = 0, odnosno req 𝑃
pomera se udesno za jednu poziciju:

𝑗 = 1
↓

𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎
𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎
↑

𝑖 = 1
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Na ovom mestu algoritam KMP pronalazi req u tekstu.
Drugi efikasan algoritam za nala�e�e reqi u tekstu razvili su Bojer

i Mur 1977. (Boyer, Moore). Prikaza�emo ga ukratko. Razlika izme�u ovog
i algoritma KMP je u tome xto se req i tekst prolaze u razliqitim
smerovima. Najpre se upore�uje 𝑝𝑚 sa 𝑠𝑚. Ako su ta dva znaka jednaka,
nastav	a se sa upore�iva�em 𝑝𝑚−1 sa 𝑠𝑚−1, itd. U sluqaju neslaga�a,
prikup	ene informacije se koriste kao i u algoritmu KMP da se req
pomeri udesno. Ako je, na primer, 𝑠𝑚 ='𝑍', a znak '𝑍' se ne pojav	uje u
reqi, onda se req pomera udesno za 𝑚 pozicija i slede�e upore�iva�e je
𝑠2𝑚 sa 𝑝𝑚. Ako se '𝑍' pojav	uje u 𝑃 kao npr. 𝑝𝑖, unda se req pomera 𝑚− 𝑖
pozicija udesno. Odluka o tome koliko req treba pomeriti udesno postaje
komplikovanija ako je prethodno doxlo do nekoliko slaga�a znakova reqi
sa odgovaraju�im znacima teksta; pri tome se uzima u obzir i eventualni
sufiks prona�enog dela reqi jednak prefiksu reqi, kao kod algoritma
KMP. Na ovom mestu ne�emo se upuxtati u deta	e algoritma. Zanim	ivo
je da u tekstu sa velikim alfabetom ovaj algoritam najqex�e izvrxava
mnogo ma�e od 𝑛 upore�iva�a znakova, u proseku qak 𝑛/𝑚 upore�iva�a,
xto znaqi da su qesta pomera�a reqi za 𝑚 pozicija udesno.

8.1 Zadaci za ve�bu

1. Neka su svi znaci u reqi 𝑃 me�usobno razliqiti. Kako se mo�e
pobo	xati efikasnost prvog algoritma 𝑁𝑎𝑑𝑗𝑖 𝑟𝑒𝑐 za tra�e�e reqi
𝑃 u tekstu 𝑆?

2. Izraqunati niz ℎ ako je 𝑃 = 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏.

3. Ucrtati u pravougaonu tabelu 6 × 12 sva upore�iva�a koja se izvr-
xavaju pri tra�e�u reqi 𝑃 = 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 u tekstu 𝑆 = 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎, i
to prvim algoritmom, odnosno algoritmom KMP.

4. Pokazati da se tra�e�e reqi 𝑃 u tekstu 𝑆 svodi na odre�iva�e niza
ℎ za req 𝑃𝑆 dobijenu nadoveziva�em 𝑃 i 𝑆.



Glava 9

Algoritmi numeriqke

optimizacije

9.1 Izraqunava�e vrednosti polinoma

Problem. Dati su realni brojevi 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1,. . . , 𝑎1, 𝑎0 i realni broj 𝑥.
Izraqunati vrednost polinoma 𝑃𝑛(𝑥) =

∑︀𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖𝑥

𝑖.

Ulazni podaci za problem su 𝑛 + 2 broja. Problem se mo�e rexiti
induktivnim pristupom, odnosno svo�e�em rexe�a polaznog problema na
rexe�e ma�eg problema, koji se zatim rexava rekurzivno; pretpostavka
da se ma�i problem mo�e rexiti rekurzivno zove se induktivna hipoteza.
Najjednostavnije je svo�e�e na uprox�eni problem dobijen od polaznog
ukla�a�em 𝑎𝑛. Tada imamo problem izraqunava�a vrednosti polinoma

𝑃𝑛−1(𝑥) = 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑥

𝑛−2 + · · ·+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0.

To je isti problem, ali sa jednim parametrom ma�e.

Induktivna hipoteza Pretpostavimo da znamo da izraqunamo vred-
nost polinoma zadatog koeficijentima 𝑎𝑛−1,. . . , 𝑎1, 𝑎0 u taqki 𝑥, tj. znamo
da izraqunamo vrednost 𝑃𝑛−1(𝑥).

Ova hipoteza je osnova za rexava�e problema indukcijom. Sluqaj 𝑛 = 0
(izraqunava�e vrednosti izraza 𝑎0) je trivijalan. Zatim se mora pokazati
kako se polazni problem (izraqunava�e 𝑃𝑛(𝑥)) mo�e rexiti korix�e�em
rexe�a ma�eg problema (vrednosti 𝑃𝑛−1(𝑥)). U ovom sluqaju je to oqi-
gledno: treba izraqunati 𝑥𝑛, pomno�iti ga sa 𝑎𝑛 i rezultat sabrati sa
𝑃𝑛−1(𝑥): 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑃𝑛−1(𝑥). Mo�e se pomisliti da je korix�e�e
indukcije ovde nepotrebno: ono samo komplikuje vrlo jednostavno rexe�e.
Opisani algoritam je ekvivalentan izraqunava�u vrednosti polinoma
redom qlan po qlan. Ispostav	a se da ovaj pristup ima svoju snagu.

Opisani algoritam je taqan, ali neefikasan, jer zahteva 𝑛 + (𝑛− 1) +
· · · + 1 = 𝑛(𝑛 + 1)/2 mno�e�a i 𝑛 sabira�a. Korix�e�em indukcije na
drugi naqin dobija se bo	e rexe�e.

Zapa�amo da u ovom algoritmu ima mnogo ponov	enih izraqunava�a:
stepen 𝑥𝑛 izraqunava se svaki put "od poqetka". Veliki broj mno�e�a
mo�e se uxtedeti ako se pri izraqunava�u 𝑥𝑛 iskoristi 𝑥𝑛−1. Pobo	xa�e
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se realizuje uk	uqiva�em izraqunava�a 𝑥𝑛−1 u (pojaqanu) induktivnu
hipotezu.

Pojaqana induktivna hipoteza. Znamo da izraqunamo vrednost po-
linoma 𝑃𝑛−1(𝑥) i vrednost 𝑥𝑛−1.

Ova induktivna hipoteza je jaqa, jer zahteva izraqunava�e 𝑥𝑛−1, ali
se lakxe proxiruje (jer je sada jednostavnije izraqunati 𝑥𝑛). Da bi se
izraqunalo 𝑥𝑛, dovo	no je izvrxiti jedno mno�e�e. Posle toga sledi jox
jedno mno�e�e sa 𝑎𝑛 i sabira�e sa 𝑃𝑛−1(𝑥). Ukupno je potrebno izvrxiti
2𝑛 mno�e�a i 𝑛 sabira�a. Zanim	ivo je zapaziti da iako induktivna
hipoteza zahteva vixe izraqunava�a, ona dovodi do sma�e�a ukupnog
broja operacija. Dobijeni algoritam izgleda dobro u svakom pogledu: e-
fikasan je, jednostavan i jednostavno se realizuje. Ipak, postoji i bo	i
algoritam. Do �ega se dolazi korix�e�em indukcije na novi, tre�i naqin.

Redukcija problema ukla�a�em najvixeg koeficijenta 𝑎𝑛 je oqigledan
korak, ali to ipak nije jedina raspolo�iva mogu�nost. Umesto toga se
mo�e ukloniti koeficijent 𝑎0, i svesti problem na izraqunava�e vred-
nosti polinoma sa koeficijentima 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1,. . . , 𝑎1, odnosno polinoma

𝑃𝑛−1(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝑖−1 = 𝑎𝑛𝑥

𝑛−1 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−2 + · · ·+ 𝑎1.

Primetimo da je 𝑎𝑛 ovde (𝑛−1)-i koeficijent, 𝑎𝑛−1 je (𝑛−2)-i koeficijent,
i tako da	e. Dakle, imamo novu induktivnu hipotezu.

Induktivna hipoteza | obrnuti redosled. Umemo da izraqunamo
vrednost polinoma 𝑃𝑛−1(𝑥) sa koeficijentima 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1,. . . , 𝑎1 u taqki 𝑥.

Ovakva induktivna hipoteza je pogodnija jer se lakxe proxiruje. Poxto
je 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥𝑃𝑛−1(𝑥) + 𝑎0, za izraqunava�e 𝑃𝑛(𝑥) polaze�i od 𝑃𝑛−1(𝑥)
dovo	no je jedno mno�e�e i jedno sabira�e. Izraqunava�e se mo�e opisati
slede�im izrazom:

𝑎𝑛𝑥
𝑛+𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1+· · ·+𝑎1𝑥+𝑎0 = ((· · · ((𝑎𝑛𝑥+𝑎𝑛−1)𝑥+𝑎𝑛−2) · · · )𝑥+𝑎1)𝑥+𝑎0,

poznatim kao Hornerova xema. Algoritam se mo�e opisati slede�im kodom.

𝑉 𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑙𝑖𝑛𝑜𝑚𝑎(𝑎, 𝑥)
ulaz: 𝑎 = 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 - koeficijenti polinoma i 𝑥 - realan broj
izlaz: 𝑃 - vrednost polinoma u taqki 𝑥
1 𝑃 ← 𝑎𝑛
2 for 𝑖← 1 to 𝑛 do
3 𝑃 ← 𝑥 · 𝑃 + 𝑎𝑛−𝑖

4 return 𝑃

Slo�enost. Algoritam obuhvata 𝑛 mno�e�a, 𝑛 sabira�a i zahteva
samo jednu novu memorijsku lokaciju. Posled�i algoritam je ne samo efi-
kasniji od prethodnih, nego je i odgovaraju�i program jednostavniji.

9.2 Lagran�ov interpolacioni polinom

Vrednosti funkcija se obiqno aproksimiraju vrednostima polinoma. Uo-
biqajeno je da se za tu svrhu koriste polinomi najma�eg stepena koji
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prolaze kroz sve taqke iz zadatog skupa taqaka. Kroz dve taqke mo�e se na
jedinstveni naqin provu�i prava | polinom prvog stepena. Opxtije, kroz
𝑛 + 1 zadatih taqaka (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), . . . (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), mo�e se na jedinstveni
naqin provu�i polinom stepena 𝑛 | Lagran�ov interpolacioni po-
linom.

Kao i u primeru za 𝑛 = 3, i ovde se vidi da je vrednost 𝑖-tog proizvoda
u ovoj sumi jednaka 1 za 𝑥 = 𝑥𝑖, odnosno 0 ako je 𝑥 = 𝑥𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑖.

PrimerNeka je 𝑛 = 3 i neka je potrebno prona�i koeficijente polinoma
tre�eg stepena koji prolazi kroz zadate taqke (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2),
(𝑥3, 𝑦3). Posmatrajmo polinome tre�eg stepena

𝐴(𝑥) =
(𝑥− 𝑥1)(𝑥− 𝑥2)(𝑥− 𝑥3)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)

𝐵(𝑥) =
(𝑥− 𝑥0)(𝑥− 𝑥2)(𝑥− 𝑥3)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)

𝐶(𝑥) =
(𝑥− 𝑥0)(𝑥− 𝑥1)(𝑥− 𝑥3)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)

𝐷(𝑥) =
(𝑥− 𝑥0)(𝑥− 𝑥1)(𝑥− 𝑥2)

(𝑥3 − 𝑥0)(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)

Neposredno se vidi da su vrednosti ovih polinoma u taqkama 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2,
𝑥3 slede�e:

polinom 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷
taqka

𝑥0 1 0 0 0
𝑥1 0 1 0 0
𝑥2 0 0 1 0
𝑥3 0 0 0 1

Zbog toga je vrednost polinoma tre�eg stepena

𝑃 (𝑋) = 𝑦0𝐴(𝑥) + 𝑦1𝐵(𝑥) + 𝑦2𝐶(𝑥) + 𝑦3𝐷(𝑥)

u taqkama redom 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 jednaka 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, odnosno 𝑃 (𝑥) je
tra�eni (jedinstveni, xto ne�emo dokazivati) polinom tre�eg stepena
koji prolazi kroz zadate taqke (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), (𝑥3, 𝑦3).

Ovaj zak	uqak se neposredno uopxtava. Jedinstveni polinom stepena
𝑛 koji prolazi kroz zadatih 𝑛 + 1 taqaka (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1),. . . (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) je
Lagran�ov interpolacioni polinom,

𝐿𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖
∏︁

𝑗∈{0,1,...,𝑛}∖{𝑖}

𝑥− 𝑥𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
.

Primer, nastavak.Potrebno je odrediti koeficijente polinoma tre-
�eg stepena koji prolazi kroz taqke (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), (𝑥3, 𝑦3) zadate
slede�om tabelom.

𝑖 0 1 2 3
𝑥𝑖 0 1 −1 −2
𝑦𝑖 −3 3 −13 −33
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Tra�eni polinom je

𝐿3(𝑥) = −3
(𝑥− 1)(𝑥− (−1))(𝑥− (−2))

(0− 1)(0− (−1))(0− (−2))

+3
(𝑥− 0)(𝑥− (−1))(𝑥− (−2))

(1− 0)(1− (−1))(1− (−2))

−13
(𝑥− 0)(𝑥− 1)(𝑥− (−2))

((−1)− 0)((−1)− 1)((−1)− (−2))

−33
(𝑥− 0)(𝑥− 1)(𝑥− (−1))

((−2)− 0)((−2)− 1)((−2)− (−1))

= 𝑥3 − 2𝑥2 + 7𝑥− 3.

9.3 Pribli�no rexava�e jednaqina

Potrebno je pribli�no (sa zadatom taqnox�u) rexiti jednaqinu 𝑓(𝑥) = 0.
Pri tome se pretpostav	a da se zna interval [𝑎, 𝑏] takav da na �egovim
krajevima funkcija 𝑓(𝑥) ima vrednosti razliqitih znakova, da 𝑓(𝑥) ima
prvi izvod na tom intervalu i da je funkcija 𝑓(𝑥) monotona na tom
intervalu. Pod ovim pretpostavkama 𝑓(𝑥) ima jedinstvenu nulu 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏],
tj. 𝑓(𝑥*) = 0. Ako je zadat broj 𝜖 > 0, potrebno je odrediti pribli�no
rexe�e jednaqine 𝑓(𝑥) = 0, odnosno takav broj 𝑥̂ da je |𝑥*− 𝑥̂| < 𝜖. Postoji
vixe postupaka za pribli�no rexava�e jednaqina koje se zasnivaju na
izraqunava�u vrednosti funkcije u nizu taqaka 𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 = 𝑏, 𝑥2, . . . ,
𝑥𝑛, sa ci	em da se prona�e taqka 𝑥̂ dovo	no blizu nule 𝑥*.

9.3.1 Metod polov	e�a intervala

Kodmetoda polov	e�a intervala vrednost funkcije izraqunava se
najpre u taqki 𝑥2 = (𝑥0+𝑥1)/2. Na krajevima taqno jednog od podintervala
[𝑥0, 𝑥2], [𝑥2, 𝑥1] funkcija ima vrednosti razliqitih znakova, pa se sa tra-
�e�em nule u tom podintervalu nastav	a na isti naqin kao u polaznom
intervalu [𝑥0, 𝑥1]. Time je taqno dva puta sma�ena du�ina intervala u
kome se nalazi nula funkcije. Posle izraqunava�a vrednosti funkcije u
taqki 𝑥𝑛, 𝑛 > 1, dolazi se do intervala du�ine (𝑥1−𝑥0)/2𝑛−1. Ako se za 𝑛
izabere vrednost ⌈log2

𝑥1−𝑥0

𝜖 ⌉, i ako se uzme da je 𝑥̂ sredina tog intervala,
odnosno 𝑥̂ = (𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛)/2, onda je |𝑥̂− 𝑥*| < (𝑥1 − 𝑥0)/2𝑛 ≤ 𝜖. Algoritam
se mo�e opisati slede�im kodom.

𝑀𝑒𝑡𝑜𝑑 𝑝𝑜𝑙𝑜𝑣𝑙𝑗𝑒𝑛𝑗𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑎(𝑓, 𝑥0, 𝑥1, 𝜖)
ulaz: 𝑓 - funkcija, 𝑥0 < 𝑥1 takvi da je 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥1) < 0, 𝜖 - granica grexke
izlaz: 𝑥̂ - pribli�na vrednost rexe�a, tj. |𝑥̂− 𝑥*| ≤ 𝜖
1 𝑎← 𝑥0

2 𝑏← 𝑥1

3 𝑛← ⌈log2
𝑥1−𝑥0

𝜖 ⌉
4 for 𝑖← 2 to 𝑛 do
5 {Invarijanta pet	e: 𝑥𝑛−1 ∈ {𝑎, 𝑏}, 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) ≤ 0, 𝑏− 𝑎 = (𝑥1 − 𝑥0)/2𝑖−2}
6 𝑎← min{𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1}
7 𝑏← max{𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1}
8 𝑥𝑛 ← (𝑎 + 𝑏)/2
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9 if 𝑓(𝑎)𝑓(𝑥𝑛) < 0 then
10 𝑏← 𝑥𝑛

11 else
12 𝑎← 𝑥𝑛

13 return 𝑥̂ = (𝑎 + 𝑏)/2

Korektnost algoritma sledi iz qi�enice da je invarijanta pet	e 𝑥𝑛−1 ∈
{𝑎, 𝑏}, 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) ≤ 0, 𝑏− 𝑎 = (𝑥1 − 𝑥0)/2𝑛−2.

Primer. Ako je 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2, jednaqina 𝑓(𝑥) = 0 ima koren na
intervalu [1, 2], jer je 𝑓(1) = −1 < 0 i 𝑓(2) = 2 > 0. U tom intervalu
je funkcija monotono rastu�a, jer je �en izvod 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥 pozitivan.
Rexe�e ove jednaqine na 11 decimala je 1.41421356237. U narednoj tabeli
prikazano je rexava�e ove jednaqine metodom polov	e�a intervala.

𝑖 𝑥𝑖 𝑎 𝑏 (𝑎 + 𝑏)/2 𝑓(𝑎) 𝑓(𝑏) 𝑓(𝑥𝑖)
0 1
1 2 1 2 1.5 −1 2 0.25
2 1.5000000 1.0000000 1.5000000 1.2500000 −1.0000000 0.2500000 −0.4375000
3 1.2500000 1.2500000 1.5000000 1.3750000 −0.4375000 0.2500000 −0.1093750
4 1.3750000 1.3750000 1.5000000 1.4375000 −0.1093750 0.2500000 0.0664063
5 1.4375000 1.3750000 1.4375000 1.4062500 −0.1093750 0.0664063 −0.0224609
6 1.4062500 1.4062500 1.4375000 1.4218750 −0.0224609 0.0664063 0.0217285
7 1.4218750 1.4062500 1.4218750 1.4140625 −0.0224609 0.0217285 −0.0004272
8 1.4140625 1.4140625 1.4218750 1.4179688 −0.0004272 0.0217285 0.0106354
9 1.4179688 1.4140625 1.4179688 1.4160156 −0.0004272 0.0106354 0.0051003

10 1.4160156 1.4140625 1.4160156 1.4150391 −0.0004272 0.0051003 0.0023355
11 1.4150391 1.4140625 1.4150391 1.4145508 −0.0004272 0.0023355 0.0009539
12 1.4145508 1.4140625 1.4145508 1.4143066 −0.0004272 0.0009539 0.0002633
13 1.4143066 1.4140625 1.4143066 1.4141846 −0.0004272 0.0002633 −0.0000820
14 1.4141846 1.4141846 1.4143066 1.4142456 −0.0000820 0.0002633 0.0000906
15 1.4142456 1.4141846 1.4142456 1.4142151 −0.0000820 0.0000906 0.0000043
16 1.4142151 1.4141846 1.4142151 1.4141998 −0.0000820 0.0000043 −0.0000388
17 1.4141998 1.4141998 1.4142151 1.4142075 −0.0000388 0.0000043 −0.0000173
18 1.4142075 1.4142075 1.4142151 1.4142113 −0.0000173 0.0000043 −0.0000065
19 1.4142113 1.4142113 1.4142151 1.4142132 −0.0000065 0.0000043 −0.0000011
20 1.4142132 1.4142132 1.4142151 1.4142141 −0.0000011 0.0000043 0.0000016

Zapa�a se da se broj taqnih cifara rezultata (
√

2 = 1.4142135...)
pove�ava za oko jedan posle svaka tri izraqunava�a vrednosti funkcije.

9.3.2 Metod la�nog polo�aja, metod seqice

Kod metoda la�nog polo�aja (regula–falsi) pretpostav	a se da je
funkcija 𝑓(𝑥) monotona na intervalu qiji su krajevi 𝑥0 i 𝑥𝐹 , i da je
𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥𝐹 ) < 0. Zbog jednostavnosti pretpostavi�emo da na tom intervalu
𝑓(𝑥) ima prvi i drugi izvod i da drugi izvod ne me�a znak na intervalu
(tj. funkcija je na intervalu ili konkavna ili konveksna). Pretpostavimo
da je 𝑥𝐹 > 𝑥0 ako je 𝑓 ′(𝑥)𝑓 ′′(𝑥) > 0 na intervalu, odnosno da je 𝑥𝐹 < 𝑥0 u
protivnom.
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Primer. Neka je, kao u prethodnom primeru, 𝑓(𝑥) = 𝑥2− 2. Jednaqina
𝑓(𝑥) = 0 ima koren na intervalu [1, 2], jer je 𝑓(1) = −1 < 0 i 𝑓(2) = 2 > 0.
Pored toga, 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥 > 0 i 𝑓 ′′(𝑥) = 2 > 0, pa se mo�e uzeti da je 𝑥0 = 1
i 𝑥𝐹 = 2.

Metod la�nog polo�aja na osnovu taqaka 𝑥𝑛 i 𝑥𝐹 izraqunava narednu
taqku 𝑥𝑛+1 kao 𝑥-koordinatu preseka prave (seqice) kroja prolazi kroz
taqke (𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)), (𝑥𝐹 , 𝑓(𝑥𝐹 )) i 𝑥-ose. Jednaqina te prave je

𝑦 − 𝑓(𝑥𝑛)

𝑥− 𝑥𝑛
=

𝑓(𝑥𝐹 )− 𝑓(𝑥𝑛)

𝑥𝐹 − 𝑥𝑛

𝑥-koordinata preseka ove prave sa 𝑥-osom 𝑥𝑛+1 dobija se kao vrednost za
𝑥, ako se stavi da je 𝑦 = 0:

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓(𝑥𝐹 )− 𝑓(𝑥𝑛)
(𝑥𝐹 − 𝑥𝑛), 𝑛 = 0, 1, . . .

Nastavak primera. Neka je 𝑥𝐹 = 2; tada je 𝑓(𝑥𝐹 ) = 𝑥2
𝐹 − 2 = 2.

U narednoj tabeli prikazano je rexava�e ove jednaqine metodom la�nog
polo�aja.

𝑖 𝑥𝑖 𝑓(𝑥𝑖)
0 1 −1
1 1.33333333333333 −0.22222222222222
2 1.40000000000000 −0.04000000000000
3 1.41176470588235 −0.00692041522491
4 1.41379310344828 −0.00118906064209
5 1.41414141414141 −0.00020406081012
6 1.41420118343195 −0.00003501277966
7 1.41421143847487 −0.00000600728684
8 1.41421319796954 −0.00000103068876
9 1.41421349985132 −0.00000017683827

10 1.41421355164605 −0.00000003034065
11 1.41421356053263 −0.00000000520563

Na sliqan naqin,metod seqice na osnovu taqaka 𝑥𝑛−1 i 𝑥𝑛 izraqunava
narednu taqku 𝑥𝑛+1 kao 𝑥-koordinatu preseka prave kroja prolazi kroz
taqke (𝑥𝑛−1, 𝑓(𝑥𝑛−1)), (𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)), i 𝑥-ose. Jednaqina te prave je

𝑦 − 𝑓(𝑥𝑛−1)

𝑥− 𝑥𝑛−1
=

𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥𝑛−1)

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1

𝑥-koordinata preseka ove prave sa 𝑥-osom 𝑥𝑛+1 dobija se tako xto se ovde
stavi da je 𝑦 = 0:

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓(𝑥𝑛−1)− 𝑓(𝑥𝑛)
(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛), 𝑛 = 0, 1, . . .

Naredna slika je ilustracija ova dva metoda. Zapa�a se da ovaj metod
ne garantuje da je rexe�e jednaqine unutar intervala (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) za svako
𝑛.
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Nastavak primera. Neka je 𝑥0 = 1, 𝑥1 = 2; tada je 𝑓(𝑥0) = −1 i
𝑓(𝑥1) = 2. U narednoj tabeli prikazano je rexava�e ove jednaqine metodom
seqice.

𝑖 𝑥𝑖 𝑓(𝑥𝑖)
0 1 −1
1 2 2
2 1.33333333333333 −0.22222222222222
3 1.40000000000000 −0.04000000000000
4 1.41463414634146 0.00118976799524
5 1.41421143847487 −0.00000600728684
6 1.41421356205732 −0.00000000089315
7 1.41421356237310 0.00000000000000
8 1.41421356237310 0.00000000000000

Zapa�a se da broj taqnih cifara rezultata raste linearno sa brojem
izraqunava�a vrednosti funkcije, znatno br�e nego kod metoda polov	e�a
intervala.

9.3.3 Metod tangente | �utnov metod

Ideja na kojoj se zasniva metod tangente, odnosno�utnov metod je
da ako je 𝑥𝑛 blizu 𝑥*, onda je taqka preseka tangente na krivu 𝑦 = 𝑓(𝑥) u
taqki 𝑥𝑛 jox bli�e rexe�u 𝑥*. Jednaqina tangente na krivu 𝑦 = 𝑓(𝑥) u
taqki 𝑥𝑛 je

𝑦 − 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓 ′(𝑥𝑛)(𝑥− 𝑥𝑛).

Stav	aju�i ovde 𝑦 = 0 dobija se 𝑥-koordinata preseka ove prave sa 𝑥-osom
𝑥𝑛+1:

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓 ′(𝑥𝑛)
, 𝑛 = 1, 2, . . .

Naredna slika je ilustracija metoda tangente.
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Nastavak primera. Neka je 𝑥0 = 1, 𝑥1 = 2; tada je 𝑓(𝑥0) = −1 i
𝑓(𝑥1) = 2. U narednoj tabeli prikazano je rexava�e ove jednaqine metodom
seqice.

𝑖 𝑥𝑖 𝑓(𝑥𝑖)
0 1 −1
1 1.5000000 0.2500000
2 1.41666666666667 0.00694444444444
3 1.41421568627451 0.00000600730488
4 1.41421356237469 0.00000000000451
5 1.41421356237310 0.00000000000000
6 1.41421356237310 0.00000000000000

Zapa�a se da se broj taqnih cifara rezultata pove�ava mnogo br�e
sa brojem izraqunava�a vrednosti funkcije, nego kod prethodnih metoda
(otprilike sa kvadratom broja izraqunava�a).
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