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Predgovor

Ova knjiga je udºbenik za kurs Geometrija, na drugoj godini smera Infor-
matika, Matemati£kog fakulteta, Univerziteta u Beogradu. Autori su predava£i
na tom kursu od 2006. godine.

Tokom svih ovih godina kurs se menjao i evoluirao, tako da je njegov sada²nji
sadrºaj predstavljen sa prvih osam poglavlja knjige. U poglavljima Izometrije i
Krive i povr²i ima zahtevnijeg sadrºaja koji prevazilazi okvire kursa Geometrija.

Deo knjige koji smo nazvali Dodatak, sadrºi odre�en broj izbornih tema.
Neke od tih tema, a i mnoge druge, bile su teme studentskih seminarskih radova
i programerskih projekata. Te napredne teme su pogodne i za srednje napredan
kurs primenjene geometrije na nivou master ili doktorskih studija.

Knjigu mogu koristiti svi oni kojima su potrebna znanja iz prakti£ne geome-
trije, ukoliko imaju neka osnovna matemati£ka predznanja (na primer na nivou
gimnazijske matematike). Dakle, pretpostavljamo da £italac ima osnovna zna-
nja iz elementarne geometrije, trigonometrijskih funkcija, linearne algebre i di-
ferencijalnog ra£una, a ako ih nema, upu¢ujemo ga na odgovaraju¢u literaturu.

Cilj nam je bio da geometriju predstavimo na na£in koji je pogodan za
implementaciju na ra£unaru, sa manje formalizma, a vi²e primera. Kad god je to
bilo pogodno, poku²ali smo da vidimo geometriju kroz primere iz svakodnevnog
ºivota. Neke od tema su izvan granica geometrije i zalaze u topologiju, analizu,
mehaniku ili statiku. Hteli smo da £italac razume da su matemati£ke discipline i
njihove primene me�usobno povezane. �esto je za pravljenje neke matemati£ke
simulacije neophodno i dobro poznavanje �zike.

U prvoj glavi uvodimo vektore u euklidskoj ravni i prostoru geometrijski �
kao klase ekvivalencije usmerenih duºi koje imaju isti pravac, smer i intenzitet.
De�ni²emo koordinate ta£aka i vektora, kao i transformacije koordinatnih si-
stema. Veoma mnogo paºnje je posve¢eno skalarnom, vektorskom i me²ovitom
proizvodu i njihovim primenama: Odre�ivanje orijentacije i povr²ine trougla,
da li ta£ka pripada trouglu, zapreminama tela. . . Orijentacija u ravni i prostoru
je uvedena intuitivno, ali paºljivo, i ²to ¢e £italac verovatno zapaziti � vrlo
relativno.

Druga glava predstavlja kratak pregled analiti£ke geometrije ravni: Pravih,
polupravih, duºi, krugova i konusnih preseka, tj. krivih drugog reda. Istaknuto
je parametarsko zadavanje objekata, jer je ono u primenama korisnije od im-
plicitnog. Detaljno se razmatraju osobine konusnih preseka: Elipse, hiperbole
i parabole, koje su vaºne u geometriji i primenama. Ipak, u cilju smanjenja
obima kursa, to poglavlje, kao i poglavlje koje se odnosi na krive drugog reda,
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moºe da se izostavi.

Tre¢a glava sadrºi neke osnovne elemente ra£unarske geometrije i bavi se pro-
u£avanjem poligona. De�ni²emo unutra²njost i triangulaciju prostog poligona
i dajemo konkretne na£ine za njihovo odre�ivanje. Tako�e, izvodimo formulu
za povr²inu prostog poligona, ²to je u literaturi veoma te²ko na¢i u korektnom
obliku. Opisujemo i algoritme za konveksni omota£ i Delonijevu triangulaciju
skupa ta£aka ravni.

�etvrta glava je posve¢ena analiti£kom zadavanju pravih, duºi, ravni u tro-
dimenzionom euklidskom prostoru i njihovim me�usobnim odnosima. Iako je
geometrijski vaºno, poglavlje o mimoilaznim pravama nije toliko zna£ajno u
ra£unarstvu, pa ga £italac ne mora detaljno prou£avati.

U petoj glavi formalno uvodimo a�na preslikavanja u proizvoljnoj dimenziji.
Koga taj formalizam ne interesuje, moºe odmah da pre�e na preslikavanja u
ravni. Predstavljanje a�nih preslikavanja matricama je lako, ali nije o£igledno.
Po²to ima veliku primenu u ra£unarstvu, treba mu posvetiti mnogo paºnje, kao
i konkretnim primerima a�nih preslikavanja ravni.

Izometrijama smo posvetili ²estu glavu. Poglavlje o izometrijama ravni je
jednostavno i preporu£ujemo ga za prvo £itanje. Ostatak ove glave je za napred-
nije studente ili kao referenca onima koji se bave ra£unarskom gra�kom. Radi
matemati£ke potpunosti, dokazujemo da je svaka izometrija euklidskog prostora
a�no preslikavanje i karakteri²emo a�ne izometrije. Izometrijama prostora, ro-
tacijama i Ojlerovim uglovima smo posvetili posebnu paºnju jer je kompletne
literature na ovu temu malo, a primene u robotici i ra£unarskoj gra�ci su brojne.
Kao dodatna tema, moºe se koristiti poglavlje Kvaternioni i izometrije prostora
iz Dodatka.

Sedma glava je posve¢ena poliedarskim povr²ima koje predstavljaju vaºan
na£in predstavljanja prostornih objekata u raznim oblastima primena. Ne ula-
ze¢i u tehni£ke detalje, skoncentrisali smo se na neke jednostavne geometrijske
i topolo²ke pojmove: Povezanost, rub, orijentabilnost. Pri tome, mnoge £inje-
nice za koje su potrebni objekti i metode topologije nisu strogo de�nisane, niti
dokazane.

Osma glava odnosi se na najosnovnije pojmove u vezi parametrizovanih kri-
vih i povr²i. Delovi ovog poglavlja, kao ²to su primeri, mogu da se zanemare
u prvom £itanju. Krivima dajemo �zi£ko tuma£enje kad god je mogu¢e (rav-
nomerno ubrzano i kruºno kretanje, lan£anica, cikloida. . . ). Poglavlje koje se
odnosi na Bezijerove krive sadrºi neke vaºne algoritme £iji su dokazi tehni£ki,
te se mogu zaobi¢i. Poglavlje koje se bavi uop²tenjima Bezijerovih krivih je
preglednog karaktera, sadrºi interesantne primere i namenjeno je naprednijim
studentima.

U poglavlju Dodatak obra�ene su razne teme koje su detaljnije obja²njene
u uvodu tog poglavlja. Na primer, u ra£unarskim igricama i simulacijama pri-
rodnih procesa, objekti se bacaju, padaju, prevr¢u, klize. . . Da bismo razumeli
geometriju njihovog kretanja, bavili smo se kosim hicem, teºi²tem tela, strmom
ravni. Poglavlje o homogenim koordinatama i osnovama projektivne geometrije
smo dodali jer su te teme vaºne za razumevanje nekih elemenata ra£unarske
geometrije i obrade slika.



Oznake u tekstu su standardne. Trudili smo se da razlikujemo ta£ke euklid-
skog prostora En, vektore pridruºenog vektorskog prostora Vn i vektore koor-
dinata Rn; preslikavanje od matrice preslikavanja, itd. Naºalost, ako ºelimo da
tekst ostane £itljiv, te²ko je biti dosledan, pa bar jedan od ta dva cilja verovatno
nismo postigli. Oznaku ut koristimo za kraj dokaza, � za kraj primera, a E za
jedini£nu matricu.

Knjiga je sloºena u LATEX-u, a slike crtane u WinGCLC-u i JavaView-u.
Zahvaljujemo se Ta²ani �ukilovi¢ na pomo¢i pri izradi odre�enog broja slika,
kao i za dizajn korica. Paºljivom £itaocu ¢emo biti zahvalni na svakoj uo£enoj
gre²ci koju ¢emo rado ispraviti u slede¢em izdanju.

Na kraju, koristimo priliku da se zahvalimo recenzentima, prof. dr Predragu
Jani£i¢u i dr Miroslavi Anti¢, kao i kolegi mr Ðuri Mi²ljenovi¢u na paºljivom
£itanju rukopisa i brojnim primedbama, sugestijama i diskusijama koje su ovu
knjigu u£inile boljom.

Beograd, decembar 2015. godine Autori
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