
NACRTNA GEOMETRIJA – decembar 2012. godine

1. (5p) Data je kriva Γ : −x21 + x22 + 2x1x2 − 4x1x3 + x2x3 = 0 i taqke A(1 : −2 : 4) i B(2 : 1 : 2). Odrediti
koordinate taqke C koja je konjugovana taqkama A i B u odnosu na krivu Γ. Xta je pol prave AB?

rexeǌe: Geometrijsko mesto taqaka konjugovanih taqki M u odnosu na krivu Γ je polara taqke
M, tj. prava pol(M) = GM. Stoga, taqka C se nalazi u preseku pravih pol(A) i pol(B) :

C = pol(A)× pol(B) = GA×GB =
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Pol prave AB je taqka C jer su pol i polara dualni objekti!

2. (10p) U euklidskoj ravni data je taqka T i prave p i q. U taqki T konstruisati (analiza, konstruk-
cija, dokaz, diskusija) tangentu na hiperbolu qije su asimptote p i q.

rexeǌe:
ANALIZA: Neka je Γ tra�ena hiperbola i prave p i q ǌene asimptote. Oznaqimo sa t tangentu
u taqki T ∈ Γ na hiperbolu. Poxto je hiperbola centralno simetriqna kriva u odnosu na taqku
{O} = p ∩ q, mo�emo da odredimo i taqku T1 ∈ Γ takvu da je O sredixte du�i TT1.
Prave p i q su tangente na hiperbolu u beskonaqno dalekim taqkama P∞ i Q∞ redom.
Primenimo Paskalovu teoremu na degenerisani xestotemenik P∞Q∞TTT1P∞ :

P∞T1 ∩ TQ∞ = p1 ∩ q1 = {M}
P∞P∞ ∩ TT = p ∩ t = {N}
P∞Q∞ ∩ TT1 = u∞ ∩ TT1 = {L∞}

 =⇒M,N,L∞ ∈ l, l ‖ TT1

KONSTRUKCIJA:

• O : p ∩ q = {O}
• T1 : T1 = SO(T )

• p1 : T1 ∈ p1, p1 ‖ p
• q1 : T ∈ q1, q1 ‖ q
• M : p1 ∩ q1 = {M}
• l : M ∈ l, l ‖ TT1

• N : p ∩ l = {N}
• t : t = NT

DOKAZ: Prema konstrukciji T ∈ t.
Prema konstrukciji je MN ‖ TT1, tj. taqke M,N i L∞ (beskonaqno daleka taqka prave TT1) su
kolinearne. Prema konstrukciji i obrnutom smeru Paskalove teoreme xestotemenik P∞Q∞TTT1P∞
je upisan u krivu Γ′. Ovo znaqi da T, T1 ∈ Γ′, a prave p, q, t su tangente na Γ′.
Prema uslovu zadatka, kriva Γ sadr�i taqku T i ǌene asimptote su prave p i q. Kako je kriva 2.
reda jedinstveno odre�ena sa 5 elemenata (taqka + dve tangente u dvema taqkama), to je Γ ≡ Γ′, tj.
prava t je tangenta na krivu Γ.
DISKUSIJA: Ako su prave p i q paralelne ili taqka T pripada jednoj od ǌih, rexeǌe ne postoji.

3. (5p) Metodom odstojaǌa normalnog projektovaǌa data je ravan β(b,B′, OB0) i taqka A(A′, OA0) koja
joj ne pripada. Konstruisati trag ravni α koja sadr�i taqku A i paralelna je ravni β.

rexeǌe:

• Konstruixemo liniju pada ravni β takvu da ǌena projekcija p′ sadr�i taqku A′.

• Odredimo na pravoj p taqku C takvu da je na istom rastojaǌu od projekcijske ravni kao i taqka
B (OB0 = OC0). ǋena projekcija je {C′} = s′β ∩p′, gde je s′β projekcija nivoske linije ravni β kroz
taqku B.

• Oborimo pravu p.

• Poxto su ravni α i β paralelne, ǌihove linije pada q i p su tako�e paralelne prave. Kako
A′ ∈ p′, projekcija linije pada ravni α se poklapa sa projekcijom linije pada ravni β : q′ ≡ p′.

• Oboreni polo�aj prave q je prava [q] takva da [A] ∈ [q], [p] ‖ [q].

• Trag prave q je taqka preseka projekcije i oborenog polo�aja te prave: {Q} = q′ ∩ [q].

• Trag ravni α je prava koja sadr�i taqku Q i paralelna je tragu ravni β (pravoj b).



4. (10p) Metodom tragova i nedogleda centralnog projektovaǌa data je ravan α(a, ac∞) koja sa projekci-
jskom ravni gradi ugao π

6
i taqka V na nosiocu p(P, P c∞), V 6∈ α. Konstruisati projekciju prave kupe

qija osnova pripada ravni α, a vrh joj je taqka V. Polupreqnik osnove je dva puta ve�i od visine
kupe.

rexeǌe: Konstruixemo prvo ravan α koja zadovoǉava uslove zadatka:

• Konstruixemo krug odstojaǌa k(G, r).

• Proizvoǉno zadamo trag a ravni α.

• Konstruixemo trougao G[O]Mc
∞ takav da je G[O] ‖ a, [O] ∈ k, a ](Mc

∞G[O]) = π
2
, ]([O]Mc

∞G) = π
6
.

• Konstruixemo nedogled ravni je prava α : ac∞ ‖ a, Mc
∞ ∈ ac∞.

Zadamo i taqku V na nosiocu p(P, P c∞). Pravu p zadajemo proizvoǉno uz jedan uslov P 6∈ a, P c∞ 6∈ ac∞
(jer V 6∈ α).
Konstruixemo normalu iz V na α. Ovo je prava kojoj pripada visina kupe.

• Konstruixemo nedogled normale Nc
∞ : Nc

∞ ∈ GMc
∞,M

c
∞[O] ⊥ Nc

∞[O].

• Konstruixemo trag normale n. To je taqka N koja se nalazi u preseku prave V Nc
∞ i prave kroz

taqku P paralelne pravoj Nc
∞P

c
∞. (Primedba: Ravan γ(NP,Nc

∞P
c
∞) je ravan koja sadr�i prave n

i p koje se seku u taqki V .)

• Odredimo prodor prave n kroz ravan α. Projekcija taqke prodora Sc je taqka koju dobijamo kao
presek prave nc = NNc

∞ i prave rc = RRc∞, ({R} = a ∩NP, {Rc∞} = ac∞ ∩Nc
∞P

c
∞).

• Oborimo normalu n. Konstruixemo taqku {O} : {O} ∈ k,G{O} ⊥ nc. Oboreni polo�aj {n} je prava
kroz taqku N takva da je {n} ‖ {O}Nc

∞.

• Odredimo oborene polo�aje vrha kupe V i centra osnove S pri obaraǌu normale n :

{V } = {n} ∩ {O}V c, {S} = {n} ∩ {O}Sc.

Du�ina du�i {V }{S} je visina kupe h.

Oborimo ravan α kako bismo konstruisali osnovu kupe.

• Konstruixemo taqku (O) : (O) ∈ GMc
∞, (O)Mc

∞ = Mc
∞[O].

• Konstruixemo projekciju linije pada ravni α kroz taqku S : mc = MMc
∞, gde je {M} = ScMc

∞ ∩ a.
• Oboreni polo�aj (S) taqke S pri obaraǌu ravni α dobijamo u preseku prave kroz taqku M
normalne na trag a ravni α (oboreni polo�aj (m) linije pada ravni α kroz taqku S) i prave
(O)Sc.

• Konstruixemo krug l sa centrom u taqki (S) polupreqnika 2h.

• Konstruixemo projekciju kruga l.

l ∩ (m) = {(A), (B)}
{Ac} = mc ∩ (O)(A), {Bc} = mc ∩ (O)(B)

{Ec} – sredixte du�i AcBc

(E) = (m) ∩ (O)Ec

(C), (D) : (C), (D) ∈ l, (C)(D) ‖ a, (E) ∈ (C)(D)

Cc, Dc : CcDc ‖ a, Ec ∈ CcDc, {Cc} ∈ (O)(C), {Dc} ∈ (O)(D)

Projekcija je elipsa qiji su konjugovani dijemetri AcBc i CcDc.

Ostaje jox samo povu�i tangente iz V c na konstruisanu elipsu i odrediti vidǉivost.


