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Konus
Neka su i i s dve prave u prostoru koje se seku u taqki T .
Kru�ni konus sa temenom T je povrx koja se dobija

rotacijom prave i oko ose s.
Rotirana prava i (u raznim polo�ajima) naziva se

izvodnica konusa, a prava s se naziva osa konusa.

T s

i

Slika 1: Kru�ni konus
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Konusni presek

Definicija 1.1

Konusni presek je presek konusa sa proizvo	nom ravni α.
Konika je presek konusa sa ravni α koja NE sadr�i teme

konusa.

Konike:

krug;

elipsa;

hiperbola;

parabola.

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/matematika1/slajdovi/krug.avi
http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/matematika1/slajdovi/elipsa.avi
http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/matematika1/slajdovi/hiperbola.avi
http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/matematika1/slajdovi/parabola.avi
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Konike

Teorema 1.1

U ravni α konike postoje

prava d i taqka F takve da

je odnos rastoja�a

MF

d(M,d) = e = const

proizvo	ne taqke M
konike od taqke F i prave

d konstantan. Slika: Konika
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Konike

Dokaz:

σ { sfera upisana u

konus

ω { ravan kojoj

pripada krug dodira

sfere i konusa

Ω { ravan koja

dodiruje sferu u

taqki F

K { konika u ravni Ω
d { presek ravni Ω i ω Slika: Konika
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Konike

Dokaz:

K ∈ K
A ∈ d : AK ⊥ d
B = OK ∩ ω
C ∈ ω : CK ⊥ ω
α = ∠(Ω, ω)
β = ∠(KB,ω)

Slika: Konika
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Konike

Dokaz:

KB = KC

sin β

KA = KC

sinα
KF ∼= KB (tangentne

du�i iz K na σ):

KF

KA
= KB

KA
= sinα

sin β = e

Slika: Konika
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Ekscentricitet konike

Definicija 1.2

Broj e ≥ 0 naziva se ekscentricitet konike,

taqka F �i�a,

a prava d direktrisa konike.

Ekscentricitet odre�uje tip konike:

za e = 0 { krug;

za 0 < e < 1 { elipsa;

za e = 1 { parabola;

za e > 1 { hiperbola.
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Primeri konika u prirodi

1. Keplerov zakon:
Tela Sunqevog sistema se kre�u oko Sunca po konici, a
Sunce se nalazi u �i�i te konike.

Zem	a: e = 0.0167

Jupiter: e = 0.048775

Halejeva kometa: e = 0.995

Puta�a kosog hica je parabola.

Sunqeva senka vrha xtapa u toku dana je konika.

Senka kru�nog predmeta na ravan zid je konika.
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Elipsa

x

y

F1F2

a
b

x

y

F1

F2

b

a

Slika 3: Elipsa (a > b) { levo, (a < b) { desno

Kanonska jednaqina elipse:

x2

a2 + y2

b2 = 1.
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Elementi elipse

a, b > 0 { poluose elipse;

F1(c, 0), F2(−c, 0), c =
√
a2 − b2 { �i�e elipse;

d1 : x = a

e
, d2 : x = −a

e
{ direktrise elipse;

e = c

a
{ ekscentricitet elipse.

Za a = b elipsa je krug.
Jednaqina tangente u taqki (x0, y0) elipse:

xx0
a2 + yy0

b2 = 1.
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Osobine elipse

Teorema 1.1

Zbir rastoja�a proizvo	ne taqke elipse od �enih �i�a je

konstantan:

MF1 +MF2 = 2a.

O F1(c)F2 T1(a)

T2(b)

M
A1A2

d1d2

Slika 4: Zbir rastoja�a taqke elipse od �enih �i�a
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Parametarska jednaqina kruga/elipse

Parametarska jednaqina kruga:

x = r cos θ, y = r sin θ, θ ∈ [0, 2π),

r je polupreqnik kruga, θ je ugao izme�u vektora

polo�aja taqke i pozitivnog dela x-ose.

Parametarska jednaqina elipse:

x = a cos θ, y = b sin θ, θ ∈ [0, 2π),

a, b su poluose elipse, ali θ NIJE ugao izme�u vektora

polo�aja taqke i pozitivnog dela x-ose.
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Hiperbola

x

y

d1d2

a
b

F1F2

Slika 5: Hiperbola

Kanonska jednaqina hiperbole:

x2

a2 −
y2

b2 =

−

1.
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Hiperbola

x

y

d1

d2

F1

F2

b
a

Slika 5: Hiperbola

Kanonska jednaqina hiperbole:

x2

a2 −
y2

b2 = −1.
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Elementi hiperbole

a, b > 0 { poluose hiperbole;

F1(c, 0), F2(−c, 0), c =
√
a2 + b2 { �i�e hiperbole;

d1 : x = a

e
, d2 : x = −a

e
{ direktrise hiperbole;

e = c

a
{ ekscentricitet hiperbole;

a1 : y = b

a
x, a2 : y = − b

a
x { asimptote hiperbole

Jednaqina tangente u taqki (x0, y0) hiperbole:

xx0
a2 −

yy0
b2 = 1.
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Osobine hiperbole

Teorema 1.2

Apsolutna vrednost razlike rastoja�a proizvo	ne taqke

hiperbole od �enih �i�a je konstantan:

|MF1 −MF2| = 2a.
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Parametrizacija hiperbole

x

y

Slika 6: Parametrizacija hiperbole

x = +a coshφ, y = b sinhφ, φ ∈ R
x = −a coshφ, y = b sinhφ, φ ∈ R
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Parabola

x

y

0

F (0, p)

d : y = −p
x

y

0

F (0, p)

d : y = −p

Slika 7: Parabola: x2 = 4py za p > 0 { levo, p < 0 { desno
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Parabola

x

y

0
F (p, 0)

d : x = −p
x

y

0
F (p, 0)

d : x = −p

Slika 7: Parabola: y2 = 4px za p > 0 { levo, p < 0 { desno
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Elementi parabole y2 = 4px, p > 0

p { parametar parabole;

F (p, 0) { �i�a parabole;

d : x = −p { direktrisa parabole.

o { osa parabole (ovde: x-osa)

T { teme parabole (ovde: O)

Jednaqina tangente u taqki (x0, y0) parabole:

yy0 = 2p(x+ x0).
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Osobina parabole

Posledica 1.1

Svaka taqka M parabole je jednako uda	ena od �i�e i od

direktrise parabole.

O

x

y

F

d

pp

Slika 8: Parabola
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Parametrizacija parabole

Standardna parametrizacija:

x = t2

p
, y = 2t, t ∈ R,

Jednaqina kosog hica:

x(t) = (v0 cosφ0)t, t ≥ 0

y(t) = −g2 t
2 + (v0 sinφ0)t+ h, t ≥ 0,

gde je v0 poqetna brzina, h visina, a φ0 ugao (u odnosu na

tlo) pod kojim se hitac ispa	uje. Sa g je oznaqeno
gravitaciono ubrza�e.
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Kosi hitac

x

y

φ0 = π

12 , ymax = 0.33m

5.00m

φ0 = π

6 , ymax = 1.25m

8.66m

φ0 = π

4 , ymax = 2.50m

10.0m

φ0 = π

3 , ymax = 3.75m

φ0 = 5π
12 , ymax = 4.67m

Slika 9: Kosi hici sa poqetnom brzinom v0 = 10m
s
,

za uglove φ0 = kπ

12 , k = 1, . . . , 5
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Zakon odbija�a svetlosti

Svetlost se odbija od glatke povrxine tako da je upadni

ugao zraka svetlosti jednak odbojnom uglu.

φφ

ogledalo zrak svetlosti

Slika 10: Zakon odbija�a svetlosti
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Optiqka osobina elipse

Teorema 2.1

Svetlosni zrak koji izvire iz �i�e elipse i odbija se od

elipse, prolazi kroz drugu �i�u elipse.

F2F1

t

Slika 11: Optiqka osobina elipse
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Optiqka osobina hiperbole

Teorema 2.2

Svetlosni zrak koji izvire iz �i�e hiperbole i odbija se

od hiperbole, kolinearan je sa drugom �i�om hiperbole.

x

y

F1F2

T

Slika 12: Optiqka osobina hiperbole
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Optiqka osobina parabole

Teorema 2.3

Svetlosni zrak koji izvire iz �i�e parabole odbija se od

parabole paralelno �enoj osi.

O

x

y

M

F

R

d

Q

t

Slika 13: Optiqka osobina parabole
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Krive drugog reda

Definicija 3.1

Kriva drugog reda je skup taqaka ravni qije koordinate

(x, y) zadovo	avaju jednaqinu drugog stepena:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0.

Koliko god prethodna jednaqina izgledala komplikovano,

mo�e se pokazati da ona geometrijski opisuje elipsu,

hiperbolu, parabolu ili neku jednostavnu ”degenerisanu"
krivu.
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Svo�e�e krive na kanonski oblik

Teorema 3.1

Za svaku krivu drugog reda postoji novi koordinatni

sistem u kom ona ima taqno jednu od slede�ih jednaqina:

(E) x′′2

a2 + y′′2

b2 = 1, (elipsa)

(H) x′′2

a2 −
y′′2

b2 = 1, (hiperbola)

(P ) y′′2 = 4px′′, (parabola)

gde je p > 0, a, b > 0 i a ≥ b za (E), (D1), (D2) i (D3).
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Svo�e�e krive na kanonski oblik

Teorema 3.1

Za svaku krivu drugog reda postoji novi koordinatni

sistem u kom ona ima taqno jednu od slede�ih jednaqina:

(D1) x′′2

a2 + y′′2

b2 = −1, (prazan skup ili imaginarna elipsa)

(D2) x′′2

a2 + y′′2

b2 = 0, (taqka)

(D3) x′′2

a2 −
y′′2

b2 = 0, (dve prave koje se seku)

(D4) x′′2 = a2, (dve paralelne prave)
(D5) x′′2 = 0, (”dvostruka" prava)
(D6) x′′2 = −a2 (prazan skup).

gde je p > 0, a, b > 0 i a ≥ b za (E), (D1), (D2) i (D3).
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Svo�e�e krive na kanonski oblik

x

y

O

x′

y′

φ

Q

x′′
y′′

Slika 14: Svo�e�e elipse na kanonski oblik

translacija

rotacija
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Svo�e�e krive na kanonski oblik translacijom

x

y

0

F (0, p)

d : y = −p

(x0, y0)

F (x0, y0 + p)

d : y′ = y0 − p

y′

x′

Slika 15: Translacija parabole

x′ = x+ x0, y′ = y + y0
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Svo�e�e krive na kanonski oblik rotacijom

x = cosφx′ − sinφ y′, y = sinφx′ + cosφ y′

cot 2φ = cos 2φ
sin 2φ = a11 − a22

2a12
, φ ∈ [0, π2 )

cos 2φ = cot 2φ
+

√
1 + cot2 2φ

cosφ = +

√
1 + cos 2φ

2 , sinφ = +

√
1− cos 2φ

2
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Rotacija hiperbole

O x

y

φ

x′

y′

Slika 16: Hiperbola xy = 1
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