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Paskalova teorema Aksiomacko zasniva�e

Odre�enost krive drugog reda

Γ : a11x
2
1+a22x

2
2+a33x

2
3+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0:

6 koeficienata aij , homogenost → 5 uslova (jednaqina).

M ∈ Γ → 1 linearna jednaqina po aij .

Γ ∩ p { najvixe dve taqke −→ svake tri taqke ovalne

krive su nekolinearne.

Slika 1:
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Odre�enost krive drugog reda

Γ : a11x
2
1+a22x
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2+a33x

2
3+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0:

6 koeficienata aij , homogenost → 5 uslova (jednaqina).

M ∈ Γ → 1 linearna jednaqina po aij .
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krive su nekolinearne.

Γ { jedinstveno odre�ena sa:
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Slika 1: pet taqaka od kojih nikoje tri nisu kolinearne
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Odre�enost krive drugog reda

Γ : a11x
2
1+a22x

2
2+a33x

2
3+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0:

6 koeficienata aij , homogenost → 5 uslova (jednaqina).
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Γ ∩ p { najvixe dve taqke −→ svake tri taqke ovalne

krive su nekolinearne.

Γ { jedinstveno odre�ena sa:
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Slika 2: qetiri taqke u opxtem polo�aju i tangenta u jednoj od �ih
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Odre�enost krive drugog reda

Γ : a11x
2
1+a22x

2
2+a33x

2
3+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0:

6 koeficienata aij , homogenost → 5 uslova (jednaqina).

M ∈ Γ → 1 linearna jednaqina po aij .

Γ ∩ p { najvixe dve taqke −→ svake tri taqke ovalne

krive su nekolinearne.

Pa��a!
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Slika 3: qetiri taqke u opxtem polo�aju i tangenta koja
ne sadr�i ni jednu od �ih mogu da odrede 0 krivih
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Odre�enost krive drugog reda

Γ : a11x
2
1+a22x

2
2+a33x

2
3+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0:

6 koeficienata aij , homogenost → 5 uslova (jednaqina).

M ∈ Γ → 1 linearna jednaqina po aij .

Γ ∩ p { najvixe dve taqke −→ svake tri taqke ovalne

krive su nekolinearne.

Pa��a!

Γ

A

B

C

d
E

Slika 4: qetiri taqke u opxtem polo�aju i tangenta koja
ne sadr�i ni jednu od �ih mogu da odrede 1 krivu
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Odre�enost krive drugog reda

Γ : a11x
2
1+a22x

2
2+a33x

2
3+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0:

6 koeficienata aij , homogenost → 5 uslova (jednaqina).

M ∈ Γ → 1 linearna jednaqina po aij .

Γ ∩ p { najvixe dve taqke −→ svake tri taqke ovalne

krive su nekolinearne.

Pa��a!

Γ2
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Slika 5: qetiri taqke u opxtem polo�aju i tangenta koja
ne sadr�i ni jednu od �ih mogu da odrede 2 krive
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Odre�enost krive drugog reda

Γ : a11x
2
1+a22x

2
2+a33x

2
3+2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3=0:

6 koeficienata aij , homogenost → 5 uslova (jednaqina).

M ∈ Γ → 1 linearna jednaqina po aij .

Γ ∩ p { najvixe dve taqke −→ svake tri taqke ovalne

krive su nekolinearne.

Γ { jedinstveno odre�ena sa:

Γ
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b

d

Slika 6: tri nekolinearne taqke i tangente u dve te taqke
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Kriva drugog reda i dvorazmera pravih

Lema 1.1 (Afini smisao dvorazmere pravih)

Neka su a, b, c, d prave u dopu�enoj afinoj ravni koje sadr�e
konaqnu taqku O. Tada je

(a, b, c, d) = sin∠aOc
sin∠cOb

: sin∠aOd
sin∠dOb

.

Dokaz:

p 63 O : p× a = {A}, p× b = {B}, p× c = {C}, p× d = {D}

(a, b, c, d) = (A,B,C,D) =
#    «

AC
#    «

CB
:

#    «

AD
#    «

DB
= P (4ACO)
P (4CBO) : P (4ADO)

P (4DBO)

= AO · CO sin∠aOc
CO ·BO sin∠cOb

: AO ·DO sin∠aOd
DO ·BO sin∠dOb

= sin∠aOc
sin∠cOb

: sin∠aOd
sin∠dOb

.
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Xarlova teorema

Teorema 1.1 (Xarlova)

Neka je O′ taqka, a Γ = Γ(A,B,C,D,O) ovalna kriva drugog
reda u projektivnoj ravni. Tada

O′ ∈ Γ ⇐⇒ (OA,OB,OC,OD) = (O′A,O′B,O′C,O′D).

Dokaz:

(=⇒) Dvorazmera je projektivna invarijanta, tako da je

dovo	no dokazati da tvr�e�e va�i za krug.

A

C

B

D

O
O′

Slika 7: Dokaz za krug

Uglovi nad istom tetivom su
podudarni.

Afini smisao dvorazmere.
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Xarlova teorema

Teorema 1.1 (Xarlova)

Neka je O′ taqka, a Γ = Γ(A,B,C,D,O) ovalna kriva drugog
reda u projektivnoj ravni. Tada

O′ ∈ Γ ⇐⇒ (OA,OB,OC,OD) = (O′A,O′B,O′C,O′D).

Dokaz:

(⇐=) (OA,OB,OC,OD)=(O′A,O′B,O′C,O′D) i Γ(A,B,C,O,O′).

D 6∈ Γ =⇒ Γ ∩OD = D1, D1 6= D

(O′A,O′B,O′C,O′D) = (OA,OB,OC,OD) = (OA,OB,OC,OD1)
= (O′A,O′B,O′C,O′D1)

=⇒ O′D = O′D1 =⇒O,O′, D1︸ ︷︷ ︸
∈Γ

, D { kolinearne. Kontradikcija!
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
akko su preseci �egovih naspramnih ivica

AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R (1)

kolinearne taqke.

Dokaz ()
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
akko su preseci �egovih naspramnih ivica

AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R (1)

kolinearne taqke.

Dokaz (=⇒)

A C

B
D

E

F

P
Q

p

SR
X

Y

Slika 7: A,B,C,D,E, F ∈ Γ

AB × ED = P, BC × EF = Q

p = PQ, Γ ∩ p = {X,Y }
AF × p = S, DC × p = R.
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
akko su preseci �egovih naspramnih ivica

AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R (1)

kolinearne taqke.

Dokaz (=⇒)

A C

B
D

E

F

P
Q

p

SR
X

YT

Slika 7: A,B,C,D,E, F ∈ Γ

CF × p = T

(X,P, S, Y )=(AX,AB,AF,AY )
X=(CX,CB,CF,CY )=(X,Q, T, Y )
=(FX,FE, FC, FY )
X=(DX,DE,DC,DY )
=(X,P,R, Y )
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
akko su preseci �egovih naspramnih ivica

AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R (1)

kolinearne taqke.

Dokaz (=⇒)

A C

B
D

E

F

P
Q

p

SR
X

YT
P S

X

Y

Slika 7: A,B,C,D,E, F ∈ Γ

CF × p = T

(X,P, S, Y )=(AX,AB,AF,AY )
X=(CX,CB,CF,CY )=(X,Q, T, Y )
=(FX,FE, FC, FY )
X=(DX,DE,DC,DY )
=(X,P,R, Y )
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Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
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kolinearne taqke.
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Q
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X

Y

Slika 7: A,B,C,D,E, F ∈ Γ

CF × p = T

(X,P, S, Y )=(AX,AB,AF,AY )
X=(CX,CB,CF,CY )=(X,Q, T, Y )
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
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AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R (1)

kolinearne taqke.

Dokaz (=⇒)

A C

B
D

E

F

P
Q

p

SR
X

YT
P R

X

Y

Slika 7: A,B,C,D,E, F ∈ Γ

CF × p = T

(X,P, S, Y )=(AX,AB,AF,AY )
X=(CX,CB,CF,CY )=(X,Q, T, Y )
=(FX,FE, FC, FY )
X=(DX,DE,DC,DY )
=(X,P,R, Y )



Paskalova teorema Aksiomacko zasniva�e

Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
akko su preseci �egovih naspramnih ivica
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kolinearne taqke.
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Slika 7: A,B,C,D,E, F ∈ Γ
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
akko su preseci �egovih naspramnih ivica

AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R (1)

kolinearne taqke.

Dokaz (⇐=)

A

C

B
D

E

F

P
Q

p

R

Slika 8: P,Q,R { kolinearne

Γ = Γ(A,B,D,E, F ), T1 = AD × p
(CX,CY,CD,CB) = (X,Y,R,Q)

X=(FX,FY, FA, FE)
X=(DX,DY,DA,DE) = (X,Y, T1, P )
X=(AX,AY,AD,AB) X=⇒ C ∈ Γ
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
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Slika 8: P,Q,R { kolinearne

Γ = Γ(A,B,D,E, F ), T1 = AD × p
(CX,CY,CD,CB) = (X,Y,R,Q)

X=(FX,FY, FA, FE)
X=(DX,DY,DA,DE) = (X,Y, T1, P )
X=(AX,AY,AD,AB) X=⇒ C ∈ Γ
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Teorema 1.2 (Paskalova)
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Teorema 1.2 (Paskalova)
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X=(AX,AY,AD,AB) X=⇒ C ∈ Γ
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)
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Paskalova teorema

Teorema 1.2 (Paskalova)

Xestotemenik ABCDEF je upisan u ovalnu krivu drugog reda
akko su preseci �egovih naspramnih ivica

AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R (1)

kolinearne taqke.
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Slika 8: P,Q,R { kolinearne

Γ = Γ(A,B,D,E, F ), T1 = AD × p
(CX,CY,CD,CB) = (X,Y,R,Q)

X=(FX,FY, FA, FE)
X=(DX,DY,DA,DE) = (X,Y, T1, P )
X=(AX,AY,AD,AB) X=⇒ C ∈ Γ
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Degenerisani sluqajevi

A

C
B

D

E

e

p

R

P

Q

Slika 9: Paskalova teorema za petotemenik ABCDEE
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Degenerisani sluqajevi
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Slika 9: Paskalova teorema za qetvorotemenik ABBDEE
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Degenerisani sluqajevi
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E
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pRP Q

Slika 9: Paskalova teorema za trotemenik BBCCEE
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Paposova teorema
Paskalova teorema va�i i za degenerisanu krivu:

Teorema 1.3 (Paposova)

Neka su AEC i DBF dve trojke kolinearnih taqaka. Tada

su kolinearne i preseqne taqke

AB ×DE = P, BC × EF = Q, CD × FA = R.

A

E

C

D
B F

P

Q
R

Slika 10: Paposova teorema (dokaz za doma�i)
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Krive druge klase

Kriva druge klase se definixe dualno krivoj drugog reda.

Definicija 1.1

Ako je G regularna simetriqna matrica, nedegenerisana

kriva druge klase Γ̄(G) je skup pravih Γ̄(G)={p |pTGp = 0}.

Teorema 1.4 (Maklorenova)

Kriva druge klase Γ̄(G) je skup tangenata na nedegenerisanu
krivu drugog reda Γ(G−1).

Dokaz

t { tangenta na krivu Γ(G−1) u taqki X, λt = G−1X :

tTGt = (G−1X)TG(G−1X) = XTG−TGG−1X = XTG−1X
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Odre�enost krive druge klase

Iz jedne taqke postoje najvixe dve tangente na ovalnu krivu

→ svake tri tangente na ovalnu krivu su nekonkurentne.

Ovalna kriva druge klase jedinstveno je odre�ena sa:

pet tangenati od kojih nikoje tri nisu konkurentne;

qetiri tangente (u opxtem polo�aju) i dodirnom

taqkom jedne od �ih;

tri (nekonkurentne) tangente i dodirnim taqkama dve

tangente.

Skicirati!

Da bi efektivno odredili ovalnu krivu kojoj je dato pet

tangenti, prvo odredimo krivu druge klase Γ(G) kojoj
pripadaju te tangente. Matrica tra�ene krive je G−1.
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Brianxonova teorema

Na osnovu principa dualnosti, va�i Paskalova teorema za

krive druge klase:

Teorema 1.5 (Brianxonova)

Xestostranik abcdef je opisan oko ovalne krive drugog

reda akko su prave odre�ene naspramnim temenima tog

xestostranika

(a× b)(d× e) = p, (b× c)(e× f) = q, (c× d)(f × a) = r

konkurentne.
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Brianxonova teorema

O

p
q

r

a

b

c

d

e

f

Slika 11: Brianxonova teorema za xestostranik abcdef

Brianxonova teorema va�i i za degenerisane sluqajeve

petostranika, qetvorostranika i trostranika. Skicirati!
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Aksiome incidencije

I1) Dve taqke odre�uju jedinstvenu pravu.

I2) Svake dve prave u ravni se seku u jednoj taqki.

I3) U projektivnoj ravni postoje qetiri taqke u opxtem

polo�aju.

Kao posledica aksiome I2 nema paralelnosti u geometriji

projektivne ravni.
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Modeli projektivne ravni

Fanova ravan

Najjednostavniji model projektivne ravni se sastoji od 7
taqaka i 7 pravih { svaka prava sadr�i 3 taqke i svaka

taqka je incidentna sa 3 prave.

p1

p2p3

p4 p5

p6
p7

T2

T4T6

T5

T3T1

T7

Slika 12: Fanova ravan
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Centar i osa perspektive

Definicija 2.1

Trotemenici ABC i A′B′C ′ imaju centar perspektive ako

su prave odre�ene odgovaraju�im temenima konkurentne:

AA′ ×BB′ × CC ′ = {S}.

S

A

B

C

A′

B′ C′

Slika 13: Centar perspektive
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Centar i osa perspektive

Definicija 2.1

Trotemenici ABC i A′B′C ′ imaju osu perspektive ako su
taqke preseka odgovaraju�ih ivica kolinearne:

AB ×A′B′ = R, AC ×A′C ′ = Q, BC ×B′C ′ = P ∈ s.

P

Q

R

s

A

B

C

A′

B′ C′

Slika 13: Osa perspektive
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Dezargova teorema

Teorema 2.1 (Dezargova)

Ako dva trotemenika imaju centar perspektive, tada oni

imaju i osu perspektive.

Dokaz
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Teorema 2.1 (Dezargova)

Ako dva trotemenika imaju centar perspektive, tada oni

imaju i osu perspektive.

Dokaz

S

P

Q

R s

A

B

C

α

β A′
B′

C′

Slika 14: Sluqaj 1

Sluqaj 1: Trotemenici pripadaju
razliqitim ravnima
ABC ⊂ α, A′B′C ′ ⊂ β, α 6= β

α ∩ β = s, AA′ ×BB′ × CC ′ = {S}
A,A′, B,B′ { koplanarne
⇒ R = AB ×A′B′ ∈ α ∩ β = s
Sliqno, P,Q ∈ s ⇒ s { osa
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Dezargova teorema

Teorema 2.1 (Dezargova)

Ako dva trotemenika imaju centar perspektive, tada oni

imaju i osu perspektive.

Dokaz

S1
S2S

P
Q

R

s

A B

C

A′
B′

C′

α

β

Ā

B̄

C̄

Slika 15: Sluqaj 2

Sluqaj 2: Trotemenici pripadaju
istoj ravni ABC,A′B′C ′ ⊂ α
S1, S2, S { kolinearne: S1S2 6∈ α
S1S2 ∩ CC ′={S} ⇒ S1C ∩ S2C

′={C̄}
Sliqno se dobijaju Ā, B̄.
Dokazati: ĀB̄C̄ ⊂ β, β 6= α.

ABC, ĀB̄C̄, S1
1)→ P,Q,R ∈ α ∩ β

A′B′C ′, ĀB̄C̄, S2
1)→ P ′, Q′, R′ ∈ α ∩ β

{P}=BC∩B̄C̄=α∩B̄C̄=B′C ′∩B̄C̄={P ′}
Sliqno, Q = Q′, R = R′
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Obrnuta Dezargova teorema

Da li Dezargova teorema va�i u Fanovoj ravni?

Dezargova teorema se mo�e dokazati u RP 2 direktnim
raqunom, bez upotrebe prostora RP 3 ⊃ RP 2.

Teorema 2.2 (obrnuta Dezargova teorema)

Ako dva trotemenika imaju osu perspektive, tada oni imaju

i centar perspektive.

Dezargova i obrnuta Dezargova teorema su duakne

formalno, ali ne i suxtinski.

Dokaz obrnute teoreme pogledati za doma�i (nije obavezno).

Ravni u kojima ne va�i Dezargova teorema se nazivaju

ne-Dezargove ravni (primer: ravan Moultona). Te ravni se

ne mogu proxiriti na projektivni prostor (u suprotnom,

va�ila bi Dezargova teorema).
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