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Krive 2. reda Pol i polara

Krive drugog reda u projektivnoj ravni

Kriva drugog reda je skup taqaka u RP 2 koje
zadovo	avaju jednaqinu:

Γ : a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 = 0.

Matrica krive drugog reda G:

G =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 = GT

Nedegenerisana kriva (detG 6= 0)
Degenerisana kriva (detG = 0)

Vektorski zapis: XTGX = 0, X =

x1
x2
x3

.



Krive 2. reda Pol i polara

Krive drugog reda u projektivnoj ravni

Kriva drugog reda je skup taqaka u RP 2 koje
zadovo	avaju jednaqinu:

Γ : a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 = 0.

Matrica krive drugog reda G:

G =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 = GT

Nedegenerisana kriva (detG 6= 0)
Degenerisana kriva (detG = 0)

Vektorski zapis: XTGX = 0, X =

x1
x2
x3

.



Krive 2. reda Pol i polara

Krive drugog reda u projektivnoj ravni

Kriva drugog reda je skup taqaka u RP 2 koje
zadovo	avaju jednaqinu:

Γ : a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 = 0.

Matrica krive drugog reda G:

G =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 = GT

Nedegenerisana kriva (detG 6= 0)
Degenerisana kriva (detG = 0)

Vektorski zapis: XTGX = 0, X =

x1
x2
x3

.



Krive 2. reda Pol i polara

Krive drugog reda u projektivnoj ravni

Kriva drugog reda je skup taqaka u RP 2 koje
zadovo	avaju jednaqinu:

Γ : a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 = 0.

Matrica krive drugog reda G:

G =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 = GT

Nedegenerisana kriva (detG 6= 0)
Degenerisana kriva (detG = 0)

Vektorski zapis: XTGX = 0, X =

x1
x2
x3

.



Krive 2. reda Pol i polara

Primeri

Primer 1

Pokazati da je kriva x1x2 − x2
3 = 0 nedegenerisana.

Odrediti joj jednaqinu u afinim koordinatama i
beskonaqno daleke taqke u R̄2. Skicirati krivu u afinoj
ravni R2.

Primer 2

Odrediti jednaqinu krive Γ : y = ax2 + bx+ c ⊂ R̄2 u
homogenim koordinatama, a zatim odrediti i �ene
beskonaqno daleke taqke. Da li je ta kriva nedegenerisana?
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Promena koordinata

Teorema 1.1

Preslikava�e λX ′ = PX preslikava krivu drugog reda Γ
zadatu matricom G u krivu drugog reda zadatu matricom
G′ = CTGC, gde je C = P−1.

Dokaz

λX ′ = PX =⇒ λX = P−1X ′ = CX ′

0 = XTGX = (CX ′)TG(CX ′) = X ′T CTGC︸ ︷︷ ︸
G′

X ′

G′ = CTGC = (G′)T

Pojam (nedegenerisane) krive drugog reda je
projektivna invarijanta!
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Klasifikacija krivih u projektivnoj ravni

Teorema 1.2

Ovalne krive x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0.

Γ

u∞

Slika 1: Elipsa Γ ∩ u∞ = {∅}

Prazan skup (nula kriva) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0.

Taqka x2
1 + x2

2 = 0.
Dve prave x2

1 − x2
2 = 0.

”Dvostruka" prava x
2
1 = 0.
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S∞ { pravac ose parabole
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O

Slika 3: Taqka

Dve prave x2
1 − x2

2 = 0.

”Dvostruka" prava x
2
1 = 0.



Krive 2. reda Pol i polara

Klasifikacija krivih u projektivnoj ravni

Teorema 1.2

Ovalne krive x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0.

Prazan skup (nula kriva) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0.

Taqka x2
1 + x2

2 = 0.
Dve prave x2

1 − x2
2 = 0.

u∞
O

P∞

Q∞

p

q

Slika 4: Dve prave

”Dvostruka" prava x
2
1 = 0.
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Klasifikacija krivih u projektivnoj ravni
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Ovalne krive x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0.

Prazan skup (nula kriva) x2
1 + x2

2 + x2
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Taqka x2
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2
1 = 0.

u∞
O

P∞

p

Slika 5: Prava
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Dokaz teoreme o klasifikaciji

G = GT =⇒ ∃C ∈ O(3) = {C ∈ GL3(R)|C−1 = CT }:

CTGC = diag(λ1, λ2, λ3) = D, λk{ sopstvene vrednosti od G.

f : λX ′ = PX, P = C−1 : Γ = Γ(G) f−→ Γ′ = Γ′(D)

0 =λ1x
′2
1 + λ2x

′2
2 + λ3x

′3
1

=ε1(
√
|λ1|x′1)2 + ε2(

√
|λ2|x′2)2 + ε3(

√
|λ3|x′3)2

g : x′′i =


√
|λi|x′i ako je λi 6= 0

x′i ako je λi = 0
.

g ◦ f { tra�eno preslikava�e kojim se kriva slika u
jednu od ponu�enih.
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Posledice

Primer 3

Odrediti projektivno preslikava�e kojim se krug slika u
hiperbolu/parabolu.
(Pogledati Primere 5 i 6 iz dela ”Projektivna
preslikava�a".)

Posledica

Ovalna kriva drugog reda i prava imaju najvixe dve
zajedniqke taqke.

Ako kriva drugog reda i prava imaju tri zajedniqke
taqke, tada ta prava pripada krivoj, a kriva je
degenerisana.
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Korelacije

Definicija 2.1

Korelacija je projektivno preslikava�e koje slika
projektivnu ravan taqaka RP 2 na projektivnu ravan pravih
R̄P 2 i obrnuto. U koordinatama λu = AX, gde je A
regularna matrica, X koordinate taqke, a u koordinate
prave.

Osobine korelacije

Bijekcije su.

Quvaju kolinearnost/konkurentnost.

Quvaju dvorazmeru.
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Pol i polara

Definicija 2.2

Ovalna kriva Γ(G) zadata matricom G definixe
specijalnu korelaciju koju nazivamo polaritet: λm = GM.

Prava m naziva se polara, a taqka M je �en pol.

Primer 4

Odrediti polaru taqke D(1 : 1 : 1) u odnosu na krivu
Γ : x1x2 − x2

3 = 0.
Xta su polare taqaka A(1 : 0 : 0), B(0 : 1 : 0) i C(0 : 0 : 1)?
Skicirati u afinoj ravni.
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Odnos pola i polare

Lema 2.1

Taqka M pripada pravoj n ako i samo ako nTM=0 (MTn=0).

Lema 2.2

Neka su m i M , odnosno n i N odgovaraju�a polara i pol u
odnosu na ovalnu krivu drugog reda Γ(G). Tada va�i
M ∈ n⇐⇒ m 3 N.

Dokaz

M ∈ n⇐⇒ 0 = nTM = (GN)T (G−1m) = NTGTG−1m

= NTGG−1m = NTm ⇐⇒ m 3 N.
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Odnos pola i polare

Lema 2.1

Taqka M pripada pravoj n ako i samo ako nTM=0 (MTn=0).

Dokaz

Neka je M(m1 : m2 : m3) i n : n1x1 + n2x2 + n3x3 = 0.

M ∈ n⇐⇒ 0 = n1m1 + n2m2 + n3m3 = (n1 n2 n3)

m1
m2
m3

 = nTM.

Drugi uslov se dobija transponova�em prvog.

Lema 2.2

Neka su m i M , odnosno n i N odgovaraju�a polara i pol u
odnosu na ovalnu krivu drugog reda Γ(G). Tada va�i
M ∈ n⇐⇒ m 3 N.

Dokaz

M ∈ n⇐⇒ 0 = nTM = (GN)T (G−1m) = NTGTG−1m
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Odnos polare i tangente

Teorema 2.1

Ako taqka M pripada ovalnoj krivoj drugog reda Γ, tada je
�ena polara m u odnosu na Γ tangenta te krive u taqki M .

Dokaz

M ∈ Γ(G)⇐⇒ 0 = MTGM = MT (GM) = MTm⇐⇒M ∈ m.

Taqka pripada krivoj akko pripada svojoj polari u odnosu
na tu krivu.
Da li je m tangenta?

Γ ∩m = {M,N}, M 6= N

N ∈ m Lema 2.2⇐⇒ M ∈ n, n { polara za N

=⇒ n = MN = m
bijekcija=⇒ M = N. Kontradikcija!
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Kako se crta polara?

Γ

M

m

Slika 6: M ∈ Γ

Primer 5

Odrediti tangente na ovalnu krivu x1x2 − x2
3 = 0 iz taqke

M∞(−4 : 1 : 0). Skicirati u afinoj ravni.
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Γ T1

T2

t1

t2

m

M

Slika 7: M ∈ ext Γ

Primer 5

Odrediti tangente na ovalnu krivu x1x2 − x2
3 = 0 iz taqke

M∞(−4 : 1 : 0). Skicirati u afinoj ravni.
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Kako se crta polara?

Γ T1

T2

A

t1

t2 T3

T4

B

t3

t4

M

m

Slika 8: M ∈ int Γ

Primer 5

Odrediti tangente na ovalnu krivu x1x2 − x2
3 = 0 iz taqke

M∞(−4 : 1 : 0). Skicirati u afinoj ravni.
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Harmonijska konjugovanost

Primedba

Prava i kriva drugog reda u RP 2 imaju najvixe dve
preseqne taqke. U kompleksnom sluqaju, tj. u CP 2, uvek
postoje dve preseqne taqke (ili jedna dvostruka).

Definicija 2.3

Date su ovalna kriva Γ i taqka M 6∈ Γ. Neka p 3M i
p ∩ Γ = {P1, P2} ∈ CP 2. Taqku N takvu da va�i
H(M,N,P1, P2) zovemo taqka konjugovana taqki M u odnosu
na krivu Γ.
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Harmonijska konjugovanost

Teorema 2.2

Geometrijsko mesto taqako konjugovanih taqki M u odnosu
na ovalnu krivu Γ je polara m taqke M.

Dokaz

λ1, λ2 ∈ C { rexe�a rednaqine aλ2 + 2bλ+ c = 0

Γ ∩ p = {P1, P2}: P1 = λ1M +N,P2 = λ2M +N
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Teorema 2.2

Geometrijsko mesto taqako konjugovanih taqki M u odnosu
na ovalnu krivu Γ je polara m taqke M.

Dokaz

Γ = Γ(G) { ovalna kriva, M 6∈ Γ { fiksirana taqka

N { proizvo	na taqka, p = MN : X = λM +N, λ ∈ R

Γ ∩ p { kvadratna jednaqina po λ:

0 = XTGX = (λM +N)TG(λM +N)
= λ2 MTGM︸ ︷︷ ︸

a

+λ (MTGN +NTGM)︸ ︷︷ ︸
2b

+NTGN︸ ︷︷ ︸
c

MTGN
Lema 2.1= (MTGN)T = NTGM =⇒ 2b = 2NTGM.

λ1, λ2 ∈ C { rexe�a rednaqine aλ2 + 2bλ+ c = 0

Γ ∩ p = {P1, P2}: P1 = λ1M +N,P2 = λ2M +N
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a

+λ (MTGN +NTGM)︸ ︷︷ ︸
2b

+NTGN︸ ︷︷ ︸
c

MTGN
Lema 2.1= (MTGN)T = NTGM =⇒ 2b = 2NTGM.

λ1, λ2 ∈ C { rexe�a rednaqine aλ2 + 2bλ+ c = 0

Γ ∩ p = {P1, P2}: P1 = λ1M +N,P2 = λ2M +N
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Harmonijska konjugovanost

Teorema 2.2

Geometrijsko mesto taqako konjugovanih taqki M u odnosu
na ovalnu krivu Γ je polara m taqke M.

Dokaz

λ1, λ2 ∈ C { rexe�a rednaqine aλ2 + 2bλ+ c = 0

Γ ∩ p = {P1, P2}: P1 = λ1M +N,P2 = λ2M +N

H(M,N,P1, P2)⇐⇒− 1 = 1
λ1

: 1
λ2

= λ2

λ1

⇐⇒λ1 + λ2 = 0 Vietove formule⇐⇒ 2b = 0
⇐⇒NTGM = 0⇐⇒ NTm = 0⇐⇒ N ∈ m.



Krive 2. reda Pol i polara

Centar krive

Posledica

Centar krive drugog reda u R̄2 je pol beskonaqno daleke
prave.

Primer 6

Odrediti centar krive xy − 4x+ y + 3 = 0. Skicirati
krivu.
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Centar krive

Posledica

Centar krive drugog reda u R̄2 je pol beskonaqno daleke
prave.

Dokaz

Neka je C centar krive Γ (ako kriva ima centar).
Na osnovu definicije centra, taqka C je sredixte du�i
P1P2, gde su P1, P2 ∈ Γ, P1 6= P2. Na osnovu posledice afinog
smisla dvorazmere, �oj ko�ugovana taqka beskonaqno daleka
taqka prave P1P2.
Na osnovu prethodne teoreme, polara od C je beskonaqno
daleka prava ravni R̄2.

Primer 6

Odrediti centar krive xy − 4x+ y + 3 = 0. Skicirati
krivu.
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Krive 2. reda Pol i polara

Preslikava�e pravih

Lema 2.3

Ako je preslikava�e taqaka zadato matricom P, tj. sa
λX ′ = PX tada je preslikava�e pravih zadato matricom
P−T = CT .

Dokaz

λX ′ = PX

n : nTX = 0 7→ n′ : n′TX ′ = 0
nTX = 0 ⇐⇒ 0 = nTP−1X ′ = ((P−1)Tn︸ ︷︷ ︸

n′

)TX ′

=⇒n′ = CTn.
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Projektivna invarijantnost pola i polare

Teorema 2.3

Pol i polara su projektivne invarijante.

Dokaz

Γ = Γ(G) { ovalna kriva, M { pol, m { polara: λm = GM

f : λX ′ = PX, C = P−1

f :


λM ′ = PM

λm′ = P−Tm

λG′ = CTGC

f−1 :


λM = P−1M ′

λm = PTm′

λG = PTG′P

m = GM ⇐⇒ PTm′ = (PTG′P )(P−1M ′) = PTG′M ′

⇐⇒ m′ = G′M ′

=⇒ M ′ { pol, m′ { polara u odnosu na Γ′ = Γ(G′)!
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Teorema 2.3

Pol i polara su projektivne invarijante (tj. ako su M i m
pol i polara u odnosu na ovalnu krivu Γ, tada su i �ihove
slike M ′ i m′ pri projektivnom preslikava�u f pol i
polara u odnosu na sliku krive Γ′).
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