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Projektivna preslikava�a Homologije

Projektivna preslikava�a ravni

Definicija 1.1

Projektivno preslikava�e projektivne ravni je

preslikava�e koje taqku M(x1 : x2 : x3) slika u taqku
M ′(x′1 : x′2 : x′3), i dato je formulama:

λ

 x′1
x′2
x′3

 =

 p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33


 x1
x2
x3

 , det(pij) 6= 0, λ 6= 0,

ili kra�e λX ′ = PX, P = (pij).

Projektivno preslikava�e je indukovano linearnim

preslikava�em vektorskog prostora R3.



Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine projektivnih preslikava�a

Matrice P i λP predstav	aju isto preslikava�e.

Kompoziciji preslikava�a odgovara mno�e�e matrica,

a inverznom preslikava�u odgovara inverzna matrica.

Projektivno preslikava�e slika quva kolinearnost

taqaka i konkurentnost pravih.

Projektivna preslikava�a qine projektivnu grupu

PGl3(R) dimenzije 8.
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Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine projektivnih preslikava�a

Matrice P i λP predstav	aju isto preslikava�e.

Kompoziciji preslikava�a odgovara mno�e�e matrica,

a inverznom preslikava�u odgovara inverzna matrica.

Projektivno preslikava�e slika quva kolinearnost

taqaka i konkurentnost pravih.

A,B,C{ kolinearne:
#«

C = α
#«

A + β
#«

B
#«

C ′ = PC = αP
#«

A + βP
#«

B = α
#«

A′ + β
#«

B′

=⇒ A′, B′, C ′{ kolinearne

Konkurentnost sledi iz dualnosti.

Projektivna preslikava�a qine projektivnu grupu

PGl3(R) dimenzije 8.
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Projektivna preslikava�a Homologije

Osnovna teorema Projektivne geometrije

Teorema 1.1

Postoji jedinstveno projektivno preslikava�e projektivne

ravni RP 2 koje qetiri taqke A,B,C,D u opxtem polo�aju

slika redom u taqke A′, B′, C ′, D′, u opxtem polo�aju.

Dokaz

A0(1:0:0), B0(0:1:0), C0(0:0:1), D0(1:1:1) { bazne taqke
A,B,C { nekolinearne:

#«

D = αA+ βB + γC, α, β, γ, 6= 0
P = [f ] = [αA, βB, γC] =⇒ f : A0, B0, C0, D0 7→ A,B,C,D

P
#  «

A0 = α
#«

A =⇒ f(A0) = A (sliqno za B i C)

P
#  «

D0 = αA+ βB + γC = D =⇒ f(D0) = D

g : A0, B0, C0, D0 7→ A′, B′, C ′, D′

g ◦ f−1 { tra�eno preslikava�e



Projektivna preslikava�a Homologije

Osnovna teorema Projektivne geometrije

Teorema 1.1

Postoji jedinstveno projektivno preslikava�e projektivne

ravni RP 2 koje qetiri taqke A,B,C,D u opxtem polo�aju

slika redom u taqke A′, B′, C ′, D′, u opxtem polo�aju.

Primer 1

Odrediti projektivno preslikava�e ravni koje taqke

A0(1 : 0 : 0),B0(0 : 1 : 0),C0(0 : 0 : 1),D0(1 : 1 : 1) slika u
A(1 : 2 : 3), B(3 : 2 : 1), C(0 : 1 : 1), D(7 : 11 : 10).

Posledica

Projektivno preslikava�e ravni sa qetiri fiksne taqke je

identitet.



Projektivna preslikava�a Homologije

Osnovna teorema Projektivne geometrije

Teorema 1.1

Postoji jedinstveno projektivno preslikava�e projektivne

ravni RP 2 koje qetiri taqke A,B,C,D u opxtem polo�aju

slika redom u taqke A′, B′, C ′, D′, u opxtem polo�aju.

Primer 2 (Provougaonik i trapez su projektivno
ekvivalentni u R̄2)

Odrediti projektivno preslikava�e koje trapez ABCD,
A(−2, 0), B(2, 0), C(1, 2), D(−1, 2) preslikava u
pravougaonik A′B′C ′D′, A′(−1, 0), B′(1, 0), C ′(1, 1), D′(−1, 1).

Primer 3

Dijagonalne taqke qetvorotemenika su me�usobno

projektivno ekvivalentne.



Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine projektivnih preslikava�a

Projektivna preslikava�e ne quvaju ni razmeru ni
paralelnost!

Teorema 1.2

Projektivna preslikava�a quvaju dvorazmeru.



Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine projektivnih preslikava�a

Projektivna preslikava�e ne quvaju ni razmeru ni
paralelnost!

Teorema 1.2

Projektivna preslikava�a quvaju dvorazmeru.

Dokaz

A,B,C,D { kolinearne:

#«

C =α #«

A + β
#«

B,
#«

D = γ
#«

A + δ
#«

B
#«

C ′ =P #«

C = αP
#«

A + βP
#«

B = α
#«

A′ + β
#«

B′

#«

D′ =P #«

D = γP
#«

A + δP
#«

B = γ
#«

A′ + δ
#«

B′

=⇒(A,B,C,D) = β

α
: δ
γ

= (A′, B′, C ′, D′)



Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine projektivnih preslikava�a

Projektivna preslikava�e ne quvaju ni razmeru ni
paralelnost!

Teorema 1.2

Projektivna preslikava�a quvaju dvorazmeru.

Posledica

Ako su tri taqke neke prave p fiksne pri projektivnom

preslikava�u, tada je svaka taqka prave p fiksna.

Ako su tri prave koje sadr�e taqku P fiksne pri

projektivnom preslikava�u, tada je svaka prava kroz P
fiksna.



Projektivna preslikava�a Homologije

Harmonijska konjugovanost

Teorema 1.3

Parovi taqaka P,Q i R,S su harmonijski konjugovani akko

postoji qetvorotemenik ABCD takav da su P i Q �egove

dijagonalne taqke, a R i S preseci prave PQ sa ivicama

qetvorotemenika kroz tre�u dijagonalnu taqku.

Dokaz

(⇐=) ∃ABCD =⇒ H(P,Q,R, S).
A(1 : 0 : 0), B(0 : 1 : 0), C(0 : 0 : 1), D(1 : 1 : 1)
P = AD ×BC = (0 : 1 : 1), Q = AB × CD = (1 : 1 : 0)
PQ = [1 : −1 : 1]
R = BD × PQ = (1 : 2 : 1) = 1 · P + 1 ·Q
S = AC × PQ = (1 : 0 : −1) = −1 · P + 1 ·Q

=⇒(P,Q,R, S) = −1 ⇐⇒ H(P,Q,R, S)



Projektivna preslikava�a Homologije

Harmonijska konjugovanost

Teorema 1.3

Parovi taqaka P,Q i R,S su harmonijski konjugovani akko

postoji qetvorotemenik ABCD takav da su P i Q �egove

dijagonalne taqke, a R i S preseci prave PQ sa ivicama

qetvorotemenika kroz tre�u dijagonalnu taqku.

Dokaz

(=⇒) H(P,Q,R, S) =⇒ konstruisati ABCD

p1, p2 ∈ P , q1 ∈ Q { proizvo	ne prave

A = p1 × q1, B = p2 × q1, C = AS × p2, D = QC × p1

Prema konstrukciji: P,Q su dijagonalne taqke

Prema konstrukciji: S = PQ×AC

R′ = PQ×DB (⇐)=⇒ H(P,Q,R′, S)
Prema pretpostavci: H(P,Q,R, S) =⇒ R ≡ R′
(jedinstvenost 4. harmonijski konjugovane taqke)



Projektivna preslikava�a Homologije

Harmonijska konjugovanost

Teorema 1.3

Parovi taqaka P,Q i R,S su harmonijski konjugovani akko

postoji qetvorotemenik ABCD takav da su P i Q �egove

dijagonalne taqke, a R i S preseci prave PQ sa ivicama

qetvorotemenika kroz tre�u dijagonalnu taqku.

Primer 4

Dat je proizvo	ni trapez ABCD (AB ‖ CD). Neka je
P = AD×BC, Q = BD×AC, E = AB × PQ, F = CD× PQ.
Dokazati:

a) H(P,Q,E, F ); b) F = S(DC), E = S(AB).



Projektivna preslikava�a Homologije

Veza izme�u afinih i projektivnih preslikava�a

Afino preslikava�e slika taqku M(x, y) u taqku M ′(x′, y′):(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
+
(
b1
b2

)
, det(aij) 6= 0.



Projektivna preslikava�a Homologije

Veza izme�u afinih i projektivnih preslikava�a
Afino preslikava�e slika taqku M(x, y) u taqku M ′(x′, y′):(

x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
+
(
b1
b2

)
, det(aij) 6= 0.

U homogenim koordinatama:

x′1
x′3

= a11
x1
x3

+ a12
x2
x3

+ b1

x′2
x′3

= a21
x1
x3

+ a22
x2
x3

+ b2.

Stavimo x′3 = x3:

x′1 = a11x1 + a12x2 + b1x3

x′2 = a21x1 + a22x2 + b2x3

x′3 = x3.



Projektivna preslikava�a Homologije

Veza izme�u afinih i projektivnih preslikava�a

Afino preslikava�e slika taqku M(x, y) u taqku M ′(x′, y′):(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
+
(
b1
b2

)
, det(aij) 6= 0.

U matriqnom obliku:

λ

 x′1
x′2
x′3

 =

 a11 a12 b1
a21 a22 b2
0 0 1



Ab

 x1
x2
x3

 .

Afina preslikava�a su specijalan sluqaj projektivnih

preslikava�a R̄2.



Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine afinih preslikava�a

Teorema 1.4

Grupa afinih preslikava�a je izomorfna podgrupi

projektivnih preslikava�a ravni R̄2 koja quvaju beskonaqno
daleku pravu u∞.

Dokaz

Projektivno preslikava�e f quva u∞ akko f(B∞) ∈ u∞, za
svaku taqku B∞(x1 : x2 : 0).

λ

 x′1
x′2
0

 =

 p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33


 x1
x2
0

 =

 p11x1 + p12x2
p21x1 + p22x2
p31x1 + p32x2

 .
=⇒ p31 = p32 = 0, p33 6= 0

P ∼ λP =⇒ p33 = 1.



Projektivna preslikava�a Homologije

Invarijante i ekvivalentni objekti
Xto je grupa ve�a, to ona razlikuje ma�i broj objekata i

ima vixe invarijanti!

Primer 5 (Elipsa
proj⇐⇒ hiperbola)

Pokazati da projektivno preslikava�e

f : x′1 = x3, x
′
2 = x2, x

′
3 = x1 proxirene afine ravni R̄2

preslikava elipsu x2 + y2 = 1 u hiperbolu x′2 − y′2 = 1.
Zapisati to preslikava�e u afinim koordinatama.

Odrediti pravu koja se preslikava u u∞ : x3 = 0.
Odrediti fiksne taqke preslikava�a f . Skicirati!

Primer 6 (Elipsa
proj⇐⇒ parabola)

Odrediti projektivno preslikava�e proxirene afine

ravni R̄2 koje slika elipsu (krug) x2 + y2 = 1 u parabolu

y2 = 2x. (doma�i)



Projektivna preslikava�a Homologije

Invarijante i ekvivalentni objekti

grupa matrica
ekvivalentni

objekti
invarijante

projektivna

PGl2(R)

(
p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33

)
svi qetvorouglovi,

ovalne krive 2. reda

konkurentnost,

kolinearnost,

dvorazmera,

tangentnost,

unutrax�ost ovalne krive

afina

Aff2(R)

(
a11 a12 b1
a21 a22 b2
0 0 1

)
svi trouglovi,

svi paralelogrami,

sve elipse,

sve hiperbole

paralelnost,

razmera,

odnos povrxina,

bekonaqno daleka prava,

ko�ugovani dijametri

sliqnosti

Con2(R)

(
s cosφ ∓s sinφ v1
s sinφ ±s cosφ v2

0 0 1

)
sliqni trouglovi,

svi krugovi,

sve parabole

uglovi,

odnos du�ina

izometrije

Isom2(R)

(
cosφ ∓ sinφ v1
sinφ ± cosφ v2

0 0 1

)
podudarni

trouglovi

du�ine,

povrxina



Projektivna preslikava�a Homologije

Homologije

Definicija 2.1

Taqka S je centar projektivnog preslikava�a f ako je svaka

prava kroz S fiksna: f(p) = p, p 3 S.

Definicija 2.2

Prava s je osa projektivnog preslikava�a f ako je svaka

taqka prave s fiksna: f(P ) = P, P ∈ s.

Definicija 2.3

Neidentiqko projektivno preslikava�e koje ima osu i

centar zove se homologija.
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Neidentiqko projektivno preslikava�e koje ima osu i
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Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine homologija

Presek fiksnih pravih je fiksna taqka.

Specijalno,

centar je fiksan.

Ako je f homologija, tada su P ′ = f(P ), P, S kolinearne

taqke jer SP = f(SP ) = f(S)f(P ) = SP ′.

Lema 2.1

Homologija je odre�ena centrom S, osom s i parom

odgovaraju�ih taqaka P, P ′.

S

s

P

Q
P ′

X

Q′

Slika 1: Dokaz

Q { proizvo	na =⇒ Q′ = f(Q) ∈ SQ
X = PQ× s
Q′∈f(PQ)=f(PX)=f(P )f(X)=P ′X
=⇒ Q′ = P ′X × SQ



Projektivna preslikava�a Homologije

Osobine homologija

Presek fiksnih pravih je fiksna taqka. Specijalno,

centar je fiksan.

Ako je f homologija, tada su P ′ = f(P ), P, S kolinearne

taqke jer SP = f(SP ) = f(S)f(P ) = SP ′.

Lema 2.1

Homologija je odre�ena centrom S, osom s i parom

odgovaraju�ih taqaka P, P ′.

S

s

P

Q
P ′

X

Q′

Slika 1: Dokaz

Q { proizvo	na =⇒ Q′ = f(Q) ∈ SQ
X = PQ× s
Q′∈f(PQ)=f(PX)=f(P )f(X)=P ′X
=⇒ Q′ = P ′X × SQ



Projektivna preslikava�a Homologije
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Ako je f homologija, tada su P ′ = f(P ), P, S kolinearne
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Projektivna preslikava�a Homologije

Centar i osa

Teorema 2.1

Projektivno preslikava�e ima osu akko ima centar.

Dokaz

(=⇒) Neka f ima osu s.
P /∈ s : P ′ = f(P ) 6= P, PP ′ × s = X

f(PP ′) = f(PX) = f(P )f(X) = P ′X = P ′P

=⇒PP ′ { fiksna (sliqno, QQ′ { fiksna)
S = PP ′ ×QQ′ =⇒ S { fiksna taqka

S /∈ s: svaka prava a kroz S je fiksna jer a 3 S, a× s;
S ∈ s: PP ′, QQ′, s { fiksne prave kroz S
=⇒ sve prave kroz S su fiksne.

=⇒ S { centar

(⇐=) Sledi iz dualnosti centra i ose.
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Centar i osa

Teorema 2.1

Projektivno preslikava�e ima osu akko ima centar.

Dokaz

(=⇒) Neka f ima osu s.
P /∈ s : P ′ = f(P ) 6= P, PP ′ × s = X

f(PP ′) = f(PX) = f(P )f(X) = P ′X = P ′P

=⇒PP ′ { fiksna (sliqno, QQ′ { fiksna)
S = PP ′ ×QQ′ =⇒ S { fiksna taqka

S /∈ s: svaka prava a kroz S je fiksna jer a 3 S, a× s;
S ∈ s: PP ′, QQ′, s { fiksne prave kroz S
=⇒ sve prave kroz S su fiksne.

=⇒ S { centar

(⇐=) Sledi iz dualnosti centra i ose.



Projektivna preslikava�a Homologije

Fiksne taqke i fiksne prave homologije

Lema 2.2

a) Jedine fiksne taqke homologije su centar S i taqke na

osi s.
b) Jedine fiksne prave homologije su osa s i prave kroz

centar S.

Dokaz

a)

S /∈ s: P 6= S, P /∈ s { fiksna taqka
=⇒ X,Y ∈ s, S, P { fiksne taqke =⇒ f=Id. Kontradikcija!
S ∈ s: P 6= S, P /∈ s { fiksna taqka

p 3 P , q 3 S { fiksne prave =⇒ p× q = X { fiksna taqka

=⇒ f = Id. Kontradikcija!

b) Sledi iz a) kao dualno.
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Projektivna preslikava�a Homologije

Homologija u R̄2 = R2 ∪ u∞

f { homologija sa centrom S i osom s;

f−1 { homologija sa istim centrom i osom kao f ;

Protivosa u: f(u) = u∞;

Horizont v′: f(u∞) = v′

Lema 2.3

Za homologiju u proxirenoj afinoj ravni va�i s ‖ u ‖ v′.

Dokaz

A = s× u =⇒
{
A ∈ s ⇒ f(A) = A

A ∈ u ⇒ f(A) ∈ u∞
=⇒ A ∈ u∞ =⇒ s ‖ u

v′ { protivosa preslikava�a f−1 sa osom s =⇒ s ‖ v′
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Primeri

Primer 7

Pokazati da je homologija f u R̄2 odre�ena sa:
a) S, s, p 7→ p′; b) S, s, u; v) S, s, v′; g) S, u, v′.

S

s

p′

pq

X

Rq′

R′

Slika 2: a) S, s, p 7→ p′
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Primeri

Primer 7

Pokazati da je homologija f u R̄2 odre�ena sa:
a) S, s, p 7→ p′; b) S, s, u; v) S, s, v′; g) S, u, v′.

S

s

u

q

M ′∞

q′

M ′∞

M

X

Slika 2: b) S, s, u
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Primeri

Primer 7

Pokazati da je homologija f u R̄2 odre�ena sa:
a) S, s, p 7→ p′; b) S, s, u; v) S, s, v′; g) S, u, v′.

S

s

v′

q

Q∞ Q∞

q′

Q′

X

Slika 2: v) S, s, v′
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Primeri

Primer 7

Pokazati da je homologija f u R̄2 odre�ena sa:
a) S, s, p 7→ p′; b) S, s, u; v) S, s, v′; g) S, u, v′.

S

u

v′

q

M

Q∞ Q∞

Q′

M ′∞ M ′∞

q′

Slika 2: d) S, u, v′
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Primeri

Primer 7

Pokazati da je homologija f u R̄2 odre�ena sa:
a) S, s, p 7→ p′; b) S, s, u; v) S, s, v′; g) S, u, v′.

S

u

v′

q

M

Q∞ Q∞

Q′

M ′∞ M ′∞

q′

sX

Slika 2: d) S, u, v′ → s
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Primeri

Primer 8

Pokazati da va�i d(S, u) = d(s, v′).
Da li va�i d(s, u) = d(S, v′)? Zaxto?

Primer 9

Dokazati da je preslikava�e iz Primera 5 homologija i

odrediti mu centar, osu, protivosu i horizont.
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Afine homologije

Teorema 2.2

Homologija f je afino preslikava�e akko s = u∞ ili

S ∈ u∞.

Dokaz

Teorema 1.4 ⇒ f { afino akko f(u∞) = u∞ ⇒ u∞ { fiksna

Lema 2.2 ⇒ u∞ je ili osa s ili prava kroz centar S.
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Kako izgledaju afine homologije?

S ∈ u∞, s 6= u∞
Zraci afinosti PP ′, QQ′, . . . sadr�e S∞ (paralelni

su), a odgovaraju�e prave PQ i P ′Q′ se seku na osi. Ovo
preslikava�e zovemo afinost.

s

P

P ′

Q

S∞

S∞

X

Q′

Slika 3: Afinost
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Kako izgledaju afine homologije?

s = u∞, S 6∈ u∞
Odgovaraju�e prave PQ, P ′Q′ se seku na osi s = u∞, pa
je PQ ‖ P ′Q′. Zato je 4SPQ ∼ 4SP ′Q′ za proizvo	no
P i Q. Preslikava�e je homotetija sa centrom S i

koeficijentom λ =
#     «

SP ′/
#   «

SP .

P

Q

S

P ′

Q′

X∞ X∞

#     «

SP ′ = λ
#   «
SP

Slika 3: Homotetija
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Kako izgledaju afine homologije?

s = u∞, S ∈ u∞
PQ× P ′Q′ ∈ s = u∞ =⇒ PQ ‖ P ′Q′;
PP ′ ×QQ′ = S ∈ u∞ =⇒ PP ′ ‖ QQ′.
Dakle,

#     «

PP ′ =
#      «

QQ′, tj. preslikava�e je translacija za

vektor
#     «

PP ′.

P ′

Q′

P

Q

S∞ S∞

#      «

PP ′

X∞

X∞

Slika 3: Translacija
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