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Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Afina ravan (ponav	a�e)

Koordinatni reper Oxy.

Koordinate taqke A(x, y).
Jednaqina prave p : ax+ by + c = 0.
Kriva 2. reda:
Γ : a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0.

Dve razne prave u ravni se seku ili su paralelne!
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Definicija afinog preslikava�a

Definicija 1.1

Neka je f̄ : V→ V linearno preslikava�e vektorskog
prostora koji je pridru�en prostoru taqaka E.
Afino preslikava�e f : E→ E je preslikava�e taqaka koje
je indukovano preslikava�em f̄ vektora u smislu da je:

f(M) = M ′, f(N) = N ′ ⇐⇒ f̄( #      «

MN) =
#          «

M ′N ′.
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Pasivno i aktivno gledixte
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Slika 1: Pasivno gledixte
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Slika 2: Aktivno gledixte
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Afina preslikava�a ravni

Definicija 1.2

Afino preslikava�e ravni E2:(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)

slike baznih vektora

(
x
y

)
+
(
b1
b2

)

slika koordinatnog
poqetka

, det(aij) 6= 0.

Primer 1

Odrediti formule afinog preslikava�a f ravni koje taqke
O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) preslikava redom u taqke
O′(2, 2), A′(4, 5), B′(3, 1).
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Osobine afinih preslikava�a

Teorema 1.1

Postoji jedinstveno afino preslikava�e ravni koje
preslikava tri nekolinearne taqke P,Q,R u tri
nekolinearne taqke P ′, Q′, R′, redom.
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Slika 3: Dokaz teoreme
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Osobine afinih preslikava�a

Teorema 1.2 (Osobine afinih preslikava�a ravni)

Preslikavaju prave u prave;

Quvaju razmeru kolinearnih du�i;

Quvaju paralelnost pravih;

Odnos povrxina slike i originala jednak je
P (F ′)
P (F) = | det(aij)|;

Preslikava�a za koja je det(aij) > 0 quvaju
orijentaciju, a za koja je det(aij) < 0 me�aju
orijentaciju ravni.
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Predstav	a�e afinih preslikava�a matricama
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Predstav	a�e afinih preslikava�a matricama
Teorema 1.3

Proizvod matrica Ab odgovara kompoziciji afinih
preslikava�a.
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Slika 4: Afina preslikava�a ne komutiraju!
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Homogene koordinate ravni

Definicija 2.1

Homogene koordinate taqke M(x, y) afine ravni R2 su bilo
koja ure�ena trojka (x1 : x2 : x3) takva da va�i:

x = x1
x3
, y = x2

x3
, x3 6= 0.

Primer 2

Odrediti homogene koordinate taqke qije su afine
koordinate (1,−2).

Primer 3

Odrediti afine koordinate taqaka A(1 : 2 : 2) i B(3 : 2 : 0).
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Homogene koordinate ravni

Definicija 2.2

Homogene koordinate taqke M(x, y) afine ravni R2 su bilo
koja ure�ena trojka (x1 : x2 : x3) takva da va�i:

x = x1
x3
, y = x2

x3
, x3 6= 0.

Vektor predstavnik
# «

M = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Beskonaqno daleka taqka P∞(x1 : x2 : 0), x2
1 + x2

2 6= 0.
Jednaqina prave p : ax1 + bx2 + cx3 = 0.
Homogene koordinate prave p[a : b : c].
Beskonaqno daleka prava u∞ : x3 = 0.
Dopu�ena (proxirena) afina ravan R̄2 = R2 ∪ u∞.
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Presek pravih

Primer 4

Odrediti presek pravih q : 2x− y+ 6 = 0, r : 2x− y+ 5 = 0 u:
(a) Afinoj ravni; (b) Dopu�enoj afinoj ravni.

Primer 5

Odrediti beskonaqno daleku taqku prave p : 3x− 5y + 1 = 0.
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Dakle, svake dve prave u dopu�enoj afinoj ravni se seku!
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Realna projektivna ravan

Definicija 2.3

Realna projektivna ravan je skup homogenih koordinata:

RP 2 := {(x1 : x2 : x3)|x1, x2, x3 ∈ R},

pri qemu ne mogu sve tri koordinate istovremeno biti
jednake nuli.

Identifikacija RP 2 sa dopu�enom afinom ravni

RP 2 = {(x1 : x2 : x3)} = {(x1 : x2 : x3)|x3 6= 0} ∪ {(x1 : x2 : 0)}

= {(x1
x3

: x2
x3

: 1)} ∪ {(x1 : x2 : 0)} = R2 ∪ u∞ = R̄2
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Dualna projektivna ravan pravih

Definicija 2.4

Sve prave realne projektivne ravni RP 2 qine projektivnu
ravan R̃P 2 := {[x1 : x2 : x3]}, koja se zove dualna projektivna
ravan pravih.

Geometrijska interpretacija

RP 2 { snop pravih u R3 kroz koordinatni poqetak

R̃P 2 { pramen ravni u R3 koji sadr�i koordinatni
poqetak
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Koordinate taqaka i pravih

Homogene koordinate prave p = AB se dobijaju kao
#«p = #«

A × #«

B.

Primer 6

Odrediti jednaqinu prave q̄ kroz taqke A(1 : 2 : 3),
B(−2 : 1 : 0).

U projektivnoj ravni svake dve prave se seku!

Homogene koordinate preseqne taqke {P} = a ∩ b se dobijaju
kao

#«

P = #«a × #«

b .

Primer 7

Odrediti presek pravih a : x1 + 3x2 − x3 = 0 i
b : 2x1 − x2 + 4x3 = 0.
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Princip dualnosti u projektivnoj ravni

Iskaz I ′ dobijen zamenom reqi taqka i prava, odnosno
pripada i sadr�i u iskazu I naziva se dualan iskaz.

Primer 8

I: Postoji jedinstvena taqka P koja pripada pravama a i
b.

I ′: Postoji jedinstvena prava p koja sadr�i taqke A i B.

pripada/sadr�i ←→ je incidentno

Teorema 2.1 (Princip dualnosti u ravni)

Ako je iskaz I teorema projektivne ravni, tada je i �emu
dualan iskaz I ′ teorema projektivne ravni.
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Realna projektivna prava RP 1

C ∈ p = AB =⇒ #«

C = α
#«

A + β
#«

B, α, β ∈ R, α2 + β2 6= 0
λ

#«

C = λα
#«

A + λβ
#«

B, λ 6= 0

(α : β) su homogene koordinate na pravoj p

Svaka prava realne projektivne ravni je realna
projektivna prava RP 1 koja se dobija dodava�em
beskonaqno daleke taqke P∞ afinoj pravoj R:

p = RP 1 = {(α : β)} = {(α
β

: 1)} ∪ {(1 : 0)} = R ∪ P∞
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Model projektivne prave

#«

C = α
#«

A + β
#«

B, α, β ∈ R, α2 + β2 6= 0
1√

α2 + β2
#«

C = α√
α2 + β2

#«

A + β√
α2 + β2

#«

B = cosφ #«

A + sinφ #«

B

Raspored taqaka na projektivnoj pravoj je isti kao na
krugu.

Relacija izme�u −→ relacija razdvojenosti parova
taqaka.

Par taqaka A,B razdvaja par taqaka C,D: A,B ÷ C,D.
Projektivna du�.
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Trotemenik

Definicija 2.5

Trotemenik ABC je figura projektivne ravni koja se
sastoji od tri nekolinearne taqke A,B,C i tri �ima
odre�ene prave AB, AC, BC.

A

B

C

Slika 5: Trotemenik
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sastoji od tri nekolinearne taqke A,B,C i tri �ima
odre�ene prave AB, AC, BC.

A
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Slika 5: Trotemenik razbija projektivnu ravan na 4 oblasti!



Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Qetvorotemenik

Definicija 2.6

Qetvorotemenik ABCD je figura projektivne ravni koja se
sastoji od qetiri taqke A,B,C,D od kojih nikoje tri nisu
kolinearne i xest pravih odre�enih tim taqkama (ivicama
qetvorotemenika).
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Slika 6: Qetvorotemenik
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Qetvorotemenik

Definicija 2.6

Dijagonalne taqke qetvorotemenika su preseci ”nesusednih"
ivica P = AC ×BD, Q = AB × CD, R = AD ×BC.
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Slika 6: Qetvorotemenik
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Qetvorotemenik

Definicija 2.6

A,B,C,D su taqke u opxtem polo�aju.

A

B C

D

P

Q

R

Slika 6: Qetvorotemenik



Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Dvorazmera taqaka

Definicija 2.7

Neka su A,B,C,D kolinearne taqke takve da va�i:

#«

C = α
#«

A + β
#«

B,
#«

D = γ
#«

A + δ
#«

B. (1)

Dvorazmera taqaka A,B,C,D je broj

(A,B,C,D) = β

α
: δ
γ
. (2)

Dvorazmera taqaka ne zavisi od izbora vektora
predstavnika.

Primer 9

Izraqunati (A,B,C,D), A(1 : 2 : 1), B(0 : 3 : −1),
C(4 : −1 : 7), D(2 : 1 : 3).



Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Osobine dvorazmere
(A,B,C,D) = (B,A,C,D)−1

Dokaz:
#«

C =α
#«

A + β
#«

B = β
#«

B + α
#«

A,
#«

D = γ
#«

A + δ
#«

B = δ
#«

B + γ
#«

A,

=⇒(A,B,C,D) = β

α
: δ
γ

=
(
α

β
: γ
δ

)−1
= (B,A,C,D)−1

(A,B,C,D) = (C,D,A,B)
Za razliqite taqke va�i (A,B,C,D) 6= 0, 1. (doma�i)
Ako su date taqke A,B,C i broj µ 6= 0, 1, tada postoji
jedinstvena taqka D takva da je (A,B,C,D) = µ.
(doma�i)

Definicija 2.8

Parovi taqaka A,B i C,D su harmonijski konjugovani (u
oznaci H(A,B;C,D) ako je (A,B,C,D) = −1.
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Osobine dvorazmere
(A,B,C,D) = (B,A,C,D)−1

(A,B,C,D) = (C,D,A,B)

Dokaz:
#«

C =α #«

A + β
#«

B,
#«

D = γ
#«

A + δ
#«

B,

⇐⇒
(

#«

C
#«

D

)
=
(
α β
γ δ

)(
#«

A
#«

B

)

⇐⇒
(

#«

A
#«

B

)
= 1
αδ − βγ

(
δ −β
−γ α

)(
#«

C
#«

D

)
⇐⇒ (αδ − βγ) #«

A = δ
#«

C − β #«

D, (αδ − βγ) #«

B = −γ #«

C + α
#«

D

⇐⇒ (C,D,A,B) = −β
δ

: α

−γ
= β

α
: δ
γ

= (A,B,C,D)

Za razliqite taqke va�i (A,B,C,D) 6= 0, 1. (doma�i)
Ako su date taqke A,B,C i broj µ 6= 0, 1, tada postoji
jedinstvena taqka D takva da je (A,B,C,D) = µ.
(doma�i)

Definicija 2.8

Parovi taqaka A,B i C,D su harmonijski konjugovani (u
oznaci H(A,B;C,D) ako je (A,B,C,D) = −1.
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Osobine dvorazmere
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Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Dvorazmera pravih

Dvorazmera pravih definixe se analogno dvorazmeri
taqaka.

Teorema 2.2

Ako su a, b, c, d konkurentne prave i A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c,
D ∈ d kolinearne taqke, tada je (a, b, c, d) = (A,B,C,D).

Posledica

Dvorazmera je invarijanta centralnog projektova�a.



Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Dvorazmera pravih

Teorema 2.2

Ako su a, b, c, d konkurentne prave i A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c,
D ∈ d kolinearne taqke, tada je (a, b, c, d) = (A,B,C,D).

Dokaz

#«c = α #«a + β
#«

b ,
#«

d = γ #«a + δ
#«

b =⇒ (a, b, c, d) = β

α
: δ
γ
.

Neka je A,B,C,D ∈ p. Tada va�i:
#«

C = #«c × #«p = α( #«a × #«p ) + β( #«

b × #«p ) = α
#«

A + β
#«

B
#«

D = #«

d × #«p = γ( #«a × #«p ) + δ( #«

b × #«p ) = γ
#«

A + δ
#«

B

=⇒(A,B,C,D) = β

α
: δ
γ

= (a, b, c, d).

Posledica

Dvorazmera je invarijanta centralnog projektova�a.



Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Dvorazmera pravih

Teorema 2.2

Ako su a, b, c, d konkurentne prave i A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c,
D ∈ d kolinearne taqke, tada je (a, b, c, d) = (A,B,C,D).

Posledica

Dvorazmera je invarijanta centralnog projektova�a.



Afina geometrija (ponav	a�e) Projektivna ravan

Afini smisao dvorazmere

Teorema 2.3

(A,B,C,D) =
#    «

AC
#    «

CB
:

#    «

AD
#    «

DB

Dokaz

A,B,C,D { konaqne taqke =⇒ x3 6= 0, npr. x3 = 1
#«

C = α
#«

A + β
#«

B =⇒ α+ β = 1
#    «

AC
#    «

CB
= C −A
B − C

= (α− 1)A+ βB

−αA+ (1− β)B=β(B −A)
α(B −A) = β

α

Sliqno,

#    «

AD
#    «

DB
= δ

γ
.

Posledica

Sredixte du�i je konjugovano sa beskonaqno dalekom
taqkom.

Razdvojenost parova taqaka i dvorazmera

A,B ÷ C,D ⇐⇒ (A,B,C,D) < 0.
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