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Afina preslikavanja
. Nagcrtati sliku trougla AABC' pri homotetiji sa centrom u tacki S sa koeficijentom k& = —2.

. Nacrtati sliku kvadrata ABC'D pri rotaciji oko tacke S za ugao ¢ = 7.
. Odrediti formule rotacije oko tactke C'(—2,3) za ugao ¢ = 5. Odrediti sliku N’ tacke N(1,3).
. Odrediti formule homotetije sa centrom S(1,2) i koeficientom k = 3. Odrediti sliku tacke M (2, 5).

. Odrediti formule smicanja koje kvadrat ABCD, A(0,0), B(2,0),C(2,2), D(0,2), preslikava u pa-
2

ralelogram A'B'C'D’, A'(0,0), B'(2,0),C"(5,2), D'(3,2).
. Odrediti formule afinog preslikavanja f koje ”kanonski” trougao Ay ByCp, A¢(0,0), Bo(1,0), Cy(0,1)
preslikava u trougao ABC, A(1,2), B(2,4), Cy(3,3).

. a) Odrediti formule afinog preslikavanja h koje trougao ABC preslikava u trougao A’B'C’, ako je
A(1,1), B(1,2), C(4,4)i A'(5,—4), B'(7,-8), C'(4,1). b) Odrediti odnos povrsina tih trouglova.
¢) Da li trouglovi imaju istu orijentaciju?

. Afino preslikavanje f slika redom temena kvadrata ABCD, A(0,0), B(2,0),C(2,2), D(0,2), u
temena cetvorougla A'B'C'D’, A'(3,0), B'(15,—5), D'(1},6). a) Odrediti teme C’ = f(C); b) Pre-
cizno opisati cetvorougao A’B'C'D’; ¢) Predstaviti f kao kompoziciju, redom, skaliranja, rotacije
i translacije i odrediti mu formule; d) Sta je slika kruga upisanog u kvadrat ABC'D i kolika joj je
povrsina.

. Dati su kvadrat ABC'D, A(0,0), B(2,0), C(2,2), D(0,2) i paralelogram A'B'C'D', A’'(4,2),
B'(9,2), C'(11,5). a) Odrediti koordinate tacke D. b) Odrediti afino preslikavanje f koje slika
ABCD u A'B'C'D’ kao kompoziciju, redom, skaliranja, smicanja i translacije.

Projektivna preslikavanja

. a) Odrediti, u homogenim koordinatama, jedna¢inu prave p = AB, A(1,3) i B(—3,0); b) Pokazati
da tacka C'(—1:5: 3) pripada pravoj p; ¢) Odrediti tacku D takvu da vazi H(A, B; C, D).

. U prosirenoj afinoj ravni date su prave m : 1 +2xs —x3 = 0, i n : 2x; — 29+ 3x3 = 0. a) Odrediti

presek P pravih m in; b) Odrediti pravu k koja sadrzi tacke P i C(—1:5: 3) i pravu [ koja sadrzi
tacku P i paralelna je pravoj p : bz — 8y + 15 = 0; ¢) Odrediti dvorazmeru pravih (m,n, k, ().



3. Date su kolinearne tacke A(1,1), B(5,5), C(—1,-1), D (%, %) Koristeéi afini smisao dvorazmere,
izracunati (A, B,C, D).

4. Telefonski stubovi A, B,C, D, E, F'... su u stvarnosti udaljeni 40m i kolinearni. Koja je pozicija
slika stubova D', E' i F' na perspektivnom crtezu ako je A'B’ = 5em, B'C' = 4em?

5. a) ”"Pokazati”da ivice trotemenika ABC' razbijaju projektivnu ravan trotemenika na 4 oblasti;
b) Dokazati da su te oblasti projektivno ekvivalentne.

6. Data je matrica
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i tacke A(0,0), By(1,0) i Cy(0,1). a) Odrediti sliku A’B’'C" trotemenika Ay ByCy pri projektivnom
preslikavanju f Cija je matrica P. b) Skicirati trotemenik A’B’C’ i osenciti sliku unutrasnjosti
trougla Ay ByCh.

7. a) Odrediti projektivno preslikavanje kojim se pravougaonik ABC D, A(-2,—1),B(2,—1),C(2,1),
D(—-2,1) slika u trapez A'B'C'D’', A'(-3,-1),B'(3,—1),C"(1,1),D'(—1,1); b) Dokazati (bez
racunanja) da su sredissta duzi AB i C'D kao i beskonaéno daleka tacka prave AB jedine fiksne
tacke ovog preslikavanja.

8. Nadi fiksne tacke i fiksne prave preslikavanja Az} = 421 — 29, A\ = 621 — 322, AT = 21 — 29 — T3.

9. Preslikavanje je zadato formulama Az} = zo + 3, Az = z1 + 3, Av§ = 21 + x2. Dokazati da
je ono hiperbolicka homologija i odrediti mu centar i osu. Izabrati koordinatni sistem u ¢ijim je
afinim koordinatama preslikavanje homotetija.

Homologije

1. Afina homologija je zadata osom s i parom odgovarajué¢ih tacaka M, M’. Nacrtati (treba samo
crteéﬂ) sliku kvadrata u toj homologiji.

2. Dokazati da su osa s, protivosa u i horizont v" medusobno paralelne prave.

3. Dokazati da je perspektivno kolinearno preslikavanje odredeno sa

a) centrom S, osom s i parom tacaka A, A’;

b) centrom S, osom s i parom pravih a,a’;
¢) centrom S, osom s i protivosom u;

d) centrom S, osom s i horizontom v';

e) centrom .S, protivosom w i horizontom v'.

4. (crtez) Odrediti sliku duzi AB u homologiji f koja je zadata osom s, protivosom u i centrom S
ako: a) Duz AB sece protivosu; b) Duz AB ne sece protivosu.

5. (crtez) Dati su centar S, osa s i protivosa u homologije f. Ako trougao sece protivosu, odrediti
njegovu sliku.

6. Dokazati da je svaka neidenticka projektivna involucija (f? = Id), projektivne ravni, homologija.

Lenjirom i Sestarom, obavezno
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(analiza, konstrukcija, crtez, diskusija) Data su prava s, p i trougao ABC. Odrediti afinu homo-
logiju f ¢ija je osa prava s, zraci afinosti paralelni pravoj p, a slika trougla ABC' jednakokraki
trougao A'B'C" (A'C" = B'C").

. (analiza, konstrukcija, crtez, diskusija) Dat je paralelogram ABCD i prave p,s. Odrediti afinu

homologiju f ¢ija je osa prava s, zraci afinosti su paralelni pravoj p, a slika datog paralelograma
romb.

(analiza, konstrukcija, dokaz, diskusija) Data je veca osa AB elipse i tacka M koja pripada elipsi.
Konstruisati manju osu elipse.

(analiza, konstrukecija, crtez, diskusija) Data je prava s i paralelogram ABCD. Odrediti afinu
homologiju sa osom s koja dati paralelogram preslikava u kvadrat.

(analiza, konstrukcija, crtez, diskusija) U ravni je data prava s i tacke A, B,C i D'. Afinom
homologijom sa osom s trougao ABC' se slika na jednakokraki trougao A’B'C" sa osnovicom B'C’
, tako da D’ lezi na pravoj B'C’. Konstruisati AA’B'C’. (Resavati samo opsti slucaj)

Krive drugog reda

. (radjeno na predavanjima) a) Pokazati da projektivno preslikavanje f prosirene afine ravni zadato

formulama \r} = x3, \zh, = x93, A\zy = x1, preslikava krug 2 + y* = 1 u hiperbolu z? — y* = 1.
b) Naéi zapis preslikavanja f u afinim koordinatama. c) Da li je f homologija i ako jeste odrediti
mu centar osu i protivosu?

Pokazati da je krug projektivno ekvivalentan paraboli u prosirenoj afinoj ravni.

a) U prosirenoj afinoj ravni odrediti centar krive II reda I' date jednacinom 129 +x123+ 2223 = 0.
b) Odrediti tangente iz tacke A(2:2: —1) na I'. ¢) Odrediti tangente iz tacke P(1:1: —5) na I

Data je kriva I : 222 + 23 — 222 — 6125 + 4ws23 = 0.
a) Naéi jedna¢inu polare tacke A(1:0:1).

b) Nadi, ako postoje, tangente iz tacke A na krivu I'.
¢) Naéi pol prave q : z3 = 0.

Odrediti jednacinu krive drugog reda I' ¢ije su tangente prave: a : 2x +y = —2,b: 2z +y = 0,

c:r+2y+5=0,d:z= —%, a dodirna tacka tangente a je A(0, —2).

Odrediti jednacinu krive drugog reda I' ¢ije su tangente prave: a : 26 —y+3=0,b:y = —1,
cicx+y+1=0,d:x—2y—1=0,e:0—-2y—3=0.

. Odrediti familiju krivih II reda koja sadrzi tacke Ag(1 : 0 : 0), A;(0 : 1 :0), A(0 : 0 : 1) i

Az(1:1:1).

. Krivu drugog reda I : 623 4 523 + 522 + 2x913 = 0 svesti na projektivni kanonski oblik i napisati

o kojoj krivoj se radi u prosirenoj afinoj ravni.

Pokazati da polara dijagonalne tacke ¢etvorotemenika AyA; As Az sadrzi preostale dve dijagonalne
tacke.

Nadi jednac¢inu krive II reda koja dodiruje beskona¢no daleku pravu i Ox osu u tacki (3,0), a Oy
osu u tacki (0, 2).

Dokazati da je direktrisa elipse (hiperbole, parabole) polara odgovarajuée zize.
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Dokazati da su sredista paralelnih tetiva elipse kolinearne tacke i da prava koja ih sadrzi, sadrzi
centar elipse (konjugovani dijametri). Sta se desava u slu¢aju hiperbole, odnosno parabole?

Elipsa upisana u trougao ABC' dodiruje njegove stranice BC, C'A, AB redom u tackama P, (), R.

Dokazati da vazi
AR BP CQ B

RB'PC'QA‘L

(analiza, konstrukcija, dokaz, diskusija) Date su tacke A, B, C, D, E' nedegenerisane krive II reda
['i prava p o A. Konstruisati drugu prese¢nu tacku krive I' i prave p.

(analiza, konstrukcija, dokaz, diskusija) Date su asimptote a, b i jedna tangenta ¢ hiperbole T'. Iz
tacke S € t konstruisati drugu tangentu m na hiperbolu T'.

(analiza, konstrukcija) Date su tacke A, B,C i pravac o' ose parabole, kao i prava p 5 A. Kon-
struisati drugu prese¢nu tacku X prave p i parabole.

(analiza, konstrukcija) Date su tacke A, B,C, D i tangenta a u tacki A nedegenerisane krive II
reda I'. Konstruisati tangentu ¢ u tacki C' na I’

(analiza, konstrukcija) Date su tangente a, b, ¢ i dodirne tacke A € a, B € b krive Il reda I". Za
datu tacku R € ¢ odrediti ARNT.

(analiza, konstrukcija) Date su tacke A i B i prave a,b, p. Konstruisati centar hiperbole ako je a
tangenta u A, b tangenta u B i p asimptota hiperbole.

(analiza, konstrukcija) Date su asimptota ¢ hiperbole, pravac asimptote p, tangenta ¢, njena
dodirna tacka 7' i tacka X na asimptoti q. Odrediti drugu tangentu hiperbole kroz tacku X.

Dezargova teorema

. Date su prave a,b koje se seku u tacki S i tacka P koja im ne pripada. Koriste¢i samo lenjir

konstruisati pravu ¢ = PSS ne koristeci tacku S.

U proizvoljan ¢etvorougao upisan je trapez ¢ije su osnove paralelne jednoj dijagonali cetvorougla.
Dokazati da se bocne strane trapeza seku na drugoj dijagonali ¢etvorougla.

Razni zadaci

. Afino preslikavanje f slika redom temena kvadrata ABCD, A(0,0), B(1,0),C(1,1), D(0, 1), u te-

mena Cetvorougla A'B'C'D’, A'(2,0), B'(4,—2), D'(5,4). a) Odrediti koordinate tatke C' = f(C);
b) Precizno opisati ¢etvorougao A’B’'C’'D’; ¢) Prestaviti f kao kompoziciju, redom, skaliranja, ro-
tacije i translacije i odrediti mu jednacine.

Odrediti afino preslikavanje (kao kompoziciju rotacije, homotetije i translacije) koje kvadrat
ABCD, A(0,0), B(2,0),C(2,2), D(0,2), preslikava u kvadrat SCPD, gde je S = AC N BD,
a P se odreduje kao ¢etvrta tacka kvadrata. Skicirati!

Naci projektivno preslikavanje prosirene afine ravni koje pravea: =0, b: y=0ic: y=1—x
preslikava redom na prave b, ¢, a, a teziste trougla kome stranice pripadaju tim pravama preslikava
u presek pravih  —y = 0i 2 —y = 2. Koja prava se preslikava u beskonacéno daleku? Sta je slika
kruga opisanog oko tog trougla?
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. U ravni su date tacka S i prave u,v’. Odrediti sliku pravougaonika ABC'D pri homologiji sa
centrom S, protivosom u i horizontom v’ ako vazi A € v/, C € u, BD }f u.

U ravni su date prava s i tacke A, B, C. Odrediti afinu homologiju sa osom s koja AABC slika u
jednakostrani¢ni trougao.

U projektivnoj ravni preslikavanje f je zadato formulama Az} = —2x; — 29 — x3, Az}, = 1 +
T3, Arh = 3x1+3w2+223. Odrediti sve fiksne prave preslikavanja f, a zatim odrediti fiksnu pravu
p koja sadrzi tacku P(1: =5 : 3).

Dato je projektivno preslikavanje formulama Az} = x1 + 29 + 33, A\v) = 21 + by + 3, Az =
31 4+ w9 + x3. Odrediti njegove fiksne tacke i fiksne prave, kao i sve krive II reda invarijantne pri
tom preslikavanju.

Na pravoj p : 1 — 23 + x3 = 0 odrediti tacku B konjugovanu tacki A(2: 3 : 1) u odnosu na krivu
[: 223 + 23 — 222 — 62129 + 42973 = 0.

Krivu drugog reda I : 2§ + 23 + 423 + 22129 + 42123 + 47273 = 0 svesti na projektivni kanonski
oblik i napisati o kojoj krivoj se radi u prosirenoj afinoj ravni.

(analiza, konstrukcija) U ravni su date tacke A i O, kao i prave a i p. Ako je A dodirna tacka
tangente a na hiperbolu, O centar te hiperbole, a p jedna njena asimptota, odrediti drugu njenu
asimptotu.

(analiza, konstrukcija) U euklidskoj ravni date su razli¢ite prave a i t, kao i tacke T, M € t. Ako
je T teme parabole i ako su a i t njene tangente, konstruisati drugu tangentu iz tacke M na tu
parabolu.

(analiza, konstrukcija) U euklidskoj ravni date su tacke M, N, T i prave p i m. Ako je I hiperbola
sa asimptotom p i tangentom m takva da M,T € m, M, N € I', konstruisati drugu tangentu iz
tacke T' na hiperbolu I'.

Metoda odstojanja normalnog projektovanja

Osnovni zadaci

. Data je prava p projekcijama svojih tacaka M (M', OM,) i N(N',ON,). Konstruisati: a) trag
prave p; b) pravu veli¢inu duzi M N; ¢) nagibni ugao prave p.

Data je prava p(P, M (M’', OM,)) i tacka R(R',OR,) koja joj ne pripada. Odrediti pravu r koja
sadrzi tacku r i paralelna je pravoj p.
. Odrediti medusobni polozaj pravih p(P, M(M’', OM,)) i q(Q, N(N',ONy)) ako je: a) p' || ¢'; b)
/ !/ /
png ={Rr}.
. Odrediti ravan « koja sadrzi
a) dve paralelne prave p(P, M(M’', OM,)) i q(Q);
b) dve prave koje se seku p(P, M(M',OM,)), q(Q, M(M',OM,)) u tacki M;
c¢) pravu p(P, M(M', OM,)) i tacku A(A’, OAy) koja joj ne pripada.

Data je ravan a(a, A’, OAp), tacka S koja joj pripada i duz d. Nacrtati projekciju kruga k koji
pripada ravni «, ima centar S, a poluprec¢nik mu je podudaran duzi d.

Odrediti projekciju kruga ¢iji je centar data tacka S(S’, 0Sy), a koji dodiruje datu pravu p(P, @', OQo).
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Odrediti presek ravni a(a, A’, OAy) i (b, B', OBy) ako vazi:
i)anb={P}; ii)albd.

Odrediti rastojanje izmedu paralelnih ravni a(a, A’ OAy) i 5(b, B', OBy).

. Odrediti prodor prave p(P, A, OAy) kroz ravan 7(t, M', OM,).

Date su ravan 7(t, K', OK)j) i tacka M (M’, OM) koja joj ne pripada. a) Konstruisati normalu n
iz. tacke M na ravan 7. b) Odrediti tacku N simetri¢nu tacki M u odnosu na 7.

Date su prava n(N,S’,05)) i tacka K(K’', OK,). a) Konstruisati ravan 7 koja sadrzi tacku K i
normalna je na pravu n. b) Odrediti udaljenost tacke K od prave n.

Data je ravan a(a, A’,OA) i tacka M(M’', OM,) koja joj ne pripada. Konstruisati trag ravni [
koja sadrzi tacku M i paralelna je sa a.

Slozeniji zadaci

. Metodom odstojanja data je ravan 7(t,S’,0Sy). Konstruisati projekciju pravilne ¢etvorostrane

piramide ABC DV, ¢&ija osnova ABCD ima srediste S i pripada ravni 7. Visina piramide je
podudarna datoj duzi h. Odrediti zatim presek piramide i ravni ¢ koja je paralelna ravni 7 i
sadrzi tacki S7 koja visinu deli u odnosu 1 : 2 pocevsi od vrha V.

. Metodom odstojanja data je ravan 7(t, L', OLg) i tacka E(E’,OEy) koja joj ne pripada. Kon-

struisati projekciju pravilnog oktaedra ABC'DEF, cije je teme data tacka F, dijagonalni presek
ABCD pripada ravni 7 , a ivica AB gradi ugao od g tragom ¢ ravni 7. Odrediti zatim presek
oktaedra sa ravni  koja sadrzi pravu t i deli visinu oktaedra E'F u odnosu 1 : 3 mereno od
tacke F.

Metodom odstojanja data je prava s(S, R',ORy) i tacka A(A’, OAp) koja joj ne pripada. Kon-
struisati projekciju valjka kome je osa prava s, tacka A pripada kruznici jedne osnove, a visina
valjka je jednaka precniku osnove. Odrediti zatim presek valjka i ravni 8 koja sadrzi tangentu na
osnovu valjka u tacki A i srediste visine valjka.

Metodom odstojanja data je prava p(P,Q',0Qy) i tacka C(C’,OCy). Konstruisati projekciju
tetraedra ABCD cije teme C' je data tacka, a ivica AB pripada datoj pravoj p.

Metodom odstojanja data je ravan 7(t, M (M’ OM,)) i tacka A;(A}, OAyg). Konstruisati projek-
ciju kocke ABC DA, BC, D1 ¢ije je teme data tacka Aq, pljosan ABC'D pripada ravni 7, a ivica
AB gradi ugao od 3§ sa tragom t ravni 7. Odrediti zatim presek kocke i ravni f koja sadrzi centar
kocke i paralelna je sa projekcijskom ravni 7.

Metodom odstojanja data je ravan 7(t, M (M', OM,)) i tacka V (V' OV4) ¢ T Odrediti projekciuju
kupe kojoj je vrh data tacka V', osnova pripada ravni 7, a visina kupe je duplo ve¢a od precnika
osnove. Odrediti zatim presek kupe i ravni § koja sadrzi pravu r : M € r,7 || t i deli visinu kupe
u odnosu 2 : 3 mereno od vrha V.

Date su mimoilazne prave p(P, A, OAg) i ¢(Q', B,OBy). Odrediti zajednicku normalu n i rasto-
janje izmedju pravih p i q.

Data je tacka E(E',OFEy) i prava p(P, N',ONy) koja ne sadrzi tacku E. Konstruisati projekciju
pravilnog oktadera ABCDEF ako je teme E data tacka, a ivica AB pripada pravoj p (ABE je
pljosan oktaedra).
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Data je ravan 7(t, M',OM,) i tacka S(S’,0Sy) van ravni 7. Predstaviti normalnu projekciju
pravog valjka ako je tacka S srediSte osnove, 7 tangentna ravan valjka i izvodnice valjka grade
ugao od % sa tragom ¢ ravni 7. Visina valjka je jednaka 3r, gde je r poluprecnik osnove.

Metodom odstojanja normalnog projektovanja data je tacka A(A’, OAp) i ravan 7(t, M', OMy).
Konstruisati projekciju kocke ABCDA;B1C1D; ako je teme A data tacka, dijagonalni presek
BDD, B, pripada ravni 7, a prava BD sadrzi M.

Data je tacka A(A’,OAp) i ravan 7(t, M', OM,). Konstruisati projekciju tetraedra ABC'D kome
je teme A data tacka, pljosan BC'D pripada ravni 7, a ivica BC' zaklapa ugao od § sa tragom ¢

ravni 7. Odrediti zatim presek tetraedra sa ravni (3 ¢iji je trag prava ¢ i koja sadrzi srediste visine
tetraedra iz temena A.

Data je tacka S(S’, OSy) i prava p(P, A’, OAp). Konstruisati projekciju prave kupe kojoj je srediste
osnove tacka S, jedna izvodnica kupe pripada pravoj p, a ugao izmedju visine kupe i izvodnice
jednak %.

Date su tacke S i T'. Konstruisati projekciju sfere koja ima centar u S i sadrzi T'. Zatim odrediti
presek sfere i ravni 7 koja je normalna na duz ST i deli je u odnosu 1 : 2 posmatrano od S.

Metodom odstojanja date su paralelne ravni a(a, A(A’, OAp)) i B(b). Odrediti projekciju kvadra
¢ije osnove pripadaju ravnima « i 5 ako je odnos duzine, Sirine i visine kvadra 3 : 2 : 1. Tacka A
je jedno teme kvadra, a ivica AB gradi ugao g sa tragom a ravni a.
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