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1. Odrediti fiksne tacke i fiksne prave preslikavanja:

Axp = dxr - X
(a) )\I/Q = 6$1 — 3!172
Ary = x1 — X2 — I3
DY To 4+ T3
(b) Azf = x + 3
Az = 11+ X9
)\"E/l = ].OSU1 + 61’2 — 6:[,’3
() Az = =3z1 + z2 + 3x3
Azt = 31 4+ 3xz0 4+ x3

Resenge. (a) Trazimo tacke za Cije koordinate vazi X = (1 : x2 : x3) = (2] : 2% : z%), odnosno resavamo
sistem:

)\’1,’1 = 4171 — T2
)\1'2 = 6(E1 — 31’2
)\1‘3 = I — To — X3.

Sistem kracée zapisujemo kao AX = PX, tj. (P — AE)X = 0. Dakle, fiksne tacke su sopstveni vektori matrice
preslikavanja P (trivijalno resenje sistema (0 : 0 : 0) se odbacuje jer to nije tacka projektivne ravni).

Karakteristi¢ni polinom je:

4— )\ -1 0
xP(N)=| 6 =3-X 0 [=-N4+TA+6=-A+1D)AN+2)(\-3).
1 -1 —1-A
Dakle, imamo tri realne i razli¢ite sopstvene vrednosti \; = —1, Ao = —2 1 A3 = 3. Odgovarajuéi sopstveni

vektori su vektori predstavnici koordinata trazenih fiksnih tacaka A;(0:0:1), A3(1:6:5)1 Az(1:1:0).
Odredimo sad fiksne prave ovog preslikavanja.

I nacin: Primetimo da ako imamo tacno tri fiksne tacke A1, As i A3, tada ¢e fiksne prave biti prave p; = As A,
p2 = A1 A3z 1p3s = Ay As. Osim ove tri prave, druge fiksne prave ne postoje. U suprotnom, ako bi postojala jos neka
fiksna prava ¢, tada bi i njene presecne tacke sa pravama pi, p2 i p3 bile fiksne, a to je nemoguce.

14_'2XA‘3:[7525275]N[1271:1}, p1:x1—m2+a:3:0,
A x Ag=[-1:1:0]~[1:—1:0], pa: @1 —x3 =0,
A x Ay =[-6:1:0]~[6:—1:0], ps: 6x; —xy = 0.

IT nacin: Podsetimo se da ako se koordinate tacaka projektivne ravni transformisu pomocu pravila A X’ = PX
tada se koordinate pravih transformisu po pravilu Au = PTw/. Dakle, fiksne prave zadovoljavaju jednaéinu Au =
PTu, tj. one odgovaraju sopstvenim vrednostima matrice PT. Matrice P i PT imaju iste sopstvene vrednosti!
Sopstveni vektori za matricu PT su pj = (1,—1,1), p5 = (1,—1,0) i p3 = (6,—1,0).

(b) Slicno delu (a), fiksne tacke preslikavanja se odreduju kao sopstveni vektori matrice P. Karakteristi¢ni
polinom je: xp(A) = —(A — 2)(A + 1)2. Za jednostruku sopstvenu vrednost A\; = 2 odgovarajuéi sopstveni vektor
je A = (1,1,1), tj. imamo fiksnu tacku A(1:1:1). Za dvostruku sopstvenu vrednost A = —1 dobijamo da



koordinate fiksne tacka X (z; : z2 : x3) treba da zadovolje uslov: x1 + x2 + 3 = 0. Ovo znadci da su sve tacke prave
p: 1+ x3 + x3 = 0 fiksne.

Fiksne prave se mogu odrediti pomoéu sopstvenih vektora matrice PT, ali postoji i kraéi na¢in. Primetimo da
svaka prava kroz tacku A mora biti fiksna jer sadrzi dve fiksne tacke: tacku A i presecnu tacku te prave sa pravom
p. Dakle, tacka A je tacka kroz koju je svaka prava fiksna, a prava p je prava ¢ija je svaka tacka fiksna, pa je zadato
preslikavanje homologija sa osom p i centrom u A koji ne pripada osi. Fiskne tacke ove homologije su A i sve
tacke prave p, a fiksne prave su p i sve prave kroz tacku A.

(c) Citaocu se ostavlja za domadéi da pokaze da je dato preslikavanje homologija kojoj centar pripada osi. Fiksne
tacke su sve tacke ose, a fiksne prave su sve prave kroz centar.
2. Krivu drugog reda I' svesti na projektivni kanonski oblik i napisati o kojoj krivoj se radi u prosirenoj afinoj
ravni:
(a) T':zize+ 123+ 2223 =0
(b)  T: 622 + 522 + 523 + 2023 = 0
() T : 2%+ a2+ 422 + 2x129 + 42123 + 42923 = 0
Resenge. (a)
I nacin: Prevesti problem u afinu ravan i tamo ga reSiti poznatim metodama. Prelaskom na afine koordinate
T = %7 Y= i—; jednacina krive I' postaje: xy + z 4+ y = 0. Uvodimo smenu:

r=cos¢pzx —singy’, y=singpz’ +cospy,

cos2¢_a11—a22:0:>2¢:5 g
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Smena koju smo uveli odgovara rotaciji koordinatnog sistema za ugao ¢ = 7. Dakle,
O=xy+x+y
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Smenom z” = 2’ + /2, ¥y = v/ (translacijom koordinatnog pocetka za vektor # = (1/2,0)) dobijamo kanonsku
jednacinu krive ' : 2/ — ¢ = 2. Ovo je jednacina hiperbole u afinoj ravni. Potrebno je sada krivu “vratiti u
projektivnu ravan”, tj. zapisati je u homogenim koordinatama: I' : 21"% — x’2'2 - 2m§2 =0.

Paznja: U odnosu na izometrijske transformacije kojima nam je bilo dozvoljeno da menjamo koordinatni sistem

u afinoj ravni, u projektivnoj ravni nam je dozvoljeno i da primenimo skaliranje. Dodatna smena " = «f, 2’ = o,

o4 = \/2x4 nam daje konacan kanonski oblik krive I' u projektivnoj ravni: :n'l"2 - 33'2”2 - wg'z =0.

IT nacin: U projektivnoj ravni krive 2. reda klasifikujemo u dve grupe: nedegenerisane krive (prazan skup, tj.
“nula kriva”, i ovalne krive) i degenerisane (tacka, “dvostruka” prava i dve prave). Kriva je nedegenerisana ako je
njena pridruzena matrica regularna. Tip ovalne krive (sli¢no vazi i za degenerisane) odredujemo tako $to odredimo
presek krive I' sa beskona¢no dalekom pravom us, : 3 = 0.

Dakle, prvo treba da odredimo pridruzenu matricu krive G, a zatim i proverimo njenu regularnost:

1
G= =67,  detG= 170 = G- regulama.

NI-NI= O
= O Nl
O NI

Ostaje da se ispita da li je u pitanju nula ili ovalna kriva i koji tip ovalne krive (tj. da li je kriva elipsa, hiperbola ili
parabola - njih projektivno ne razlikujemo, ali mozemo da ih razlikujemo u odgovarajuéim afinim koordinatama).
Resavamo sistem:

I': 2120 + 2123 + 2023 =0 Uso : T3 = 0. (1)



Postoje dva reSenja: z1 = x3 =0, 29 # 0 i x5 = x3 = 0, 1 # 0. Dakle, ova nedegenerisana kriva ima dve prese¢ne
tacke Ax(0:1:0)1 By(1:0:0) sa beskonaéno dalekom pravom, pa je u pitanju hiperbola.

Nedostatak ovog nacina reSavanja je $to ne dobijamo formula transformacija kojima sa pocetna kriva svodi na
kanonski oblik (iako taj oblik znamo iz same klasifikacije krivih 2. reda). Zato nam je potreban i treé¢i nacin.

IIT nacin: Matrica transformacija koordinata C' je ortogonalna matrica (C7 = C'~!) &ije su kolone normirani
sopstveni vektori pridruzene matrice G. U novim koordinatama, matrica krive je G’ = CTGC = diag(\1, A2, \3),
gde su A1, A2, A3 sopstvene vrednosti matrice G. Da bi se dobio kanonski oblik, potrebno je jo§ izvrsiti i skaliranje
Azyl = /| Mkl zk, k =1,2,3 (ako je neko A\, = 0, tada je transformacija jednostavno Az} = x},).

Primenimo ovaj postupak na nasu krivu. Primetimo za pocetak da ¢emo znacajno olakSati racun ako jednacinu
krive T' zapisemo kao 221 xo + 22123 4 22923 = 0. Citaocu ostavljamo za domadéi da proveri da su tada odgovarajuée
matrice date sa:

01 1 % "B % 2 0 0
1 _ 2 _ T _
G=(10 1), C=|x5 0 \/B,G’—CGC—O—l o1,
1 10 4 L L 0 0 -1
V3 V2 V6
pa je kriva u novim koordinaama data sa 2z} — 22 — 22 = 0. Transformacije koordinata su date formulom

AX = CX'. Sada jo§ samo treba dodati skaliranje: =/ = v/2z}, 24 = o}, ¥4 = x i konacéne formule su (proveriti):

Ay =z — V3l +af

Azg = 2 — 224
Aeg =z + 3z + x.
Dakle, projekivni kanonski oblik krive je 2172 — 29”2 — 2372 = 0 i radi se ovalnoj krivoj.

Da bi se preciziralo da li je ta ovalna kriva u odgovarajucoj proSirenoj afinoj ravni elipsa, hiperbola ili parabola,
potrebno je jos resiti sistem (1).
(b) Da bismo ilustrovali jo§ jedno ogranic¢enje II na¢ina resavanja iz dela (a), primenimo ga na ovaj primer.

Pridruzena matrica krive I' je data sa:

6 0 0
G=10 5 1| =aGT, det G = 144 # 0.
015

Dakle, matrica G je regularna, pa je kriva I' nedegenerisana. Sistem:
F:6xf+5x§+5x§+2xgx320 Uso : T3 = 0.

nema realnih reSenja, tj. prava u., ne sece krivu I' i mozemo pogresno zakljuciti da se radi o elipsi u prosirenoj
afinoj ravni. Kada bi ova kriva bila elipsa, tada bi postojala neka realna tacka koja joj pripada. Kako su sve tacke
elipse konacne, bez smanjenja opsStosti mozemo uzeti da je x3 = 1, odnosno resiti sistem:

1‘3:1 1‘3:1

627 + b3 + 5x3 + 2 =0 627 + 523 + 2 5=0 =523 — 229 —5<0
{m1+1 T5 + 9x3 + 2x92x3 N r] + 9x5 + 229 + N Ty x5 T
r3 =

Dakle, 21 € C, tako da je nasa kriva “nula kriva” (nedegenerisana kriva koja nema realnih tac¢aka) ¢iji je kanonski
projektivni oblik 21”2 + 2”2 + x3”2% = 0.

Citaocu se ostavlja za domaéi da zadatak uradi primenjujuéi III nacin.

(c) Pridruzena matrica krive I' je data sa:

i njene sopstvene vrednosti su A\; = 6, Aa = A3 = 0. Ortogonalna matrica C' transformacija koordinata kao kolone
ima normirane sopstvene vektore matrice G i data je sa:

1 1 1
V6 V3 V2
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Primetimo sledece: simetri¢na matrica G uvek ima realne sopstvene vrednosti i za razli¢ite sopstvene vrednosti, od-
govarajuéi sopstveni vektori su ortogonalni. Sta se desava kada sopstvena vrednost ima visestrukost? Za dvostruku
sopstvenu vrednost imamo proizvoljnost biranja druga dva sopstvena vektora: njihove koordinate treba samo da
zadovolje uslov x; + x5 + 223 = 0. Da bi matrica C bila ortogonalna, tj. da bi ispunjavala uslov CT = C~1!,
potrebno je da izaberemo ova dva vektora tako da budu medusobno ortogonalni i normirani. Citaocu se ostavlja za
vezbu da proveri $ta se deSava ako matrica G ima trostruku sopstvenu vrednost.

U novim koordinatama, matrica krive je G’ = CTGC = C~'GC = diag(6,0,0), odnosno kanonski projektivni
oblik krive je /2 = 0 i kriva I je prava. Formile transformacija su date matricom C i u raspisanom obliku glase:

1 / 1 / 1 !
)\1‘1 = %ml + ﬁ.’lh — ﬁx?ﬂ
1 / 1 / 1 /
)\1‘2 = %l’l + %IEQ + %‘TS
2 1
Mg = —a) — —=a
TV VBT

Primetimo da smo ovaj zadatak mogli da resimo i na jednostavniji nacin:
0= x% + 33% + 456% + 2z129 + 4z 23 + dwoxs = (21 + T2 + 2353)2.
Transformacije oblika:

!
Az] = x1 + z2 + 273,
A\Th = To

PV T3

svode krivu na /2 = 0.



