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Bezijerove krive

Definicija 1.1

Neka su P0, P1 . . . Pn, n ≥ 2 taqke ravni. Bezijerova kriva

stepena n je:

αn(t) =
n∑

i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−iPi =

n∑
i=0

Bn
i (t)Pi, t ∈ [0, 1].

Taqke Pi nazivaju se kontrolne taqke, a polinomi Bi(t)
Bernxtajnovi polinomi ili bazne funkcije.

Poligonska linija P0P1 . . . Pn se zove kontrolna poligonska

linija.
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Bezijerove krive na prozivo	nom intervalu

t ∈ [0, 1]:

αn(t) =
n∑

i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−iPi =

n∑
i=0

Bn
i (t)Pi.

u ∈ [a, b]:

αn(u) =
n∑

i=0

(
n

i

)(
u− a
b− a

)i (b− u
b− a

)n−i

Pi.
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Bezijerove krive 2. i 3. stepena

P0

P1

P2

P0

P1
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Slika 1: Bezijerove krive stepena 2 i 3

Kriva 2. stepena odre�ena je sa tri kontrolne taqke:

α2(t) = (1− t)2P0 + 2t(1− t)P1 + t2P2, t ∈ [0, 1];

Kriva 3. stepena odre�ena je sa qetiri kontrolne taqke:

α3(t) = (1− t)3P0 + 3t(1− t)2P1 + 3t2(1− t)P2 + t3P3, t ∈ [0, 1].
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Matriqna reprezentacija Bezijerove krive

α2(t) =
(
1, t, t2

) 1 0 0
−2 2 0
1 −2 1


 P0
P1
P2

 .

Primer 1

Izvesti formule matriqne reprezentacije kubne Bezijerove

krive.
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Osobine

degαn = n.

αn(0) = P0, αn(1) = Pn.

Tangentni vektor u P0 je
#       «

P0P1, a u Pn je
#              «

Pn−1Pn.

Pk → Pk + #«v : ᾱn(t) = αn(t) +Bn,k(t) #«v .

Osobina nenegativnosti.

Osobina konveksnog omotaqa.

Osobina ma�e varijacije.

Afina invarijantnost.

Teorema 1.1

Bezijerova kriva stepena dva je deo parabole.
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De-Kaste	au algoritam

Odre�iva�e taqke na krivoj αn(t) za neko t ∈ [0, 1]:
1 P00 = P0, P01 = P1, . . . , P0n−1 = Pn−1, P0n = Pn

2 P1i = (1− t)P0i + tP0i+1, i = 0, . . . , n− 1
...

3 Pki = (1− t)Pk−1i + tPk−1i+1, i = 0, . . . , n− k
4 Pn0 = (1− t)Pn−1 0 + tPn−1 1

Pn−1 0Pn−1 1 { tangenta na krivu u taqki t
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De-Kaste	au algoritam

Primer 2

Pokazati da je de-Kaste	au algoritam korektan.

P00

P01

P02

P03

P04

P05

P10

P11

P12

P13

P14

P20

P21

P22

P23

P30

P31

P32

P40
P41

P50

Slika 2: De-Kaste	au algoritam za krivu 5. stepena i t = 0.4

Crta�e krive 5. stepena

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2016/bezier.wmv
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Podela krive na dva dela

Krivu α delimo na dve krive α1 i α2:

α1 : P0 = P00, P10, P20, . . . Pn0 = α(t),
α2 : α(t) = Pn0, Pn−11, Pn−22, . . . , P0n = Pn.

α1(t) α2(t)

P00

P10

P20

P30

P40

P14

P23

P32

P41

P05

P50

Slika 3: Podela krive na dva dela
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Glatko spaja�e krivih

P 1
n−1

P 1
n ≡ P 2

0

P 2
1

Slika 4: Glatko spaja�e krivih
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Pove�a�e stepena krive

αn(t) : P0, . . . , Pn, ᾱn+1(t):

Q0 = P0, Qi = i

n+ 1Pi−1 +
(

1− i

n+ 1

)
Pi, 1 ≤ i ≤ n, Qn+1 = Pn.

Slika 5: Pove�a�e stepena Bezijerove krive
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Primeri

Primer 3

a) Odrediti Bezijerovu krivu α2(t) qije su kontrolne
taqke P0(1, 1), P1(−1, 0), P2(1,−1).

b) Odrediti jednaqinu tangente na krivu α2(t) u taqki
t0 = 0.5 i pokazati da je tangenta paralelna sa pravom

P0P2.

v) Pove�ati stepen krive za 1.
g) Odrediti jednaqinu tangente na krivu ᾱ3(t) u taqki

t0 = 0.5. Da li je tangenta paralelna sa pravom P̄0P̄3?
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Racionalne Bezijerove (RB) krive

Racionalna Bezijerova kriva stepena n sa kontrolnim

taqkama P0, . . . , Pn i te�inama ω0, . . . , ωn > 0 je data

parametrizacijom:

rn(t) =
∑n

i=0 ωiBi,n(t)Pi∑n
i=0 ωiBi,n(t) , t ∈ [0, 1],

gde su Bi,n(t) Bernxtajnovi polinomi.
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Deo kruga kao RB-kriva

Primer 4

x

y

O P0(1, 0)

P2(0, 1) P1(1, 1)
ω0 = ω1 = 1, ω2 = 2

Slika 6: Qetvrtina kruga: x = cos θ, y = sin θ, θ ∈
[
0, π2

]
kao RB-kriva: x = 1− t2

1 + t2
, y = 2t

1 + t2
, t ∈ [0, 1].
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Cikloide

kinematiqki metod zadava�a krive

cikloide = nastaju kotr	a�em kruga po nekoj drugoj

krivoj

parametarska jednaqina cikloide (osnovne):

x = a(t− sin t), y = a(1− cost), t ∈ R

Slika: Produ�ena cikloida
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krivoj

parametarska jednaqina cikloide (osnovne):
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Slika: Skra�ena cikloida

Slika: Produ�ena cikloida
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Epicikloide

puta�a kruga koji se bez kliza�a kotr	a spo	nom

stranom nepokretnog kruga

m = odnos polupreqnika pokretnog i nepokretnog kruga

Slika: Epicikloida m = 2
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m = odnos polupreqnika pokretnog i nepokretnog kruga

Slika: Hipocikloida m = 1
7
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m = odnos polupreqnika pokretnog i nepokretnog kruga

Slika: Hipocikloida m = 5
7
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Brahistohrona
brahistohrona = kriva koja spaja taqke S i C takva da

je vreme spusta iz S do C najkra�e

y

x

S

C

4

4

1

1

A

Slika 10: Kriva najbr�eg spusta

Primer 5

Uporediti vremena kreta�a niz strme ravni S − C, S −A− C i

niz brahistohronu koja spaja taqke S i C.
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Fraktali
Fraktal = geometrijski lik koji se mo�e razlo�iti na

ma�e delove tako da je svaki od �ih, makar pribli�no,

uma�ena kopija celine.

Slika: Muzej Iluzija, Beograd1

1
preuzeto sa: https://www.muzejiluzija.rs/eksponat/kaleidoskop/

https://www.muzejiluzija.rs/eksponat/kaleidoskop/
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Fraktali
Fraktal = geometrijski lik koji se mo�e razlo�iti na

ma�e delove tako da je svaki od �ih, makar pribli�no,

uma�ena kopija celine.

Slika: Pequj, 2011



Bezijerove krive Mehaniqke krive Beskonaqno guste krive

Fraktali

Fraktal = geometrijski lik koji se mo�e razlo�iti na

ma�e delove tako da je svaki od �ih, makar pribli�no,

uma�ena kopija celine.

Podela fraktala:

1) 2) 3) stohastiqki
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Fraktali
Fraktal = geometrijski lik koji se mo�e razlo�iti na

ma�e delove tako da je svaki od �ih, makar pribli�no,

uma�ena kopija celine.

Podela fraktala:

1) geometrijski 2) algebarski 3) stohastiqki

Slika: Pitagorino drvo1

1
izvor:Wikipedia
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Fraktali
Fraktal = geometrijski lik koji se mo�e razlo�iti na

ma�e delove tako da je svaki od �ih, makar pribli�no,

uma�ena kopija celine.

Podela fraktala:

1) geometrijski 2) algebarski 3) stohastiqki

Slika: �ulijin skup1

1
izvor:Wikipedia
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Geometrijski fraktali

Geometrijski fraktal = samosliqna figura qiji se

opxti oblik zadaje generatorom.

Slika 13: Prve qetiri iteracije Kohove krive
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Peanova kriva

0 1

1

1
3

1
3

2
3

2
3

1

2

3 4

5

6 7

8

9

Slika 14: Prve tri iteracije Peanove krive
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Hilbertova kriva

(0, 0)

(1, 1)

1

2 3

4

(0, 0)

(1, 1)

1 2

34

16

Slika 15: Prve tri iteracije Hilbertove krive
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Primena geometrisjkih fraktala

Primena: kada je potrebno linearizovati vixedimenzione

podatke jer predstav	aju optimalan naqin da se

vixedimenzioni skupovi preslikaju na jednodimenzione

nizove.

Slika 16: Prve dve iteracije trodimenzione Hilbertove krive
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