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Definicija afinog preslikava�a

Definicija 1.1

Neka je f̄ : V→ V linearno preslikava�e vektorskog

prostora koji je pridru�en prostoru taqaka E.
Afino preslikava�e f : E→ E je preslikava�e taqaka koje

je indukovano preslikava�em f̄ vektora u smislu da je:

f(M) = M ′, f(N) = N ′ ⇐⇒ f̄( #      «

MN) =
#          «

M ′N ′.
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Pasivno i aktivno gledixte

A

O x

y (x0, y0)

O′

x′

y′

(x′0, y′0)

Slika 1: Pasivno gledixte
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Pasivno i aktivno gledixte

O x

y
A(x0, y0)

A′(x′0, y′0)

Slika 1: Aktivno gledixte
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Transformacije koordinata vektora

e = ( #«e1, . . . ,
#«en) { stara baza

f = ( #«

f1, . . . ,
# «

fn) { nova baza

C = Ce→f { matrica prelaska = matrica qije su kolone

koordinate vektora nove baze f u staroj bazi e, redom.

[ #«v ]e = C[ #«v ]f



Afine transformacije Transformacije koordinata Transformacije E2

Transformacije koordinata taqaka

Q(q1, q2)

#«

f1

#«

f2

#«e1

#«e2

X

O

Slika 2: Transformacije koordinata taqaka

x

x = [X]Oe = (x1, x2)T

= Cx′ + q
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Transformacije koordinata taqaka

O

#«e1

#«e2

X

Q(q1, q2)

#«

f1

#«

f2

Slika 2: Transformacije koordinata taqaka

x = C x′

x′ = [X]Qf = (x′1, x′2)T

+ q
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Transformacije koordinata taqaka

#«e1

#«e2

X

#«

f1

#«

f2

Q(q1, q2)

O

Slika 2: Transformacije koordinata taqaka

x = C

C = Ce→f

x′ + q

q = [Q]Oe = (q1, q2)T
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Transformacije koordinata taqaka

O

Q(q1, q2)

X

#«e1

#«e2

#«

f1

#«

f2

Slika 2: Transformacije koordinata taqaka

x = C

linearni deo

x′ + q

translatorni deo



Afine transformacije Transformacije koordinata Transformacije E2

Primeri

Primer 1

O A

BC E

#«e1
#«e2

#«

f1

#«

f2

Slika 3: Odrediti koordinate temena paralelograma

u starom reperu Ae i novom reperu Of .
Odrediti vezu izme�u koordinata.
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Transformacije ortonormiranih repera ravni

O #«e1

#«e2

#«

f1

#«

f2

φ

φ
Q

#«

f1

#«

f2

Slika 4: Ortonormirani reperi istih orijentacija

(
x
y

)
=
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)

matrica rotacije

(
x′

y′

)
+
(
q1
q2

)
.
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Transformacije ortonormiranih repera ravni

O #«e1

#«e2

#«

f1

#«

f2

φ

Q

#«

f1

#«

f2

Slika 5: Ortonormirani reperi razliqitih orijentacija

(
x
y

)
=
(

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)

matrica refleksije

(
x′

y′

)
+
(
q1
q2

)
.
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Primeri

Primer 2

B

D C

3

4

φ

A #«e1

#«e2

S

#«

f1

#«

f2

Slika 6: Odrediti vezu koordinata kao i koordinate

temena pravougaonika u novom reperu.
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Afina preslikava�a ravni

Definicija 3.1

Afino preslikava�e ravni E2:(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)

slike baznih vektora

(
x
y

)
+
(
b1
b2

)

slika koordinatnog

poqetka

, det(aij) 6= 0.

Primer 3

Odrediti formule afinog preslikava�a f ravni koje taqke

O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) preslikava redom u taqke

O′(2, 2), A′(4, 5), B′(3, 1).
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Afina preslikava�a ravni

Definicija 3.1

Afino preslikava�e ravni E2:(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)

slike baznih vektora

(
x
y

)
+
(
b1
b2

)

slika koordinatnog

poqetka

, det(aij) 6= 0.

Primer 3

Odrediti formule afinog preslikava�a f ravni koje taqke

O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) preslikava redom u taqke

O′(2, 2), A′(4, 5), B′(3, 1).
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Osobine afinih preslikava�a

Teorema 3.1

Postoji jedinstveno afino preslikava�e ravni koje

preslikava tri nekolinearne taqke P,Q,R u tri

nekolinearne taqke P ′, Q′, R′, redom.

x

y

O A

B
P

Q

R

P ′

Q′

R′

f

g ◦ f−1

g

Slika 7: Dokaz teoreme
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Osobine afinih preslikava�a

Teorema 3.2 (Osobine afinih preslikava�a ravni)

Preslikavaju prave u prave;

Quvaju razmeru kolinearnih du�i;

Quvaju paralelnost pravih;

Odnos povrxina slike i originala jednak je
P (F ′)
P (F) = | det(aij)|;

Preslikava�a za koja je det(aij) > 0 quvaju

orijentaciju, a za koja je det(aij) < 0 me�aju

orijentaciju ravni.
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Osobine afinih preslikava�a
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Osobine afinih preslikava�a

Teorema 3.2 (Osobine afinih preslikava�a ravni)

Preslikavaju prave u prave;

Quvaju razmeru kolinearnih du�i;

Quvaju paralelnost pravih;

Odnos povrxina slike i originala jednak je
P (F ′)
P (F) = | det(aij)|;

Preslikava�a za koja je det(aij) > 0 quvaju

orijentaciju, a za koja je det(aij) < 0 me�aju

orijentaciju ravni.



Afine transformacije Transformacije koordinata Transformacije E2

Primeri

Primer 4

Date su taqke A(−1,−1), B(1,−1), C(1, 1), D(−1, 1); A′(4, 5),
B′(8, 7), C ′(6, 9), D′(2, 7).
a) Odrediti jednaqine afinog preslikava�a koje

preslikava kvadrat ABCD u paralelogram A′B′C ′D′.
b) Odrediti jednaqinu slike kruga upisanog u kvadrat.

Koja je to kriva?

v) Kolika je povrxina slike kruga?

g) Da li preslikava�e quva orijentaciju?
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Predstav	a�e afinih preslikava�a matricama

(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)
A { linearni deo

(
x
y

)
+
(
b1
b2

)
b { translatorni deo

 x′

y′

1

 =

 a11 a12 b1
a21 a22 b2
0 0 1



Ab

 x
y
1

 .
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Predstav	a�e afinih preslikava�a matricama
Teorema 3.3

Proizvod matrica Ab odgovara kompoziciji afinih

preslikava�a.

x

y

rotacija

x

y

skalira�e

x

y

x

y

skalira�e

x

y

rotacija

x

y

Slika 8: Afina preslikava�a ne komutiraju!
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Translacija

Translacija T #«
b za vektor

#«

b (b1, b2) data je formulama:

x′ = x+ b1,

y′ = y + b2,

ili u matriqnom obliku:(
x′

y′

)
=
(

1 0
0 1

)(
x
y

)
+
(
b1
b2

)
.

Kako se predstav	a linearni deo translacije?

Xta je kompozicija translacija?

Da li translacije komutiraju?
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Translacija

Translacija T #«
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Primeri

O
x

y

P (x0, y0)

Q(x1, y1)

Slika 9: ”Pan" alatka

Primer 5

Predstaviti kao afinu transformaciju ”pan" alatku: Ako
je mix pritisnut u P (x0, y0), a otpuxten u taqki Q(x1, y1),
slika se translira iz P u Q.
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Rotacija

Rotacija oko koordinatnog poqetka, za ugao φ ∈ [0, 2π):

Rφ :
(
x′

y′

)
=
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
x
y

)
.

Rotacija oko proizvo	ne taqke Q(q1, q2) za ugao φ:

RQ,φ = T #    «
OQ ◦ Rφ ◦ T #    «

QO.

Primer 6

Odrediti 3× 3 matricu rotacije oko taqke S(1,−2) za ugao
od

2π
3 , kao i formule tog preslikava�a.

U koju taqku se preslikava koordinatni poqetak pri ovoj

rotaciji?
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Rotacija
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Matrica rotacije

Rφ :=
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
{ matrica rotacije za ugao φ.

Teorema 3.4

Osobine matrice rotacije:

(Rφ)−1 = R−φ = (Rφ)T ;
detRφ = 1;
RφRθ = Rφ+θ = RθRφ.
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Refleksija u odnosu na pravu

Refleksija u odnosu na pravu p0 kroz koordinatni poqetak,

koja gradi ugao
φ

2 sa x-osom:

Sp0 :
(
x′

y′

)
=
(

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)(
x
y

)

Refleksija u odnosu na proizvo	u pravu p ‖ p0:

Sp = T #    «
OQ ◦ Sp0 ◦ T #    «

QO.

Primer 7

Odrediti formule refleksije u odnosu na pravu:

a) x = −1; b) y = 3; v) 4x− 3y + 6 = 0.
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Matrica refleksije

Sφ :=
(

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
{ matrica refleksije.

Teorema 3.5

Osobine matrice refleksije:

(Sφ)−1 = (Sφ)T ;
S2
φ = Id;

detSφ = −1;
SφSθ = Rφ−θ.
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Skalira�e

Skalira�e u pravcu koordinatnih osa, sa centrom u

koordinatnom poqetku i koeficijentima λ1, λ2 6= 0:

Hλ1,λ2 :
(
x′

y′

)
=
(
λ1 0
0 λ2

)(
x
y

)
.

Skalira�e sa centrom u proizvo	noj taqki:

HQ,λ1,λ2 = T #    «
OQ ◦ Hλ1,λ2 ◦ T #    «

QO.
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Skalira�e

Skalira�e u pravcu koordinatnih osa, sa centrom u

koordinatnom poqetku i koeficijentima λ1, λ2 6= 0:

Hλ1,λ2 :
(
x′

y′

)
=
(
λ1 0
0 λ2

)(
x
y

)
.

Skalira�e sa centrom u proizvo	noj taqki:

HQ,λ1,λ2 = T #    «
OQ ◦ Hλ1,λ2 ◦ T #    «

QO.
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Primeri

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e Hλ1,λ2

refleksija u odnosu na x-osu (y-osu)?

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e HQ,λ1,λ2

centralna refleksija u odnosu na taqku Q?

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e homotetija?

Da li skalira�e quva odnos du�ine i xirine, uglove?

A homotetija?
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Primeri

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e Hλ1,λ2

refleksija u odnosu na x-osu (y-osu)?

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e HQ,λ1,λ2

centralna refleksija u odnosu na taqku Q?

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e homotetija?

Da li skalira�e quva odnos du�ine i xirine, uglove?

A homotetija?
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Primeri

Primer 8

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

”Zoom in": Klikom mixa u taqku P (x0, y0), slika se
uve�ava λ puta, a taqka P postaje centar ekrana

rezolucije w × h.

P (x0, y0)

Q(w/2, h/2) h

w

Slika 10: ”Zoom in" alatka
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Primeri

Primer 8

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

”Zoom to window": Mix je pritisnut u taqki P (x0, y0),
a otpuxten u taqki Q(x1, y1). Uve�ati prozor sa

dijagonalom PQ preko celog ekrana. Pri tome voditi

raquna da se uve�ana slika uklopi u ekran ili po

xirini, ili po visini { u zavisnosti od proporcija

prozora. Smatrati da je ekran rezolucije

1920 : 1080 = 16 : 9.

h

w

P (x0, y0)

Q(x1, x2) h

w

P (x0, y0)

Q(x1, x2)

Slika 10: ”Zoom to window" alatka
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Primeri

Primer 8

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

Preslikati prozor qije su levo-do�e teme A(a1, a2) i
gor�e-desno teme C(c1, c2) u prozor odre�en

dijagonalnim temenima P (p1, p2) i R(r1, r2).

C(c1, c2)

A(a1, a2)
R(r1, r2)

P (p1, p2)

Slika 10: Prozor
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Primeri

Primer 8

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

”Pinch to zoom": U poqetnom trenutku dodir jednog

prsta je registrovan u taqki P0, a drugog u taqki Q0. U
slede�em trenutku prvi prst se nalazi u taqki P1, a
drugi u taqki Q1. Uve�ati sliku za odnos du�ina

λ = P1Q1 : P0Q0, pri qemu se sredixte du�i P0Q0
preslikava u sredixte du�i P1Q1.

P0

Q0

P1

Q1

h

w

Slika 10: ”Pinch to zoom" alatka
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Smica�e

Smica�e sa koeficijentom λ u pravcu x-ose:

Sx(λ) :
(
x′

y′

)
=
(

1 λ
0 1

)(
x
y

)

Smica�e sa koeficijentom λ u pravcu y-ose:

Sy(λ) :
(
x′

y′

)
=
(

1 0
λ 1

)(
x
y

)



Afine transformacije Transformacije koordinata Transformacije E2

Smica�e

Smica�e sa koeficijentom λ u pravcu x-ose:

Sx(λ) :
(
x′

y′

)
=
(

1 λ
0 1

)(
x
y

)

Smica�e sa koeficijentom λ u pravcu y-ose:

Sy(λ) :
(
x′

y′

)
=
(

1 0
λ 1

)(
x
y

)



Afine transformacije Transformacije koordinata Transformacije E2

Realizacija rotacije pomo�u smica�e

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
=

 1 cosφ− 1
sinφ

0 1

 (
1 0

sinφ 1

)  1 cosφ− 1
sinφ

0 1



x

y

Slika 11: Realizacija rotacije pomo�u tri smica�a
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Izometrije

Definicija 3.2

Preslikava�a koja quvaju du�inu u euklidskom prostoru E
proizvo	ne dimenzije nazivaju se izometrije.

Izometrije koje quvaju orijentaciju zovu se kreta�a.

Teorema 3.6

Translacija, rotacija oko proizvo	ne taqke i refleksija u

odnosu na proizvo	nu pravu su izometrije ravni.

Koje transformacije ravni su kreta�a?
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