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Izbor koordinatnog sistema vezanog za ravan

α : ax+ by + cz + d = 0

WCS

−→ α′ : z′ = 0

UCS
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Slika 1: Koordinatni sistem prilago�en datoj ravni

Primer 1

Odrediti ortonormirani koordinatni sistem (x′, y′, z′) u
odnosu na ravan α : x− y − 2 = 0 i napisati vezu tih

koordinata sa koordinatama (x, y, z).
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Afina preslikava�a prostora

Animacija: Afine transformacije prostora

Taqka M(x, y, z) prostora se preslikava u taqku M ′(x′, y′, z′)
po pravilu: x′

y′

z′

 =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 x
y
z

+

 b1
b2
b3

 , det(aij) 6= 0.

Preslikava�e se predstav	a 4× 4 matricom:

Ab :=


a11 a12 a13 b1
a21 a22 a23 b2
a31 a32 a33 b3
0 0 0 1

 .

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2016/kocka.avi
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Izometrije prostora

Teorema 1.1

Svaka izometrija prostora En je afino preslikava�e.

Teorema 1.2

Afino preslikava�e f je izometrija akko AAT = ATA = E.

Teorema 1.3 (Osobine izometrija prostora)

Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna za f : En → En :
f je izometrija (quva du�ine);

f quva skalarni proizvod;

f preslikava ortonormiranu bazu u ortonormiranu

bazu.
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Rotacije oko prave u prostoru

M

M ′φ

p

Slika 2: Rotacija oko prave p za ugao φ
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Slika 2: Rotacija oko prave p za ugao φ



Transformacije E3
Projekcije

Rotacija oko koordinatnih osa

[ROx(φ)]e = Rx(φ) :=

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ



x

y

z

O

Slika 3: Rotacija oko x-ose
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Rotacija oko koordinatnih osa

[ROy(θ)]e = Ry(θ) :=

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ



x

y

z

O

Slika 3: Rotacija oko y-ose
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Rotacija oko koordinatnih osa

[ROz(ψ)]e = Rz(ψ) :=

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1



x

y

z

O

Slika 3: Rotacija oko z-ose
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Formule rotacije oko prave u prostoru

Teorema 1.4 (Formula Rodrigeza)

Matrica rotacije [Rp(φ)]e, u standardnoj bazi e, za ugao φ
oko prave p0 koja sadr�i koordinatni poqetak je:

[Rp0(φ)]e = ppT + cosφ (E − ppT ) + sinφ p×,

gde je p× matrica vektorskog mno�e�a jediniqnim

vektorom p:

p× :=

 0 −p3 p2
p3 0 −p1
−p2 p1 0

 .
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Rotacija oko proizvo	ne prave

Rotacija oko proizvo	ne prave p ‖ p0, P ∈ p:

Rp(φ) = T #    «
OP ◦ Rp0(φ) ◦ T #    «

PO.

Primer 2

Odrediti formule rotacije za ugao φ = 3π
2 oko prave p u

prostoru koja sadr�i taqku Q(1, 0, 0) i ima vektor pravca
#«p = (1, 2, 2).
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Refleksija u odnosu na ravan

Teorema 1.5

Matrica refleksije [Sα]e, u standardnoj bazi e, u odnosu na

ravan α koja sadr�i koordinatni poqetak O, i qiji

jediniqni normalni vektor ima kolonu koordinata p, je
data sa:

[Sα]e = E − 2ppT .

Ako ravan β ‖ α ne sadr�i koordinatni poqetak, nego neku

taqku B, tada se refleksija Sβ predstav	a sa:

Sβ = T #    «
OB ◦ Sα ◦ T #    «

BO.
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Primeri

α

O
M1

M

M ′

#«p

Slika 4: Refleksija u odnosu na ravan kroz O

Primer 3

Odrediti formule refleksije u odnosu na ravan

α : 2x− y + 2z = 0.
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Ojlerove teoreme

Teorema 1.6 (I Ojlerova)
Svako kreta�e f prostora E3 koje ima fiksnu neku taqku

O′ je rotacija oko neke orijentisane prave p koja sadr�i O′,
za ugao φ ∈ [0, 2π).

Teorema 1.7 (II Ojlerova)
Svako kreta�e f prostora E3 koje quva koordinatni

poqetak mo�e se predstaviti kao kompozicija tri sopstvene

rotacije oko koordinatnih osa:

f = ROx2(φ) ◦ ROy1(θ) ◦ ROz(ψ),

gde su ψ, φ ∈ [0, 2π), θ ∈ (−π2 ,
π

2 ), tzv. Ojlerovi ili

Tejt-Brajanovi uglovi.
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Ojlerovi uglovi

ψ { ugao skreta�a (eng. yaw)

θ { ugao propi�a�a (eng. pitch)
φ { ugao va	a�a (eng. roll)

ψ

Slika 5: Skreta�e
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Ojlerovi uglovi

ψ { ugao skreta�a (eng. yaw)
θ { ugao propi�a�a (eng. pitch)

φ { ugao va	a�a (eng. roll)

θ

Slika 5: Propi�a�e
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Ojlerovi uglovi

ψ { ugao skreta�a (eng. yaw)
θ { ugao propi�a�a (eng. pitch)
φ { ugao va	a�a (eng. roll)

φ

Slika 5: Va	a�e
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Veza sopstvenih i svetskih rotacija

Animacija: Ojlerovi uglovi

Pa��a!!!

U II Ojlerovoj teoremi rotacije se izvode u sopstvenom

koordinatnom sistemu (vezanom za objekat).

Teorema 1.8 (Veza sopstvenih i svetskih rotacija)

[ROx2(φ) ◦ ROy1(θ) ◦ ROz(ψ)]e = [f ]e = Rz(ψ)Ry(θ)Rx(φ).

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2015/Avion.avi
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Projektova�e

Slika: Altamira, Xpanija
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Paralelno projektova�e

f : E3 −→ E2

paralelno projektova�e (specijalno: ortogonalna
projekcija)

O

x

y

z

Slika 7: Paralelno projektova�e
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Ortogonalna projekcija na koordinatne ravni

O

x

y

z

A(x0, y0, z0)

A′(x0, y0, 0)

A′′(x0, 0, z0)
A′′′(0, y0, z0)

Slika 8: Ortogonalna projekcija

Primer 4

Odrediti ortogonalnu projekciju kvadrata ABCD,
A(1, 2,−1), B(−1, 0, 2), D(3, 1, 1), na xy-ravan.
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Ortogonalna projekcija na proizvo	nu ravan

α

O X ′

X
#«p

Slika 9: Ortogonalna projekcija

X ′ = (E − ppT )X, p = [ #«p ], #«p { jediniqni

Primer 5

Odrediti ortogonalnu projekciju kvadrata iz Primera 4 na

ravan α : 3y − z = 0.
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Ortogonalna projekcija na proizvo	nu ravan

α

O X ′
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Slika 9: Ortogonalna projekcija

X ′ = (E − ppT )X, p = [ #«p ], #«p { jediniqni

Primer 5

Odrediti ortogonalnu projekciju kvadrata iz Primera 4 na

ravan α : 3y − z = 0.
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Centralno projektova�e

f : E3 −→ E2

centralno projektova�e

O

x

y

z

C

Slika 10: Centralno projektova�e
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Centralna projekcija

O

x

y

z

A(1, 2,−2)
B(3, 0,−2)

D(3, 1, 1)
C(5,−1, 1)

S(0, 0, 6)

C′

B′

D′

A′

Slika 11: Centralna projekcija

Primer 6

Odrediti centralnu projekciju kvadrata ABCD,
A(1, 2,−2), B(3, 0,−2), D(3, 1, 1), iz taqke S(0, 0, 6) na
xy-ravan.
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Projektova�e

f : E3 −→ E2

paralelno projektova�e (specijalno: ortogonalna
projekcija)
centralno projektova�e

Da li je f bijekcija?

Da li je f izometrija?

Da li f quva kolinearnost, paralelnost, uglove,

sredixte du�i?
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Projekcija sfere na ravan

Xta sve mo�e biti ortogonalna projekcija sfere na

ravan?

Xta sve mo�e biti centralna projekcija sfere na

ravan?

Kartografske projekcije:

konformne (quvaju uglove)
ekvivalentne (quvaju odnos povrxina)
ekvidistantne (quvaju rastoja�a)
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Konformne projekcije

Slika: Merkatorova projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Konformne projekcije

Slika: Stereografska projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Konformne projekcije

Slika: Lambertova projekcija (konusna)

izvor slika: Wikipedia
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Ekvivalentne projekcije

Slika: Boneova projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Ekvivalentne projekcije

Slika: Molveide projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Ekvivalentne projekcije

Slika: Lambertova projekcija (azimutalna)

izvor slika: Wikipedia
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Ekvidistantne projekcije

Slika: Geografska projekcija (quva rastoja�a du� meridijana)

izvor slika: Wikipedia
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Ekvidistantne projekcije

Slika: Sinusoidalna projekcija (quva rastoja�a du� paralela)

izvor slika: Wikipedia
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Stereografska projekcija

x
y

z

O

N(0, 0, 1)

S(0, 0,−1)

M(x, y, z)

M ′
( 2x

1 − z
,

2y
1 − z

,−1
)

Slika 15: Stereografska projekcija sa severnog pola

na ravan z = −1
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Osobine stereografske projekcije

Xta je slika kruga koji pripada sferi, a sadr�i

severni pol?

Specijalno, u xta se slikaju paralele?

Xta je slika meridijana?

Da li se quvaju uglovi?

Da li se quva odnos povrxina?

Da li se quvaju rastoja�a du� meridijana? A du�

paralela?
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Neki interesantni problemi na sferi

Najkra�i put izme�u dve taqke na sferi.

Kolika je du�ina zelenog puta? A crvenog?
Moskva (55.8◦ N , 37.6◦ E), Havana (23.1◦ N , 82.4◦ W )

Slika: Najkra�i put izme�u Havane i Moskve
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Neki interesantni problemi na sferi

Najkra�i put izme�u dve taqke na sferi.

Kolika je du�ina zelenog puta? A crvenog?

Moskva (55.8◦ N , 37.6◦ E), Havana (23.1◦ N , 82.4◦ W )
Osnovna formula sferne geometrije

cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosα

NH
NM

N(0, 0, 1)

H

M
c b

a

α

Slika 16: Najkra�e rastoja�e na sferi
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Neki interesantni problemi na sferi

Najkra�i put izme�u dve taqke na sferi.

Kolika je du�ina zelenog puta? A crvenog?
Moskva (55.8◦ N , 37.6◦ E), Havana (23.1◦ N , 82.4◦ W )

Slika: Geodezijska linija
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Neki interesantni problemi na sferi

Ako je u Beogradu jun, oko 2h ujutro, osenqiti na karti

delove u kojima je no�.

Slika: Let�i izgled raspodele dana i no�i

Kako ova slika izgleda u septembru?
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