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Poligonska linija i poligon

Definicija 1.1

Poligonska linija A0 . . . An−1An je unija du�i A0A1, . . . ,
An−1An koje nazivamo ivice poligonske linije. Taqke
A0, . . . An nazivaju se temena poligonske linije.

zatvorena poligonska linija = poligon

susedna temena/ivice

prost/slo�en poligon

dijagonala poligona

unutrax�a dijagonala poligona
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Unutrx�ost poligona
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Slika 1: Unutrax�ost prostog i slo�enog poligona
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Povrxina prostog poligona

Orijentisana povrxina poligona P (A0A1 . . . An−1)

Teorema 1.1

Za prost poligon A0A1 . . . An−1 i proizvo	nu taqku ravni A
va�i:

P (A0, A1, . . . , An−1) = P (A,A0, A1) + . . .+ P (A,An−1, A0).

P (A0, A1, . . . , An−1) = 1
2

n−1∑
k=0

(xkyk+1 − xk+1yk)

= 1
2

n−1∑
k=0

xk(yk+1 − yk−1)
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Primer

Primer 1

U ravni su date taqke P0 = (1,−3), P1 = (2,−2),
P2 = (−1, 2), P3 = (4,−1), P4 = (0, 3).
Ispitati da li je poligon P0P1P2P3P4 prost.
Ako nije, sortirati taqke P0, . . . P4 tako da poligon bude
prost.
Izraqunati povrxinu tako dobijenog prostog poligona.
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Konveksni omotaq

konveksan lik

konveksan omotaq skupa taqaka
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Slika 2: Primer konveksnog omotaqa skupa od 11 taqaka
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Algoritam ”iviqne du�i" (spori algoritam)

Vremenska slo�enost O(n3)

Slika 3: Primer { 11 taqaka
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Algoritam ”iviqne du�i" (spori algoritam)

Vremenska slo�enost O(n3)

Slika 3: Primer { unutrax�a du�
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Algoritam ”pakova�e poklona" (gift wrap)

Vremenska slo�enost O(n2)

Slika 4: Primer { P0 = najni�a (kraj�a desna) taqka
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Algoritam ”pakova�e poklona" (gift wrap)

Vremenska slo�enost O(n2)

saviti

Slika 4: Primer { korak 1
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Slika 4: Primer { korak 2
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Algoritam ”pakova�e poklona" (gift wrap)

Vremenska slo�enost O(n2)

saviti

Slika 4: Primer { korak 3



Poligon Konveksni omotaq Poliedarske povrxi Triangulacija poligona

Algoritam ”pakova�e poklona" (gift wrap)

Vremenska slo�enost O(n2)

saviti

Slika 4: Primer { korak 4
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Algoritam ”pakova�e poklona" (gift wrap)

Vremenska slo�enost O(n2)

saviti

Slika 4: Primer { korak 5
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”Brzi" algoritam (quickhull)

Vremenska slo�enost O(n logn)

Slika 5: Primer { poqetni qetvorougao
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”Brzi" algoritam (quickhull)

Vremenska slo�enost O(n logn)

max

Slika 5: Primer { do�i desni
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”Brzi" algoritam (quickhull)

Vremenska slo�enost O(n logn)

Slika 5: Primer { najda	a od nove
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”Brzi" algoritam (quickhull)

Vremenska slo�enost O(n logn)

Slika 5: Primer { gor�i levi
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”Brzi" algoritam (quickhull)

Vremenska slo�enost O(n logn)

Slika 5: Primer { omotaq
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)

Slika 6: Primer { P0 = najni�a (kraj�a desna) taqka
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { sortirane taqke (prema uglu)
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3 4]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3 �A4 5]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3 �A5 6]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3 6 7]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3 6 7 8]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3 6 7 �A8 9]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { stek: [10 0 1 2 3 6 �A7 9]
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Grahamov algoritam

Vremenska slo�enost O(n logn)
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Slika 6: Primer { omotaq [10 0 1 2 3 6 9]
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Primeri

Primer 2

Odrediti konveksni omotaq skupa taqaka P0 = (1, 3),
P1 = (−2, 0), P2 = (−3, 5), P3 = (4, 2), P4 = (1, 1), P5 = (6, 4),
P6 = (2,−3), P7 = (5, 5), P8 = (5,−1).
Zadatak rexiti:

a) Crta�em.

b) Grahamovim algoritmom.
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Poliedarski model glatke povrxi

Slika: ”Stanford bunny“
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Primene poliedarskih modela u arhitekturi

Slika: MVRDV / 2004, Serpentine Gallery Pavillion1

1
Slika je preuzete iz prezentacije doc Radomira Koji�a, odr�ane 8.12.2017.
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Poliedarska povrx

Definicija 3.1

Poliedarska povrxM je objekat prostora koji je unija
konaqno mnogo p	osni:

1 P	osni su konveksni poligoni;

2 Svaka ivica pripada najvixe dvema p	osnima
(unutrax�e i rubne ivice);

3 Presek dve p	osni mo�e biti samo ivica.

apstraktna poliedarska povrx

poliedar

povezana povrx
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Poliedarska povrx

Definicija 3.1

Poliedarska povrxM je objekat prostora koji je unija
konaqno mnogo p	osni:

1 P	osni su konveksni poligoni;

2 Svaka ivica pripada najvixe dvema p	osnima
(unutrax�e i rubne ivice);

3 Presek dve p	osni mo�e biti samo ivica.

apstraktna poliedarska povrx

poliedar

povezana povrx
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Tabela temena i povezanosti

Tabela temena Tabela povezanosti

Primer 3

Odrediti tabelu povezanosti tetraedra.

0
1

2

3

Slika 9: Tetraedar
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Tabela temena i povezanosti
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Tabela temena i povezanosti
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Primeri

Primer 4

a) Iz tabele povezanosti odrediti skup ivica.
b) Nacrtati sliku.
v) Proveriti da li ta tabela povezanosti zadaje apstraktnu
poliedarsku povrx.
g) U sluqaju potvrdnog odgovora pod v) proveriti da li je
ta poliedarska povrx povezana.
d) Odrediti rub te povrxi i broj komponenata ruba.
za slede�e tabele povezanosti:

1) T = {T0, T1, T2, T3, T4, T5}, P = {p0, p1, p2, p3},
p0 = 〈0, 1, 2〉, p1 = 〈0, 2, 4, 5〉, p2 = 〈3, 2, 0〉, p3 = 〈1, 0, 3〉.
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Primeri

Primer 4

a) Iz tabele povezanosti odrediti skup ivica.
b) Nacrtati sliku.
v) Proveriti da li ta tabela povezanosti zadaje apstraktnu
poliedarsku povrx.
g) U sluqaju potvrdnog odgovora pod v) proveriti da li je
ta poliedarska povrx povezana.
d) Odrediti rub te povrxi i broj komponenata ruba.
za slede�e tabele povezanosti:

2) T = {T0, T1, . . . , T9, T10}, P = {p0, p1, p2, p3, p4},
p0 = 〈0, 1, 7, 4〉, p1 = 〈1, 2, 6, 7〉, p2 = 〈2, 3, 5, 6〉, p3 = 〈3, 0, 4, 5〉,
p4 = 〈8, 9, 10〉.
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Primeri

Primer 4

a) Iz tabele povezanosti odrediti skup ivica.
b) Nacrtati sliku.
v) Proveriti da li ta tabela povezanosti zadaje apstraktnu
poliedarsku povrx.
g) U sluqaju potvrdnog odgovora pod v) proveriti da li je
ta poliedarska povrx povezana.
d) Odrediti rub te povrxi i broj komponenata ruba.
za slede�e tabele povezanosti:

3) T = {T0, T1, . . . , T7}, P = {p0, p1, p2, p3, p4, p5},
p0 = 〈0, 1, 3〉, p1 = 〈0, 1, 5, 4〉, p2 = 〈1, 2, 6, 5〉, p3 = 〈5, 6, 7〉,
p4 = 〈7, 4, 0, 3〉, p5 = 〈2, 6, 7, 3〉.
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Orijentabilnost poliedarske povrxi
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Slika 10: Susedne p	osni iste i razliqite orijentacije

M { orijentabilna ako su svake dve susedne p	osni iste
orijentacije.
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Orijentabilnost

Primer 5

Kocka je orijentabilna.
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Slika 11: Uskla�iva�e orijentacije kocke
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Orijentabilnost

Teorema 3.1

Poliedarski modeli neke glatke povrxi su ili svi
orijentabilni ili svi neorijentabilni.

Teorema 3.2

Svaki prost poliedar je orijentabilna povrx.
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Orijentabilnost

Teorema 3.1

Poliedarski modeli neke glatke povrxi su ili svi
orijentabilni ili svi neorijentabilni.

Teorema 3.2

Svaki prost poliedar je orijentabilna povrx.
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Mebijusova traka
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Slika 12: Poliedarski modeli Mebijusove trake

Primer 6

Poliedarski model Mebijusove trake je neorijentabilan.
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Mebijusova traka
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Slika 12: Poliedarski modeli Mebijusove trake

Primer 6

Poliedarski model Mebijusove trake je neorijentabilan.
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Mebijusova traka { osobine

Jednostrana je { mogu�e ju je sasvim obojiti bez
skida�a qetkice sa papira.
Kreta�e po Mebijusovoj traci

Kada je preseqemo uzdu�no dobijamo dva puta uvrnutu
jednu traku.

Kada i tu traku preseqemo dobijamo dve
ulanqane trake.

Nemogu�e je definisati neprekidnu normalu na
Mebijusovoj traci.

https://www.youtube.com/watch?v=ZN4TxmWK0bE
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Mebijusova traka { osobine
Jednostrana je { mogu�e ju je sasvim obojiti bez
skida�a qetkice sa papira.
Kada je preseqemo uzdu�no dobijamo dva puta uvrnutu
jednu traku.

Kada i tu traku preseqemo dobijamo dve
ulanqane trake.

Animacije: Bojan Vasi	evi� (167/2014)

Nemogu�e je definisati neprekidnu normalu na
Mebijusovoj traci.
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Mebijusova traka { osobine
Jednostrana je { mogu�e ju je sasvim obojiti bez
skida�a qetkice sa papira.
Kada je preseqemo uzdu�no dobijamo dva puta uvrnutu
jednu traku. Kada i tu traku preseqemo dobijamo dve
ulanqane trake.

Animacije: Bojan Vasi	evi� (167/2014)

Nemogu�e je definisati neprekidnu normalu na
Mebijusovoj traci.
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Mebijusova traka { osobine

Jednostrana je { mogu�e ju je sasvim obojiti bez
skida�a qetkice sa papira.

Kada je preseqemo uzdu�no dobijamo dva puta uvrnutu
jednu traku. Kada i tu traku preseqemo dobijamo dve
ulanqane trake.

Nemogu�e je definisati neprekidnu normalu na
Mebijusovoj traci.

Slika: Normale na Mebijusovu traku
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Primeri Mebijusove trake

Slika: Logo za Google Drive (levo) i me�unarodni simbol za
recikla�u (desno)
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Klajnova boca

Slika: Klajnova boca

Vo��a bicikla po Klajnovoj boci

https://www.youtube.com/watch?v=aTZBO8Ql6rc
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Ojlerova karakteristika i rod povrxi
Ojlerova karakteristika poliedarske povrxiM je broj

χ(M) = T

temena

− I

ivice

+ P

p	osni

Teorema 3.3

Svi poliedarski modeli neke glatke povrxi imaju istu
Ojlerovu karakteristiku.

Za poliedre va�i:

χ(M) = 2− 2 r

rod poliedra
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Primeri

Primer 7

Ako jeM poliedarski model sfere, tada je χ(M) = 2.

Slika 16: Poliedarski model sfere

Primer 8

Ojlerova karakteristika Mebijusove trake je nula.
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Primeri

Primer 9

Rod torusa je 1.

Slika: Poliedarski modeli torusa
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Primeri

Primer 10

Data je poliedarska povrx:

p0 = 〈0, 1, 4, 3〉, p5 = 〈4, 5, 8, 7〉,
p1 = 〈1, 2, 5, 4〉, p6 = 〈8, 7, 1, 2〉,
p2 = 〈2, 0, 3, 5〉, p7 = 〈0, 1, 7, 6〉
p3 = 〈6, 8, 5, 3〉, p8 = 〈0, 6, 8, 2〉.
p4 = 〈6, 3, 4, 7〉

a) Dokazati da je ona poliedar, tj. da nema rub.
b) Izraqunati �enu Ojlerovu karakterisku i rod.
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Platonova tela

Platon (457− 347 p.n.e.), ”Timaj" ili ”O metafizici"

tetraedar = suvo�a vatre

oktaedar = pokret	ivost vazduha

ikosaedar = vla�nost vode

heksaedar (kocka) = stabilnost zem	e

dodekaedar = Univerzum
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Leonardo da Vinqi (1452− 1519)
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Johan Kepler (1571− 1630)

Slika: Keplerov model Solarnog sistema
(Joaquin Baldwin 3D Printed Designs)

http://www.shapeways.com/product/K74QXNJ7A/kepler-s-platonic-solids-model-of-the-solar-system
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Johan Kepler (1571− 1630)

Slika: Keplerov Solarni sistem
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Platonova tela

Teorema 3.4

Postoji taqno pet Platonovih tela.

poliedar p q T I P

tetraedar 3 3 4 6 4

kocka (heksaedar) 3 4 8 12 6

oktaedar 4 3 6 12 8

dodekaedar 3 5 20 30 12

ikosaedar 5 3 12 30 20
p - broj ivica iz jednog temena;
q - broj ivica jedne p	osni.
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Platonova tela

Teorema 3.4

Postoji taqno pet Platonovih tela.

poliedar p q T I P

tetraedar 3 3 4 6 4

kocka (heksaedar) 3 4 8 12 6

oktaedar 4 3 6 12 8

dodekaedar 3 5 20 30 12

ikosaedar 5 3 12 30 20
p - broj ivica iz jednog temena;
q - broj ivica jedne p	osni.
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Dualnost Platonovih tela

Slika 19: Tetraedar je dualan samom sebi
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Dualnost Platonovih tela

Slika 19: Heksaedar i oktaedar su dualni
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Dualnost Platonovih tela

Slika 19: Ikosaedar i dodekaedar su dualni
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Konstrukcija Platonovih tela

Konstrukcije:

tetraedar;

oktaedar;

dodekaedar;

ikosaedar.

http://www.geometrija.matf.bg.ac.rs/geometrija4/tetraedar.avi
http://www.geometrija.matf.bg.ac.rs/geometrija4/oktaedar.avi
http://www.geometrija.matf.bg.ac.rs/geometrija4/dodekaedar.avi
http://www.geometrija.matf.bg.ac.rs/geometrija4/ikosaedar.wmv
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Konstrukcija Platonovih tela

Slika: Konstrukcija ikosaedra korix�e�em ”zlatnih
pravougaonika"
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Konstrukcija Platonovih tela

Euklidova konstrukcija dodekaedra2

2
animacija prof. Zorana Luqi�a
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Triangulacija poligona

Triangulacija je razlaga�e nekog lika na trouglove.

Triangulacija prostog poligona je razlaga�e �egove
unutrax�osti unutrax�im dijagonalama koje se
me�usobno ne seku.

Lema 4.1

Svaki prost poligon sa vixe od 3 temena ima unutrax�u
dijagonalu.

Teorema 4.1

Svaki prost poligon dopuxta triangulaciju i svaka
triangulacija poligona sa n temena se sastoji od taqno
n− 2 trougla.
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Triangulacija poligona

Triangulacija je razlaga�e nekog lika na trouglove.

Triangulacija prostog poligona je razlaga�e �egove
unutrax�osti unutrax�im dijagonalama koje se
me�usobno ne seku.

Lema 4.1

Svaki prost poligon sa vixe od 3 temena ima unutrax�u
dijagonalu.

Teorema 4.1

Svaki prost poligon dopuxta triangulaciju i svaka
triangulacija poligona sa n temena se sastoji od taqno
n− 2 trougla.
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Triangulacija poligona

Triangulacija je razlaga�e nekog lika na trouglove.

Triangulacija prostog poligona je razlaga�e �egove
unutrax�osti unutrax�im dijagonalama koje se
me�usobno ne seku.

Lema 4.1

Svaki prost poligon sa vixe od 3 temena ima unutrax�u
dijagonalu.

Teorema 4.1

Svaki prost poligon dopuxta triangulaciju i svaka
triangulacija poligona sa n temena se sastoji od taqno
n− 2 trougla.
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Primeri

Primer 11

Od datih taqaka u ravni formirati prost poligon, a zatim
ga triangulisati.

a) P0 = (0, 0), P1 = (5,−1), P2 = (3, 2), P3 = (6, 4),
P4 = (−1, 3).

b) P0 = (−1, 3), P1 = (2, 1), P2 = (0, 0), P3 = (4,−1),
P4 = (5, 3), P5 = (3, 4).
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Problem umetniqke galerije

Problem: Postaviti minimalan broj quvara koji pokrivaju
qitavu galeriju.

Galerija = prost poligon sa n ivica;
Quvari = taqke unutar poligona.

Chvátal: Gor�a granica = n

3 quvara!

Algoritam:

Triangulisati poligon;

Obojiti temena podeonih trouglova (3-boje�e);

Izabrati za quvare temena obojena istom bojom.
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Problem umetniqke galerije

Problem: Postaviti minimalan broj quvara koji pokrivaju
qitavu galeriju.

Galerija = prost poligon sa n ivica;
Quvari = taqke unutar poligona.

Chvátal: Gor�a granica = n

3 quvara!

Algoritam:

Triangulisati poligon;

Obojiti temena podeonih trouglova (3-boje�e);

Izabrati za quvare temena obojena istom bojom.
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Problem umetniqke galerije { primeri

Slika: Primeri: Quvari { plave taqke
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Poliedarski modeli i triangulacija

Slika: Model xake
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Poliedarski modeli i triangulacija

Slika: Model automobila Porsche { redukcija poligona
(100%, 50%, 20%, 5% originalnih poligona)
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Primer redukcije trouglova

Slika: Model zgrade - originalni model (∼ 30 hi	ada trouglova)
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Primer redukcije trouglova

Slika: Model zgrade - 50% redukcije (∼ 10 hi	ada trouglova)
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Primer redukcije trouglova

Slika: Model zgrade - 80% redukcije (∼ 8 hi	ada trouglova)
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Primer redukcije trouglova

Slika: Model zgrade - 96% redukcije (∼ 7 hi	ada trouglova)
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Algoritmi za triangulaciju poligona

unutrax�im dijagonalama

”zavrta�em uxiju"

triangulacija monotonih poligona i monotonih
planina

Delonijeva triangulacija

triangulacija u linearnom vremenu
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Delonijeva triangulacija

Slika 23: Delonijeva triangulacija

Delonijeva triangulacija minimizuje maksimalan
polupreqnik kruga opisanog oko trougla triangulacije.
Postupkom maksimizacije najma�eg ugla se ne minimizuje
najve�i ugao, niti se minimizuju du�ine stranica.



Poligon Konveksni omotaq Poliedarske povrxi Triangulacija poligona

Delonijeva triangulacija

Slika 23: Delonijeva triangulacija

Delonijeva triangulacija minimizuje maksimalan
polupreqnik kruga opisanog oko trougla triangulacije.

Postupkom maksimizacije najma�eg ugla se ne minimizuje
najve�i ugao, niti se minimizuju du�ine stranica.
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Delonijeva triangulacija

Slika 23: Delonijeva triangulacija

Delonijeva triangulacija minimizuje maksimalan
polupreqnik kruga opisanog oko trougla triangulacije.
Postupkom maksimizacije najma�eg ugla se ne minimizuje
najve�i ugao, niti se minimizuju du�ine stranica.
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Delonijeva triangulacija - primeri

Slika 24: Triangulacija koja nije Delonijeva
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Delonijeva triangulacija - primeri

Slika 24: Delonijeva triangulacija
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”Krivolinijska" triangulacija
3

Slika: Bezijerov trougao sa kontrolnim poligonom

3
Materijale ustupio Hagen Wille
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”Krivolinijska" triangulacija
3

3
Materijale ustupio Hagen Wille
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3
Materijale ustupio Hagen Wille
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”Krivolinijska" triangulacija
3

3
Materijale ustupio Hagen Wille
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Primena geometrije u animaciji

Transformacije;

Puta�a kreta�a: B-spline krive;

3D modelova�e;

Flatland: The Movie;

Designing a 4D World.

https://www.youtube.com/watch?v=lR0kyOdT86E
https://www.youtube.com/watch?v=zaNUFmhD5PM
https://www.youtube.com/watch?v=YC3Z5nqCs_8
https://www.youtube.com/watch?v=C8oiwnNlyE4
https://www.youtube.com/watch?v=vZp0ETdD37E
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