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Jednaqina prave u ravni
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Slika 1: Eksplicitna jednaqina

Eksplicitna jednaqina:

p : y = kx+ n

Vertikalne prave?
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Slika 2: Implicitna jednaqina

Implicitna jednaqina:

p : ax+ by + c = 0

| # «np| =
√
a2 + b2 = 1

Normalizovana jednaqina

Primer 1

Odrediti normalizovanu

jednaqinu prave koja sadr�i

taqku M(1, 1) i qiji je

normalni vektor # «np = (4,−3).
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Jednaqina prave u ravni
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Slika 3: Normalna jednaqina

Normalna jednaqina:

p : x cos θ + y sin θ = ρ
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Slika 4: Parametarska jednaqina

Parametarska jednaqina:

p : M(t) = P + t #«p , t ∈ R

x = x0 + tpx,

y = y0 + tpy, t ∈ R

Ravnomerno

pravolinijsko kreta�e
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Parametarski −→ implicitni oblik

Parametarski oblik:

x = x0 + tpx, y = y0 + tpy, t ∈ R.

Implicitni oblik:

pyx− pxy + (pxy0 − pyx0) = 0.
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Implicitni −→ parametarski oblik

Implicitni oblik:

ax+ by + c = 0.

Parametarski oblik:

#«p = (−b, a), P

( −ac
a2 + b2 ,

−bc
a2 + b2

)
.

Primer 2

Data je prava p : 3x− 4y + 6 = 0. Odrediti parametarski

oblik prave p i ugao koji prava p zaklapa sa x-osom.
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Primeri

Primer 3

Odrediti implicitnu jednaqinu prave koje sadr�i taqku

M(1, 2) i paralelna je sa y-osom.

Primer 4

Odrediti parametarsku jednaqunu prave koja sadr�i taqku

P (−2, 3) i normalna je na pravu q : 2x+ 3y − 1 = 0.
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Parametrizacija du�i i poluprave

Du� [AB]:

M(t) = A+ t
#    «

AB, t ∈ [0, 1].

Poluprava [AB):

M(t) = A+ t
#    «

AB, t ∈ [0,+∞).

Primer 5

Odrediti parametarsku jednaqinu du�i [AB] ako je
A(2,−3), B(10, 9).
Odrediti taqke A1, A2 i A3 koje du� [AB] dele na qetiri
jednaka dela.

Da li taqka C

(2
3 ,−5

)
pripada polupravoj [AB)?
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Parametrizacija paralelograma
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Slika 5: Parametarska jednaqina paralelograma

X(t1, t2) = A+ t1
#    «

AB + t2
#    «

AD, 0 ≤ t1, t2 ≤ 1.



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Parametrizacija trougla
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Slika 6: Parametarska jednaqina trougla

X(t1, t2) = A+ t1
#    «

AB + t2
#    «

AC, 0 ≤ t1, t2 ≤ 1, t1 + t2 ≤ 1.
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Poluravan

C,D su sa iste strane prave p ako: [CD] ∩ p = {∅}.

Poluravan = skup svih taqaka sa iste strane prave p.

p : f(x, y) = ax+ by + c = 0:

C,D
· ·
p⇐⇒ sign(f(C)) = sign(f(D)).

p : A,B ∈ p:

C,D
· ·
p⇐⇒ sign(DABC) = sign(DABD).

p : P, #«p , A ≡ P , B = A+ #«p .

Primer 6

Ispitati da li se taqke A(1, 3) i B(−2, 1) nalaze sa iste
strane prave: a) p : 2x+ y = 0; b) q : Q(0, 1), #«q = (2,−3).
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Rastoja�e taqke od prave

Teorema 1.1 (va�i i u prostoru)

d(M,p) = d = |
#«p × #      «

PM |
| #«p |

.

P
N

M

d

p

#«p

Slika 7: Rastoja�e taqke od prave

Primer 7

Odrediti rastoja�e taqke M(1, 1) od prave

p : P (−2, 0), #«p = (3, 4).
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Rastoja�e taqke od prave

Teorema 1.2

d(M,p) = d = |ax0 + by0 + c|√
a2 + b2
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Slika 8: Rastoja�e taqke od prave

Primer 8

Odrediti rastoja�e taqke M(1, 1) od prave

p : 3x+ 4y − 5 = 0.
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Presek implicitno zadatih pravih

Rexiti sistem:

p : a1x+ b1y + c1 = 0
q : a2x+ b2y + c2 = 0.

Kramerovo pravilo:

∆ =
(
a1 b1
a2 b2

)
, ∆x =

(
c1 b1
c2 b2

)
, ∆y =

(
a1 c1
a2 c2

)
.

∆ 6= 0 { prave se seku u x = ∆x

∆ , y = ∆y

∆ ;

∆ = ∆x = ∆y = 0 { prave se poklapaju;

∆ = 0, ∆x 6= 0 ili ∆y 6= 0 { prave su paralelne.
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Presek parametarski zadatih pravih

P + t #«p = M = N = Q+ s #«q

p

P

M = N

Q

q

t #«p
s #«q

#«p #«q

Slika 9: Presek pravih
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Presek parametarski zadatih pravih

D( #«p , #«q ) 6= 0 { prave se seku

t = D( #    «

PQ, #«q )
D( #«p , #«q ) , s = D( #    «

PQ, #«p )
D( #«p , #«q )

D( #«p , #«q ) = 0, D( #    «

PQ, #«q ) = 0 { prave se poklapaju

D( #«p , #«q ) = 0, D( #    «

PQ, #«q ) 6= 0 { prave su paralelne

Primer 9

Odrediti presek pravih p i q koje su zadate taqkom i

vektorom pravca:

(a) P (3, 1), #«p = (1, 0), Q(2, 3), #«q = (1, 1);
(b) P (3, 1), #«p = (1, 0), Q(2, 3), #«q = (−2, 0);
(v) P (3, 1), #«p = (1,−2), Q(2, 3), #«q = (−2, 4).
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D( #«p , #«q ) = 0, D( #    «

PQ, #«q ) = 0 { prave se poklapaju

D( #«p , #«q ) = 0, D( #    «

PQ, #«q ) 6= 0 { prave su paralelne

Primer 9

Odrediti presek pravih p i q koje su zadate taqkom i

vektorom pravca:

(a) P (3, 1), #«p = (1, 0), Q(2, 3), #«q = (1, 1);
(b) P (3, 1), #«p = (1, 0), Q(2, 3), #«q = (−2, 0);
(v) P (3, 1), #«p = (1,−2), Q(2, 3), #«q = (−2, 4).



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Presek du�i

[AB] : A+ t
#    «

AB, [CD] : C + s
#    «

CD, t, s ∈ [0, 1]

Du�i se seku ako je D( #    «

AB,
#    «

CD) 6= 0 i

0 ≤ t = D( #    «

AC,
#    «

CD)
D( #    «

AB,
#    «

CD)
, s = D( #    «

AC,
#    «

AB)
D( #    «

AB,
#    «

CD)
≤ 1

A

B

t
#    «
AB

C

D

s
#    «
CD

X

Slika 10: Presek du�i
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Presek du�i

[AB] : A+ t
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AB, [CD] : C + s
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Ako je D( #    «

AB,
#    «

CD) = 0 i D( #    «

AC,
#    «

CD) = 0:

du�i se poklapaju

du�i se delimiqno preklapaju

du�i se ne seku

 =⇒ potrebna dodatna

analiza!

A = C

B = D

A

B

C

D

A

B

C

D
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Slika 11: Du�i se ne seku
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Presek polupravih i du�i

Primer 10

Odrediti presek polupravih [AB) : A(1, 2), B(−2, 3) i
[CD) : C(0, 1), D(2,−1).

Primer 11

Odrediti presek du�i AB i CD, gde je A(12, 3), B(12, 5),
C(5, 7), D(−2, 1).



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Implicitna jednaqina ravni

Ravan α je odre�ena taqkom A(x0, y0, z0) koja joj pripada i
normalnim vektorom ravni # «nα.

M(x, y, z) ∈ α =⇒ #     «

AM ⊥ # «nα

0 = # «nα ◦
#     «

AM

= (a, b, c) ◦ (x− x0, y − y0, z − z0)
= a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0)
= ax+ by + cz−ax0 − by0 − cz0︸ ︷︷ ︸

d

α

A

M

#  «nα

Slika 12: Implicitna

jednaqina ravni
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Normalizovana jednaqina ravni

Imlicitna jednaqina ravni:

ax+ by + cz + d = 0, # «nα = (a, b, c)

Normalizovana jednaqina ravni:

ax+ by + cz + d = 0, | # «nα|2 = a2 + b2 + c2 = 1
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primeri

x

y

z

z = 0

4

z − 4 = 0

y = 0

x = 0

Slika 13: Ravan z = 0



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primeri

x

y

z

z = 0

4

z − 4 = 0

y = 0

x = 0

Slika 13: Ravan z − 4 = 0
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Primeri

x

y

z

z = 0

4

z − 4 = 0

y = 0

x = 0

Slika 13: Ravan x = 0



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primeri

x

y

z

z = 0

4

z − 4 = 0

y = 0

x = 0

Slika 13: Ravan y = 0



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primer { skicirati ravan

x

y

z

A(6, 0, 0)

B(0, 3, 0)
C(0, 0, 2)

x+ 2y + 3z − 6 = 0

Slika 14: Ravan x+ 2y + 3z − 6 = 0



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primer { skicirati ravan

x

y

z

A(5, 0, 0)

B
(

0, 5
2 , 0
)

x+ 2y − 5 = 0

Slika 14: Ravan x+ 2y − 5 = 0



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Polurostor

Poluprostor je skup svih taqaka sa iste strane neke ravni

α : ax+ by + cz + d = 0.
Odre�en je nejednaqinom ax+ by + cz + d > 0, odnosno
ax+ by + cz + d < 0.

Primer 12

Da li se taqke A(1, 1, 1) i C(−1,−1, 3) nalaze sa iste strane
ravni β : x− 3y + 4z − 12 = 0.
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Polurostor

Poluprostor je skup svih taqaka sa iste strane neke ravni

α : ax+ by + cz + d = 0.
Odre�en je nejednaqinom ax+ by + cz + d > 0, odnosno
ax+ by + cz + d < 0.

Primer 12

Da li se taqke A(1, 1, 1) i C(−1,−1, 3) nalaze sa iste strane
ravni β : x− 3y + 4z − 12 = 0.



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Parametarska jednaqina ravni

Ravan α je odre�ena taqkom A(x0, y0, z0) koja joj pripada i
dva vektora #«v , #«u paralelna α.

M(t, s) = M = A+ t #«v + s #«w, t, s ∈ R

Parametarska jednaqina ravni:

x = x0 + tvx + swx,

y = y0 + tvy + swy,

z = z0 + tvz + swz, t, s ∈ R

α

A

M

t #«v

s #«w

#«v

#«w

α

Slika 15: Parametarska

jednaqina ravni
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Prelazak iz jednog oblika ravni u drugi

Parametarski −→ implicitni:

# «nα = #«v × #«w = (a, b, c)
d = −ax0 − by0 − cz0 = − # «nα ◦

#    «

OA

Implicitni −→ parametarski:

#«v ⊥ # «nα { proizvo	an
#«w = # «nα × #«v

a 6= 0 : A
(
−d
a
, 0, 0

)
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Prelazak iz jednog oblika ravni u drugi

Primer 13

Odrediti parametarski jednaqinu ravni

α : x− 2y + z − 2 = 0.

Primer 14

Odrediti normalizovanu jednaqinu ravni β:

x = 2,
y = 1− t,
z = 2 + t− 3s, t, s ∈ R



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Izbor koordinatnog sistema vezanog za ravan

α : ax+ by + cz + d = 0

WCS

−→ α′ : z′ = 0

UCS

α

A

#  «nα

#«w

#«v

O

#«e1

#«e2

#«e3

Slika 16: Koordinatni sistem prilago�en datoj ravni



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primeri

Primer 15

a) Odrediti ortonormirani koordinatni sistem (x′, y′, z′)
u odnosu na ravan α : x− y − 2 = 0 i napisati vezu tih

koordinata sa koordinatama (x, y, z).

b) Odrediti parametrizaciju kruga sa centrom u taqki

C(1,−1, 2) ∈ α, polupreqnika r = 3.
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Parametarska jednaqina prave

Prava u prostoru se zadaje taqkom P (x0, y0, z0) i nenula

vektorom pravca #«p (px, py, pz):

M(t) = M = P + t #«p , t ∈ R.

Parametarska jednaqina prave:

x = x0 + tpx,

y = y0 + tpy,

z = z0 + tpz, t ∈ R.

Kanonska jednaqina prave:

x− x0
px

= y − y0
py

= z − z0
pz

.
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Prava kao presek dve ravni

α : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
β : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

}
=⇒ #«p = # «nα × # «nβ

α

p

β

#  «nα

# «nβ#«p

Slika 17: Prava kao presek dve ravni



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primeri

Primer 16

Pravu p : x− z = 0, 2x− y + 1 = 0 zapisati parametarski.

Primer 17

Pravu p : x = t+ 4, y = −t+ 1, z = 3t, t ∈ R zapisati kao

presek dve ravni.

Primer 18

Odrediti jednaqinu prave koja sadr�i taqke A(1, 2, 3) i
B(3, 2, 1).



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Pramen ravni

Teorema 2.1

Skup svih ravni koje sadr�e pravu p = α ∩ β je dat

jednaqinom:

γ : λ1(a1x+ b1y + c1z + d1) + λ2(a2x+ b2y + c2z + d2) = 0,

za λ1, λ2 ∈ R.

Primer 19

Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqku M(1, 4,−2) i
pravu p : x− y − 1 = 0, z − 2x = 0.
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Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Me�usobni polo�aji dve prave

P

Q

#«p

#«q

p ≡ q

Slika 18: Prave koje se poklapaju

#«p #«q
#    «

PQ

kolinearni
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Me�usobni polo�aji dve prave

p

P

Q

q

#«p

#«q

Slika 18: Paralelne prave

#«p #«q

kolinearni

#    «

PQ

nekolinearan
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Me�usobni polo�aji dve prave

p

P

Q

q

#«p
#«q

Slika 18: Mimoilazne prave

#«p #«q
#    «

PQ

nekoplanarni



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primer 20

Odrediti me�usobni polo�aj pravih:

(a) p : x− 2
1 = y − 19

5 = z − 2
1 , q : x− 1

2 = y

3 = z + 2
4 ;

(b) p : x− 2
1 = y − 2

0 = z − 2
−1 , q : 2x = y, 3x = z;

(v) p : x− 2
1 = y − 2

0 = z − 2
−1 , q : x− 1

1 = y − 2
0 = z − 3

−1 ;

(g) p : x− 2
1 = y − 2

0 = z − 2
−1 , q : x+ 1

−2 = y − 2
0 = z + 7

2 .



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Mimoilazne prave

Teorema 3.1

Mimoilazne prave p i q imaju jedinstvenu zajedniqku

normalu, tj. pravu koja seqe obe prave i normalna je na �ih.

α

γ

N

M

n

Pp

β

p1

q

Slika 19: Mimoilazne prave
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Primeri

A

A1

B

D C

B1

C1D1

M

N
S

p

p1

n

q

Slika 20: Kocka

Primer 21

Dijagonale naspramnih p	osni kocke su mimoilazne prave,

a �ihova zajedniqka normala je odre�ena sredixtima tih

dijagonala.



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primeri

P

R

Q

S

M

N

n

Slika 21: Tetraedar

Primer 22

Xta je zajedniqka normala mimoilaznih ivica PQ i RS
pravilnog tetraedra PQRS?



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Me�usobni polo�aji prave i ravni

Prava p i ravan α mogu da:

se seku;

budu paralelne;

prava pripada ravni.

Primer 23

Odrediti me�usobni polo�aj prave p : x+ 4
0 = y

−1 = z − 1
1 i

ravni α : x− 2y + 5z − 1 = 0.



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Me�usobni polo�aji prave i ravni

Prava p i ravan α mogu da:

se seku;

budu paralelne;

prava pripada ravni.

Primer 23

Odrediti me�usobni polo�aj prave p : x+ 4
0 = y

−1 = z − 1
1 i

ravni α : x− 2y + 5z − 1 = 0.



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Prodor prave kroz trougao

P

M

A

B

C

p

#«u

#«v#«w

#«p

Slika 22: Prodor prave kroz trougao

sign[ #    «

PA,
#    «

PB, #«p ] = sign[ #    «

PB,
#    «

PC, #«p ] = sign[ #    «

PC,
#    «

PA, #«p ]



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Prodor prave kroz trougao

P

M

A

B

C

p

#«u

#«v#«w

#«p

Slika 22: Prodor prave kroz trougao

M = P + t #«p ,

t = [ #    «

PA,
#    «

PB,
#    «

PC]
[ #    «

PA,
#    «

PB, #«p ] + [ #    «

PB,
#    «

PC, #«p ] + [ #    «

PC,
#    «

PA, #«p ]



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Prodor prave kroz trougao

P

M

A

B

C

p

#«u

#«v#«w

#«p

Slika 22: Prodor prave kroz trougao

Primer 24

Da li prava p : x− 1
−1 = y

3 = z + 1
2 seqe trougao ABC,

A(2, 4, 6), B(−4, 2, 0), C(6, 4,−2)?



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Presek trougla i ravni

Slika 23: Presek ravni i trougla



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Rastoja�e taqke od prave

Teorema 4.1

Rastoja�e taqke M od prave p zadate taqkom P i vektorom

pravca P dato je formulom:

d = |
#«p × #      «

PM |
| #«p |

.

Primer 25

Odrediti rastoja�e taqke M(1, 0,−1) od prave

p : x1 = y + 1
1 = z

2 .
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Rastoja�e taqke od prave

Teorema 4.1

Rastoja�e taqke M od prave p zadate taqkom P i vektorom

pravca P dato je formulom:

d = |
#«p × #      «

PM |
| #«p |

.

Primer 25

Odrediti rastoja�e taqke M(1, 0,−1) od prave

p : x1 = y + 1
1 = z

2 .



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Rastoja�e taqke od ravni

Teorema 4.2

Rastoja�e taqke M(x0, y0, z0) od ravni

α : ax+ by + cz + d = 0 dato je formulom:

d = |ax0 + by0 + cz0 + d|√
a2 + b2 + c2

.

Primer 26

Odrediti rastoja�e taqke M(1, 0,−1) od ravni

α : x+ y − 4z = 0.



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Rastoja�e taqke od ravni

Teorema 4.2

Rastoja�e taqke M(x0, y0, z0) od ravni

α : ax+ by + cz + d = 0 dato je formulom:

d = |ax0 + by0 + cz0 + d|√
a2 + b2 + c2

.

Primer 26

Odrediti rastoja�e taqke M(1, 0,−1) od ravni

α : x+ y − 4z = 0.



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Rastoja�e izme�u mimoilaznih pravih

Teorema 4.3

Rastoja�e izme�u mimoilaznih pravih p i q dato je
formulom:

d = |[
#«p , #«q ,

#    «

PQ]|
| #«p × #«q |

.

Primer 27

Odrediti zajedniqku normalnu i rastoja�e izme�u

mimoilaznih pravih

p : x− 6
3 = y − 5

4 = z

0 ,

q : x+ 1
4 = y − 4

−3 = z − 15
−5 .
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Rastoja�e izme�u mimoilaznih pravih

Teorema 4.3

Rastoja�e izme�u mimoilaznih pravih p i q dato je
formulom:

d = |[
#«p , #«q ,

#    «

PQ]|
| #«p × #«q |

.

Primer 27

Odrediti zajedniqku normalnu i rastoja�e izme�u

mimoilaznih pravih

p : x− 6
3 = y − 5

4 = z

0 ,

q : x+ 1
4 = y − 4

−3 = z − 15
−5 .



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Uglovi izme�u pravih i ravni

Ugao izme�u pravih p i q je oxtar ugao izme�u �ihovih

normalnih vektora.

∠(p, q) = oxtar∠( #«p , #«q ) = arccos |
#«p ◦ #«q |
| #«p | · | #«q |

O

p

q

#«p

#«q

# «np
# «nq

Slika 24: Ugao izme�u dve prave



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Uglovi izme�u pravih i ravni

Ugao izme�u ravni α i β je oxtar ugao izme�u pravih a
i b.

∠(α, β) = arccos |
# «nα ◦ # «nβ|
| # «nα| · | # «nβ|

α

β

p
a

b

γ

Slika 25: Ugao izme�u dve ravni



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Uglovi izme�u pravih i ravni

Ugao izme�u prave p i ravni α je ugao izme�u prave p i
�ene normalne projekcije p′ na ravan α.

∠(p, α) = π

2 − arccos |
#«p ◦ # «nα|
| #«p | · | # «nα|

α

P

p

#  «nα
#«p

p′

π

2

Slika 26: Ugao izme�u prave i ravni



Prava u ravni Ravan i prava u postoru Polo�aji Rastoja�a i uglovi

Primeri

Primer 28

Odrediti taqku prodora prave p : x+ 1
3 = y + 3

2 = z − 5
−4

kroz ravan α : 3x+ y + 5z − 7 = 0.

Koliki ugao prava p zaklapa sa ravni α?
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