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Definicija afinog preslikava�a

Definicija 1.1

Neka je f̄ : V→ V linearno preslikava�e vektorskog

prostora koji je pridru�en prostoru taqaka E.
Afino preslikava�e f : E→ E je preslikava�e taqaka koje

je indukovano preslikava�em f̄ vektora u smislu da je:

f(M) = M ′, f(N) = N ′ ⇐⇒ f̄( #      «

MN) =
#          «

M ′N ′.

Animacija: Afine transformacije prostora

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2016/kocka.avi
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Pasivno i aktivno gledixte

A

O x

y (x0, y0)

O′

x′

y′

(x′0, y′0)

Slika 1: Pasivno gledixte
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Pasivno i aktivno gledixte
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Slika 1: Aktivno gledixte
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Afina preslikava�a ravni

Definicija 2.1

Afino preslikava�e ravni E2:(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)

slike baznih vektora

(
x
y

)
+
(
b1
b2

)

slika koordinatnog

poqetka

, det(aij) 6= 0.

Primer 1

Odrediti formule afinog preslikava�a f ravni koje taqke

O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) preslikava redom u taqke

O′(2, 2), A′(4, 5), B′(3, 1).
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Osobine afinih preslikava�a

Teorema 2.1

Postoji jedinstveno afino preslikava�e ravni koje

preslikava tri nekolinearne taqke P,Q,R u tri

nekolinearne taqke P ′, Q′, R′, redom.

x

y

O A

B
P

Q

R

P ′

Q′

R′

f

g ◦ f−1

g

Slika 2: Dokaz teoreme
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Osobine afinih preslikava�a

Teorema 2.2 (Osobine afinih preslikava�a ravni)

Preslikavaju prave u prave;

Quvaju razmeru kolinearnih du�i;

Quvaju paralelnost pravih;

Odnos povrxina slike i originala jednak je
P (F ′)
P (F) = | det(aij)|;

Preslikava�a za koja je det(aij) > 0 quvaju

orijentaciju, a za koja je det(aij) < 0 me�aju

orijentaciju ravni.
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Primeri

Primer 2

Date su taqke A(−1,−1), B(1,−1), C(1, 1), D(−1, 1); A′(4, 5),
B′(8, 7), C ′(6, 9), D′(2, 7).
a) Odrediti jednaqine afinog preslikava�a koje

preslikava kvadrat ABCD u paralelogram A′B′C ′D′.
b) Odrediti jednaqinu slike kruga upisanog u kvadrat.

Koja je to kriva?

v) Kolika je povrxina slike kruga?

g) Da li preslikava�e quva orijentaciju?
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Predstav	a�e afinih preslikava�a matricama

(
x′

y′

)
=
(
a11 a12
a21 a22

)
A { linearni deo

(
x
y

)
+
(
b1
b2

)
b { translatorni deo

 x′

y′

1

 =

 a11 a12 b1
a21 a22 b2
0 0 1



Ab

 x
y
1

 .
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Predstav	a�e afinih preslikava�a matricama
Teorema 2.3

Proizvod matrica Ab odgovara kompoziciji afinih

preslikava�a.

x

y

rotacija

x

y

skalira�e

x

y

x

y

skalira�e

x

y

rotacija

x

y

Slika 3: Afina preslikava�a ne komutiraju!
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Translacija

Translacija T #«
b za vektor

#«

b (b1, b2) data je formulama:

x′ = x+ b1,

y′ = y + b2,

ili u matriqnom obliku:(
x′

y′

)
=
(

1 0
0 1

)(
x
y

)
+
(
b1
b2

)
.

Kako se predstav	a linearni deo translacije?

Xta je kompozicija translacija?

Da li translacije komutiraju?
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Primeri

O
x

y

P (x0, y0)

Q(x1, y1)

Slika 4: ”Pan" alatka

Primer 3

Predstaviti kao afinu transformaciju ”pan" alatku: Ako
je mix pritisnut u P (x0, y0), a otpuxten u taqki Q(x1, y1)
slika se translira iz P u Q.
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Rotacija

Rotacija oko koordinatnog poqetka, za ugao φ ∈ [0, 2π):

Rφ :
(
x′

y′

)
=
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
x
y

)
.

Rotacija oko proizvo	ne taqke Q(q1, q2) za ugao φ:

RQ,φ = T #    «
OQ ◦ Rφ ◦ T #    «

QO.

Primer 4

Odrediti 3× 3 matricu rotacije oko taqke S(1,−2) za ugao
od

2π
3 , kao i formule tog preslikava�a.

U koju taqku se preslikava koordinatni poqetak pri ovoj

rotaciji?
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Matrica rotacije

Rφ :=
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
{ matrica rotacije za ugao φ.

Teorema 2.4

Osobine matrice rotacije:

(Rφ)−1 = R−φ = (Rφ)T ;
detRφ = 1;
RφRθ = Rφ+θ = RθRφ.
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Refleksija u odnosu na pravu

Refleksija u odnosu na pravu p0 kroz koordinatni poqetak,

koja gradi ugao
φ

2 sa x-osom:

Sp0 :
(
x′

y′

)
=
(

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)(
x
y

)

Refleksija u odnosu na proizvo	u pravu p ‖ p0:

Sp = T #    «
OQ ◦ Sp0 ◦ T #    «

QO.

Primer 5

Odrediti formule refleksije u odnosu na pravu:

a) x = −1; b) y = 3; v) 4x− 3y + 6 = 0.
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Matrica refleksije

Sφ :=
(

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
{ matrica refleksije.

Teorema 2.5

Osobine matrice refleksije:

(Sφ)−1 = (Sφ)T ;
S2
φ = Id;

detSφ = −1;
SφSθ = Rφ−θ.
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Skalira�e

Skalira�e u pravcu koordinatnih osa, sa centrom u

koordinatnom poqetku i koeficijentima λ1, λ2 6= 0:

Hλ1,λ2 :
(
x′

y′

)
=
(
λ1 0
0 λ2

)(
x
y

)
.

Skalira�e sa centrom u proizvo	noj taqki:

HQ,λ1,λ2 = T #    «
OQ ◦ Hλ1,λ2 ◦ T #    «

QO.
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Primeri

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e Hλ1,λ2

refleksija u odnosu na x-osu (y-osu)?

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e HQ,λ1,λ2

centralna refleksija u odnosu na taqku Q?

Za koje vrednosti λ1 i λ2 je skalira�e homotetija?

Da li skalira�e quva odnos du�ine i xirine, uglove?

A homotetija?
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Primeri

Primer 6

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

”Zoom in": Klikom mixa u taqku P (x0, y0), slika se
uve�ava λ puta, a taqka P postaje centar ekrana

rezolucije w × h.

P (x0, y0)

Q(w/2, h/2) h

w

Slika 5: ”Zoom in" alatka
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Primeri

Primer 6

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

”Zoom to window": Mix je pritisnut u taqki P (x0, y0),
a otpuxten u taqki Q(x1, y1). Uve�ati prozor sa

dijagonalom PQ preko celog ekrana. Pri tome voditi

raquna da se uve�ana slika uklopi u ekran ili po

xirini, ili po visini { u zavisnosti od proporcija

prozora. Smatrati da je ekran rezolucije

1920 : 1080 = 16 : 9.

h

w

P (x0, y0)

Q(x1, x2) h

w

P (x0, y0)

Q(x1, x2)

Slika 5: ”Zoom to window" alatka
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Primeri

Primer 6

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

Preslikati prozor qije su levo-do�e teme A(a1, a2) i
gor�e-desno teme C(c1, c2) u prozor odre�en

dijagonalnim temenima P (p1, p2) i R(r1, r2).

C(c1, c2)

A(a1, a2)
R(r1, r2)

P (p1, p2)

Slika 5: Prozor
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Primeri

Primer 6

Predstaviti kao afine transformacije slede�e doga�aje:

”Pinch to zoom": U poqetnom trenutku dodir jednog

prsta je registrovan u taqki P0 a drugog u taqki Q0. U
slede�em trenutku prvi prst se nalazi u taqki P1, a
drugi u taqki Q1. Uve�ati sliku za odnos du�ina

λ = P1Q1 : P0Q0, pri qemu se sredixte du�i P0Q0
preslikava u sredixte du�i P1Q1.

P0

Q0

P1

Q1

h

w

Slika 5: ”Pinch to zoom" alatka
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Smica�e

Smica�e sa koeficijentom λ u pravcu x-ose:

Sx(λ) :
(
x′

y′

)
=
(

1 λ
0 1

)(
x
y

)

Smica�e sa koeficijentom λ u pravcu y-ose:

Sy(λ) :
(
x′

y′

)
=
(

1 0
λ 1

)(
x
y

)
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Realizacija rotacije pomo�u smica�e

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
=

 1 cosφ− 1
sinφ

0 1

( 1 0
sinφ 1

) 1 cosφ− 1
sinφ

0 1



x

y

Slika 6: Realizacija rotacije pomo�u tri smica�a
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Realizacija rotacije pomo�u smica�e

(
cosφ − sinφ
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Izometrije

Definicija 2.2

Preslikava�a koja quvaju du�inu u euklidskom prostoru E
proizvo	ne dimenzije nazivaju se izometrije.

Izometrije koje quvaju orijentaciju zovu se kreta�a.

Teorema 2.6

Translacija, rotacija oko proizvo	ne taqke i refleksija u

odnosu na proizvo	nu pravu su izometrije ravni.

Koje transformacije ravni su kreta�a?
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Afine transformacije Afine transformacije ravni Afine transformacije prostora Projekcije Projektivne transformacije transformacije

Afina preslikava�a prostora

Taqka M(x, y, z) prostora se preslikava u taqku M ′(x′, y′, z′)
po pravilu: x′

y′

z′

 =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 x
y
z

+

 b1
b2
b3

 , det(aij) 6= 0.

Preslikava�e se predstav	a 4× 4 matricom:

Ab :=


a11 a12 a13 b1
a21 a22 a23 b2
a31 a32 a33 b3
0 0 0 1

 .
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Izometrije prostora

Teorema 3.1

Svaka izometrija prostora En je afino preslikava�e.

Teorema 3.2

Afino preslikava�e f je izometrija akko AAT = ATA = E.

Teorema 3.3 (Osobine izometrija prostora)

Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna za f : En → En :
f je izometrija (quva du�ine);

f quva skalarni proizvod;

f preslikava ortonormiranu bazu u ortonormiranu

bazu.
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Rotacije oko prave u prostoru

M

M ′
φ

p

Slika 7: Rotacija oko prave p za ugao φ
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Slika 7: Rotacija oko prave p za ugao φ
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Rotacija oko koordinatnih osa

[ROx(φ)]e = Rx(φ) :=

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ



x

y

z

O

Slika 8: Rotacija oko x-ose
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Rotacija oko koordinatnih osa

[ROy(θ)]e = Ry(θ) :=

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ



x

y

z

O

Slika 8: Rotacija oko y-ose
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Rotacija oko koordinatnih osa

[ROz(ψ)]e = Rz(ψ) :=

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1



x

y

z

O

Slika 8: Rotacija oko z-ose
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Formule rotacije oko prave u prostoru

Teorema 3.4 (Formula Rodrigeza)

Matrica rotacije [Rp(φ)]e, u standardnoj bazi e, za ugao φ
oko prave p0 koja sadr�i koordinatni poqetak je:

[Rp0(φ)]e = ppT + cosφ (E − ppT ) + sinφ p×,

gde je p× matrica vektorskog mno�e�a jediniqnim

vektorom p:

p× :=

 0 −p3 p2
p3 0 −p1
−p2 p1 0

 .
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Rotacija oko proizvo	ne prave

Rotacija oko proizvo	ne prave p ‖ p0, P ∈ p:

Rp(φ) = T #    «
OP ◦ Rp0(φ) ◦ T #    «

PO.

Primer 7

Odrediti formule rotacije za ugao φ = 3π
2 oko prave p u

prostoru koja sadr�i taqku Q(1, 0, 0) i ima vektor pravca
#«p = (1, 2, 2).
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Refleksija u odnosu na ravan

Teorema 3.5

Matrica refleksije [Sα]e, u standardnoj bazi e, u odnosu na
ravan α koja sadr�i koordinatni poqetak O, i qiji

jediniqni normalni vektor ima kolonu koordinata p, je
data sa:

[Sα]e = E − 2ppT .

Ako ravan β ‖ α ne sadr�i koordinatni poqetak, nego neku

taqku B, tada se refleksija Sβ predstav	a sa:

Sβ = T #    «
OB ◦ Sα ◦ T #    «

BO.
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Primeri

α

O
M1

M

M ′

#«p

Slika 9: Refleksija u odnosu na ravan kroz O

Primer 8

Odrediti formule refleksije u odnosu na ravan

α : 2x− y + 2z = 0.
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Ojlerove teoreme

Teorema 3.6 (I Ojlerova)
Svako kreta�e f prostora E3 koje ima fiksnu neku taqku
O′ je rotacija oko neke orijentisane prave p koja sadr�i O′,
za ugao φ ∈ [0, 2π).

Teorema 3.7 (II Ojlerova)
Svako kreta�e f prostora E3 koje quva koordinatni
poqetak mo�e se predstaviti kao kompozicija tri sopstvene

rotacije oko koordinatnih osa:

f = ROx2(φ) ◦ ROy1(θ) ◦ ROz(ψ),

gde su ψ, φ ∈ [0, 2π), θ ∈ (−π2 ,
π

2 ), tzv. Ojlerovi ili

Tejt-Brajanovi uglovi.
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Ojlerovi uglovi

ψ { ugao skreta�a (eng. yaw)

θ { ugao propi�a�a (eng. pitch)
φ { ugao va	a�a (eng. roll)

ψ

Slika 10: Skreta�e
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Slika 10: Va	a�e
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Veza sopstvenih i svetskih rotacija

Animacija: Ojlerovi uglovi

Pa��a!!!

U II Ojlerovoj teoremi rotacije se izvode u sopstvenom

koordinatnom sistemu (vezanom za objekat).

Teorema 3.8 (Veza sopstvenih i svetskih rotacija)

[ROx2(φ) ◦ ROy1(θ) ◦ ROz(ψ)]e = [f ]e = Rz(ψ)Ry(θ)Rx(φ).

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2015/Avion.avi
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Projektova�e

f : E3 −→ E2

paralelno projektova�e (specijalno: ortogonalna
projekcija)

centralno projektova�e

O

x

y

z

Slika 11: Paralelno projektova�e
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Projektova�e

f : E3 −→ E2

paralelno projektova�e (specijalno: ortogonalna
projekcija)
centralno projektova�e

O

x

y

z

C

Slika 11: Centralno projektova�e
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Projektova�e

f : E3 −→ E2

paralelno projektova�e (specijalno: ortogonalna
projekcija)
centralno projektova�e

Da li je f bijekcija?

Da li je f izometrija?

Da li f quva kolinearnost, paralelnost, uglove,

sredixte du�i?
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Ortogonalna projekcija na koordinatne ravni

O

x

y

z

A(x0, y0, z0)

A′(x0, y0, 0)

A′′(x0, 0, z0)
A′′′(0, y0, z0)

Slika 12: Ortogonalna projekcija

Primer 9

Odrediti ortogonalnu projekciju kvadrata ABCD,
A(1, 2,−1), B(−1, 0, 2), D(3, 1, 1), na xy-ravan.
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Ortogonalna projekcija na proizvo	nu ravan

α

O X ′

X
#«p

Slika 13: Ortogonalna projekcija

X ′ = (E − ppT )X, p = [ #«p ], #«p { jediniqni

Primer 10

Odrediti ortogonalnu projekciju kvadrata iz Primera 9 na

ravan α : 3y − z = 0.
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Projekcija sfere na ravan

Xta sve mo�e biti ortogonalna projekcija sfere na

ravan?

Xta sve mo�e biti centralna projekcija sfere na

ravan?

Kartografske projekcije:

konformne (quvaju uglove)
ekvivalentne (quvaju odnos povrxina)
ekvidistantne (quvaju rastoja�a)
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Konformne projekcije

Slika: Merkatorova projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Konformne projekcije

Slika: Stereografska projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Konformne projekcije

Slika: Lambertova projekcija (konusna)

izvor slika: Wikipedia
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Ekvivalentne projekcije

Slika: Boneova projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Ekvivalentne projekcije

Slika: Molveide projekcija

izvor slika: Wikipedia
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Ekvivalentne projekcije

Slika: Lambertova projekcija (azimutalna)

izvor slika: Wikipedia
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Ekvidistantne projekcije

Slika: Geografska projekcija (quva rastoja�a du� meridijana)

izvor slika: Wikipedia
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Ekvidistantne projekcije

Slika: Sinusoidalna projekcija (quva rastoja�a du� paralela)

izvor slika: Wikipedia



Afine transformacije Afine transformacije ravni Afine transformacije prostora Projekcije Projektivne transformacije transformacije

Stereografska projekcija

x
y

z

O

N(0, 0, 1)

S(0, 0,−1)

M(x, y, z)

M ′
( 2x

1 − z
,

2y
1 − z

,−1
)

Slika 17: Stereografska projekcija sa severnog pola

na ravan z = −1
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Osobine stereografske projekcije

Xta je slika kruga koji pripada sferi, a sadr�i

severni pol?

Specijalno, u xta se slikaju paralele?

Xta je slika meridijana?

Da li se quvaju uglovi?

Da li se quva odnos povrxina?

Da li se quvaju rastoja�a du� meridijana? A du�

paralela?
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Homogoene koordinate ravni

Definicija 5.1

Homogene koordinate taqke M(x, y) afine ravni R2 su bilo
koja ure�ena trojka (x1 : x2 : x3) takva da va�i:

x = x1
x3
, y = x2

x3
, x3 6= 0.

Primer 11

Odrediti homogene koordinate taqke qije su afine

koordinate (1,−2).

Primer 12

Odrediti afine koordinate taqaka A(1 : 2 : 2) i B(3 : 2 : 0).
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Homogoene koordinate ravni

Definicija 5.2

Homogene koordinate taqke M(x, y) afine ravni R2 su bilo
koja ure�ena trojka (x1 : x2 : x3) takva da va�i:

x = x1
x3
, y = x2

x3
, x3 6= 0.

beskonaqno daleka taqka P∞(x1 : x2 : 0), x2
1 + x2

2 6= 0
beskonaqno daleka prava u∞ : x3 = 0
dopu�ena afina ravan R̄2 = R2 ∪ u∞
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Homogoene koordinate ravni
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Presek pravih

Primer 13

Odrediti presek pravih q : 2x− 5y + 6 = 0,
r : 2x− 5y + 7 = 0 u:

(a) Afinoj ravni; (b) Dopu�enoj afinoj ravni.

Teorema 5.1

Paralelene prave dopu�ene afine ravni se seku u

beskonaqno dalekoj taqki.

Dakle, svake dve prave u dopu�enoj afinoj ravni se seku!
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Realna projektivna ravan

Definicija 5.3

Realna projektivna ravan je skup homogenih koordinata:

RP 2 := {(x1 : x2 : x3)|x1, x2, x3 ∈ R},

pri qemu ne mogu sve tri koordinate istovremeno biti

jednake nuli.

Primer 14

Odrediti jednaqinu prave q̄ kroz taqke A(1 : 2 : 3),
B(−2 : 1 : 0).
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Projektivna preslikava�a ravni

Definicija 5.4

Projektivno preslikava�e projektivne ravni je

preslikava�e koje taqku M(x1 : x2 : x3) slika u taqku
M ′(x′1 : x′2 : x′3), i dato je formulama:

λ

 x′1
x′2
x′3

 =

 p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p33


 x1
x2
x3

 , det(pij) 6= 0, λ 6= 0,

ili kra�e λx′ = Px, P = (pij).
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Osobine projektivnih preslikava�a

Matrice P i λP predstav	aju isto preslikava�e.

Kompoziciji preslikava�a odgovara mno�e�e matrica,

a inverznom preslikava�u odgovara inverzna matrica.

Projektivno preslikava�e slika quva kolinearnost

taqaka, tj. slika prave u prave.

Specijalno, za

P =

 p11 p12 p13
p21 p22 p23
0 0 1


dobijamo afina preslikava�a.
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Osobine projektivnih preslikava�a

Teorema 5.2 (Osnovna teorema projektivne geometrije)

Postoji jedinstveno projektivno preslikava�e projektivne

ravni RP 2 koje qetiri taqke A,B,C,D u opxtem polo�aju

slika redom u taqke A′, B′, C ′, D′, u opxtem polo�aju.

Primer 15

Odrediti projektivno preslikava�e ravni koje taqke

A0(1 : 0 : 0),B0(0 : 1 : 0),C0(0 : 0 : 1),D0(1 : 1 : 1) slika u
A(1 : 2 : 3), B(3 : 2 : 1), C(0 : 1 : 1), D(7 : 11 : 10).

Primer 16

Odrediti projektivno preslikava�e koje trapez ABCD,
A(−2, 0), B(2, 0), C(1, 2), D(−1, 2) preslikava u
pravougaonik A′B′C ′D′, A′(−1, 0), B′(1, 0), C ′(1, 1), D′(−1, 1).
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Primene projektivnih preslikava�a

Slika: Isprav	a�e projektivne distorzije



Afine transformacije Afine transformacije ravni Afine transformacije prostora Projekcije Projektivne transformacije transformacije

Primene projektivnih preslikava�a

−z

y

x

B F

−z

y

x

B F

Slika 19: Kanonska zapremina pogleda za paralelno (levo)

i perspektivno (desno) projektova�e
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