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10 Zapis pomocu oznacenih logaritama

10.1 Zapis brojeva

Neka je dat realan pozitivan broj z. Kako je > 0, sledi da je definisan logaritam
log, x, gde je a neka osnova tog logaritma. Za fiksiranu osnovu a, uvedimo oznaku
[, =log, x. Vrednost [, moze biti pozitivna, negativna ili jednaka nuli. Preciznije,

pozitivna vrednost ako je z > 1,
l. =<%0 ako je x =1,
negativna vrednost ako je 0 <z < 1.

Kako je I, = log, x, po definiciji vazi da je x = al*.

Neka je sada dat proizvoljan realan broj x. Za razliku od slucaja kada je x pozitivan
broj, za x < 0, vrednost [, nije definisana. Zbog toga se, za zapis proizvoljnog oznacenog
broja, pored vrednosti [, uvode i indikatori ¢, i s,. Indikator i, oznacava da li je vrednost
x jednaka nuli, tj. vazi da je

, 1 akojex =0,
iy =
0 ako je x #0.

Indikator s, oznacava znak broja, odnosno ima vrednost 0 ako je broj x pozitivan, a
vrednost 1 ako je broj x negativan. U slucaju oznacenog broja, vrednost [, se definiSe na
osnovu apsolutne vrednosti broja x. Preciznije,

- log, |z| ako je |z| > 0,
‘o0 ako je z = 0.

Ovde osnova a moze biti proizvoljna. Primetimo da ako je x = 0, vrednost log, |z|
nije definisana, zbog cega se taj slucaj posebno razmatra i tada vazi da je [, = 0.

Na opisan nacin se proizvoljan oznacen broj x moze napisati pomoc¢u oznacenih log-
aritama u obliku trojke (i, s;, l,), pri cemu indikatori i, i s, mogu uzeti vrednosti 0 ili
1, a [, treba zapisati u binarnom sistemu. Broj I, moze biti proizvoljan oznacen broj i
zapisuje se u potpunom komplementu u binarnom sistemu, pri ¢emu je unapred fiksiran
ukupan broj bitova za zapis, kao i broj bitova za zapis razlomljenog dela. Na primer,
ako je [, = 2.5 i ako je zapis duzine 5, pri ¢emu imamo dve cifre iza decimalne tacke u
zapisu, potpuni komplement je oblika (010.10)35. Primetimo da se ovaj zapis u potpunom
komplementu jednostavno uopstava sa celih na mesovite brojeve. Tako se pri promeni



znaka jedinica dodaje na poslednje mesto zapisa, pa je, na primer, zapis broja —I[,, na isti
broj mesta jednak (101.10)3. Vrednost poslednjeg zapisa u dekadnom sistemu iznosi

0:-2724+1-27'41-2040-2"—1-22=05+1—4=—-25.

Ako bismo Zeleli na osnovu trojke (i, s.,l;) da odredimo vrednost broja x, mozemo
primetiti da imamo sledece slucajeve:

0 ako je 1, =1,

akojei, =01is, =0,
—al* akojei,=01is, =1.

Ovo se u jednom izrazu moZe napisati u obliku x = (1 —1i,) - (—1)* - a’=. Razmotrimo
sve slucajeve:

« Ako je i, =1, tada je 7 = (1 —1) - (1) - a* = 0.

e Ako je i, = 01 s, = 0, zamenom u polazni izraz se dobija da je z = (1 —0) -
(—1)° - al* = al. Kako je po definiciji a's = a'°% 1l = |2, sledi da je x = |z], $to je
ispunjeno, jer je x zbog s, = 0 pozitivan broj.

o Ako jei, =01is, =1, zamenom u polazni izraz se dobija da je z = (1 —0) - (—1)*-
al* = —al*. Kako je po definiciji al* = a'°8|*l = |z|, sledi da je = —|z|, §to je
ispunjeno, jer je x zbog s, = 1 negativan broj.

Primeri:

« Neka je broj z = 1/128 potrebno zapisati pomo¢u oznacenih logaritama za osnovu
a = 4. Kako je osnova 4, najpre je, radi lakseg racunanja, broj x pogodno zapisati
u obliku stepena broja 4. Tako se dobija da je

1 1 1 1

_ _ _ __4-3.5
8Ty T pes s ot

Sada jednostavno sledi da je i, = 0, s, = 0 i I, = log, [473?| = log, 473° = —3.5.
Broj [, je potrebno zapisati u binarnom sistemu u potpunom komplementu. Neka
je taj zapis duzine 4, pri ¢emu postoji jedna cifra u razlomljenom delu. Zapis je
oblika (—3.5)19 — (100.1)3, pa je zapis broja dat sa (0,0, 100.1).

« Neka je broj x = —1/128 potrebno zapisati pomoéu oznacenih logaritama za osnovu

a=2 Vazidajei,=0,s,=11i

1 1 .
_128‘ = log, ? =log, 27" = —-7.0.

l, = log,

Neka je zapis u potpunom komplementu broja [, duzine 5, pri ¢emu postoji jedna
cifra u razlomljenom delu. Sliéno prethodnom primeru, vaz da je (—=7);9 —
(1001.0)2, pa je trazeni zapis (0, 1,1001.0).

e Neka je x = 0. Tada je i, =111, = 0. Ako x oznacava pozitivou nulu, vazi da je
sz = 0, pa je zapis (1,0,0). Ako x oznacava negativnu nulu, vazi da je s, = 1, pa
je zapis (1,1,0). Ovde vrednost osnove a ne utice na vrednost zapisa.

2



» Neka je zapis broja = dat sa (i, S, L) = (0,0,100.1), gde je logaritamska osnova
a = 4. Zbog vrednosti i, i s., o¢igledno je da je x > 0. Zapis (100.1)3 u potpunom
komplementu predstavlja dekadni broj —3.5, pa je z = 473° = 1/128 (slucaj kada
je iz =01 s, =0). Zamenom u obrazac se takode mogla dobiti ista vrednost:

r=(1—1i,) (=1)*-a*=(1-0)-(-1)"-47%° =1/128.

10.2 MnozZenje i deljenje

Podsetimo se da za pozitivne brojeve x i y vazi da je log,(xy) = log, z + log, vy i
log,(x/y) = log, x — log, y za neku osnovu a. Imajuéi ovo u vidu, mozemo zakljuciti da
se mnozenje i deljenje u ovom zapisu lako izvrsavaju. Nasuprot teme, kod zapisa pomocu
oznacenih algoritama sabiranje i oduzimanje su veoma skupe operacije, i u nastavku ih
ne¢emo posebno obradivati.

Neka su dva oznacena broja z i y zapisana redom u obliku (iy, sz, ;) 1 (4y, 5y, 1), 1
neka je data logaritamska osnova a.

MnozZenje. Neka je z = zy. Odredimo zapis (i.,s,,[,). Primetimo da je i, = 1
ako je bar jedan od indikatora i, i i, jednak 1, a inace je 0. ZapiSimo sve mogucénosti
tabli¢no:

Iy | Ty | 1y
11111
110101
0111
0]010

Vidimo da indikator ¢, moZemo zapisati u obliku i, = ¢, Vi,, gde je V logicki operator
disjunkcije. Indikator s, ima vrednost 1 ako je s, # s, (ako su x i y razli¢itog znaka),
a vrednost 0 ako je s, = s, (ako su z i y istog znaka), pa se moze zapisati u obliku
5, = 5, @ sy, gde je @ logicki operator ekskluzivne disjunkcije. Za vrednost [, se dobija

lz = 1Oga |Z| - loga |ZL’y| = IOga(‘fL’| ' |y|) - loga |.Z'| + loga |y| - lﬂ? + ly‘

Iz poslednjeg konacno sledi da je (i,,s,,1.) = (iz V iy, So @ Sy, L + 1).

Neka je, na primer, z = 32, y = —1/(2v/2) i neka je potrebno odrediti proizvod
z = xy ako su brojevi x i y zapisani pomoc¢u oznacenih algoritama u osnovi a = 2, gde
je broj cifara u zapisu brojeva [, [, i [, jednak 5, pri ¢emu ti zapisi sadrze tac¢no jednu
cifru iza decimalne tacke. Vazi da je i, = 0, s, = 01 [, = log, |32| = log, 2° = 5, odnosno
iy =0,8,=11il, =log,| — 1/(2v/2)| = log, 273/2 = —3/2. Zapis broja [, je 0101.0, a
broja [, je 1110.1, pa su zapisi brojeva x i y redom (0, 0,0101.0) i (0,1,1110.1). Za zapis
indikatora i, i s, se dobija i, =i, Vi, =0V0=0is, =s,®s, =061 = 1. Sabiranjem
zapisa [, i [, u potpunom komplementu se dobija 0101.0+1110.1 = 0011.1, pa je [, = 3.5.
Zapis broja z je (0,1,0011.1), a njegova vrednost

z=(1—i)-(=1)*-a*=(1-0)-(=1)!-2% = —8V2.

Deljenje. Odredimo zapis (i, s,,1,), gde je z = z/y i y # 0. Kako je y # 0, to mora
vaziti da je i, = 0, da bi deljenje bilo definisano. U tom slucaju je z = 0 ako i samo



ako je z = 0, pa je i, = 1,. Slicno kao kod mnozenja, indikator s, ima vrednost 1 ako
je sy # sy, a vrednost 0 ako je s, = s,, pa se moze napisati u obliku s, = s, ® s,. Za
vrednost [, se dobija

lZ = 1Oga ‘Z| = 1Oga x‘ = loga @ = loga ’Qf‘ - loga |y| = lx - ly'
Y [yl
Sledi da je (i, 5;,1:) = (ig, Su ® 5y, L — 1y).
Neka je, na primer, z = 32, y = —1/(2v/2) i neka je potrebno odrediti koli¢nik

z = x/y ako su brojevi x 1 y zapisani pomoc¢u oznacenih algoritama u osnovi a = 2, gde
je broj cifara u zapisu brojeva I, [, i [, jednak 5, pri ¢emu ti zapisi sadrze tac¢no jednu
cifru iza decimalne tacke. Kao kod primera za mnozenje, dobija se da je (i, Sz, l,) =
(0,0,0101.0) i (2y, Sy, ly) = (0,1,1110.1). Za zapis indikatora i, i s, se dobija i, =i, =01
s, = 5,05, =001 =1. Oduzimanjem zapisa [, i [, u potpunom komplementu se dobija
0101.0 —1110.1 = 0101.0+0001.1 = 0110.1, pa je I, = 6.5. Zapis broja z je (0,1,0110.1),
a njegova vrednost

z=(1—1,)-(=1)%-ad*=(1-0)-(=1)'-2%° = —64V/2.

10.3 Zapis u racunaru

U racunaru je za neki oznacen broj = trojka (i, s., l,) najcesée zapisana na 32 ili 64
bita, pa je tada broj zapisan u jednostrukoj ili dvostrukoj tac¢nosti. Za osnovu logaritma
se uzima a = 2. Po jedan bit su dovoljni za zapis indikatora 7, i s,. Ukoliko ima
potrebe da zapis podrzi i specijalne vrednosti poput beskonacno i NaN, indikator i,
se moze prosiriti na dva bita, pa na osnovu njegove Cetiri vrednosti se mogu pokriti
slucajevi: 0, beskona¢no, NaN i normalan broj. Ostatak zapisa predstavlja broj [, u
binarnom obliku u potpunom komplmenetu. Od toga se odreden broj bitova moze dodeliti
za zapis celobrojnog dela, a odreden broj bitova za zapis razlomljenog dela potpunog
komplementa. Ako je duzina zapisa celobrojnog dela jednaka duzini zapisa eksponenta
u IEEE 754 standardu u binarnoj osnovi u jednostrukoj tacnosti (ta duzina iznosi 8), a
duzina zapisa razlomljenog dela priblizno jednaka duzini zapisa frakcije (ta duzina iznosi
nesto manje od 23), tada je opseg brojeva koji mogu da se zapiSu pomocu oznacenih
algoritama slican opsegu koji moze da se zapiSe pomocu zapisa u IEEE 754 standardu u
binarnoj osnovi u jednostrukoj tacnosti.



