
Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda je jednaqina oblika

(1) y′(x) + p(x)y(x) = q(x),

gde su p, q : I → R neprekidne funkcije na intervalu I. Ukoliko je jox q(x) = 0, jednaqinu nazivamo jox i
homogena (inaqe je nehomogena). Da bi rexili jednaqinu (1), rexavamo prvo ǌen homogeni deo, odnosno
jednaqinu y′ + p(x)y = 0. Preure�ivaǌem te jednaqine dobija se

y′ + p(x)y = 0⇔ y′

y
= −p(x)⇔

(
ln |y|

)′
= −p(x)⇔ ln |y| = −

∫
p(x)dx+ C ⇔ |y| = eCe−

∫
p(x)dx.

Kako je C proizvoǉna konstanta, to je eC proizvoǉan pozitivan broj. Daǉe, kako je izraz na desnoj
strani strogo pozitivan, i kako je y neprekidna funkcija (i vixe, qim pomiǌemo y′ to podrazumevamo da
je ona i diferencijabilna) to samo y je ili strogo pozitivno ili strogo negativno. Na kraju vidimo
jox i da je y(x) = 0 tako�e rexeǌe. Iz rexeǌa jednaqine, za svako x je y(x) = ±eCe−

∫
p(x)dx, a zbog

stalnosti znaka y imamo da je ili y(x) = eCe−
∫
p(x)dx za sve x, ili y(x) = −eCe−

∫
p(x)dx za sve x. Kako je

eC proizvoǉan pozitivan broj i −eC proizvoǉan negativan i kako je jox i y = 0 rexeǌe, to sva rexeǌa
mo�emo jednaostavnije zapisati sa

y(x) = Ce−
∫
p(x)dx,

gde je C ∈ R.
Rexeǌe nehomogene jednaqine mo�e se daǉe na�i metodom varijacije konstanti, koja se sastoji od

slede�eg. Pretpostavimo da je C tako�e funkcija od x i zamenimo tako dobijeno y u jednaqinu (1).
Dobija se(
C(x)e−

∫
p(x)dx

)′
+p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = C ′(x)e−

∫
p(x)dx+C(x)e−

∫
p(x)dx

(
−p(x)

)
+p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = C ′(x)e−

∫
p(x)dx,

a da bi C(x)e−
∫
p(x)dx bilo rexeǌe, posledǌi dobijeni izraz treba da je jednak q(x), odnosno da je

C ′(x) = q(x)e
∫
p(x)dx. Odatle je

C(x) =

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C,

a sva rexeǌa su oblika

y(x) =

(∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C

)
e−

∫
p(x)dx.

Napomena: Ukoliko je poznato jedno rexeǌe y1(x) jednaqine (1), smenom y(x) = y1(x) + z(x) se dobija(
y1(x) + z(x)

)′
+ p(x)

(
y1(x) + z(x)

)
= q(x)⇔ y′1(x) + z′(x) + p(x)y1(x) + p(x)z(x) = q(x),

a kako je y1 rexeǌe to je y′1(x) + p(x)y(x) = q(x), odakle imamo da je z′(x) + p(x)z(x) = 0, odnosno z je
rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine.
Bernulijeva jednaqina je jednaqina oblika

(2) y′(x) + p(x)y(x) = q(x)yα(x), α 6= 0, 1,

gde su opet p i q neprekidne funkcije na nekom intervalu I. Smenom u(x) = y1−α(x), dobijamo

dy

dx
=
dy

du

du

dx
=

1
du
dy

du

dx

1

(1− α)y−α
du

dx
.

Tako�e, direktno vidimo i da je yαu = y. Zamenom toga u jednaqinu (2) dobija se

yα

1− α
du

dx
+ p(x)yα(x)u(x) = q(x)yα(x),

odnosno, skra�ivaǌem yα, se dobija

1

1− α
u′ + p(x)u(x) = q(x),

xto je linearna diferencijalna jednaqina, koju znamo da reximo.
Rikatijeva jednaqina je jednaqina oblika

(3) y′(x) = p(x)y2(x) + q(x)y(x) + r(x),

gde su opet p, q i r neprekidne funkcije na nekom intervalu I. Rikatijeva jednaqina ne mo�e da se rexi,
preciznije, u opxtem sluqaju ne mo�e (naravno, za odre�ene p, q i r mo�e) eksplicitno da se dobije
familija funkcija kao u prethodnim sluqajevima koja sadr�i sva rexeǌa Rikatijeve jednaqine. Ipak,
ǌena rexeǌa imaju odre�eno pravilno ponaxaǌe, xto �emo daǉe videti.
Prvo, ukoliko je y1 rexeǌe jednaqine (3), smenom y(x) = y1(x) + z(x) dobijamo(

y1(x) + z(x)
)′

= p(x)
(
y1(x) + z(x)

)2
+ q(x)

(
y1(x) + z(x)

)
+ r(x)

y′1(x) + z′(x) = p(x)y21(x) + p(x)2y1(x)z(x) + p(x)z2(x) + q(x)y1(x) + q(x)z(x) + r(x).
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Kako je y1 rexeǌe, to je y′1 = p(x)y21(x) + q(x)y1(x) + r(x), a zamenom u prethodno dobijenu jednaqinu daǉe
imamo

z′(x) = p(x)2y1(x)z(x) + p(x)z2(x) + q(x)z(x),

xto je Bernulijeva jednaqina i mo�e da se rexi odgovaraju�om smenom. Dakle, ukoliko znamo partiku-
larno rexeǌe Rikatijeve jednaqine, mo�emo da na�emo opxte.
Daǉe, ukoliko su poznata dva rexeǌa Riaktijeve jednaqine y1 i y2, dodatno se mo�e uprostiti jed-
naqina. Kako je

y′1(x) = p(x)y21(x) + q(x)y1(x) + r(x)

y′2(x) = p(x)y22(x) + q(x)y2(x) + r(x),

to oduzimaǌem prethodnih izraza od y(x) daǉe dobijamo

y′(x)− y′1(x) = p(x)
(
y2 − y21(x)

)
+ q(x)

(
y(x)− y1(x)

)
y′(x)− y′2(x) = p(x)

(
y2 − y22(x)

)
+ q(x)

(
y(x)− y2(x)

)
,

odnosno

y′(x)− y′1(x) =
(
y(x)− y1(x)

)(
p(x)

(
y(x) + y1(x)

)
+ q(x)

)
y′(x)− y′2(x) =

(
y(x)− y2(x)

)(
p(x)

(
y(x) + y2(x)

)
+ q(x)

)
.

Deǉeǌem sa y(x)− y1(x) i y(x)− y2(x) respektivno obe jednaqine i integraǉeǌem dobija se

ln(y(x)− y1(x)) =
∫
p(x)

(
y(x) + y1(x)

)
dx+

∫
q(x)dx+ C1

ln(y(x)− y2(x)) =
∫
p(x)

(
y(x) + y2(x)

)
dx+

∫
q(x)dx+ C2,

odakle, oduzimaǌem prethodne dve jednaqine daǉe dobijamo

ln(y(x)− y1(x))− ln(y(x)− y2(x)) =
∫
p(x)

(
y1(x)− y2(x)

)
dx+ C1 − C2.

Sre�ivaǌem i uzimaǌem da je C1 − C2 opet proizvoǉna konstanta, koju �emo oznaqiti sa C, dobija se

ln
y(x)− y1(x)
y(x)− y2(x)

=

∫
p(x)

(
y1(x)− y2(x)

)
dx+ C,

odnosno
y(x)− y1(x)
y(x)− y2(x)

= Ce
∫
p(x)
(
y1(x)−y2(x)

)
dx,

gde sliqnom argumentacijom kao za linearnu jednaqinu uzimamo da je C ∈ R. Odavde vidimo da ukoliko
znamo dva rexeǌa, sva ostala mo�emo jednostavnije nego prethodno, na�i iz prethodne formule. Na
kraju ukoliko su y1, y2 i y3 rexeǌa Rikatijeve jednaqine, tada za svako rexeǌe y va�i

y(x)−y1(x)
y(x)−y2(x)
y3(x)−y1(x)
y3(x)−y2(x)

= C,

gde je C ∈ R. Zaista, iz prethodnog imamo da za proizvoǉno rexeǌe y va�i
y(x)− y1(x)
y(x)− y2(x)

= Ce
∫
p(x)
(
y1(x)−y2(x)

)
dx,

a kako je i y3 rexeǌe, opet iz prethodne formule je

y3(x)− y1(x)
y3(x)− y2(x)

= Ce
∫
p(x)
(
y1(x)−y2(x)

)
dx.

Deǉeǌem ta dva izraza dobijamo �eǉeno tvr�eǌe.
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