
Rexavaǌe diferencijalnih jednaqina preko stepenih redova
Razmotrimo jedan naqin primene stepenih redova u rexavaǌu diferencijalnih jednaqina. Po�imo od
narednog primera.
Primer Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − x2y = 0
Potra�imo rexeǌe u obliku stepenog reda y(x) =

∑∞
n=0 anx

n, xto bi u ovom kontekstu znaqilo na�imo
uslove za koeficijente an pod kojima je funkcija y(x) rexeǌe poqetne jednaqine. Kao xto je poznato,
stepeni redovi mogu da se diferenciraju qlan po qlan, a samim tim je y′(x) =

∑∞
n=1 nanx

n−1 i y′′ =∑∞
n=2 n(n − 1)anx

n−2, za sada, na radijusu konvergencije poqetnog reda. Ukoliko zamenimo navedeni
izraz u jednaqinu dobijamo

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 − x2

∞∑
n=0

anx
n = 2 · 1a2 + 3 · 2a3x+

∞∑
n=0

(n+ 4)(n+ 3)an+4x
n+2 −

∞∑
n=0

anx
n+2 = 0,

odnosno

2 · 1a2 + 3 · 2a3x+

∞∑
n=0

((n+ 4)(n+ 3)an+4 − an)xn+2 = 0.

Kako je funkcija zadana stepenim redom jednaka nuli ako i samo ako su joj svi koeficijenti jednaki
nuli, to dobijamo

a2 = a3 = 0 (n+ 4)(n+ 3)an+4 − an = 0 ∀n ∈ N,
odnosno

an+4 =
an

(n+ 3)(n+ 4)
.

Odatle imamo da va�i

a4n =
1

(3 · 4) · (7 · 8) · . . . · (4n− 1) · 4n
a0

a4n+1 =
1

(4 · 5) · (8 · 9) · . . . · (4n) · (4n+ 1)
a1

a4n+2 = a4n+3 = 0.

Dakle, opxte rexeǌe je dato sa

y(x) = a0

(
1 +

∞∑
n=1

x4n

(3 · 4) · (7 · 8) · . . . · (4n− 1) · 4n

)
+ a1

(
1 +

∞∑
n=1

x4n+1

(4 · 5) · (8 · 9) · . . . · (4n) · (4n+ 1)

)
.

Primetimo da oba stepena reda konvergiraju na celom R (vidi se direktno primenom Dalamberovog
kriterijuma) odnosno zadaju analitiqke funkcije na R kakve su bile i koeficijenti poqetne jednaqine.
Isti zakǉuqak va�i i inaqe, i navodimo ga bez dokaza
Teorema Neka je data jednaqina y′′ + a1(x)y

′ + a2(x)y = 0, gde su a1 i a2 analitiqke funkcije u oblasti
|x| < r. Tada je svako rexeǌe jednaqine y(x) tako�e analitiqka funkcija u oblasti |x| < r.
Napomenimo jox da je sluqaj n = 2 izabran zbog jednostavnosti zapisa, naime Teorema va�i i za
linearnu jednaqinu n−og reda. Tako�e, stepeni redovi su centrirani oko nule iz istog razloga.

Prethodno opisan naqin tra�eǌa rexeǌa mo�e da se uopxti u jox nekim va�im sluqajevima. Naime,
pretpostavimo da imamo homogenu linearnu jednaqinu datu sa

y(n) + a1(x)y
(n−1) + . . .+ an−1(x)y

′ + an(x)y = 0,

takvu da su funkcije (x − x0)a1(x), (x − x0)2a2(x), . . . , (x − x0)nan(x) analitiqke u nekoj okolini taqke x0.
Ovakvu taqku nazivamo jox i regularno singularnom taqkom jednaqine. Idejno, situacija odgovara
tome da funkcije a1(x), . . . , an(x) mogu da se razviju u stepeni red, ali da mogu da imaju i poneki qlan
sa negativnim eksponentom. Mno�eǌem jednaqine sa (x− x0)n dobijamo ekvivalentnu jednaqinu

(x− x0)ny(n) + (x− x0)n−1b1(x)y(n−1) + . . .+ (x− x0)bn−1(x)y′ + bn(x)y = 0,

gde su sada funkcije b1, . . . , bn analitiqke u okolini x0. Jednostavnosti radi, uzmimo da je n = 2 i x0 = 0,
odnosno da rexavamo jednaqinu

x2y′′ + xa1(x)y
′ + a2(x)y = 0,

gde su a1 i a2 analitiqke u nekoj okolini taqke x = 0. Rexeǌe tra�imo u obliku

y(x) = xλ
∞∑
n=0

cnx
n, c0 6= 0,

gde je za sada λ nepoznata konstanta. Tako�e, kako su a1 i a2 analitiqke funkcije, oznaqimo ǌihove
razvoje u red oko taqke 0 sa a1(x) =

∑∞
n=0 pnx

n i a2(x) =
∑∞
n=0 qnx

n. Izvod funkcije y(x) dobijamo
direktnim raqunom

y′(x) = λxλ−1
∞∑
n=0

cnx
n + xλ

∞∑
n=1

ncnx
n−1 = xλ−1

∞∑
n=0

λcnx
n + ncnx

n = xλ−1
∞∑
n=0

(λ+ n)cnx
n,
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i analogno se dobija

y′′(x) = xλ−2
∞∑
n=0

(λ+ n)(λ− 1 + n)cnx
n.

Najzad, zamenom svih prethodnih izraza u poqetnu jednaqinu dobijamo

(1) x2 ·xλ−2
∞∑
n=0

(λ+n)(λ−1+n)cnx
n+x ·

( ∞∑
n=0

pnx
n

)
·xλ−1

( ∞∑
n=0

(λ+ n)cnx
n

)
+

( ∞∑
n=0

qnx
n

)
·xλ

( ∞∑
n=0

cnx
n

)
= 0

i primetimo prvo da svaki sabirak sadr�i qinilac xλ te se on mo�e skratiti. Daǉe, na�imo koefici-
jent uz xn, xto se prvog sabirka tiqe, on uqestvuje sa (λ+ n)(λ− 1 + n)cn. Xto se drugog sabirka tiqe,
ukoliko uzmemo iz prvog reda xk da bi dobili xn iz drugog reda treba da uzmemo xn−k. Preciznije, va�i
da je koeficijent uz xn u proizvodu navedena dva reda dat sa p0(λ+n)cn+ p1(λ+n− 1)cn−1 + . . .+ pnλc0

1.
Analogno, tre�i sabirak uqestvuje sa q0cn+ q1cn−1+ . . .+ qnc0. Uzimaju�i prethodne tri stavke u obzir,
jednaqina (1) se svodi na
∞∑
n=0

((λ+ n)(λ− 1 + n)cn + (p0(λ+ n)cn + p1(λ+ n− 1)cn−1 + . . .+ pnλc0) + (q0cn + q1cn−1 + . . .+ qnc0))x
n = 0,

xto je taqno ukoliko je koeficijent uz xn jednak nuli za svako n ∈ N. Specijalno za n = 0 dobijamo
jednaqinu

λ(λ− 1)c0 + λc0p0 + q0c0 = 0,

a kako smo pretpostavili da c0 6= 0 skra�ivaǌem dobijamo jednaqinu

λ(λ− 1) + λp0 + q0 = 0,

koja se jox naziva inicijalna jednaqina. ǋenim rexavaǌem dobijamo dve vrednosti λ1 i λ2 i u zavis-
nosti od ǌih razlikujemo slede�e sluqajeve. Uzimamo da je Reλ1 > Reλ2.
Prvi sluqaj Ukoliko je λ1 6= λ2 i λ1 − λ2 nije ceo nenegativan broj, tada su dva linearno nezavisna
rexeǌa jednaqine data sa

y1(x) = |x|λ1

∞∑
n=0

c′nx
n y2(x) = |x|λ2

∞∑
n=0

c′′nx
n,

gde redovi
∑∞
n=0 c

′
nx

n i
∑∞
n=0 c

′′
nx

n konvergiraju u okolini nule. Sami koeficijenti se nalaze daǉe iz
rekurentne veze dobijene iz jednaqine (1).
Drugi sluqaj Ukoliko je λ1 − λ2 ceo nenegativan broj (dakle ukǉuquju�i nulu) linearno nezavisna
rexeǌa su data sa

y1(x) = |x|λ1

∞∑
n=0

c′nx
n y2(x) = |x|λ2

∞∑
n=0

c′′nx
n + cy1(x) ln |x|,

gde je jox c′0 6= 0 kao i c′′0 6= 0 i c je konstanta koja se daǉe nalazi iz uslova jednaqine (jednostavnosti
radi, u oba sluqaja se mo�e uzeti c′0 = c′′0 = 1).

Prethodni metod se naziva metod Frobenijusa.

1Zapravo koristilo smo i delom opravdali slede�u formulu za proizvod stepenih redova
(∑∞

n=0 anx
n
)
·(∑∞

n=0 bnx
n
)
=
∑∞

n=0 cnx
n, gde je cn =

∑n
k=0 akbn−k

2


