
Parcijalne diferencijalne jednaqine prvog reda
Do sada smo razmatrali samo jednaqine u kojoj uqestvuje funkcija jedne promenǉive (vektorska ili
skalarna), naime izvodi koji su bili u jednaqinama su uvek bili po jednoj promenǉivoj. Shodno naslovu,
naredna tema se odnosi na jednaqine u kojima uqestvuje funkcija vixe promenǉivih zajedno sa svojim
izvodima. Kako se zadr�avamo samo na jednaqinama prvog reda, formalno definixemo samo taj sluqaj.
Naime, jednaqinu oblika

F (x1, . . . , xn, u,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
) = 0,

gde je F neprekidna funkcija u oblasti U ⊂ R2n+1 nazivamo parcijalnom jednaqinom prvog reda (pret-
postavǉamo da u F figurixe barem jedan parcijalni izvod).
Naravno, diferencijabilnu funkciju u(x1, . . . , xn) za (x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ Rn, gde je Ω otvoren skup, nazivamo
rexeǌem prethodne jednaqine, ukoliko je F (X,u(X), ∂u

∂x1
(X), . . . , ∂u

∂xn
(X)) = 0 (gde smo skra�eno zapisali

X = (x1, . . . , xn)).
Povrx (n− dimenzionalnu) koju dobijamo slikom rexeǌa u, odnosno {u(x1, . . . , xn)|(x1, . . . , xn) ∈ Ω}, nazi-
vamo jox integralnom povrxi jednaqine.
Jednostavnosti radi, zadr�imo se nakratko na sluqaju n = 2. U ovom sluqaju se tradicionalno jed-
nostavnosti radi koriste oznake x, y za nezavisno promenǉive, z za nepoznatu funkciju, kao i p i q za
parcijalne izvode ∂z

∂x i ∂z
∂y redom. Kako je rexavaǌe parcijalne jednaqine, zapravo analogno odre�i-

vaǌu integralne povrxi, geometrijski vidimo da je problem rexavaǌa parcijalne jednaqine zapravo
odre�ivaǌe povrxi qiji su tangentni vektori vezani nekom relacijom, za razliku od diferencijalne
jednaqine, gde je pitaǌe bilo na�i krivu qiji je tangentni vektor unapred zadat.
Primer Jednaqinu oblika

n∑
k=1

Ak(x1, . . . , xn)
∂u

∂xk
= 0

nazivamo homogenom linearnom jednaqinom prvog reda (primetimo da koeficijenti Ak ne zavise od
tra�ene funkcije u). Pridru�imo ovoj jednaqini sistem diferencijalnih jednaqina x′k = Ak(x1, . . . , xn),

gde sada xi posmatramo kao funkcije koje zavise od nezavisno promenǉive t. Kako je odavde dxk

dt = Ak,

odnosno dxk

Ak
= dt, ovaj sistem se qesto zapisuje sa

dx1

A1(x1, . . . , xn)
= . . . =

dxn

An(x1, . . . , xn)
= dt.

Ako zanemarimo deo sa dt, prvi deo gorǌe jednaqine predstavǉa n− 1 jednaqina nezavisno promenǉivih
x1, . . . , xn. Primetimo da u tom sluqaju, ukoliko je u nekoj taqki npr A1 6= 0, mo�emo opet da zapixemo
ceo sistem, gde koristimo x1 kao nezavisnu promenǉivu sa

dxk

dx1
=

Ak(x1, . . . , xn)

A1(x1, . . . , xn)
.

Odavde, na osnovu ranije pomenutog, sistem ima n−1 nezavisnih integrala, koja su oblika Fi(x1, . . . , xn) =
C.
Odavde je daǉe i dFi

dt = 0 =
∑n

k=1
∂Fi

∂xk

dxk

dt =
∑n

k=1
∂Fi

∂xk
Ak. Izaberimo sada proizvoǉnu funkciju G : Rn−1 → R

i oznaqimo sa u(x1, . . . , xn) = G(F1(x1, . . . , xn), . . . , Fn−1(x1, . . . , xn)). Direktnim raqunom imamo da je

∂u

∂xk
=

n∑
i=1

∂Gi
∂Fi

∂xk
,

a odatle i
n∑

k=1

∂u

∂xk
=

n∑
i=1

∂Gi

n∑
k=1

∂Fi

∂xk
= 0,

po prethodnom. Dakle, u je rexeǌe linearne jednaqine. Prethodni metod se naziva metod karakteris-
tika.
Primetimo da se navedeni metod mo�e primeniti i na jednaqine oblika

∑n
i=1 Ai(x1, . . . , xn) ∂u

∂xi
+An+1(x1, . . . , xn) =

0 (linearna), kao i oblika
∑n

i=1 Ai(x1, . . . , xn, u) ∂u
∂xi

= An+1(x1, . . . , xn, u) (kvazilinearna). Dovoǉno je
posledǌe opravdati za kvazilinearnu jednaqinu.
Ako je rexeǌe oblika v(x1, . . . , xn, u), gde je v klase C(1) i ∂v

∂u 6= 0, onda, na osnovu teoreme o implicitnoj

funkciji, va�i ∂u
∂xi

= −
∂v
∂xi
∂v
∂u

, za 1 6 i 6 n, pa se ubacivaǌem u datu jednaqinu dobija
∑n

i=1 Ai(x1, . . . , xn, u) ∂v
∂xi

+

An+1(x1, . . . , xn, u) ∂v
∂u = 0, xto je sluqaj homogene parcijalne jednaqine, razmatran malopre (dakle, treba

na�i n nezavisnih prvih integrala iz sistema dx1

A1(x1,...,xn,u) = dx2

A2(x1,...,xn,u) = . . . = dxn

An(x1,...,xn,u) = du
An+1(x1,...,xn,u)

i ponoviti zakǉuqke iz prethodnih razmatraǌa).
Pomenimo neformalno i pojam Koxijevog problema kod parcijalnih jednaqina. Ovde, taj problem, pred-
stavǉa zahtev da se me�u rexeǌima u = G(x1, . . . , xn) odredi ono koje sadr�i odgovaraju�u povrx dimenz-
ije n−1. Zarad jednostavnosti, posmatrajmo sluqaj dve promenǉive, odnosno jednqqinu F (x, y, z, p, q) = 0.
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U ovom sluqaju je poqetni uslov odre�en krivom, pa ako je (f1(s), f2(s), f3(s)) parametarizacija te
krive (gde se s prolazi nekim dozvoǉenim skupu paramatara S), treba odrediti ono rexeǌe jednaqine
z = G(x, y) koje se zamenom iz parametrizacije krive pretvara u identitet (odnosno, pri navedenim
uslovima va�i f3(s) = G(f1(s), f2(s)) za svako s ∈ S). Sliqno se definixe Koxijev problem za jedna-
qine vixe promenǉivih.
Pomenimo na kraju jedan metod za rexavaǌe opxte parcijalne jednaqine prvog reda (dve nezavisne
promenǉive) F (x, y, z, p, q) = 0. Za poqetak, pretpostavimo da imamo jedan prvi integral Φ(x, y, z, p, q) = C,
gde je C ∈ R (kasnije �emo videti jedan naqin kako se do ǌega mo�e do�i). Daǉe, iz jednaqina
F (x, y, z, p, q) = 0 i Φ(x, y, z, p, q) = C mo�emo da izrazimo izvode p i q preko ostalih promenǉivih,
naime

p = A(x, y, z, C) q = B(x, y, z, C).

Daǉe je ideja da na�emo funkciju z iz jednaqine totalnog diferencijala, odnosno iz dz = pdx+ qdy. Da
bi ovo mogli da uradimo, neophodno je i dovoǉno da je ∂p

∂y = ∂q
∂x , odnosno

∂A(x,y,z,C)
∂y = ∂B(x,y,z,C)

∂x , a kako i

z zavisi od x i y, dobijamo da je uslov ∂A(x,y,z,C)
∂y + ∂A(x,y,z,C)

∂z
z
∂y = ∂B(x,y,z,C)

∂x + ∂B(x,y,z,C)
∂z

z
∂x , ili u notaciji

sa p i q
∂p

∂y
+

∂p

∂z

z

∂y
=

∂q

∂x
+

∂q

∂z

z

∂x
.

Naravno, postavǉa se pitaǌe nala�eǌa odgovaraju�e funkcije Φ. Iz F (x, y, z, p, q) = 0 i Φ(x, y, z, p, q) = C
(po prethodnom, p i q zavise od x, y, z, a x, y, z mo�emo smatrati nezavisnim promenǉivim), diferenci-
raǌem po z, dobijamo jednaqine ∂F

∂z + ∂F
∂p

∂p
∂z + ∂F

∂q
∂q
∂z = 0 i ∂Φ

∂z + ∂Φ
∂p

∂p
∂z + ∂Φ

∂q
∂q
∂z = 0, xto je linearan sistem

(po ∂p
∂z i ∂q

∂z ) i ǌegovim rexavaǌem se dobija

∂p

∂z
= −

∣∣∣∣∣∂F∂z ∂F
∂q

∂Φ
∂z

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂q

∂Φ
∂p

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣
,

∂q

∂z
= −

∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂z

∂Φ
∂p

∂Φ
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂q

∂Φ
∂p

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣
Analogno, iz F (x, y, z, p, q) = 0 i Φ(x, y, z, p, q) = C, diferenciraǌem po x dobijamo ∂F

∂x + ∂F
∂p

∂p
∂x + ∂F

∂q
∂q
∂x = 0

i ∂Φ
∂x + ∂Φ

∂p
∂p
∂x + ∂Φ

∂q
∂q
∂x = 0, odakle je

∂q

∂x
= −

∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂x

∂Φ
∂p

∂Φ
∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂q

∂Φ
∂p

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣
dok diferenciraǌem po y dobijamo ∂F

∂y + ∂F
∂p

∂p
∂y + ∂F

∂q
∂q
∂y = 0 i ∂Φ

∂y + ∂Φ
∂p

∂p
∂y + ∂Φ

∂q
∂q
∂y = 0, odakle je

∂p

∂z
= −

∣∣∣∣∣∂F∂y ∂F
∂q

∂Φ
∂y

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂q

∂Φ
∂p

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣
Vra�aju�i se na jednaqinu ∂p

∂y + ∂p
∂z

z
∂y = ∂q

∂x + ∂q
∂z

z
∂x i zamenom gore navedenih izraza u istoj, dobijamo∣∣∣∣∣∂F∂y ∂F

∂q
∂Φ
∂y

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣+ q ·

∣∣∣∣∣∂F∂z ∂F
∂q

∂Φ
∂z

∂Φ
∂q

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂x

∂Φ
∂p

∂Φ
∂x

∣∣∣∣∣+ p ·

∣∣∣∣∣∂F∂p ∂F
∂z

∂Φ
∂p

∂Φ
∂z

∣∣∣∣∣ ,
a sre�ivaǌem istog izraza (tj. razvijaǌem svih determinanti) dobijamo

∂F

∂p
· ∂Φ

∂x
+

∂F

∂q
· ∂Φ

∂y
+ (p

∂F

∂p
+ q

∂F

∂q
)
∂Φ

∂z
− (

∂F

∂x
+ p

∂F

∂z
)
∂Φ

∂p
− (

∂F

∂y
+ q

∂F

∂z
)
∂Φ

∂q
= 0.

Odavde, Φ se mo�e odrediti iz sistema
dx
∂F
∂p

=
dy
∂F
∂q

=
dz

p∂F
∂p + q ∂F

∂q

= − dp
∂F
∂x + p∂F

∂z

= − dq
∂F
∂y + q ∂F

∂z
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