
Taqke nagomilavaǌa nizova
Do sada, osim na nekoliko primera, razmatrali smo iskǉuqivo nizove koji konvergiraju, preciznije,
teorija kojom smo se bavili odnosila se samo na konvergentne nizove. Kako nisu svi nizovi takvi, ideja
je dakle daǉe da posmatramo graniqno ponaxaǌe nizova koji nisu obavezno konvergentni. Za poqetak,
definixemo podnizove, na logiqan naqin
Definicija Neka je n : N→ N strogo rastu�e preslikavaǌe prirodnih brojeva, tj.

n1 < n2 < . . . < nk < . . .

i neka je a : N→ R niz realnih brojeva. Za niz a ◦ n : N→ R ka�emo da je podniz niza a.
Dati podniz uglavnom oznaqavamo sa ank

, gde je k ∈ N. Dakle, podniz niza an je opet niz koji se sastoji
od nekih qlanova niza an, u notaciji iz definicije bax od qlanova an1 , an2 , . . . Tako�e, saquvan je isti
poredak me�u qlanovima kakav je bio i kod niza a xto imamo iz pretpostavke da je preslikavaǌe n
strogo rastu�e.
Ukoliko posmatramo konvergentan niz, ǌegovi podnizovi tako�e konvergiraju, preciznije va�i
Stav Ukoliko niz ima graniqnu vrednost a tada i svaki ǌegov podniz ank

ima graniqnu vrednost a.
Dokaz sledi iz toga xto po pretpostavci imamo da je preslikavaǌe n strogo monotono rastu�e, odakle
imamo da su indeksi nk proizvoǉno veliki kada je k proizvoǉno veliko. Zaista, kako an → a, odnosno
|an−a| < ε za n > N, ima�emo iz pomenute monotonosti da je nk > N za sve k > K. Ali tada je |ank

−a| < ε
odnosno ank

→ a.
Sa druge strane, podnizovi mogu da konvergiraju iako sam niz ne konvergira. Odatle imamo slede�u
definiciju
Definicija Za taqku a ∈ R ka�emo da je taqka nagomilavaǌa niza an ukoliko postoji podniz ank

koji
konvergira ka a kada k →∞.
Ukoliko niz konvergira, limes je ǌegova jedina taqka nagomilavaǌa, xto je u suxtini reformulacija
prethodnog stava.
Niz ne mora da konvergira a mo�e da ima taqke nagomilavaǌa. Arhiprimer je niz an = (−1)n, koji ima
dve taqke nagomilavaǌa 1 i −1, kojima konvergiraju ǌegovi podnizovi a2n i a2n+1 respektivno.
Drugaqija karakterizacija taqaka nagomilavaǌa je slede�a
Stav Taqka a ∈ R je taqka nagomilavaǌa niza an ako i samo ako za svaku okolinu U taqke a i svako
n ∈ N postoji r > n takvo da je ar ∈ U.
Ako pogledamo formulaciju prethodnog stava, ona u suxtini ka�e da je a taqka nagomilavaǌa ukoliko
za svaku okolinu imamo proizvoǉno velike indekse r takve da se odgovaraju�i qlanovi niza nalaze u
toj okolini. Tada se od tih proizvoǉno velikih indeksa mo�e sastaviti podniz. Drugi smer sledi
direktno iz prethodnog stava. Detaǉi se mogu pogledati u kǌizi.
Prethodni stav pokazuje razliku izme�u limesa i taqke nagomilavaǌa. U definiciji limesa imamo da
u proizvoǉnoj okolini su svi qlanovi niza poqevxi od nekog, odnosno van te okoline se nalazi najvixe
prvih konaqno mnogo qlanova. Sa druge strane, prethodni stav ka�e da se u proizvoǉnoj okolini taqke
nagomilavaǌa nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza, ali ne govori nixta o tome koliko ima qlanova
van te okoline (tj. i van ǌe ih mo�e biti beskonaqno mnogo).
Primetimo jox da taqka nagomilavaǌa niza nije isto xto i taqka nagomilavaǌa skupa ǌegovih vred-
nosti {an|n ∈ N}. Primera radi, skup vrednosti niza an = (−1)n je {−1, 1}, koji nema taqke nagomilavaǌa.
Dakle razlika je u tome xto smo u definiciji taqke nagomilavaǌa skupa zahtevali da u svakoj okolini
postoji barem jedna taqka razliqita od ǌe same. Sa druge strane pomo�u nizova se mo�e dati jox jedna
karakterizacija taqaka nagomilavaǌa skupa.
Stav Tahcka a ∈ R je taqka nagomilavaǌa skupa A ako i samo ako postoji niz an razliqitih elemenata
skupa A, takav da an → a.
Dokaz se mo�e na�i u kǌizi.
Najzad, va�no svojstvo nizova iskazano je u narednoj teoremi, koju po analogiji isto nazivamo Bolcano
- Vajerxtrasovom Teoremom.
Teorema
1. Svaki ograniqen niz ima barem jednu taqku nagomilavaǌa u R.
2. Svaki niz ima barem jednu taqku nagomilavaǌa u R.
Dokaz se u potpunosti svodi na odgovaraju�e tvr�eǌe za skupove. Zaista ako je skup vrednosti
{an|n ∈ N} beskonaqan, taqka nagomilavaǌa tog skupa, koja znamo da postoji iz analogne teoreme za
skupove, je i taqka nagomilavaǌa niza an. Ukoliko je skup vrednosti konaqan, tada niz an uzima neku
od tih vrednosti beskonaqno mnogo puta (u suprotnom bi niz imao konaqno mnogo qlanova) i opet je ta
vrednost taqka nagomilavaǌa. Detaǉi se mogu na�i u kǌizi.
Koxijevi nizovi
Primetimo da u definiciji limesa, unapred moramo da znamo da je neki broj limes niza da bi for-
mulisali uslov da niz ka tom broju konvergira. Tako�e, primetimo da ukoliko niz konvergira, svi
ǌegovi qlanovi poqevxi od nekog su blizu limesa, a samim tim i me�usobno su blizu. Otuda, imamo
motivaciju za narednu definiciju
Definicija Za niz realnih brojeva an ka�emo da je Koxijev niz ukoliko za svako ε > 0 postoji N ∈ N,
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takvo da za sve m,n > N va�i |am − an| < ε.
Prethodna formulacija je samo u terminima qlanova niza, dakle ne pretpostavǉamo postojaǌe neke
nove taqke sa nekim svojstvima.
Osnovna svojstva Koxijevih nizova iskazana su u slede�em stavu
Stav
1. Svaki konvergentan niz je Koxijev.
2. Svaki Koxijev niz je ograniqen.
3. Ukoliko Koxijev niz ima konvergentan podniz, tada i on sam konvergira.
Dokaz pogledati u kǌizi.
Pitaǌe koje se postavǉa je da li va�i obrat tvr�eǌa 1. Odgovor na to nazivamo Koxijevim principom
konvergencije.
Teorema Svaki Koxijev niz u R konvergira.
Prethodna teorema je zapravo direktna posledica nekoliko ranije pomenutih stvari. Neka je an Koxi-
jev niz. Tada je on ograniqen po prethodnom stavu. Odatle on ima taqku nagomilavaǌa po odgovaraju�oj
Bolcano - Vajerxtrasovoj teoremi, odnosno ima podniz koji konvergira. Samim tim on konvergira i
sam, opet po prethodnom stavu.
Napomenimo samo da se prethodna teorema odnosi na svojstvo prostora, a ne na svojstvo nizova. U
principu, za Koxijeve nizove oqekujemo da konvergiraju kao nizovi, a pitaǌe da li konvergiraju se
odnosi na to da li prostor sadr�i te taqke koje bi trebalo da budu limesi tih nizova. Primera radi,
prethodna teorema ne va�i za racionalne brojeve, preciznije, ako imamo Koxijev niz racionalnih bro-
jeva on ne mora da ima za limes racionalan broj (naravno po prethodnoj teoremi mora da ima realan
broj za limes). Zaista, niz (1 + 1/n)n se sastoji od racionalnih brojeva i konvergira, odakle sledi da
je Koxijev, ali limes mu je e koji nije racionalan broj.
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