
Neprekidne funkcije
U perthodnim razmatraǌima graniqne vrednosti, funkcija nije morala biti definisana u samoj taqki
u kojoj tra�imo graniqnu vrednost. Me�utim, na ve�ini primera koje smo videli, to jeste sluqaj, a
qak i vixe, graniqna vrednost je sama vrednost funkcije u toj taqki. Taj sluqaj predstavǉa va�an
pojam u matematici i izdvajamo ga posebnom definicijom
Definicija Neka je f : A→ R, gde je A ⊂ R i a ∈ A. Ka�emo da je funkcija f neprekidna u taqki a, ako
za svaku okolinu V taqke f(a) postoji okolina U taqke a takva da je f(U ∩A) ⊂ V.
Sliqno kao kod graniqnih vrednosti, ekvivalentna ε− δ definicija glasi

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)(|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε).

Prethodna definicija ima neke razlike u odnosu na definiciju graniqne vrednosti. Prvo, kao xto je
na poqetku pomenuto, f mora biti definisana u taqki a, a kako i posmtramo graniqno ponaxaǌe blizu
f(a) nema smisla da uzimamo probuxene okoline kao kod limesa. Drugo, nismo zahtevali da je a taqka
nagomilavaǌa skupa a, xto i ne mora da bude. Ipak, taj sluqaj je trivijalan, jer ukoliko je a nije
taqka nagomilavaǌa skupa A, tada postoji okolina U taqke a u kojoj nema drugih taqaka skupa A osim
ǌe same, a tada je f(U ∩ A) = f({a}) = {f(a)}. Kako svaka okolina taqke f(a) sadr�i f(a) to je funkcija
uvek neprekidna u takvnoj taqki.
Sa druge strane, ukoliko a jeste taqka nagomilavaǌa, defnicija je neprekidnosti ekvivalentna je tome
da je limx→a f(x) = f(a), a time va�i
Stav Neka je f : A → R, gde je A ⊂ R i a ∈ A taqka nagomilavaǌa skupa A. Tada su slede�a tvr�eǌa
ekvivalentna:
1. Funkcija f je neprekidna u taqki a.
2. limx→a f(x) = f(a).
3. Za svaki niz xn ∈ A, za koji je limn→∞ xn = a, va�i limn→∞ f(xn) = f(a).
Iz prethodnog stava specijalno imamo da su ranije uvedene eksponencijalna i logaritamska funkcija
neprekidne, kao i sinusna i kosinusna funkcija. Tako�e, direktno se vidi da su konstantna funkcija
f(x) = c i identiqka f(x) = x neprekidne.
Sa druge strane, funkcija f(x) = [x] nije neprekidna u celobrojnim taqkama, jer u ǌima nema graniqnu
vrednost. Od do sada pomenutih funkcija, Dirihleova funkcija nije neprekidna ni u jednoj taqki.
Po logici stvari, ukoliko funkcija f : A → R nije neprekidna u taqki a, tu taqku nazivamo taqkom
prekida funkcije f.
Sliqno kao kod ispitivaǌa graniqnih vrednosti, Hajneovo svojstvo iz prethodnog stava (tj. neprekid-
nost preko nizova) nije zgodna za pokazivaǌe da je funkcija neprekidna u nekoj taqki, ali mo�e se
iskoristiti za pokazivaǌe da je neka taqka prekid funkcije. Zaista, za to je dovoǉno na�i jedan niz
xn → a, takav da f(xn) ne konvergira, ili ne konvergira ka f(a)itd. Taqke prekida daǉe klasifikujemo
sa
Definicija Neka je f : A→ R i a taqka prekida funkcije f. Ka�emo da je taqka a :
1. Prekid prve vrste ako postoje levi i desni limes (preciznije, oni koji imaju smisla) funkcije f u
taqki a. Ukoliko su oni jox i jednaki, ka�emo da je prekid a otkloǌiv.
2. Prekid druge vrste, ukoliko nije prekid prve vrste.
Primetimo da ukoliko je prekid otkloǌiv, tada mo�emo definisati funkciju

f =

{
f(x), x ∈ A \ {a}
limx→a f(x), x = a

koja �e biti neprekidna u taqki a, odakle i dolazi notacija.
Od prethodnih primera, funkcija f(x) = [x] ima prekid prve vrste u svakoj celobrojnoj taqki, dok
Dirihleova funkcija ima prekid druge vrste u svakoj taqki.
Jox jedan qesto citiran primer funkcije sa prekidom druge vrste je f(x) = sin 1

x , koja ima prekid druge
vrste u nuli.

Lokalna svojstva neprekidnih funkcija
Lokalnim svojstvima neprekidnih funkcija nazivamo ona svojstva koja neprekidna funkcija ima u
okolini taqke u kojoj je neprekidna i suxtinski su svojstva graniqnih vrednosti. Kao xto �emo
videti, naredna tvr�eǌa bi�e samo reformulacije odgovaraju�ih stavova limesa funkcije, uz korix-
�eǌe prethodnog stava, da je funkcija neprekidna u taqki ako je limx→a f(x) = f(a).
Stav Neka je f : A→ R neprekidna u taqki a ∈ A. Tada
1. Postoji okolina U taqke a na kojoj je f ograniqena.
2. Ako je f(a) 6= 0, tada postoji okolina U na kojoj f ima stalan znak, preciznije da za sve x ∈ U, znak
f(x) je isti kao znak f(a).
Xto se algebarskih svojstava tiqe va�i
Stav Neka su f, g : A→ R funkcije neprekidne u taqki a ∈ A. Tada su i funkcije f ±g, fg, f/g neprekidne
u taqki a (posledǌa uz uslov g(a) 6= 0).
Vratimo se sada na Teoremu o limesu slo�ene funkcije. Kao xto smo ranije videli, da bi ona va�ila,
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osim uslova da je limx→a f(x) = b i limx→b g(x) = c bilo nam je potrebno i da f ima okolinu na kojoj ne
uzima vrednost b. Primetimo da u sluqaju kada je g neprekidno taj uslov nam nije neophodan. Precinije
Stav Neka su f : A → B i g : B → R funkcije, a taqka nagomilavaǌa skupa A, limx→a f(x) = b i neka je
jox g neprekidna u taqki b. Tada je

lim
x→a

g ◦ f(x) = g(b).

Dokaz Neka je W okolina taqke g(b). Tada postoji okolina V taqke b, takva da je g(V ) ⊂W, a daǉe, pos-
toji i okolina U taqke a takva da je f(U \{a}) ⊂ V. Odatle imamo g ◦f(U \{a}) = g(f(U \{a})) ⊂ g(V ) ⊂W,
odakle sledi tvr�eǌe stava.
Posledica prethodnog stava, je da pod istim pretpostavkama, ukoliko je f neprekidna u taqki a i g
neprekidna u taqki b = f(a), tada je kompozicija g ◦ f neprekidna u taqki a.
Iz prethodnih rezultata imamo za jox neke primere osnovnih funkcija da su neprekidne. Preciznije
1. Polinomi su neprekidne funkcije. Zaista, svaki polinom se mo�e dobiti posle konaqno mnogo ko-
raka mno�eǌem i sabiraǌem funkcija f(x) = x i f(x) = c, koje su neprekidne. Otuda po pretposledǌem
stavu su polinomi neprekidni u svakoj taqki domena.
2. Primetimo da je funkcija f(x) = 1

x neprekidna u svim taqkama (ovako kako smo definisali neprekid-
nost). Za taqke x 6= 0 to sledi iz pretposledǌeg stava, a u ostalim taqkama nije definisana, te i nema
smisla ispitivati neprekidnost. Sliqno imamo i da su racionalne funkcije (dakle, funkcije oblika
p(x)
q(x) gde su p i q polinomi) neprekidne, kao i preostale trigonometrijske funkcije.
3. Stepena funkcija je neprekidna u svim taqkama domena, jer se mo�e predstaviti kao kompozicija
xα = eα ln x neprekidnih funkcija.

Globalna svojstva neprekidnih funkcija
Globalnim svojstvima naziva�emo ona svojstva neprekidnih funkcija koja imaju ukoliko su neprekidne
u svakoj taqki svog domena. U skladu sa time, notacije radi definixemo
Definicija Za funkciju f : A→ R ka�emo da je neprekidna na skupu A ukoliko je neprekidna u svakoj
taqki skupa A.
Uobiqajena je oznaka C(A) za skup svih funkcija koje su neprekidne na skupu A.
Prvo globalno svojstvo koje navodimo je tzv. Koxi - Bolcanova Teorema o me�uvrednosti
Teorema Neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija i neka je f(a) = A i f(b) = B. Tada za svaku broj C
koji se nalazi izme�u A i B postoji c ∈ (a, b) takvo da je f(c) = C. Specijalno, ukoliko su f(a) i f(b)
razliqitih znakova, tada postoji c ∈ (a, b) takvo da je f(c) = 0.
Dokaz pogledati u kǌizi.
Prethodna Teorema donekle opravdava ime neprekidna funkcija, jer odgovara tome, xto bi se nefor-
malno reklo, da se grafik neprekidne crta bez podizaǌa olovke sa papira. Dakle, ako neprekidna
funkcija uzme dve vrednosti, mora da uzme i sve vrednosti izme�u.
Tako�e va�no, u prethodnoj Teoremi je bitan uslov da je domen interval. Npr, ako uzmemo funkciju
f(x) = x na skupu [−1, 0) ∪ (0, 1] ona uzima i negativne i pozitivne vrednosti ali ne uzima vrednost 0.
Slede�e va�no svojstvo neprekidnih funkcija naziva se Vajerxtrasovom Teoremom.
Teorema Neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija. Tada je f ograniqena i dosti�e minimum i maksi-
mum. Preciznije, postoje taqke m,M ∈ [a, b] takve da je f(m) = minx∈[a,b] f(x) i f(M) = maxx∈[a,b] f(x).
Dokaz pogledati u kǌizi.
Opet, u prethodnoj Teoremi je bitno da je domen segment [a, b]. Npr. funkcija f(x) = 1

x nije ograniqena
na skupu (0, 1]. Tako�e, funkcija f(x) = x ne dosti�e ni minimum ni maksimum na skupu (0, 1).

Ravnomerna neprekidnost
Pogledajmo opet definiciju neprekidnosti funkcije f na skupu A :

(∀x0 ∈ A)(∀ε > 0)(∃δ)(∀x ∈ A)(|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε).

Ako krenemo redom, prvo uzimamo proizvoǉnu taqku x0 potom izaberemo ε > 0 koje ho�emo i na kraju,
u zavisnosti od x0 i ε tra�imo δ koje �e ispuniti tra�eni uslov. Dakle, δ biramo u zavisnosti od
x0 i ε. Donekle motivisano odatle, postavǉe se pitaǌe da li mo�emo da tra�imo da δ biramo samo u
zavisnosti od ε. Preciznije
Definicija Za funkciju f : A → R ka�emo da je ravnomerno neprekidna na skupu A ako za svako ε > 0
postoji δ > 0 takvo da za taqke x1, x2 za koje je |x1 − x2| < δ, va�i |f(x1)− f(x2)| < ε. Logiqki zapisano

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x1, x2 ∈ A)(|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε).

Naziv ravnomerna dolazi iz prethodnog razmatraǌa, da biramo jedno δ koje odgovara (ravnomerno) svim
taqkama x0 ∈ A. Logiqki gledano, razlika je u tome xto je kvantifikator ∀x0 ∈ A zamenio mesta, tj.
zapisan je posle ∃δ > 0. Mada deluje vextaqki, a tako�e prethodna definicija ne�e biti potkrepǉena
lepim primerima na ovom kursu, prethodna ideja je va�na i qesto se javǉa u matematici. Za sada
primetimo prvo da je ravnomerno neprekidna funkcija i neprekidna. Daǉe, razmotrimo neke primere
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1. Funkcija f(x) = x ravnomerno je neprekidna na R. Zaista za ε > 0 mo�emo da izaberemo δ = ε, za koje
imamo ∣∣f(x1)− f(x2)∣∣ = ∣∣x1 − x2∣∣ < δ = ε,

ukoliko je |x1 − x2| < δ. Time je ova funkcija ravnomerno neprekidna.
2. Sliqno, funkcija f(x) = sinx je ravnomerno neprekidna na R, xto se svodi na svojstvno sinusa
| sinx1 − sinx2| 6 |x1 − x2|. Tada kao u prethodnom izborom ε = δ, za x1, x2 ∈ R za koje je |x1 − x2| < δ imamo
analogno ∣∣f(x1)− f(x2)∣∣ = ∣∣sinx1 − sinx2

∣∣ 6 ∣∣x1 − x2∣∣ < δ = ε.

3. Potpuno analogan zakǉuqak je za svaku funkciju za koju va�i |f(x1) − f(x2)| 6 C|x1 − x2|, gde je C
konstanta. Konkretno, za izabrano ε > 0 biramo δ = ε

C .

4. Funkcija f(x) = 1
x nije ravnomerno neprekidna na (0, 1]. Ovo generalno najqex�e pokazujemo nala�eǌem

dva niza xn i yn za koje |xn − yn| → 0, dok |f(xn) − f(yn)| ne te�i nuli. U ovom konkretnom sluqaju
posmatrajmo nizove xn = 1

n i yn = 1
n+1 . Tada je |yn − xn| = 1

n −
1

n+1 = 1
n(n+1) → 0. Sa druge strane je

f(yn) − f(xn) = 1. Dakle, ukoliko izaberemo ε = 1
2 (ili bilo xta maǌe od 1) koje god δ > 0 da uzmemo,

kako |yn − xn| te�i nuli, to je za dovoǉno veliko n i |yn − xn| < δ, a i daǉe je f(yn)− f(xn) = 1, xto nije
maǌe od ε. Time, ova funkcija nije ravnomerno neprekidna.
5. Funkcija f(x) = x2 nije ravnomerno neprekidna na R. U ovom sluqaju posmatrajmo nizove xn =

√
n i

yn =
√
n+ 1. Tada je |yn − xn| =

√
n+ 1−

√
n = 1√

n+1+
√
n
→ 0, a imamo i da je f(yn)− f(xn) = 1. Analogno,

ukoliko izaberemo ε = 1
2 (ili opet bilo xta maǌe od 1) koje god δ > 0 da uzmemo, kako |yn − xn| te�i

nuli, to je za dovoǉno veliko n i |yn − xn| < δ, a i daǉe je f(yn)− f(xn) = 1, xto nije maǌe od ε. Time,
ova funkcija nije ravnomerno neprekidna.
Jox neki primeri se mogu pogledati u kǌizi.
Izbor nizova u posledǌem primeru da te�e ka +∞ nije bio sluqajan, preciznije motivisan je slede�om
Teoremom, koja se naziva jox Kantorova Teorema o ravnomernoj neprekidnosti.
Teorema Svaka neprekidna funkcija f : [a, b]→ R ravnomerno je neprekidna na [a, b].
Dokaz Pretpostavimo suprotno da f nije ravnomerno neprekidna na skupu [a, b]. Negacijom definicije
ravnomerne neprekidnosti imamo

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x, y ∈ A)(|x− y| < δ ∧ |f(x)− f(y)| > ε).

Uzmimo onda takvo ε > 0 i po prethodnom za δ = 1
n postoje xn i yn takvi da je |xn − yn| < 1

n i
|f(xn) − f(yn)| > ε. Primetimo, niz xn pripada [a, b], qime je ograniqen, a odatle, po Bolcano - Va-
jerxtrasovom svojstvu ima konvergentan podniz xnk

, koji konvergira ka nekom c. Naravno i xnk
∈ [a, b],

odnosno a 6 xnk
6 b, pa puxtaǌem limesa kroz prethodne nejednakosti, kako limes quva znak 6, to

imamo i da je a 6 c 6 b. Daǉe, kako je |xnk
− ynk

| 6 1
nk
→ 0, to i niz ynk

→ c. Me�utim, ovo je kon-
tradikcija po Hajneovoj Teoremi, tj. jer je f neprekidna u c. Zaista, nizovi xnk

i ynk
konvergiraju

ka c, a time po Hajneu f(xnk
) i f(ynk

) konvergiraju ka f(c), me�utim |f(xnk
)−f(ynk

)| > ε xto ne te�i nuli.

Neprekidnost i monotonost
Pre nego xto formulixemo uslove pod kojima je inverzna funkcija neprekidne funkcije neprekidna, pos-
matrajmo osnovne veze izme�u pojmova neprekidnosti i monotonosti. Za poqetak, u terminima neprekid-
nosti, reformuliximo tvr�eǌe koje se odnosi na leve i desne limese monotone funkcije.
Stav Neka je f : A → R monotona funkcija. Tada ona ima samo prekide prve vrste i to ǌih najvixe
prebrojivo mnogo.
Daǉe, za monotonu funkciju, u nekom smislu, va�i obrat Koxi - Bolcanove Teoreme.
Stav Neka je f : [a, b] → R monotona funkcija, takva da za svaku vrednost C izme�u f(a) i f(b) postoji
c ∈ [a, b] takvo da je f(c) = C (drugaqije reqeno, slika intervala [a, b] pri preslikavaǌu f je interval
sa krajevima f(a) i f(b)). Tada je f neprekidna na [a, b].
Dokaz se u suxtini opet svodi na prethodni stav. Kako f ima uvek levi i desni limes u svakoj taqki,
ona u toj taqki ima prekid ako odgovaraju�i limes nisu jednaki vrednosti f. Preciznije ako uzmemo
da je f npr. rastu�a, tada je uvek limx→d− f(x) 6 f(d) 6 limx→d+ f(x) i ima prekid u d ako neki od dva
limesa nije jednak vrednosti f(d). Neka je npr. f(d) < limx→d+ f(x). Tada bilo koji broj izme�u pomenuta
dva nije u slici f. Detaǉe pogledati u kǌizi.
Stav Neka je f : [a, b]→ R neprekidna i 1− 1. Tada je f strogo monotona.
Ovaj stav je posledica Koxi - Bolcanove Teoreme. Naime, ukoliko f ne bi bila strogo monotona, tada
bi postojale tri taqke x1 < x2 < x3 takve da vrednosti f(x1), f(x2) i f(x3) nisu monotono pore�ane. Ako
uzmemo da je npr. f(x2) < f(x1) < f(x3) tada bi postojala taqka d ∈ (x2, x3) takva da je f(d) = f(x1)
odnosno f nije 1− 1. Isto se dexava u svim ostalim rasporedima.
Rezimirajmo prethodne teoreme.
Teorema Neka je f : [a, b]→ R neprekidna i strogo monotona (ili ekvivalentno 1− 1) funkcija i neka je
B = f([a, b]). Tada je B interval sa krajevima f(a) i f(b) i f−1 : B → R je neprekidna i strogo monotona.
Dokaz Da je B interval sledi iz Koxi - Bolcanove Teoreme, a da ima navedene krajeve sledi iz
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monotonosti f. Preciznije B = [f(a), f(b)] ako je f rastu�a, odnosno B = [f(b), f(a)] ako je opadaju�a.
Daǉe, f−1 : B → [a, b] je strogo monotona, a kako joj je slika interval, to je i neprekidna po drugom
navedenom stavu u ovom delu.

Elementarne funkcije
Notacije radi, malo formalnije uvedimo klasu funkcija sa kojom se najqex�e bavimo.
Definicija Osnovne elementarne funkcije su konstante, identiqka funkcija, eksponencijalna i loga-
ritamska, stepena, trigonometrijske funkcije i inverzne trigonometrijske funkcije.
Definicija Elementarne funkije su one koje qine najmaǌu klasu E funkcija sa svojstvima:
1. Ako je f osnovna elementarna, tada je f ∈ E .
2. Ako su f1, f2 ∈ E , onda su i f1 ± f2 ∈ E , f1f2 ∈ E i f1

f2
∈ E , sve na odgovaraju�im domenima.

3. Ako su f1, f2 ∈ E , tada je i f2 ◦ f1 ∈ E , opet, gde navedena kompozicija ima smisla.
Dakle, elementarne funkcija su sve one koje se od osnovnih elementarnij mogu dobiti konaqnom pri-
menom algebarskih operacija i kompozicije funkcija. Na osnovu neprekidnosti osnovnih elementarnih
funkcija, kao i iz toga da su zbir, proizvod, koliqnik i kompozicija neprekidnih funkcija neprekidne
imamo
Teorema Sve elementarne funkcije su neprekidne.
Odavde vidimo da imamo funkcije koje nisu elementarne, primera radi takva je Dirihleova funkcija.
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