
Krivolinijski i povrxinski integrali
U prethodnom smo videli kako se definicija integrala proxiruje na merǉive skupove u Rm. Daǉe,
da integral po takvom skupu nije nula, neophodno nam je da sam taj merǉiv skup bude pune ravanske
mere, xto se uglavnom svodilo da sadr�i neku celu kuglu u Rm. Naredni tipovi integrala kojima se
bavimo su integrali po krivolinijskim objektima, odnosno po krivama i povrxima u R2 i R3. Kako su
za razumne sluqajeve ovo uglavnom skupovi mere nula u odgovaraju�im prostorima, ranije definicija
vixestrukog integrala nam ne daje nexto pametno u ovom sluqaju. ODatle nam treba nexto drugaqiji
pristup, mada same ideje za definiciju ostaju iste.
Krivolinijski integral prve I vrste
Ovaj tip integrala maǌe vixe direktno prati ideju za uopxtavaǌe koju smo ranije koristili. Naime
ako imamo funkciju definisanu na nekoj krivoj, podelimo krivu na maǌe delove, na ǌima izaberimo
istaknute taqke, uzmemo vrednost funkcije u toj taqki i pomno�imo ga sa odgovaraju�om du�inom tog
dela krive. Kako smo ranije raqunali xta je du�ina luka krive u prethodnom rezonovaǌu nemamo
nepoznate pojmove. Precizirajmo odatle taj pojam.
Neka je data kriva γ u prostoru R3. Pretpostavimo da je kriva parametrizovana sa γ(t) = (ϕ(t), ψ(t), χ(t)),
gde je t ∈ [α, β]. Neka je daǉe f : γ → R ograniqena funkcija. Uoqimo podelu P intervala [α, β] sa

α = t0 < t1 < . . . < tn = β

i neka je τi ∈ [ti−1, ti]. Prethodnim taqkama odgovaraju taqke na krivoj γ koje oznaqavamo sa Ai =
(ϕ(ti), ψ(ti), χ(ti)) i ci = (ϕ(τi), ψ(τi), χ(τi)). Po konstrukciji imamo da su taqke ci sadr�enu u delu luka
krive od taqke Ai−1 do Ai. Oznaqimo daǉe sa ∆li du�inu luka krive od taqke Ai−1 do taqke Ai, te
formirajmo integralnu sumu

σ(f, τ, P ) =

n∑
i=1

f(ci)∆li.

Ukoliko postoji broj I, za koji va�i da za svako ε > 0 postoji δ, takvo da je |I − σ(f, τ, P )| za sve podele
P za koje je max ∆li < δ i sve izbore taqaka τ, ǌega nazivamo krivolinijskim integralom prve vrste
funkcije f po krivoj γ. Uobiqajeno, koristimo i oznaku

I = lim
max ∆li→0

σ(f, τ, P ).

Za broj I koristimo uglavnom oznaku
∫
γ
f(x, y, z)dl. Tako�e koristi se i oznaka ∈AB f(x, y, z)dl gde su A

i B poqetna i krajǌa taqka krive γ, preciznije A = (ϕ(α), ψ(α), χ(α)) i B = (ϕ(β), ψ(β), χ(β)), naravno
ukoliko je jasno po kojoj krivoj γ vrximo integraciju.
Da bi definicija imala smisla, neophodno nam je da du�ina luka krive γ ima smisla. Kako smo
prethodno raqunali za deo po deo glatke krive, ubudu�e pretpostavǉamo da je to sluqaj.
Osnovna svojstva krivolinijskog integrala prve vrste su ista kao kod ranijih tipova
Stav Neka je γ luk krive od taqke A do taqke B, f, g : γ → R funkcije takve da integrali

∫
γ
f(x, y, z)dl i∫

γ
g(x, y, z)dl postoje. Tada va�i:

1.
∫
γ
αf(x, y, z) + βg(x, y, z)dl = α

∫
γ
f(x, y, z)dl + β

∫
γ
g(x, y, z)dl.

2.
∫
AB

f(x, y, z)dl =
∫
AC

f(x, y, z)dl +
∫
CB

f(x, y, z)dl, za svaku taqku C koja se nalazi na luku krive γ.
3. Ukoliko je f(x, y, z) 6 g(x, y, z), tada je i

∫
γ
f(x, y, z)dl 6

∫
γ
g(x, y, z)dl.

4. |
∫
γ
f(x, y, z)dl| 6

∫
γ
|f(x, y, z)|dl.

Prethodno se dokazuje kao i kod obiqnih integrala. 1. je posledica analognog svojstva suma i limesa,
2. se dobija dodavaǌem novih taqaka u podelu, 3. opet sledi iz analognog svojstva za integralne sume,
dok 4. sledi iz 3. i nejednakosti −|f(x, y, z)| 6 f(x, y, z) 6 |f(x, y, z)|.
Iz svojstva 3. analogno sledi teorema o sredǌoj vrednosti.
Stav Ako je funkcija f neprekidna na luku krive γ, tada postoji taqka c na luku krive γ takva da je∫

γ

f(x, y, z)dl = f(c)l(γ),

gde je l(γ) du�ina luka krive γ.
Neka je m 6 f(x, y, z) 6M, gde su m i M minimum i maksimum od f. Iz prethodnog svojstva 3. je tada

m

∫
γ

dl 6
∫
γ

f(x, y, z)dl 6M

∫
γ

dl.

Primetimo da je po konstrukciji integralne sume za krivolinijski integral prve vrste
∫
γ
dl = l(γ).

Odatle je
∫
γ
f(x, y, z)dl = µl(γ) za neki broj µ izme�u m i M. Kako je luk krive povezan skup (neprekidna

je slika intervala [α, β]) a f je neprekidna funkcija, to postoji taqka c na luku krive za koju je µ = f(c).
Xto se izraqunavaǌa krivolinijskog integrala prve vrste tiqe imamo
Teorema U ranijoj notaciji, pretpostavimo da je kriva γ data glatkom parametrizacijom (dakle da su
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funkcije ϕ,ψ, χ glatke) i neka je funkcija f neprekidna. Tada je∫
γ

f(x, y, z)dl =

∫ β

α

f(ϕ(t), ψ(t), χ(t))
√
ϕ2(t) + ψ2(t) + χ2(t)dt.

Dokaz pogledati u kǌizi. Sama formula nije neoqekivana jer je u ovom sluqaju du�ina luka krive data
sa
∫ β
α

√
ϕ2(t) + ψ2(t) + χ2(t)dt, odakle se deo luka iz integralne sume raquna sa

∫ ti
ti−1

√
ϕ2(t) + ψ2(t) + χ2(t)dt.

Napomenimo da teorema va�i i ako je γ deo po deo glatka kriva, a f deo po deo neprekidna funkcija.
Pomenimo za kraj da krivolinijski integral prve vrste ne zavisi od orijentacije krive γ, tj. ne zavisi
da li se kre�emo od taqke A ka taqki B, ili obrnuto od taqke B ka taqki A. Ovo svojstvo nismo ranije
pomiǌali, jer na intervalu imamo prirodnu orijentaciju da idemo od maǌe taqke ka ve�oj, xto kod
proizvoǉne krive nemamo unapred zadato, ve� zavisi od naqina kako je parametrizujemo.
Stav Ako postoji

∫
AB

f(x, y, z)dl, tada je∫
BA

f(x, y, z)dl =

∫
AB

f(x, y, z)dl.

Dokaz se svodi na to da je u integralnoj sumi du�ina dela luka krive od taqke Ai−1 do Ai jednaka
du�ini luka krive u obrnutom redosledu.
Krivolinijski integral druge (II) vrste
Posmatrajmo sada nexto drugaqiju situaciju u odnosu na ranije. Neka je opet γ kriva u R3 i neka
su zadate funkcije P,Q,R na luku krive γ. Ideja je da prointegralimo svaku od funkcija P,Q,R du�
koordinatnih osa. Naime, neka je opet (ϕ(t), ψ(t), χ(t)), za t ∈ [α, β] parametrizacija krive γ i neka je T
podela intervala [α, β] data sa

α = t0 < . . . < tn = β,

te uoqimo taqke τi ∈ [ti−1, ti]. Formira�emo daǉe integralne sume koje indukuje data podela du� svake
ose. Oznaqimo pre toga sa ∆xi = ϕ(ti)− ϕ(ti−1) i analogno ∆yi = ψ(ti)− ψ(ti−1),∆zi = χ(ti)− χ(ti−1) i kao
i ranije sa ∆li du�inu dela luka krive. Neka je

σ1(P, τ, T ) =

n∑
i=1

P (ϕ(τi), ψ(τi), χ(τi))∆xi

σ2(P, τ, T ) =

n∑
i=1

Q(ϕ(τi), ψ(τi), χ(τi))∆yi

σ3(P, τ, T ) =

n∑
i=1

R(ϕ(τi), ψ(τi), χ(τi))∆zi.

Ukoliko postoje limesi ovih integralnih suma kada max ∆li → 0, nazivamo ih krivolinijskim inte-
gralom druge vrste funkcija P,Q,R po krivoj γ. Date limese respektivno oznaqavamo sa∫

γ

P (x, y, z)dx

∫
γ

Q(x, y, z)dy

∫
γ

R(x, y, z)dz,

a najqex�e se koristi oznaka ∫
γ

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz.

Tako�e, sliqno kao i ranije koristimo i oznaku
∫
AB

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz, gde je A =
(ϕ(α), ψ(α), χ(α)) i B = (ϕ(β), ψ(β), χ(β)). Jednostavnosti zapisa radi, qesto se izostavǉaju argumenti
funkcija P,Q i R.
Mo�e se pokazati da krivolinijski integral druge vrste postoji ukoliko je kriva γ deo po deo glatka,
a funkcije P,Q i R su neprekidne na krivoj. Nadaǉe pretpostavǉamo da je to sluqaj.
Prethodna definicija interpretira razne fiziqke pojmove, o qemu se neki detaǉi mogu videti u kǌizi.
Navedimo daǉe osnovna svojstva ovog tipa integrala.
Stav Neka je γ = AB kriva, P1 i P2 funkcije definisane na luku krive, takve da integrali

∫
γ
P1dx i∫

γ
P2dx postoje. Tada va�i:

1.
∫
γ
αP1(x, y, z) + βP2(x, y, z)dx = α

∫
γ
P1(x, y, z)dx+ β

∫
γ
P2(x, y, z)dx.

2.
∫
AB

P (x, y, z)dx =
∫
AC

P (x, y, z)dx+
∫
CB

P (x, y, z)dx, gde je C taqka krive γ.
Dokaz je potpuno analogan ranijim. Naime, kako svojstvo 1. va�i za integralne sume, a i limes pro-
lazi kroz zbir i mno�eǌe skalarom, sledi da analogno va�i za krivolinijski integral druge vrste.
Svojstvo 2. se dobija opet eventualnim dodavaǌem taqke C u podelu.
Za razliku od ranijih tipova integrala, krivolinijski integral druge vrste nema svojstvo monotonosti.
Razlika je u tome xto je u integralnoj sumi do sada bio izraz oblika f(c)µ(A) gde je µ bila mera (bilo
�ordanova, bilo du�ina luka krive) koja je uvek nenegativan broj. Sa druge strane, razlika ∆xi ne
mora da bude nenegativna. Xtavixe, zavisi od smera kretaǌa kojim se kre�emo du� krive. Preciznije
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va�i
Stav Ako postoji

∫
AB

Pdx, tada je ∫
BA

P (x, y, z)dx = −
∫
AB

P (x, y, z)dx.

Dokaz je direktan, jer se okre�e znak u razlici ∆xi u integralnoj sumi. Dakle, da bi krivolinijski
integral druge vrste bio jednoznaqno odre�en neophodno je da zadamo i orijentaciju krive, tj. smer
kojim se kre�emo du� te krive.
Xto se izraqunavaǌa tiqe imamo formulu.
Stav Neka je γ glatka kriva i P neprekidna funkcija definisana na ǌenom luku. U ranijoj notaciji
imamo da je ∫

γ

P (x, y, z)dx =

∫ β

α

P (ϕ(t), ψ(t), χ(t)) · ϕ′(t)dt.

Dokaz pogledati u kǌizi. Analogna formula va�i za
∫
γ
Qdy i

∫
γ
Rdz. Sama formula je vrlo u skladu

sa notacijom integrala, jer je sintaksno dobijamo zamenom x = ϕ(t), y = ψ(t) i z = χ(t), preciznije∫
γ

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+R(x, y, z)dz =

∫ β

α

P (ϕ(t), ψ(t), χ(t))dϕ(t)+Q(ϕ(t), ψ(t), χ(t))dψ(t)+R(ϕ(t), ψ(t), χ(t))dχ(t)

=

∫ β

α

P (. . .)ϕ′(t) +Q(. . .)ψ′(t) +R(. . .)χ′(t)dt.

Primetimo daǉe da prethodna formula se mo�e jednostavnije zapisati u vektorkom obliku. Ukoliko oz-
naqimo sa v(t) = (P (ϕ(t), ψ(t), χ(t)), Q(. . .), R(. . .)), a sa r(t) = (ϕ(t), ψ(t), χ(t)) vektor krive γ, tada krivolin-
ijski integral druge vrste zapisujemo sa∫

γ

v ◦ dr =

∫ β

α

v(t) ◦ r′(t)dt,

gde je sa ◦ oznaqen uobiqajeni skalarni proizvod dva vektora. Tako�e, imamo da je i∫
γ

fdl =

∫ β

α

f(t)‖r′(t)‖2dt,

za krivolinijski integral prve vrste.
Grinova formula
Va�na veza izme�u krivolinijskog integrala po granici neke oblasti i dvostrukog integrala po toj
oblasti izra�ena je narednom Grinovom Formulom. Pre same formulacije treba nam jedan pojam.
Uoqimo prostu (krivu bez samopreseka) zatvorenu (poqetna i krajǌa taqka su iste) krivu γ u R2.
Drugaqije reqeno, ovkva kriva ima parametrizaciju datu sa r(t) = (ϕ(t), ψ(t)), za t ∈ [α, β] i funkcija
r : [α, β]→ R2 je 1−1 na otvorenom intervalu (α, β) i r(α) = r(β). Ovakva kriva ograniqava neku oblast D
(ovakva kriva zapravo deli ravan na dve oblasti jednu ograniqenu, koja je dakle D i jednu neograniqenu.
Ovo je maǌe vixe jasno prostim crtaǌem slike, ali sam dokaz je komplikovan i izlazi van ovog kursa).
Ako kriva γ mo�e da se predstavi kao deo grafika dve funkcije f(x) i g(x) za x ∈ [a, b] uz eventualne
delove pravih x = a i x = b oblast D nazivamo elementarnom oblax�u u odnosu na x− osu. Drugaqije
reqeno, elementarna oblast u odnosu na x−osu je oblast

D = {(x, y)|x ∈ [a, b], f(x) 6 y 6 g(x)},
uz pretpostavku da je f(x) < g(x) za sve x ∈ (a, b). Kriva koja je ograniqava se dakle sastoji redom od
dela grafika (x, f(x)) za x ∈ [a, b], daǉe od dela prave (b, y), gde je f(b) 6 y 6 g(b), zatim daǉe od dela
grafika (x, g(x)) gde je x ∈ [a, b] i na kraju od dela prave x = a izme�u f(a) i g(a).
Analogno, oblast nazivamo elementarnom u odnosu na y−osu ako se predstavǉa kao deo izme�u dva
grafika funkcija x = f(y) i x = g(y). Na kraju, za oblast ka�emo da je elementarna, ukoliko je elemen-
tarna u odnosu na obe ose. Primera radi, krug je elementarna oblast.
Teorema Neka je D oblast ograniqena deo po deo glatkom krivom γ i koja se mo�e zapisati kao unija ele-
mentarnih oblast. Neka su funkcije P (x, y) i Q(x, y) neprekidne zajedno sa svojim parcijalnim izvodima
∂P
∂y i ∂Q

∂x na skupu D. Tada va�i jednakost∫
γ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

(∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

gde se orijentacija na krivoj γ bira tako da kretaǌem du� krive γ oblast D ostaje sa leve strane.
Dokaz pogledati u kǌizi. Idejno, prvo se izvodi za elementarnu oblast, gde se svodi na primenu
Fubinijeve Teoreme. Za uopxtavaǌe na oblast koja je unija elementarnih, podelimo oblast D na
elementarne i na svaku od ǌih primenimo prethodnu formulu. Podelom oblasti D se unutar te oblasti
dobijaju nove krive, me�utim kako se kroz svaku prolazi dva puta u suprotnim smerovima, dobija se da
ti integrali ne utiqu na konaqni rezultat. Pogledati skicu u kǌizi, ili ve� nekom drugom izvoru.
Prethodna formula se naziva Grinova formula. Napomenimo jox da granica oblasti D ne mora biti
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jedna kriva, uslov je da je oblast D unija elementarnih oblasti. Primera radi, taqna je za oblasti
poput prstena {(x, y)|a2 6 x2 + y2 < b2} za koju se jednostavno mo�e videti da je unija elementarnih
oblasti.
Nezavisnost integracije od putaǌe
Krivolinijski integral druge vrste

∫
γ
Pdx+Qdy+Rdz naravno zavisi od krive po kojoj se integracija

vrxi. Me�utim, u nekim sluqajevima zavisi samo od poqetne i krajǌe taqke krive. Precizirajmo taj
sluqaj
Teorema Neka je u oblasti V ⊂ R3 dato neprekidno vektorsko poǉe

v(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:
1. Postoji funkcija u : V → R sa neprekidnim parcijalnim izvodima, takva da je gradu = v.
2. Krivolinijski integral

∫
γ
Pdx+Qdy +Rdz ne zavisi od krive γ u oblasti V ve� samo od poqetne i

krajǌe taqke A i B. Vrednost integrala je tada u(B)− u(A).
3. Integral

∫
C
Pdx+Qdy +Rdz po svakoj zatvorenoj krivoj C u oblasti V jednak je nuli.

Dokaz pogledati u kǌizi.
Prethodna Teorema, mada daje potpun odgovor kada integral ne zavisi od putaǌe uslovom 1, nije zgodna
za primene. Naime, treba proveriti uslov da li postoji funkcija u, takva da je ∂u

∂x = P, ∂u∂y = Q i ∂u
∂z = R,

xto je komplikovano. Zapravo za razliku od jednodimenzionalnog sluqaja, gde je rexeǌe analognog
problema bilo samo

∫
f(x)dx, u ovom sluqaju takva funkcija ne mora da postoji.

U stvari, kako od ranije znamo da mexoviti izvodi ne zavise od redosleda diferenciraǌa, ako je
funkcija iole glatka, da bi takva funkcija u postojala, neophodno je da mexoviti izvodi budu isti.
Preciznije imali bi

∂P

∂y
=

∂2u

∂y∂x
=

∂2u

∂x∂y
=
∂Q

∂x
,

ukoliko bi postojala takva funkcija u koja je iole glatka. Sliqno, jednaqeǌem ostalih mexovitih
drugih izvoda, se izvodi da je neophodno da va�i ∂Q

∂z = ∂R
∂y i ∂R

∂x = ∂P
∂z , za postojaǌe funkcije u za koju

je gradu = v. Me�utim, prethodni uslovi nisu dovoǉni. Arhiprimer ovog sluqaja (koji je u ravni) je

P (x, y) = − y

x2 + y2
, Q(x, y) =

x

x2 + y2
,

Posmatran na oblasti R2 \ (0, 0). Direktnim raqunom imamo da je ∂P
∂y = ∂Q

∂x . Sa druge strane, ukoliko bi
postojala funkcija u takva da je ∂u

∂x = P i ∂u
∂y = Q, po prethodnoj teoremi bi integral

∫
C
Pdx + Qdy po

svakoj zatvorenoj krivoj C bio jednak nuli. Za C izaberimo jediniqnu kru�nicu C = {(x, y)|x2 +y2 = 1},
koju mo�emo da parametrizujemo sa x = cos t, y = sin t za t ∈ [0, 2π]. Korix�eǌem formule za izraqunavaǌe
krivolinijskog integrala druge vrste imamo da je∫

C

xdy − ydx
x2 + y2

=

∫ 2π

0

cos t cos t− sin t(− cos t)

cos2 t+ sin2 t
dt =

∫ 2π

0

1dt = 2π,

xto nije nula. Dakle, takva funkcija ne postoji u navedenoj oblasti.
Ipak, pod dodatnim pretpostavkama za oblast V (u ranijoj notaciji) pomenuti neophodan uslov za jed-
nakost odre�enih parcijalnih izvoda je i dovoǉan. Ovo je zgodna situacija jer je taj uslov samo raqun-
ski, tj. direktno je proveriv za date funkcije P,Q i R. Time dolazimo do pojma proste povezanosti.
Za podskup A ⊂ R ka�emo da je prosto povezan ukoliko se svaka zatvorena, deo po deo glatka kriva γ u A
mo�e neprekidno skupiti u taqku M0 ∈ γ. Precizira�emo malo ovaj pojam, mada samu definiciju �emo
koristiti za neke sluqajeve a vixe videti primere za koje ovo ne va�i. Dakle, neka je data zatvorena
deo po deo glatka kriva γ : [0, 1]→ A i neka je jox γ(0) = γ(1) = M0. Ako postoji neprekidno preslikavaǌe
F : [0, 1]× [0, 1]→ A, takvo da je

F (0, s) = F (1, s) = M0, s ∈ [0, 1]

F (t, 0) = γ(t) t ∈ [0, 1]

F (t, 1) = M0 t ∈ [0, 1],

onda ka�emo da se kriva γ mo�e skupiti u taqku M0. Ideja je dakle, da na nivou s = 0 imamo krivu γ,
koju postepeno po parametru s deformixemo do taqke M0, odnosno kada je s = 1, kriva koju dobijamo je
samo navedena taqka M0. Prvi uslov, je da dok deformixemo krivu putem F do taqke, samu taqku M0 ne
pomeramo. Dakle, imamo familiju krivih γs(t) = F (t, s), koja od s = 0, od date krive dolazi neprekidno
do taqke M0 za s = 1.
U same primere se ne�emo mnogo udubiǉivati. Prvo, ravan R2 i prostor R3 su prosto povezani.
Zapravo, nad ǌima ne samo svaku krivu, ve� i ceo prostor mo�emo skupiti u svaku taqku (jednostavnosti
radi uzimamo nulu) sa

F (x, s) = x(1− s).
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Zaista, za s = 0 svaka taqka je fiksirana, dok je za s = 1 slika prethodnog preslikavaǌa samo nula. U
prethodnom primeru, x je vektor, dok je mno�eǌe uobiqajeno mno�eǌe skalarom.
Va�an primer prostora koji nije prosto povezan je A = R2\{(0, 0)}. Ovo ne�emo dokazivati, a intuitivno
problem pravi bilo koja zatvorena kriva koja obi�e nulu (odakle je i doxao ranije navedeni primer).
Ako takvu krivu krenemo neprekidno da deformixemo ona � uvek obilaziti nulu (intuitivno, morala
bi da se prekine da bi je provukli oko nule), a kroz ǌu ne mo�emo da pro�emo jer moramo da ostanemo
u skupu A. Zapravo, ve�ina primera sa kojima �emo se sresti je ovakvog oblika, odnosno ravni kojoj
fali konaqno mnogo taqaka. Neformalno reqeno, u ravni prosta povezanost meri koliko imamo rupa.
Sa druge strane, skup R3\{(0, 0, 0)} jeste prosto povezan, tj. izlaskom iz ravni Oxy nemamo vixe problem
sa zaobila�eǌem jedne taqke. Da bi postigli isto u kao u ravni, iz R3 neophodno je npr. izbaciti
celu pravu.
Od jox nekih primera, povrxina sfere jeste prosto povezana, dok povrxina torusa nije, jer sliqno kao
kod ravni bez taqke, ne mo�emo da skupimo u taqki kru�nicu koja ide du� celog obima torusa.
Va�na teorema koja upotpuǌuje pitaǌe o nezavisnosti integracije je
Teorema Neka je V ⊂ R3 prosto povezana oblast na kojoj je zadata funkcija v : V → R3 sa v(x, y, z) =
(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), koja ima neprekidne parcijalne izvode. Potreban i dovoǉan uslov da
integral

∫
γ
Pdx + Qdy + Rdz ne zavisi od krive γ ⊂ V ve� samo od poqetne i krajǌe taqke, jeste da su

ispuǌene jednakosti
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,

∂Q

∂z
=
∂R

∂y
,

∂R

∂x
=
∂P

∂z
.

Dokaz po �eǉi pogledati u kǌizi.
Umesto dokaza posmatrajmo analgonu situaciju u ravni, gde je jedini relevantan uslov ∂P

∂y = ∂Q
∂x . Po

ranijoj teoremi, dovoǉno je pokazati da je integral po svakoj zatvorenoj krivoj C jednak nuli. Ako
dodatno pretpostavimo da je kriva C granica neke oblasti D tada po Grinovoj formuli imamo∫

C

Pdx+Qdy =

∫∫
D

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
dxdy = 0,

po navedenom uslovu. Naravno, va�no za Grinovu formulu je da su parcijalni izvodi neprekidni na
zatvoreǌu D, odnosno, da oblast D osim graniqnih taqaka koje su svakako na krivoj C nema jox neke
graniqne taqke, koje su mo�da i van oblasti V. Ako se opet vratimo na primer ravni bez taqke, jediniqna
kru�nica je u ǌoj granica skupa {(x, y)|x2 + y2 6 1} \ {(0, 0)}, me�utim problem pravi opet (0, 0), ili ti
jediniqna kru�nica u tom skupu nije granica kompaktnog skupa. Mo�e se pokazati da u prosto povezanoj
oblasti ovo ne mo�e da se desi, tj. da �e uvek postojati adekvatna oblast D qija je granica kriva C.
Povrxinski integral prve vrste
Prenesimo sada ideje vezane za krive koje smo ranije imali na sluqaj povrxi u R3 (u ovom delu, za
povrx podrazumevao dvodimenzionalna povrx u ranijoj notaciji). Sama relaizacije nema suxtinski
nexto novo, ali je tehniqki komplikovanija jer radimo sa vixe promenǉivih. Pre svega, treba dva
pojma koja smo za krive imali ranije da prenesemo na povrxi. Radi se o povrxini povrxi, a kasnije
za integral druge vrste o orijentaciji povrxi.
Setimo se da smo ranije definisali povrx u R3 kao skup S = {(x, y, z)|F (x, y, z) = 0}, gde je F : V ⊂ R3 → R
funkcija za koju va�i ∇F 6= 0. Kako je to po Teoremi o implicitnoj funkciji ekvivalentno tome da
svaka taqka ima okolinu na kojoj je skup S grafik funkcije, koja je iste glatkosti kao i F, po�imo
od ovog sluqaja. Neka je dakle povrx S zadata sa (x, y, f(x, y)), gde je (x, y) ∈ D ⊂ R2 oblast i neka
jox funkcija f glatka. Uoqimo podelu P skupa D na merǉive skupove Di gde je i = 1, . . . , n i uoqimo
taqke (ai, bi) ∈ Di. U taqkama (ai, bi, f(ai, bi)) konstruiximo tangentnu ravan na povrx S, a sa Si oznaqimo
projekciju skupa Di na navedenu tangentnu ravan. Izraqunajmo daǉe meru skupa Si. Pre toga na�imo
vektor normale na tangentnu ravan u taqki (ai, bi). Posmatrajmo prvo krivu na povrxi datu sa γ(t) =
(ai+ t, bi, f(ai+ t, bi)). Kako je D otvoren skup, za t dovoǉno malo je prethodna kriva definisana i svakako
je na povrxi S. Dakle, ǌen tangentni vektor, za t = 0, pripada tangentnom prostoru na S u taqki (ai, bi).

Diferenciraǌem dobijamo da je γ′(0) = (1, 0, ∂f∂x (ai, bi). Sliqno, posmatraju�i krivu (ai, bi + t, f(ai, bi + t))

imamo da je vektor (0, 1, ∂f∂y (ai, bi)) tako�e tangentni u navedenoj taqki. ǋihov vektorski proizvod koji

iznosi (−∂f∂x (ai, bi),−∂f∂y (ai, bi), 1) je vektor normale n(ai, bi) na tangentnu ravan. Daǉe, kosinus ugla γi
koji zaklapa ta ravan sa ravni Oxy iznosi

cos γi =
(−∂f∂x (ai, bi),−∂f∂y (ai, bi), 1) ◦ (0, 0, 1)∣∣∣∣(−∂f∂x (ai, bi),−∂f∂y (ai, bi), 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣(0, 0, 1)
∣∣∣∣ =

1√
(∂f∂x (ai, bi))2 + (∂f∂y (ai, bi))2 + 1

,

gde je sa ◦ oznaqen uobiqajeni skalarni proizvod u R3. Odavde se mo�e pokazati da je µSi = µDi · 1
cos γi

.

Zaista, ako zarotiramo i istransliramo tangentnu ravan, tako da joj je preseqna prava sa ravni Oxy
npr x−osa, i posmatramo navedenu projekciju, koja je linearno preslikavaǌe, du� x−ose ne meǌamo
nixta, dok du� y−ose produ�avamo vektor za faktor 1

cos γi
, odakle vidimo da se mere kvadara meǌaju za

navedeni faktor, a odatle i svih merǉivih skupova.
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Najzad, povrxinu povrxi definixemo sa

µS = lim
λ(P )→0

n∑
i=1

µSi = lim
λ(P )→0

n∑
i=1

µDi

√
(
∂f

∂x
(ai, bi))2 + (

∂f

∂y
(ai, bi))2 + 1 =

∫∫
D

√
(
∂f

∂x
(x, y))2 + (

∂f

∂y
(x, y))2 + 1dxdy,

jer su navedeni parcijalni izvodi neprekidni, odakle sledi integrabilnost navedene funkcije. Prime-
timo da je pod integralon norma vektora normale n(x, y) pri ovoj parametrizaciji povrxi S.
Zapravo ova formula ostaje na snazi pri proizvoǉnoj parametrizaciji. Neka je povrx sada data
proizvoǉnom parametrizacijom

r(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)), (u, v) ∈ D ⊂ R2,

gde su funkcije ϕ,ψ i χ glatke. Pri ovakvo zadavaǌu, kako je D oblast, analogno se vidi da su vektori
∂r
∂u i ∂r

∂v tangentni na povrx, odakle je vektor normale

n(u, v) =
∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

 i j k
∂ϕ
∂u

∂ψ
∂u

∂χ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂v

∂χ
∂v

 =
(∂ψ
∂u

∂χ

∂v
− ∂χ

∂u

∂ψ

∂v
,
∂χ

∂u

∂ϕ

∂v
− ∂ϕ

∂u

∂χ

∂v
,
∂ϕ

∂u

∂ψ

∂v
− ∂ψ

∂u

∂ϕ

∂v

)
.

Kako �elimo da prethodne jednaqine zadaju povrx koja ima tangentni prostor, pretpostavǉa�emo uvek
da je n(x, y) 6= 0. Oznaqimo jednostavnosti radi x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v) i z = χ(u, v) i primetimo daǉe
da su koordinate vektora normale zapravo redom Jakobijani preslikavaǌa D(y,z)

D(u,v) ,
D(z,x)
D(u,v) i D(x,y)

D(u,v) . Kako

barem jedan od ǌih nije jednak nuli (jer vektor normale nije jednak nuli), npr D(x,y)
D(u,v) 6= 0 po Teoremi

o inverznoj funkciji u okolini U te taqke, koordinate (u, v) mo�emo izraziti preko (x, y). Uvode�i tu
smenu, dobijamo na toj okolini da je povrx S opet grafik funkcije z = f(x, y) i po onome xto znamo od
ranije je

µS =

∫
V

√
1 + p2 + q2dxdy,

gde je p = ∂z
∂x i q = ∂z

∂y . Izraqunajmo sada te parcijalne izvode. Kako je z = z(x, y) = z(x(u, v), y(u, v)), po
pravilu za izvod slo�ene funkcije, imamo da je

∂z

∂u
=
∂z

∂x

∂x

∂u
+
∂z

∂y

∂y

∂u

∂z

∂v
=
∂z

∂x

∂x

∂v
+
∂z

∂y

∂y

∂v
.

Ako prethodno posmatramo kao sistem gde su nepoznate ∂z
∂x i ∂z

∂y , primenom Kramerovog pravila, kako je

prvo determinanta sistema D(x,y)
D(u,v) 6= 0, imamo da je

∂z

∂x
=

1
D(x,y)
D(u,v)

det

(
∂z
∂u

∂y
∂u

∂z
∂v

∂y
∂v

)
= − 1

D(x,y)
D(u,v)

D(y, z)

D(u, v)
.

Analogno se dobija da je q = − 1
D(x,y)
D(u,v)

D(z,x)
D(u,v) . Najzad, vra�aju�i se na formulu µS =

∫∫
D

√
1 + p2 + q2dxdy,

uvo�eǌem smene x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), po Teoremi o smeni promenǉive u integralu imamo da je∫
V

√
1 + p2 + q2dxdy =

∫∫
D

√√√√1 +
(
− 1
D(x,y)
D(u,v)

D(y, z)

D(u, v)

)2

+
(
− 1
D(x,y)
D(u,v)

D(z, x)

D(u, v)

)2∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣dudv
=

∫∫
D

√(D(x, y)

D(u, v)

)2

+
(D(y, z)

D(u, v)

)2

+
(D(z, x)

D(u, v)

)2

dudv =

∫∫
D

∣∣∣∣n(u, v)
∣∣∣∣dudv.

Primetimo samo da smo formalno prethodnu smenu mogli da uradimo samo na okolini iz inverzne
funkcije. Me�utim kako svaka taqka ima takvu okolinu, a posjedǌi dobijeni izraz ne zavisi od tog
me�ukoraka, ukoliko za svaku taqku ponovimo postupak i sve presaberemo dobijamo da fomula va�i na
celom D.
Znaju�i prethodno, direktno uvodimo povrxinski integral prve vrste.
Neka je data glatka povrx S u R3 parametarski jednaqinom

r(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)), (u, v) ∈ D,
gde je D ⊂ R2 merǉiva zatvorena oblast, ϕ,ψ, χ su glatke funkcije na D i neka je f : S → R neprekidna
funkcija.
Uoqimo podelu P = {Di|i = 1, . . . , n}, koja indukuje podelu P ′ = {Si|i = 1, . . . , n} na povrxi S. Uoqimo
taqke ci ∈ Si i formirajmo integralnu sumu

n∑
i=1

f(ci)µSi.
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Ukoliko postoji konaqan limes kada δSi → 0 (δSi = sup{d(x, y)|x, y ∈ Si} je dijametar skupa) naziva se
povrxinski integral prve vrste funkcije f po povrxi S i oznaqava se sa∫∫

S

f(x, y, z)dS

Mo�e se pokazati da pod navedenim pretpostavkama navedeni integral postoji.
Svojstva su potpuno analogna svojstvima krivolinijskog integrala prve vrste
Stav Neka je S ⊂ R3 glatka povrx i f, g : S → R neprekidne funkcije. Tada va�i
1.
∫∫
S
αf(x, y, z) + βg(x, y, z)dS = α

∫∫
S
f(x, y, z)dS + β

∫∫
S
g(x, y, z)dS.

2.
∫∫
S
f(x, y, z)dS =

∫∫
S1
f(x, y, z)dS +

∫∫
S2
f(x, y, z)dS, ukoliko je S = S1 ∪ S2 gde su S1 i S2 glatke povrxi

koje nemaju zajedniqke unutraxǌe taqke.
3. Ukoliko je f(x, y, z) 6 g(x, y, z) za sve (x, y, z) ∈ S tada je

∫∫
S
f(x, y, z)dS 6

∫∫
S
g(x, y, z)dS.

4. Postoji taqka (x0, y0, z0) ∈ S, takva da je
∫∫
S
f(x, y, z)dS = f(x0, y0, z0)µS.

Dokaz svih svojstava je suxtinski isti kao ranije. Svojstvo monotonosti 3. imamo analogno krivolin-
ijskom integralu prve vrste, jer u pravǉeǌu integralne sume, vrednosti funkcije mno�imo sa nenega-
tivnim brojem µSi.
Izraqunavaǌe se svodi na raqunaǌe dvostrukog integrala
Teorema Neka je, u ranijoj noraciji, povrx S zadata parametarski i neka je f : S → R neprekidna
funkcija. Tada va�i ∫∫

S

f(x, y, z)dS =

∫∫
D

f(ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))
∣∣∣∣n(u, v)

∣∣∣∣dudv,
gde je n(u, v) = ∂r

∂u (u, v)× ∂r
∂v (u, v) vektor normale na povrx.

Dokaz pogledati po �eǉi. Sama formula nije iznena�uju�a, u suxtini je potpuno analogna formuli za
izraqunavaǌe krivolinijskog integrala prve vrste, gde je meru krive, tj. du�inu, odre�ivao intenzitet
vektora γ′(t), dok ovde analogno radi vektor normale (xto vidimo u formulama za du�inu luka krive
odnosno povrxinu povrxi).
Povrxinski integral druge vrste
Orijentacija ravni i povrxi
Neka je data ravan α i neka vektori u1, u2 ∈ α qine bazu date ravni, tj. neka je jox rang[u1u2] = 2. Ka�emo
da je baza (u1, u2) pozitivno orijentisana, ukoilko kre�uci se od vektora u1 ka vektoru u2, onim uglom
koji je maǌi od π, idemo u smeru suprotnom od kretaǌa kazaǉke na satu. U najjednostavnijem primeru,
dakle u R2, vidimo da je uobiqajena orijentacija ((1, 0), (0, 1)), odnosno kad idemo od x−ose ka y−osi,
pozitivna, jer ugao kojim se kre�emo iznosi π/2. Ukoliko se ravan α dodatno nalazi u prostoru R3, po
pravilu tri prsta, vidimo da orijentacija zapravo samo odre�uje smer vektorskog proizvoda u1 × u2.
Otuda, izborom jedne strane ravni, odnosno jednog smera vektora normale, izabrali smo i orijentaciju
date ravni.

U sluqaju povrxi, ideja je suxtinski ista. Dakle, neka je zadata povrx S u prostoru R3, u svakoj
taqki povrxi mo�emo u tangentnom prostoru u toj taqki izabrati neku orijentaciju. Ukoliko je povrx
S zadata parametarski kao {r(u, v)|(u, v) ∈ D ⊂ R2}, prirodan izbor za vektore baze tangentnih prostora
su vektori ∂r

∂u i ∂r
∂v . Kao i sluqaju ravni, orijentaciju u svakoj taqki x ∈ S odre�uje vektor normale i

oznaqimo daǉe sa n(x) i −n(x) dva izbora vektora normale du�ine 1. Ukoliko mo�emo da izaberemo n(x)
u svakoj taqki, tako da kre�u�i se du� proizvoǉne zatvorene krive C, vektor n(x) se neprekidno meǌa
za x ∈ C i na kraju se vra�a u poqetni polo�aj, ka�emo da je povrx S orijentabilna ili dvostrana,
jer u datom sluqaju imamo dva izbora vektora normale. U suprotnom ka�emo da nije orijentabilna, a
primeri se mogu naci u kǌizi kao i naravno po internetu. Za orijentabilnu povrx kojoj je izabrana
jedna strana ka�emo da je orijentisana.

Povrxinski integral druge vrste
Neka je zadata glatka orijentabilna povrx S ⊂ R3 parametarski sa

r(u, v) = (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)) (u, v) ∈ D ⊂ R2,

i neka je f neprekidna realna funkcija definisana na povrxi S. Neka je n(x, y, z) izabrano vektorsko
poǉe jedinicnih normala na povrx S u odgovaraju�oj taqki. Neka je daǉe P = {Pi|i = 1, . . . , n} podela
oblasti D i Si = r(Pi) ǌome indukovana podela povrxi S i neka su jox izabrane taqke (xi, yi, zi) ∈
Si. Daǉe oznaqimo sa αi, βi, γi uglove koje vektor normale n(xi, yi, zi) zaklapa sa koordinatnim osama.
Posmatrajmo integralne sume

n∑
i=1

f(xi, yi, zi) cosαiµ(Si)

n∑
i=1

f(xi, yi, zi) cosβiµ(Si)
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n∑
i=1

f(xi, yi, zi) cos γiµ(Si).

Limesi prethodnih integralnih suma, kada parametar podele te�i nuli (preciznije maxi=1,...,nµ(Si))
nazivaju se povrxinskim integralima funkcije f po povrxi S i oznaqavaju se (za sada) respektvino sa∫∫

S

f(x, y, z) cos(α(x, y, z))dS∫∫
S

f(x, y, z) cos(β(x, y, z))dS∫∫
S

f(x, y, z) cos(γ(x, y, z))dS,

gde je α(x, y, z) ugao koji vektor normale n povrxi S u taqki (x, y, z) zaklapa sa x osom, i analogno β i γ.
Kao i svi prethodni tipovi integrala, povrxinski integral druge vrste je linearan (jer je suma

linearna). Kao i krivolinijski integral druge vrste zavisi od orijentacije, odnosno izborom vektora
−n sve sume meǌaju znak, pa samim tim i integral meǌa znak. Otud on nema svojsvta monotonosti
povrxinskog integrala prve vrste

Daǉe, direktno iz definicije i formule za raqunaǌe povrxinskog integrala prve vrste imamo da je∫∫
S

f(x, y, z) cos(α(x, y, z))dS =

∫∫
D

f(r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)) cos(α(r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)))‖n‖dudv.

U specijalnom sluqaju, ukoliko je povrx S grafik funkcije, tj S = {(x, y, z(x, y))|(x, y) ∈ D}, korix-
�eǌem navedene parametrizacije, u kojoj je vektor normale (− ∂z

∂x ,−
∂z
∂y , 1), a kosinus ugla koji on zaklapa

sa ravni Oxy iznosi cos γ = 1√
( ∂z
∂x )2+( ∂z

∂y )2+1
(raqun je ve� sproveden prilikom raqunaǌa elementa povr-

xine povrxi koja je grafik funkcije), direktno iz formule za raqunaǌe povrxinskog integrala prve
vrste dobijamo da je∫∫

S

f(x, y, z) cos(γ(x, y, z))dS =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))
1√

( ∂z∂x )2 + ( ∂z∂y )2 + 1

√
(
∂z

∂x
)2 + (

∂z

∂y
)2 + 1dxdy =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))dxdy,

odakle se integral
∫∫
S
f(x, y, z) cos(γ(x, y, z))dS uobiqajeno zapisuje sa

∫∫
S
f(x, y, z)dxdy. Sliqno se mo�e

dobiti i za
∫∫
S
f(x, y, z) cos(α(x, y, z))dS i

∫∫
S
f(x, y, z) cos(β(x, y, z))dS odakle se dolazi do uobiqajenog

zapisa povrxinskog integrala druge vrste sa∫∫
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy,

gde su P,Q,R neprekidne funkcije definisane na povrxi S.
Jox jedan elegantan zapis povrxinskog integrala druge vrste je tzv. vektorski. Direktno iz defini-

cije vidimo da ukoliko oznaqimo sa v(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) da je ujedno i∫∫
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

∫∫
S

v ◦ ndS,

gde je drugi integral odgovaraju�i povrxinski integral prve vrste a n(x, y, z) je jediniqni vektor nor-
male. U notaciji iz prethodnog, kako je n jediniqni vektor, to je ǌegov koordinatni zapis zapravo
(cos(α(x, y, z)), cos(β(x, y, z)), cos(γ(x, y, z))), pa direktno iz definicije dobijamo da integralne sume povr-
xinskog integrala druge vrste predstavǉaju iste integralne sume kao za pomenuti povrxinski integral
prve vrste.

Gradijent, divergencija, rotor
Neka je u : U → R, gde je U ⊂ R3 oblast diferencijabilna funkcija. Gradijent funkcije u je vektorsko

poǉe dato sa

gradu =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
.

Ukoliko je data funkcija, odnosno vektorsko poǉe, v : U → R3, v(x, y, z) = (v1(x, y, z), v2(x, y, z), v3(x, y, z))
gde je U opet oblast u R3, divergencija od v, u oznaci divv je funkcija data sa

divv =
∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂v3

∂z
.

Na kraju, rotor vektorskog poǉa v je vektorsko poǉe rotv dato sa

rotv =

(
∂v3

∂y
− ∂v2

∂z
,
∂v1

∂z
− ∂v3

∂x
,
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y

)
.

Ukoliko formalno oznaqimo sa ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ) i dati formalni izraz posmatramo kao vektor, prethodne

formule se mogu lakx zapisati sa

gradu = ∇u, divv = ∇ ◦ v, rotv = ∇× v,
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gde posledǌi izraz oznaqava vektorski proizvod u R3. Prethodne oznake su formalne, a pravila raqu-
naǌa sa ǌima su ista kao sa vektorima i skalarima, osim xto kada izraz ∂

∂x uparujemo sa odgovaraju�om
koordinatom ne mno�imo ve� diferenciramo. Osnovna pravila raqunaǌa sa prethodnim operacijama
mogu se na�i u kǌizi.

Stoksova formula i formula Gausa - Ostrogradskog
Neka je S glatka orijentabilna povrx, ograniqena sa deo po deo glatkom krivom Γ. Pretpostavimo da

se S mo�e bijektivno preslikati na svaku od koordinatnih ravni. Neka su funkcije P,Q,R neprekidno
diferencijabilne u nekoj oblasti U, koja sadr�i povrx S. Tada va�i Stoksova formula∫

Γ

Pdx+Qdy +Rdz

=

∫∫
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂Z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Orijentacija je takva da prilikom obilaska krive Γ povrx S ostaje sa leve strane.
Dokaz prethodne jednakosti mo�e se na�i u kǌizi.
Prethodna formula uopxtava Grinovu formulu na povrxi koje nisu obavezno sadr�ane u ravni Oxy.
Naime u tom sluqaju vektor nomrale je paralelan vektoru pravca z ose, pa zaklapa ugao π/2 sa preostale
dve koordinatne ose, otkuda prva dva sabirka iz povrxinskog integrala iz Stoksove formule su nula.
Sliqno kao i kod Grinove formule, Stoksova formula je taqna i za povrxi koje su unija povrxi
koje mogu bijektivno da se isprojektuju na sve koordinatne ravni. Naime, u tom sluqaju povrxinski
integral sa desne strane bi�e zbir povrxinskih integrala po odgovaraju�im delovima povrxi, dok se
krivolinijski me�usobno skrate kao u Grinovoj formuli.
Na kraju, korix�eǌem vektorskog zapisa, Stoksova formula se mo�e jednostavnije zapisati, dakle neka
je v = (P,Q,R) i n jediniqni vektor normale na povrx S. Tada je∫

Γ

〈v, dr〉 =

∫∫
S

n ◦ rotvdS.

Neka je V ⊂ R3 oblast data sa V = {(x, y, z)|φ(x, y) 6 z 6 ψ(x, y), (x, y) ∈ D}, gde je D oblasu u R2

ograniqena deo po deo glatkom krivom Γ. Oznaqimo daǉe

S1 : (x, y, φ(x, y)), (x, y) ∈ D
S2 : (x, y, ψ(x, y)), (x, y) ∈ D

S3 : (x, y, z), (x, y) ∈ Γ, φ(x, y) 6 z 6 ψ(x, y),

I neka je S = S1 ∪S2 ∪S3. Neformalnije, S je cilindar qije su baze grafici funkcija φ i ψ a povrx S3

predstavǉa omotaq tog cilindra. Ovakvu oblast V nazivamo z elementarnom. Ukoliko je R funkcija
definisana na V koja je nerpekidna zajedno sa parcijalnim izvodom ∂R

∂z tada je∫∫
S

Rdxdy =

∫∫∫
V

∂R

∂z
dxdydz,

gde je orijentacija odre�ena spoǉnom stranom povrxi S. Dokaz ove formule mo�e se na�i u kǌizi, a
idejno je sliqan dokazu Grinove formule, odnosno dobija se adekvatnom primenom Fubinijeve teoreme.
Analogno se definixu x i y elementarne oblasti i analogno, oblast nazivamo elementarnom ukoliko
je elemntarna u odnosu na sve tri ose. Za takve oblasti va�i∫∫

S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫∫∫
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz,

gde je u prvom integralu uzeta spoǉna strana povrxi S, koja ograniqava oblast V. Prethodna formula
se naziva formula Gausa - Ostrogradskog.

Sliqno kao Grinova i Stoksova formula i prethodna formula va�iza oblasti koje su disjunktna
unija elementarnih oblasti.

U vektorskom zapisu prethodna formula se svodi na∫∫
S

v ◦ ndS =

∫∫∫
V

divvdxdydz,

gde je korix�ena ista notacija kao u prethodnom tekstu.
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