
Diferencijalni raqun funkcija vixe promenǉivih
Nastavǉaju�i kao u jednodimenzionalnom sluqaju, nakon uvo�eǌa pojma neprekidnosti, slede�e je uvod-
jeǌe pojma neprekidnosti. Nadaǉe razmatramo samo funkcije definisane na podskupovima A od Rm, sa
vrednostima u R, koje nazivamo realne (skalarne) funkcije vixe promenǉivih, kao i sa vrednostima
u Rn, koje nazivamo vektorske funkcije. Daǉe, nastavǉamo sa notacijom od ranije, taqke x skupa A
zapisujemo i koordinatno kao x = (x1, x2, . . . , xm) i analogno y = f(x) = f(x1, x2, . . . , xm). Sam skup Rm
posmatramo sa metrikom d2, odnosno normom ‖ · ‖2, ako se ne naglasi drugaqije. Daǉe, kao i ranije,
ukoliko je kodomen Rn, tada je y = (y1, y2, . . . , yn) i imamo definisane koordinatne funkcije fi : A → R,
sa fi(x1, x2, . . . , xm) = yi.

Daǉe, primetimo da ako ho�emo da nam je izraz f(a + h) definisan za h dovoǉno malo, neophodno
je da taqka a pripada skupu A sa nekom okolinom. Otuda, nadaǉe po pitaǌima diferencijabilnosti,
pretpostavǉa�emo da je skup A otvoren. Kao i u jednodimenzionalnom sluqaju, izraz f(a + h) zavisi
samo od vrednosti funkcije na okolini taqke a, a otuda �emo pretpostavǉati i da je skup A povezan.
Ovakve skupove (otvorene i povezane) nazivamo jox i oblast u prostoru Rm.

Parcijalni izvodi i diferencijabilnost skalarnih funkcija
Neka je A oblast u Rm, f : A → R i a ∈ A. Posmatrajmo vektor h ∈ Rm qije su sve koordinate osim
i−te jednake nuli, a i−ta iznosi hi, tj h = (0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0). Primetimo da za hi dovoǉno malo, iz
otvorenosti skupa A, imamo da je a+h ∈ A. Otuda ima smisla razmatrati limes f(a+h)−f(a)

hi
. Preciznije

Definicija Ako, pod prethodnim pretpostavkama, postoji graniqna vrednost

lim
hi→0

f(a1, a2, . . . , ai−1, ai + hi, ai+1 . . . , am)− f(a1, a2, . . . , am)

hi
,

nazivamo je parcijalnim izvodom funkcije f po i−toj promenǉivoj u taqki a. Oznaqava se uglavnom sa
∂f

∂xi
(a), kao i sa f ′xi

(a), ∂if(a)...

Parcijalni izvod suxtinski nije nov pojam. On je zapravo obiqan izvod funkcije koju dobijamo do
funkcije f kada fiksiramo sve promenǉive osim i−te. Samim tim, ǌegovo raqunaǌe se svodi na uo-
biqajena pravila diferenciraǌa funkcija jedne promenǉive.
Iz toga imamo i da vrednost parcijalnog izvoda (kao i ǌegovo postojaǌe), zavisi samo od vrednosti
koje funkcija uzima na du� i−te koordinatne ose, te ne uzima u obzir vrednosti u celoj okolini. Otuda,
ne qudi da postoje funkcije koje su dovoǉno lepe po nekim pravcima odakle imaju parcijalne izvode,
ali da sa druge strane nisu neprekidna. Npr.
Primer Ako posmatramo funkciju f : R2 → R, datu sa

f(x, y) =

{
xy

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0),

ona nije neprekidna u nuli, jer je npr. f(x, x) = 1
2 , xto ne te�i nuli kada x→ 0. Sa druge strane je

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim
h→0

h0
h2+02 − 0

h
= 0,

a sliqno se pokazuje i da je ∂f
∂y (0, 0) = 0.

Dakle, za analgiju pojma diferencijabilnosti nam je potrebno vixe od postojaǌa paracijalnih izvoda.
Ako posmatramo sada da je h proizvoǉan vektor, takav da je a + h ∈ A, i ako posmatramo priraxtaj
funkcije f(a + h) − f(a), setimo se da je jedan od ekvivalenata diferencijabilnosti u jednodimen-
zionalnom sluqaju bilo da je glavni deo priraxtaja linearan. Prenose�i tu ideju, imali bi da je
f(a + h) − f(a) = Lh + o(h), gde je L : Rm → R sada linearna funkcija, a o(h) br�e te�i nuli od ‖h‖.
Preciznije
Definicija Neka je A ⊂ Rm oblast, f : A → R i a = (a1, a2, . . . , am) ∈ A fiksirana taqka. Neka je
h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm takvo da je ‖h‖ dovoǉno mala da bi a+h ∈ A. Ukoliko se priraxtaj mo�e zapisati
u obliku

f(a1 + h1, a2 + h2, . . . , am + hm)− f(a1, a2, . . . , am) = L1h1 + L2h2 + . . .+ Lmhm + o(h),

gde su L1, . . . , Lm konstante, a sa o(h) je oznaqena funkcija od h za koju va�i limh→0
o(h)
‖h‖ = 0, ka�emo da

je funkcija f diferencijabilna u taqki a, a linearnu funkiju h → L1h1 + L2h2 + . . . + Lmhm nazivamo
diferencijalom funkcije f u taqki a i pixemo

df(a)h = L1h1 + L2h2 + . . .+ Lmhm.

Stav Neka je f : A→ R diferencijabilna funkcija u taqki a ∈ A. Tada
1. Funkcija f je neprekidna u taqki a.

2. Funkcija f ima parcijalne izvode po svim promenǉivim u taqki a, a va�i i
∂f

∂xi
= Li, u notaciji

prethodne definicije.
Dokaz pogledati u kǌizi.
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Napomenimo da ne va�i obrat ovog stava, naime ako je funkcija neprekidna i ima sve parcijalne izvode
ona ne mora biti diferencijabilna (primer se mo�e videti u kǌizi).
Sa druge strane, sliqno kao u jednodimenzionalnom sluqaju, neprekidnost parcijalnih izvoda je jaqi
uslov od diferencijabilnosti, preciznije
Stav Neka u nekoj okolini U taqke a funkcija f ima definisane sve parcijalne izvode (dakle u svakoj
taqki okoline ima sve parcijalne izvode) i neka su oni neprekidni u taqki a. Tada je f diferencijabilna
u taqki a.
Ako posmatramo razliku

f(a1 + h1, a2 + h2, . . . , am + hm)− f(a1, a2, . . . , am)

=f(a1 + h1, a2 + h2, . . . , am + hm)− f(a1, a2 + h2, . . . , am + hm) + f(a1, a2 + h2, . . . , am + hm)− f(a1, a2, . . . , am)

=
∂f

∂x1
(a1 + θh1, a2 + h2, . . . , am + hm)h1 + f(a1, a2 + h2, . . . , am + hm)− f(a1, a2, . . . , am),

gde je θ ∈ (0, 1), a posledǌi korak je posledica Lagran�eve Teoreme. ǋena primena je opravdana time
da za h dovoǉno malo, cela du� a + th, za t ∈ [0, 1], pripada okolini U. Odatle, ako posmatramo f samo
kao funkciju prve promenǉive, ona je i neprekidna i diferencijabilna na pomenutoj du�i te mo�emo
da primenimo Lagran�evu Teoremu. Daǉe, iz neprekidnosti parcijalnog izvoda imamo da

∂f

∂x1
(a1 + θh1, a2 + h2, . . . , am + hm)→ ∂f

∂x1
(a1, a2, . . . , am),

a samim tim razlika ( ∂f
∂x1

(a1 + θh1, a2 + h2, . . . , am + hm)− ∂f

∂x1
(a1, a2, . . . , am)

)
h1,

je o(h). Postupak nastavǉamo daǉe, primeǌuju�i prethodno rezonovaǌe na promenǉivu x2, itd. Detaǉe
pogledati u kǌizi.
Kao i u jednodimenzionalnom sluqaju, prethodni uslov nije neophodan, a funkcije qiji su izvodi
neprekidni nazivamo neprekidno diferencijabilne. Qesto se koristi oznaka C1(A) = {f : A → R|f −
neprekidno diferencijabilna}.
Izvod u pravcu, gradijent
Kao xto je reqeno u prethodnom, parcijalni izvod po nekoj promenǉivoj je samo obiqan izvod funkcije
koju dobijamo ako fiksiramo sve ostale promenǉive. Drugaqije ga mo�emo interpretirati kao izvod
du� pravca paralelnog odgovaraju�oj koordinatnoj osi. Odatle vidimo da je ǌihov izbor donekle
vextaqki, jer bi analogno mogli da razmatramo i bilo koji pravac (to xto su ”favorizovani” pravci
paralelni koordinatnim osama je samo stvar zapisa). Iz toga imamo slede�u definiciju
Definicija Neka je A- oblast, f : A → Rm i neka je l ∈ Rm vektor. Konaqna graniqna vrednost (ako
postoji)

lim
t→0

f(a+ tl)− f(a)

t
,

naziva se izvod funkcije f u taqki a u pravcu vektora l. Oznaqava se sa f ′l (a),
∂f

∂l
(a).

Prethodna definicija ima smisla, jer za t dovoǉno malo, zbog otvorenosti skupa A i taqka a + tl
pripada skupu A.
Ukoliko onzaqimo sa ek ∈ Rm vektor koji na k-tom mestu ima jedinicu a na svim ostalim nule, vidimo
da je

∂f

∂ek
(a) =

∂f

∂xk
(a).

Naredni stav nam daje vezu izme�u izvoda u pravcu i diferencijala.
Stav Neka je A ⊂ Rm oblast, f : A→ R diferencijabilna funkcija u taqki a ∈ A i neka je l = (l1, l2, . . . , lm)
vektor. Tada funkcija f ima izvod u pravcu vektora l i va�i

∂f

∂l
(a) =

m∑
k=1

∂f

∂xk
(a)lk = df(a)l.

Dokaz pogledati u kǌizi.
Primetimo prvo da iz prethodnog stava imamo invarijantnu definiciju diferencijala, preciznije
definiciju koja ne zavisi od koordinata. Dakle, diferencijal mo�emo i da uvedemo sa

df(a)l = lim
t→0

f(a+ tl)− f(a)

t
,

u kome ne figurixe koordinatni zapis (x1, . . . , xm). Primetimo da je diferencijal (u fiksiranoj taqki
a) funkcional, tj. on je linearno preslikavaǌe vektora u skalare.

Daǉe, vektor (
∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), . . . ,

∂f

∂xm
(a)) nazivamo gradijentom funkcije f u taqki a i oznaqava se sa
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grad f(a), kao i sa ∇f(a). Daǉe, ukoliko oznaqimo sa 〈, 〉 uobiqajeni skalarni proizvod u Rm, dat sa
〈x, y〉

∑m
k=1 xkyk, imamo da nam prethodni stav daje va�nu vezu (dualnost) gradijenta i diferencijala

df(a)l = 〈l, grad f〉.
Diferencijabilnost vektorskih funkcija

Za poqetak, ukratko pro�imo malo formalnije kroz linearna preslikavaǌa u sluqaju kojim se bavimo.
Za preslikavaǌe L : Rm → Rn ka�emo da je linearno ako va�i

L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y),

gde su x, y ∈ Rm a α, β ∈ R. Primetimo da svaka matrica A ∈ M(n × m,R) zadaje primer ovakvog
preslikavaǌa sa

Lx = Ax =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . .
...

an1 an2 . . . anm

 ·

x1
x2
...
xm

 ,

jer mno�eǌe matrica ima odgovaraju�a svojstva. Sa druge strane, ako opet oznaqimo sa ek ∈ Rm vektore
koji na k-oj koordinati imaju jedinicu a inaqe nule, primetimo prvo da vektor x = (x1, . . . , xm) mo�emo
da zapixemo sa x =

∑m
k=1 xkek, a odatle, ako je L proizvoǉno linearno preslikavaǌe, imamo da je

L(x) = L

( m∑
k=1

xkek

)
=

m∑
k=1

xkL(ek).

Odavde, vidimo da je svako linearno preslikavaǌe odre�eno sa slikama vektora ek. Daǉe, L(ek) ∈ Rn
po pretpostavci, odnosno L(ek) je vektor odre�en sa n koordinata. Ako formiramo matricu AL ∈
M(n × m,R) qija se k-ta kolona sastoji od koordinata tog vektora, imamo da je Lx = ALx (zapravo
vektori ek se preslikavaju u iste vektore pri oba preslikavaǌa, a time su ova dva preslikavaǌa
ista jer su oba linearna). Time imamo da su zapravo sva linearna preslikavaǌa oblika Ax gde je
A ∈ M(n × m,R). Iz tog razloga je izme�u ostalog uobiqajeno da se ne pixu zagrade kod linearnih
presliakvaǌa.
Za linearno preslikavaǌe, odnosno matricu A, uvodimo normu sa∣∣∣∣A∣∣∣∣ =

( n∑
j=1

m∑
k=1

a2jk

)1/2

.

Tada, iz Koxi - Xvarcove nejednakosti imamo da je (u 2 normama na Rn odnosno Rm)∣∣∣∣Ax∣∣∣∣2
2

=

n∑
j=1

( m∑
k=1

ajkxk

)2

6
n∑
j=1

( m∑
k=1

a2jk

m∑
k=1

x2k

)
=

n∑
j=1

m∑
k=1

a2jk
∣∣∣∣x∣∣∣∣2

2
,

odnosno, uzimaǌem korena ∣∣∣∣Ax∣∣∣∣
2
6
∣∣∣∣A∣∣∣∣∣∣∣∣x∣∣∣∣

2
.

Vratimo se sada na proizvoǉne funkcije
Definicija Neka je A ⊂ Rm oblast, f : A → Rn i a ∈ A. Za funkciju f ka�emo da je diferencijabilna
u taqki a ako je glavni deo ǌenog priraxtaja f(a+ h)− f(a) linearan, tj. ako va�i

f(a+ h)− f(a) = Lh+ o(h),

gde je L linearno preslikavaǌe, a o(h) je funkcija za koju va�i limh→0
‖o(h)‖
‖h‖ = 0. Sama linearna funkcija

L naziva se diferencijalom funkcije f u taqki a.
Ukoliko uobiqajeno oznaqimo diferencijal sa df(a)h, drugaqije reqeno, funkcija je diferencijabilna
u taqki a ako va�i

lim
h→0

∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)− df(a)h
∣∣∣∣∣∣∣∣h∣∣∣∣ = 0,

gde je norma u brojiocu norma prostora Rn a u imeniocu je norma prostora Rm.
Pre�imo sada na koordinatni zapis prethodne relacije. Za poqetak, df(a)h je linearno preslikavaǌe,
a po prethodnom je dakle u pitaǌu matrica, tj. df(a) ∈ M(n ×m,R). Daǉe, funkciju o(h) oznaqimo sa
α(h). Kako su f i α vektorske funkcije, one su oblika f = (f1, f2, . . . , fn) odnosno α = (α1, α2, . . . , αn), gde
su fi : A→ R i αi : U → R, gde je U neka okolina taqke a. Tako�e znamo da αi(h)→ 0, kada h→ a, (sledi iz
toga xto je konvergencija u Rn ekvivalentna konvergenciji po koordinatama). Najzad, neka je matrica
diferencijala data sa

df(a) =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . .
...

an1 an2 . . . anm

 .
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Posmatrajmo sada k−tu koordinatu izraza f(a + h) − f(a) − df(a)h, koja je jednaka αk(h). Dakle, xto se
funkcije f tiqe imamo ǌenu koordinatnu funkciju fk, a xto se df(a)h tiqe, na k−tom mestu pomenutog
proizvoda matrica imamo k−tu vrstu u proizvodu sa vektorom h, xto iznosi

∑m
j=1 akjhj . Preciznije

fk(a+ h)− fk(a) =

m∑
j=1

akjhj + αj(h),

a kako |αj(h)| 6 (
∑n
k=1 ‖αk‖2)1/2 = ‖α‖, to i |αj(h)|

‖h‖ → 0. Preciznije, funkcija fk je diferencijabilna i ǌen

diferencijal je dat sa dfk(a)h =
∑m
j=1 akjhj . Sa druge strane, od ranije znamo da je dfk(a)h =

∑m
j=1

∂fk
∂xj

hj,

odnosno akj = ∂fk
∂xj

. Dakle, matrica linearnog preslikavaǌa je data sa
∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) . . . ∂f1
∂xm

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) . . . ∂f2
∂xm

(a)
...

... . . .
...

∂fn
∂x1

(a) ∂fn
∂x2

(a) . . . ∂fn
∂xm

(a)

 =


grad f1
grad f2

...
grad fn

 .

Posledǌu matricu nazivamo Jakobijevom matricom, a i prvim izvodom funkcije f u taqki a i oznaqavamo
je sa f ′(a). Tako�e, obrnutim postpukom, imamo i da ako su sve funkcije fk diferencijabilne, tada je
i f diferencijabilna. Naime, u istoj notaciji, tada imamo da sve funkcije αk → 0, a odatle bi i
odgovaraju�a vektorska funkcija te�ila nuli, opet zbog pomenute ekvivalentnosti konvergencije po
koordinatama i u normi.
Primetimo da je prethodna definicija izvoda saglasna sa prethodnim, u jednodimenzionalnom sluqaju,
kao i u sluqaju skalarnih funkcija, naime, izvod je uvek bio linearna aproksimacija preslikavaǌa u
datoj taqki.
U skladu sa time, primetimo da ukoliko imamo preslikavaǌe LRm → Rn koje je ve� linearno, tj.
matrica, tada je Jakobijeva matrica preslikavaǌa L u svakoj taqki jednaka L. Ovo se naravno mo�e
proveriti direktnim raqunom po koordinatama, ali umesto toga �emo samo zakǉuqiti da je linearna
aproksimacija dL linearnog preslikavaǌa L opet L, tj. u ovom sluqaju je grexka α(h) identiqki jednaka
nuli.
U sluqaju m = n definisana je i determinanta Jakobijeve matrice, koja se naziva Jakobijan. Zgodna
oznaka za ǌu je

D(f1, f2, . . . , fm)

D(x1, x2, . . . , xm)
= det


∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) . . . ∂f1
∂xm

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) . . . ∂f2
∂xm

(a)
...

... . . .
...

∂fm
∂x1

(a) ∂fm
∂x2

(a) . . . ∂fm
∂xm

(a)

 .

Daǉe, iz prethodne veze diferencijabilnosti i neprekidnosti koordinatnih funkcija i vektorske
funkcije imamo i
Stav Diferencijabilna funkcija f : A → Rn, gde je A ⊂ Rm, u taqki a ∈ A je tako�e neprekidna u toj
taqki.

Pravila diferenciraǌa
Daǉe prolazimo kroz osnovna svojstva izvoda, odnosno ǌegovo slagaǌe sa uobiqajenim algebarskim
operacijama. Uglavnom su tvr�eǌa analogna jednodimenzionalnom sluqaju, a sami dokaze pogledati u
kǌizi.
Teorema Neka su funkcije f, g : A→ Rn(A ⊂ Rm) diferencijabilne u taqki a ∈ A i neka su λ, µ ∈ R. Tada
je funkcija λf + µg diferencijabilna u a i va�i

d(λf + µg)(a) = λdf(a) + µdg(a).

Teorema Neka su f, g : A→ R(A ⊂ Rm) diferencijabilne u taqki a. Tada su i funkcije fg i f/g difer-
encijabilne u taqki a (druga ako je g(a) 6= 0) i va�i

d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a),

d
(f
g

)
(a) =

g(a)df(a)− f(a)dg(a)

g(a)2
.

Naravno prethodne dve Teoreme mogu se formulisati i u terminima Jakobijevih matrica, gde va�e
analogna pravila raqunaǌa.
Teorema Neka su A ⊂ Rm i B ⊂ Rn otvoreni skupovi, f : A→ B i g : B → Rp. Ako je funkcija f diferen-
cijabilna u taqki a, a g diferencijabilna u taqki b = f(a), tada je kompozicija g ◦ f diferencijabilna
u taqki a i va�i

d(g ◦ f)(a) = dg(b) ◦ df(a),

gde je sa desne strane jednakosti kompozicija odgovaraju�ih linearnih preslikavaǌa. U terminima
Jakobijevih maatrica, sa desne strane je proizvod matrica g′(b) i f ′(a). Zapiximo posledǌu formulu
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eksplicitno preko Jakobijevih matrica. U tom kontekstu, oznaqimo koordinate u Rm sa x, a u Rn sa
y (ili ti oznaqimo funkciju f kao funkciju od x a g koa funkciju od y). Tada je Jakobijeva matrica
funkcije f u taqki a dat sa [

∂fj
∂xi

], gde je j = 1, . . . , n i i = 1, . . .m, doka je matrica g′(a) data sa [∂gk∂yj
], gde

je j = 1, . . . , n i k = 1, . . . p. Izvod slo�ene funkcije g ◦ f zapisujemo tada sa
∂(g1◦f)
∂x1

(a) . . . ∂(g1◦f)
∂xm

(a)
...

...
...

∂(gp◦f)
∂x1

(a) . . .
∂(gp◦f)
∂xm

(a)

 =


∂g1
∂y1

(b) . . . ∂g1
∂yn

(b)
...

...
...

∂gp
∂y1

(b) . . .
∂gp
∂yn

(b)

 ·

∂f1
∂x1

(a) . . . ∂f1
∂xm

(a)
...

...
...

∂fn
∂x1

(a) . . . ∂fn
∂xm

(a)

 .

Izjednaqavaǌem odgovaraju�ih elemenata imamo da je

∂(gk ◦ f)

∂xi
(a) =

n∑
j=1

∂gk
∂yj

(b)
∂fj
∂xi

(a).

Napomenimo jox da u specijalnom sluqaju p = 1 formula glasi

∂g(f1(x1, . . . , xm), f2(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))

∂xi
(a) =

∂g

∂y1
(b)

∂f1
∂xi

(a) +
∂g

∂y2
(b)

∂f2
∂xi

(a) + . . .+
∂g

∂yn
(b)

∂fn
∂xi

(a).

U prethodnom zapisu je notacija ∂g
∂yi

za parcijalni izvod g po i-toj promenǉivoj malo vextaqka, jer se
promenǉive y i ne pojavǉuju nigde. Otuda mo�e da bude zgodnija oznaka ∂ig.
Iz prethodne formule imamo i da izvod komutira sa linearnim preslikavaǌima. Preciznije, ukoliko
je preslikavaǌe g linearno, kako smo ranije primetili to je dg(a) = g, a samim tim za izvod kompozicije
imamo

d(g ◦ f)(a) = dg(b) ◦ df(a) = g ◦ df(a),

odnosno linearno preslikavaǌe g i diferencijal d su samo zamenili mesta.
Primenom prethodne teoreme i Bine - Koxijeve formule, za jakobijan slo�ene funkcije imamo da va�i
Posledica Neka su ispuǌeni uslovi prethodne teoreme i neka je jox m = n = p. Tada va�i

det(d(g ◦ f)(a)) = det dg(b) det df(a).

Teoreme o sredǌoj vrednosti
Za poqetak, poka�imo da za skalarne funkcije va�i isti reazultat kao u jednodimenzionalnom sluqaju
Teorema Neka je A ⊂ Rm otvoren skup, a = (a1, . . . , am) ∈ A i h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm takvi da je du�
(segment)

[a, a+ h] = {a+ th|t ∈ [0, 1]}
sadr�ana u A (primetimo da je iz otvorenosti skupa A ovo uvek sluqaj za h malo). Ako je f : A → R
neprekidna u svim taqkama [a, a + h] i diferencijabilna u svim taqkama (a, a + h) tada postoji taqka
c ∈ (a, a+ h) takva da je

f(a+ h)− f(a) = df(c)h =

m∑
i=1

∂f

∂xi
(c).

Dokaz se svodi na posmatraǌe funkcije g : R→ Rm date sa g(t) = a+ th. Posmatrajmo daǉe kompoziciju
ϕ = f ◦ g : R→ R. Za ǌu po Lagran�evoj Teoremi postoji θ ∈ (0, 1) takvo da je

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ).

Sa druge strane je, po teoremi o izvodu slo�ene funkcije ϕ′(θ) = f ′(g(θ))g′(θ). Daǉe, g′ = h, u svim
taqkama, dok je f ′ zadan uobiqajeno preko parcijalnih izvoda. Odatle imamo da je f ′(g(θ))g′(θ) =∑m
i=1

∂f
∂xi

(a+ θh)hi. Detaǉe pogledati u kǌizi.
Specijalno iz prethodne teoreme imamo qesto korix�enu procenu za diferencijabilne funkcije, datu
sa ∣∣f(a+ h)− f(a)

∣∣ =
∣∣df(c)h

∣∣ H(2,2)

6

( m∑
i=1

∣∣∣ ∂f
∂xi

(c)
∣∣∣2)1/2( m∑

i=1

h2i

)1/2

6 sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣df(a+ th)
∣∣∣∣∣∣∣∣h∣∣∣∣,

gde je u navedenom koraku korix�ena Koxi - Xvarcova nejednakost. Za vektorske funkcije ne postoji
analogija prethodne teoreme. Ipak, imamo alternativu u vidu prethodne nejednakosti. Preciznije
Teorema Neka je A ⊂ Rm otvoren skup, f : A → Rn neprekidno diferencijabilna funkcija i neka su
a, h ∈ Rm takve da [a, a+ h] ∈ A. Tada va�i∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣h∣∣∣∣ · sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣df(a+ th)
∣∣∣∣.

Dokaz pogledati u kǌizi.
Dakle, u vektorskom sluqaju ne mora postojati taqka u kojoj se dosti�e odgovaraju�a jednakost.
Jedna direktna posledica prethodne dve teorem je, sliqno kao u jednodimenzionalnom sluqaju, da jedino
konstantne funkcije na povezanom skupu imaju izvod nula.
Stav Neka je A ⊂ Rm oblast i f : A→ Rm diferencijabilna funkcija. Ako za svako a ∈ A va�i df(a) = 0,
tada je f konstantna funkcija.
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Problem u prethodnom je xto se ne mo�e direktno primeniti prethodna teorema, jer ona zahteva da je
funkcija definisana na du�i, dok skup A iako povezan, za dve taqke x, y ∈ A ne mora da sadr�i du�
koja spaja x i y. Sa tim u vidu pogledati dokaz u kǌizi.

Parcijalni izvodi vixeg reda. Tejlorova formula
Neka je funkcija f : A → R, gde je A ⊂ Rm oblast, takva da u svakoj taqki postoji parcijalni izvod
∂f
∂xi

. Kao i u jednodimenzionalnom sluqaju, tada je ∂f
∂xi

opet funkcija iz A u R te ima smisla raqunati
daǉe parcijalne izvode te funkcije, ukoliko postoje. Samim tim ∂

∂xj
( ∂f∂xi

) nazivamo drugim parcijalnim

izvodom i zapisujemo ga sa ∂2f
∂xj∂xi

. U sluqaju xi = xj koristimo zapis ∂2f
∂x2

i
, po analogiji sa jednodimen-

zionalnim sluqajem. Sliqno se daǉe definixu parcijalni izvodi proizvoǉnog reda.
Prirodno se postavǉa pitaǌe koliko se razlikuju parcijalni izvodi kada se zameni redosled difer-
enciraǌa, ∂2f

∂xj∂xi
i ∂2f

∂xi∂xj
. Iako u opxtem sluqaju nisu isti, za xta se mo�e pogledati primer u kǌizi,

u ve�ini razumnih sluqajeva redosled diferenciraǌa nije bitan. Preciznije va�i
Stav Neka f : A→ R ima druge mexovite parcijalne izvode

∂2f

∂xj∂xi
i

∂2f

∂xi∂xj
,

za sve x ∈ A, i neka su oni jox i neprekidni u taqki a ∈ A. Tada su oni u toj taqki i jednaki.
Dokaz pogledati u kǌizi.
Direktna posledica prethodnog stava je da ako su svi drugi parcijalni izvodi neprekidni u svim
taqkama (xto je uglavnom sluqaj kojim �emo se baviti), tada je redosled diferenciraǌa nebitan.
Primenom indukcije isto va�i i za izvode vixeg reda. Neka je f : A → R takva da je svaki n-ti
parcijalni izvod

∂nf

∂xin · · · ∂xi1
,

gde je i1, . . . , in ∈ {1, . . . ,m} i naravno mo�e biti jednakih, neprekidan. Tada je prethodni izvod isti
pri bilo kom rasporedu indeksa i1, . . . , in. Skup svih takvih funkcija, po analogiji sa prethodnim,
oznaqavamo sa Cn(A), a same takve funkcije nazivamo i n- puta neprekidno diferencijabilnim.
Tejlorova formula
Ako se setimo, Tejlorova formula sa ostatkom u Lagran�evom obliku, u jednodimenzionalnom sluqaju,
je glasila

f(a+ h)− f(a) =

n∑
k=1

1

k!
hk

dk

dxk
f(a) +

1

(n+ 1)!
hn+1 d

n+1

dxn+1
f(a+ θh).

Zapravo, sliqno kao teorema o sredǌoj vrednosti za skalarne funkcije, koja se svodila na Lagran�evu
Teoremu i raqunaǌe izvoda slo�ene funkcije, i prethodna formula se direktno prenosi na sluqaj
funkcija vixe promenǉivih. Ostaje dakle samo identifikovati oznake (kao uostalom ve�ina stvari
kod funkcija vixe promenǉivih).
Neka je dakle f ∈ Cn+1(A), gde je A oblast u Rm, i a, h ∈ Rm takvi da cela du� [a, a+h] ⊂ A. Oznaqimo sa
g : R→ Rm funkciju datu sa g(t) = a+ th, i sa ϕ = f ◦ g : R→ R. Kako je ϕ realna funkcija, po Tejlorovoj
formuli u Lagran�evom obliku imamo da je

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(0) +
1

2!
ϕ′′(0) · 1 + . . .+

1

n!
ϕ(n)(0) · 1n +

1

(n+ 1)!
ϕ(n+1)(θ) · 1(n+1),

gde je θ ∈ (0, 1). Prethodna primena je opravdana, jer je ϕ n + 1 puta diferencijabilna na intervalu
[0, 1]. Zaista, funkcija g ima parcijalne izvode svakog reda (koji su svi nula, osim prvog reda), dok je
f po pretpostavci n+1 puta diferencijabilna. Od svega dakle, ostaje da se izraquna xta je k-ti izvod
od ϕ.
Prvo za k = 1, prethodno imamo iz izvoda slo�ene funkcije, dakle

ϕ′(t) = f ′(g(t)) · g′(t) =
(
∂f
∂x1

(a+ th) . . . ∂f
∂xm

(a+ th)
)
·

h1
...
hm

 =
∂f

∂x1
(a+ th)h1 + . . .+

∂f

∂xm
(a+ th)hm.

Dakle, g je vektorska funkcija, i ǌene koordinatne funkcije gi su redom ai + thi, a izvod prethodnog
po t iznosi hi. Odatle, ǌena Jakobijeva matrica se sastoji od samo jedne kolone (jer je funkcija samo
jedne promenǉive). Sa druge strane, Jakobijeva matrica f se sastoji samo od jedne vrste, jer je f
skalarna funkcija, odakle svezajedno imamo prethodnu formulu. Tako�e, odavde vidimo direktno i da
je g′′(t) = 0.
Izraqunajmo sada drugi izvod, koji je prvi izvod prvog izvoda. Tada �e biti

ϕ′′(t) = (f ′(g(t)) · g′(t))′ = f ′′(g(t)) · g′(t) + f ′(g(t)) · g′′(t) = f ′′(g(t)) · g′(t) + 0.

U prethodnom smo proxli sa izvodom kroz proizvod matrica kao kroz uobiqajeni proizvod, preciznije
iskoristili smo da ako su A(t) i B(t) funkcije matrica koje mogu da se mno�e da e tada (A(t)B(t))′ =
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A′(t)B(t) +A(t)B′(t), xto se analogno pokazuje kao i formula za obiqno mno�eǌe. Dakle, sada ostaje da
se izraquna f ′′(g(t)).
Jedan naqin na koji mo�emo prethodno da izraqunamo jeste da ako posmatramo prethodni proizvod ma-
trica koji diferenciramo f ′(g(t)) · g′(t), tu je f ′(g(t)) gradijent, ali je zapisan kao vrsta a ne kao kolona
kako uobiqajeno zapisujemo vektore. Otuda da bi taj proizvod imao smisla, prethodno mo�emo da za-
pixemo sa (grad f(g(t)))T · g′(t). Otuda, treba da izraqunamo ((grad f(g(t)))T )′. Kako je transponovaǌe lin-
earno, to je prvo ((grad f(g(t)))T )′ = ((grad f(g(t)))′)T , a daǉe, kako je grad f : A→ Rm, vektorska funkcija,
ǌen izvod je zadat uobiqajeno Jakobijevom matricom. Preciznije, koordinatne funkcije gradijenta su
∂f
∂xi

, tako da je Jakobijeva matrica grad f data sagrad ∂f
∂x1

...
∂f
∂xm

 =


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x2∂x1

. . . ∂2f
∂xm∂x1

...
...

...
...

∂2f
∂x1∂xm

∂2f
∂x2∂xm

. . . ∂2f
∂x2

m

 .

Kako je daǉe u ptiaǌu slo�ena funkcija grad f(g(t)), to je ǌen izvod

(
grad f(a+ th)

)′
=


∂2f
∂x2

1
(a+ th) ∂2f

∂x2∂x1
(a+ th) . . . ∂2f

∂xm∂x1
(a+ th)

...
...

...
...

∂2f
∂x1∂xm

(a+ th) ∂2f
∂x2∂xm

(a+ th) . . . ∂2f
∂x2

m
(a+ th)

 ·
h1

...
hm

 ,

analogno kao u raqunu za prvi izvod. Najzad, ako jox transponujemo odgovaraju�e matrice, drugi izvod
funkcije ϕ je dat sa

ϕ′′(t) = hT ·


∂2f
∂x2

1
(a+ th) ∂2f

∂x2∂x1
(a+ th) . . . ∂2f

∂xm∂x1
(a+ th)

...
...

...
...

∂2f
∂x1∂xm

(a+ th) ∂2f
∂x2∂xm

(a+ th) . . . ∂2f
∂x2

m
(a+ th)

 · h =

m∑
i=1

m∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
hihj ,

gde se posledǌa jednakost dobija direktnim mno�eǌem matrica. Kvadratnu matricu iz prethodne jed-
nakosti [ ∂2f

∂xi∂xj
]mi,j=1 nazivamo jox i matrica drugog izvoda.

Drugi naqin da se prethodno izraquna je direktno. Dakle, iz prethodnog znamo da je

f ′(g(t))g′(t) =

m∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ th)hi.

Diferenciraǌem po t, imamo da je

ϕ′′(t) =

( m∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ th)hi

)′
=

m∑
i=1

( ∂f
∂xi

(a+ th)hi

)′
=

m∑
i=1

m∑
j=1

∂2f

∂xj∂xi
hjhi,

gde je samo iskorix�eno da je
d

dt

∂f

∂xi
(a+ th)hi =

m∑
j=1

∂2f

∂xj∂xi
hjhi,

u suxtini potpuno isto kao xto smo raqunali prvi izvod ϕ. Primetimo da u prethodnom ne moramo da
vodimo raquna o redosledu parcijalnih izvoda.
Nastavǉaju�i postupak (drugi naqin konkretno se lako pokazuje za sve izvode), dobija se da je

ϕ(k)(t) =

m∑
i1,i2,...,ik=1

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
(a+ th)hi1hi2 · . . . · hik .

Posledǌi izraz se jox oznaqava sa(
h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ . . .+ hm

∂

∂xm

)k
f(a+ th),

gde se koristi uobiqajeno stepenovaǌe u zagradi (tj. polinomijalna formula), ali kada se pojave par-
cijalni izvodi ne mno�imo ih, ve� diferenciramo funkciju f. Opet primetimo redosled nije bitan
pod datim pretpostavkama.
Na kraju sam zapis Tejlorove formule ispada previxe rogobatan u opxtem sluqaju pa ga ne�emo
navoditi u jednoj formuli. Preko posledǌeg zapisa mo�e se zapisati sa

f(a+h)−f(a) =

n∑
k=1

1

k!

(
h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ . . .+ hm

∂

∂xm

)k
f(a)+

1

(n+ 1)!

(
h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ . . .+ hm

∂

∂xm

)n+1

f(a+th).

Lokalni ekstremumi
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Kada imamo Tejlorovu formulu, sliqno kao u jednodimenzionalnom sluqaju mo�emo dati neophodne a i
dovoǉne uslove za lokalne ekstremume. Za poqetak
Definicija Neka je f : A→ R i a ∈ A. Ka�emo da je a lokalni maksimum (minimum) ako postoji okolina
U taqke a takva da je f(x) 6 f(a)(f(x) > f(a)) za sve x ∈ U. Ako je taqka bilo xta od prethodna dva
ka�emo da je a lokalni ekstremum.
Neophodni uslovi lokalnog ekstremuma su analogni
Stav Neka funkcija f : A → R, gde je A−oblast, u taqki a ∈ A ⊂ Rm ima sve parcijalne izvode prvog
reda i neka u toj taqki ima lokalni ekstremum. Tada su svi parcijalni izvodi u toj taqki jednaki
nuli.
Ako fiksiramo sve kordinate osim jedne i posmatramo funkciju g(x) = f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , am), ona
�e biti definisana na okolini (ai − r, ai + r) za r dovoǉno malo, jer je A otvoren skup. Tako�e, a �e
biti i lokalni ekstremum funkcije g. Odatle je, po Fermaovom stavu g′(ai) = 0, ali izvod funkcije g je
zapravo ∂f

∂xi
(a). Otuda sledi zakǉuqak stava.

Kao i ranije, taqke u kojima je izvod nula nazivaju se stacionarne taqke funkcije f.
Dakle, prethodni stav nam daje sve kandidate za lokalne ekstremume, uz napomenu da se radi o unutrax-
ǌim taqkama (pretpostavili smo sa otvorensoh�u skupa A da je a unutraxaǌa taqka, a i neophodno nam
je u dokazu). U jednodimenzionalnom sluqaju je daǉe uglavnom bilo jednostavno zakǉuqiti koje su od
tih taqaka zaista ekstremumi, tj. dovoǉno je bilo samo posmatrati znak izvoda levo i desno od te
taqke. Kako u vixedimenzionalnom sluqaju taqki mo�emo pri�i po mnogo smerova (ne samo dva kao
ranije), prethodno pitaǌe postaje komplikovanije.
Razvijmo f u Tejlorov polinom drugog stepena u okolini a. Kako su izvodi nula, to je

f(a+ h) = f(a) +
1

2!

m∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
f(a)hihj + o(‖h‖2).

Oqekujemo daǉe, da o(‖h‖2) ne utiqe na znak, tj. da li je razlika f(a+h)−f(a) pozitivna ili negativna
da zavisi samo od znaka

∑m
i,j=1

∂2f
∂xj∂xi

f(a)hihj . Pre nego xto preciziramo prethodno rezonovaǌe, treba
nam nexto linearne algebre, odnosno naqin na koji ispitujemo znak izraza

∑m
i,j=1 aijhihj .

Definicija Realna funkcija m promenǉivih data sa

Φ(h1, . . . , hm) =

m∑
i,j=1

aijhihj ,

naziva se kvadratna forma. Matrica A(Φ) = [aij ]
m
i,j=1 naziva se matrica kvadratne forme. Daǉe, pret-

postavǉamo da je matrica A uvek simetriqna, tj. da je aij = aji, odnosno AT = A (ovo nije opxti sluqaj,
ali matrica drugog izvoda je takva, xto je posledica jednakosti mexovitih izvoda). Za kvadratnu
formu ka�emo da je
1. Pozitivno (negativno) poludefinitna, ako je Φ(h1, . . . , hm) > 0, odnosno (6 0), za sve (h1, . . . , hm) ∈ Rm.
2. Pozitivno (negativno) definitna, ako je Φ(h1, . . . , hm) > 0, odnosno (< 0), za sve (h1, . . . , hm) ∈ Rm.
3. Promenǉivog znaka, ako postoje h1, h2 ∈ Rm takvi da je Φ(h1) < 0 a Φ(h2) > 0.
Primetimo i da formu mo�emo da zapixemo matriqno

Φ(h1, . . . , hm) =

m∑
i,j=1

aijhihj = hTAh,

gde je h = (h1, . . . , hm).
Za ispitivaǌe definitnosti, koristimo slede�i Silvesterov kriterijum
Stav Neka je

A(Φ) =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

...
am1 am2 · · · amm


simetriqna matrica kvadratne forme Φ: Rm → R i neka su

A1 = a11, A2 = det

(
a11 a12
a21 a22

)
, . . . Am = detA(Φ),

determinante ǌenih glavnih minora. Tada va�i
1. Φ je pozitivno definitna ako i samo ako su svi Ai pozitivni, tj.

A1 > 0, A2 > 0, . . . , Am > 0.

2. Φ je negativno definitna ako i samo ako Ai naizmeniqno meǌaju znak (ili ti da su (−1)nAn pozitivni),
tj. ako je

A1 < 0, A2 > 0, A3 < 0, . . .
8



Pre formulisaǌa dovoǉnih uslova lokalnog ekstremuma neophodno je jox jedno tvr�eǌe
Stav Neka je A ⊂ Rm i aij : A → R neprekidne funkcije, takve da je jox aij(x) = aji(x). Oznaqimo sa Φx
kvadratnu formu sa matricom [aij(x)] za svako x ∈ A. Ako je za neko a ∈ A, kvadratna forma Φx pozitivno
definitna, tada postoji okolina U taqke a, takva da je Φx pozitivno definitna za svako x ∈ U.
Kako je determinanta (jer je samo proizvod i zbir unosa matrice) neprekidna funkcija, to su sve
funkcije

A1(x) = a11(x), , A2(x) = det

(
a11(x) a12(x)
a21(x) a22(x)

)
, . . . , Am(x) = detA(Φx).

neprekidne. Kako su sve one pozitivne u taqki a, po Silvesterovom kriterijumu, to za svaku od funkcija
Ai(x) posotji okolina na kojoj je ona stalnog znaka, tj. pozitivna. Na preseku svih tih okolina, xto je
opet okolina taqke a, je svaka od ǌih pozitivna, a samim tim, opet po Silvesterovom kriterijumu, Φ
je pozitivno definitna u svakoj taqki iz te okoline.
Formuliximo sada dovoǉne uslove lokalnog ekstremuma
Teorema Neka je A ⊂ Rm otvoren, a ∈ A i f ∈ C2(A), pri qemu je a stacionarna taqka funkcije f. Neka
je Φ kvadratna forma koja je zadata drugim izvodom f, tj.

Φ(h1, . . . , hm) =
∂2f

∂xj∂xi
f(a)hihj .

Tada:
1. Ako je kvadratna forma Φ pozitivno definitna, funkcija f ima strogi lokalni minimum u taqki a.
2. Ako je kvadratna forma Φ negativno definitna, funkcija f ima strogi lokalni maksimum u taqki a.
3. Ako forma Φ meǌa znak, tada f nema u a lokalni ekstremum.
Dokaz pogledati u kǌizi, ali nije neophodno.
Prethodna teorema, iako tehniqki nije jednostavna za dokaz, nema neoqekivan zakǉuqak. Prema rezono-
vaǌu sa poqetka, deo 1. odgovara tome da je f(a+h)− f(a) > 0, tj. da je f(a+h) > f(a) i analogno za deo
2. Deo 3. nema analogiju u jednodimenzionalnom sluqaju, ali ni on nije neoqekivan, tj. odgovara tome
da f(a+ h)− f(a) meǌa znak, dakle, a nije ekstremum.
Naravno, ostaje problem ukoliko je forma drugog izvoda poludefinitna, dakle ukoliko ima vektora h,
na kojima je Φ(h) = 0, gde mora eksplicitno da se proverava da li je a ekstremum. Tako�e, napomenimo
opet da se prethodno odnosi samo na unutraxǌe taqke domena funkcije (kao i u jednodimenzionalnom
sluqaju, izme�u ostalog). Ispitivaǌem ruba domena bavi�emo se kasnije.
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