
Osnovne osobine funkcija
Naredna oblast koju prelazimo odnosi se na funkcije, a kao i u sluqaju nizova, navjixe nam je od
interesa ǌihovo graniqno ponasaǌe. Za poqetak rezimiramo neke osnovne osobine funkicja. Prvo, bav-
imo se realnim funkcijama realne promenǉive (xto �emo uglavnom zvati samo funkcija), preciznije
funkcijama f : A → R, gde je A ⊂ R. Uobiqajeno, A nazivamo domen, a R kodomen funkcije. Za razliku
od opxteg sluqaja funkcije na skupu, gde je unapred podrazumevano xta je domen funkcije, kako se
funkcije uglavnom zadaju preko analitiqkih izraza poput

√
x, sinx, ex, . . . za domen �emo podrazumevati

maksimalni podskup od R na kome taj analitiqki izraz ima smisla.
Napomena U prethodnom treba paziti, primera radi izraz x2

x formalno nema smisla za x = 0, iako tu
mo�e da se dodefinixe tako da funkcija ostane ”smislena”. Kasnije �emo videti jox ovakvih primera,
gde samo to dodefinisaǌe ne�e biti oqigledno kao u ovom primeru, a napomena je dakle da takve taqke,
ovako kako smo mi definisali domen, nisu u domenu.
Definiximo sad nekoliko osnovnih osobina funkcija
Definicija Za skup A ⊂ R ka�emo da je simetriqan ukoliko va�i x ∈ A ⇒ −x ∈ A. Za funkciju
f : A→ R, definisanu na simetriqnom skupu A, ka�emo da je parna ukoliko va�i f(x) = f(−x), odnosno
neparna ukoliko va�i f(−x) = −f(x).
Prethodna notacija dolazi od stepenih funkcija, gde imamo da su funkcije x2n parne, a funkcije x2n+1

neparne. Jox neke primere �emo imati kasnije, kod trigonometrijskih funkcija.
Definicija Za funkciju f : A → R ka�emo da je periodiqna ukoliko postoji T > 0, takvo da je
f(x + T ) = f(x) (naravno podrazumevamo da je domen takav da izraz ima f(x + T ) ima smisla). Naj-
maǌi takav pozitivan broj T, ukoliko postoji, nazivamo osnovni period funkcije f.
Osnovni primeri periodiqnih funkcija su trigonometrijske funkcije, xto �emo videti kasnije.
Primetimo da funkcija mo�e da bude periodiqna ali da nema osnovni period. Primera radi, posma-
trajmo funkciju

χ(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x /∈ Q,

koja se jox qesto naziva Dirihleova funkcija. Ona je periodiqna, jer za svaki racionalan broj q
imamo da je χ(x + q) = χ(x), jer je zbir dva racionalna opet racionalan broj, a zbir iracionalnog i
racionalnog je iracionalan. Sa druge strane, kako ne postoji najmaǌi pozitivan racionalan broj, to
ova funkcija nema osnovni period.
Definicija Neka je B ⊂ A ⊂ R i f : A→ R. Tada ka�emo da je funkcija f
1. rastu�a na B, ukoliko va�i x1, x2 ∈ B, x1 6 x2 ⇒ f(x1) 6 f(x2)
2. strogo rastu�a na B, ukoliko va�i x1, x2 ∈ B, x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)
3. opadaju�a na B, ukoliko va�i x1, x2 ∈ B, x1 6 x2 ⇒ f(x1) > f(x2)
4. strogo opadaju�a na B, ukoliko va�i x1, x2 ∈ B, x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).
Ukoliko f zadovoǉava bilo koji od prethodnih uslova ka�emo da je monotona, a ukoliko zadovoǉava
neki od uslova 2 ili 4 ka�emo da je strogo monotona.
Definicija Za funkciju f(A) → R ka�emo da je ograniqena odozgo (odozdo, ograniqena), ukoliko je
ǌen skup vrednosti {f(x)|x ∈ A} ograniqen odozgo (odozdo, ograniqen respektivno).

Graniqna vrednost funkcije

Definicija Neka je f : A → R funkcija i a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa A. Ka�emo da je b ∈ R
graniqna vrednost funkcije f u taqki a, u oznaci limA3x→a f(x) = b ako za svaku okolinu V taqke b
postoji okolina U taqke a, takva da je f((U ∩A) \ {a}) ⊂ V. Preciznije

lim
A3x→a

f(x) = b⇔ (∀V -okolina b)(∃U-okolina a)(x ∈ U ∩A, x 6= a⇒ f(x) ∈ V ).

Oznaka A skupa po kome se uzima limes uglavnom se ne naglaxava tj. graniqnu vrednost zapisujemo
samo sa limx→a f(x). Tako�e, kao kod nizova koristimo i oznake f(x)→ b, x→ a...
Primetimo odmah dve razlike u odnosu na definiciju limesa niza. Prvo, nismo pomiǌali taqke
nagomilavaǌa, jer kod nizova smo jedino razmatrali limes u beskonaqnosti, xto je taqka nagomilavaǌa
skupa N, te o tome i nismo morali da vodimo raquna. Drugo, u startu smo iskǉuqili samu vrednost
funkcije u taqki a (ukoliko je funkcija uopxte definisana u toj taqki). Opet o ovome nismo morali da
vodimo raquna kod nizova iz istog razloga, naime niz svakako nije definisan u taqki +∞. Ideja iza
toga je da limes odre�uju vrednosti funkcije blizu te taqke, a ne vrednost u samoj taqki, odakle i naziv
graniqno ponaxaǌe. Kako �e nam se prethodni sluqaj qesto pomiǌati, oznaqimo skup iz definicije sa
◦
U, preciznije, ukoliko je U okolina taqke a, tada je

◦
U = U \ {a}.

Prethodni skup se jox naziva i probuxena okolina taqke a.
Definicija limesa ima smisla i kada su a ili b jednaki ±∞. Ako zanemarimo tih nekoliko sluqajeva,
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mo�emo zadati operativniju definiciju limesa, tzv. ε− δ defiiciju koja glasi

lim
x→a

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)(0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε).

Ekvivalentnost definicija sledi iz toga xto svaka okolina taqke sadr�i neku ε-okolinu te taqke.
U sluqaju da je a = +∞ (ili −∞), kako su okoline +∞ oblika (M,+∞) imamo elvivalentnu definiciju

lim
x→∞

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃M)(∀x ∈ A)(x > M ⇒ |f(x)− b| < ε),

dok u sluqaju −∞, meǌamo odgovaraju�i znak. Na kraju ukoliko je npr. b = +∞, definicija se qita sa

lim
x→a

f(x) = +∞⇔ (∀M)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)(0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > M),

gde je opet pretpostavǉeno da je a konaqan broj.
Primeri
1. Ilustracije radi, za napomenuto da vrednost funkcije u samoj taqki ne utiqe na graniqnu vrednost,
posmatrajmo funkciju datu sa

f(x) =

{
1, x 6= 0,

0, x = 0
.

Tada je limx→0 f(x) = 1.
2. limx→+∞

1
x = limx→−∞

1
x = 0. Ovo se dokazuje sliqno kao odgovaraju�e tvr�eǌe za nizove. Neka je

ε > 0, tada postoji N takvo da je 0 < 1
N < ε, odatle za x > N imamo da je 0 < 1

x <
1
N < ε, odakle je prvi

limes nula. Kako je i −ε < − 1
N < 0, to je za x < −N i −ε < − 1

N < 1
x < 0, odakle je i drugi limes nula.

U prethodnom primeru je limes uzet po domenu funkcije 1
x , skupu R \ {0}.

3. Primetimo da ranije definisana Dirihleova funkcija, nema graniqnu vrednost ni u jednoj taqki.
Zaista, za svako a ∈ R i za svako δ > 0, u okolini (x − δ, x + δ) ima i racionalnih i iracionalnih
brojeva, gde ona uzima vrednost 1 odnosno 0. Odatle, ne mogu sve vrednosti u toj okolini biti ε blizu
nekom b.
Jedan sluqaj limesa kada �e nam od interesa biti domen, je kada posmatramo limes u taqki a samo sa
desne strane, odnosno preko brojeva koji su strogo ve�i od a i analogno sa leve strane. Ovu situaciju
preciziramo defiicijom.
Definicija Neka je a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa A ∩ (a,+∞) = {x ∈ A|x > a}, i f : A → R. Vred-
nost lim

A∩(a,+∞)3x→a
f(x), ukoliko postoji, nazivamo desnim limesom funkcije f u taqki a i oznaqavmo

sa limx→a+ f(x) ili f(a + 0). Analogno se definixe leva graniqna vrednost, u oznaci limx→a− f(x) ili
f(a− 0).
Primeri
1. Sliqno kao u prethodnom primeru 2, mo�e se videti da je limx→0+

1
x = +∞, kao i limx→0−

1
x = −∞.

2. Posmatrajmo funkciju ceo deo f(x) = [x] i pogledajmo ǌeno graniqno ponaxaǌe u celobrojnim
taqkama. Neka je n ∈ Z i neka je δ > 0. Ukoliko je x ∈ (n, n + δ), tada je x ve�e od n, ali ako iz-
aberemo δ < 1, tada x ne�e biti ve�e od slede�eg celog broja n + 1, tj. n < x < n+ 1. Tada je f(x) = n.
Odavde je limx→n+[x] = n. Sa druge strane, za x ∈ (n − δ, n), opet za δ izabrano koje je dovoǉno malo
imamo da je n− 1 < x < n, odakle je [x] = n− 1, za sve x ∈ (n− δ, n). Odatle je limx→n−[x] = n− 1.
Jox neki primeri mogu se na�i u kǌizi.
Napomenimo jox da ukoliko postoji obiqan limes u a, tada postoje i levi i desni i oba su jednaka
obiqnom limesu. Taqnije, postoje oni koji imaju smisla (tj. postoje sa one strane sa koje je a taqka
nagomilavaǌa odgovaraju�eg skupa). Tako�e, va�i i obrnuto, ukoliko postoje i levi i desni limes i
jednaki su, tada postoji i obiqan limes koji je jednak sa ostalima.
Primetimo da limes funkcije u taqki a ne mora da postoji, a da opet limes mo�e da postoji po nekim
nizovima koji konvergiraju ka a. Npr. ukoliko je f(x) Dirihleova funkcija, tada ne postoji limx→∞ f(x)
(potpuno analogno nekom prethodnom primeru), dok postoji limn→∞ f(n) = limN3x→∞ f(x) = 1. Slede�a
va�na Teorema daje vezu, koja se jox naziva i Hajneova, ova dva pojma.
Teorema Graniqna vrednost funkcije f : A → R u taqki a ∈ R jednaka je b ∈ R ako i samo ako za svaki
niz taqaka xn ∈ A \ {a} takav da je limn→∞ xn = a va�i limn→∞ f(xn) = b.
Dokaz pogledati u kǌizi.
Dakle, posledǌa dva limesa limn→∞ xn = a i limn→∞ f(xn) = b su limesi nizova. Prethodna teorema nije
zgodna u praksi za raqunaǌe limesa, jer dakle mora da se proveri limes po svakom nizu koji konvergira
ka a, kojih mo�e da bude jako mnogo. Sa druge strane, mo�e biti zgodna u teoriji za prenoxeǌe nekih
svojstava koje va�e za nizove na odgovaraju�a svojstva za funkcije, xto �emo videti. Tako�e, u praksi
se qesto koristi ǌena posledica, da ako mogu da se na�u dva niza xn i yn koja oba konvergiraju ka a, a
f(xn) i f(yn) ne konvergiraju ka istim vrednostima, tada ne postoji limes funkcije f(x) kad x te�i a.
Neki primeri se mogu na�i u kǌizi.
Osnovna svojstva graniqnih vrednosti funkcija su analogna odgovaraju�im svojstvima graniqnih vred-
nosti nizova.
Stav Ukoliko funkcija f ima limes u taqki a, on je jednoznaqno odre�en.
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Stav Ukoliko funkcija f ima konaqnu graniqnu vrednost u taqki a, tada postoji okolina U taqke a na
kojoj je funkcija f ograniqena.
Ukoliko je b konaqna graniqna vrednost iz formulacije, ukoliko uzmemo npr. okolinu (b− 1, b+1), tada

postoji okolina U takva da je f(
◦
U) ⊂ (b− 1, b+1), odnosno skup vrednosti f na toj okolini je ograniqen

(odozgo sa b+ 1 a odozdo sa b− 1).
Analogno, limes se lepo sla�e sa algebarskim operacijama
Stav Neka su f, g : A→ R takve da je limx→a f(x) = b i limx→a g(x) = c. Tada va�i:
1. limx→a f(x)± g(x) = b± c.
2. limx→a f(x)g(x) = bc.

3. limx→a
f(x)
g(x) = b

c , ukoliko je c 6= 0.

Dokaz Tvr�eǌe se mo�e dokazati direktno, a ovde �e biti pokazano preko Hajneove Teoreme. Neka je
xn proizvoǉan niz taqaka A koji konvergira ka a i za koji je xn 6= a. Po Hajneovoj Teoremi je tada i
limn→∞ f(xn) = b i limn→∞ g(xn) = c. Po analognom tvr�eǌu za nizove je tada i 1. limn→∞ f(xn)± g(xn) =
b± c.
2. limn→∞ f(xn)g(xn) = bc.

3. limn→∞
f(xn)
g(xn)

= b
c , ukoliko je c 6= 0.

Kako je xn bio proizvoǉan niz koji konvergira ka a, prethodno je taqno za svaki takav niz. Time je,
opet po Hajneovoj Teoremi, prethodno taqno i za graniqne vrednosti funkcija.
U prethodnoj teoremi nije neophodno da funkcije f i g imaju isti domen (formulisano je tako samo
jednostavnosti radi). Generalno govore�i, graniqna vrednost u taqki a ima smisla ako je funkcija
definisana na nekoj okolini taqke a, a tako�e i zavisi samo od vrednosti na toj okolini. Odatle
je dovoǉno da obe funkcije budu definisane dovoǉno blizu taqke a, xto �e uglavnom biti da su obe
definisane na nekoj okolini taqke a. Opxtije dovoǉno je da obe budu definisane na skupu kome je a
taqka nagomilavaǌa. Ova napomena u principu va�i uvek kada razmatramo graniqne vrednosti vixe
funkcija u jednoj taqki.
Stav Neka je limx→a f(x) = b i limx→a g(x) = c (opet, f i g su definisane na nekoj okolini taqke a) i neka

je b < c. Tada postoji okolina Utaqke a takva da je f(x) < g(x) za sve x ∈
◦
U. Znak < mo�e se zameniti sa

> .
Zaista mo�emo da izaberemo ε > 0 tako da je b+ ε < c− ε, a tada �e postojati okoline U1 i U2, takve da

je f(
◦
U1) ⊂ (b− ε, b+ ε) i g(

◦
U2) ⊂ (c− ε, c+ ε). Tada, na preseku ovih okolina, �e va�iti zakǉuqak teoreme.

Kontrapozicijom dobijamo

Posledica Ako je za neku okolinu U taqke a ispuǌeno f(x) 6 g(x) za sve x ∈
◦
U, tada je limx→a f(x) 6

limx→a g(x). Znak 6 mo�e se zameniti sa > .

Stav Neka su f, g, h : A→ R funkcije takve da je f(x) 6 g(x) 6 h(x) za sve x ∈
◦
U, gde je U okolina taqke a

koja je taqka nagomilavaǌa skupa a. Ukoliko je limx→a f(x) = limx→a h(x) = b ∈ R, tada je i limx→a g(x) = b.
Dokaz je analogan dokazu odgovaraju�eg svojstva kod nizova i mo�e se pogledati u kǌizi. Tako�e mo�e
se dokazati i preko Hajneove Teoreme sliqno kao tvr�eǌe o algebarskim svojstvima limesa.

Eksponencijalna, Logaritamska i Stepena funkijca

Ukoliko je a ∈ R i a > 0, do sada smo defnisiali xta je aq, gde je q ∈ Q. Ostaje dakle da se vidi smisao
te oznake za proizvoǉan realan broj, kao i svojstva koja ima odgovaraju�a funkcija. Kroz prethodno
ne�emo pro�i formalno, i dokazi za tvrdeǌa navedena u ovoj glavi ne�e biti navo�eni. Naravno,
zainteresovani qitaoci ih mogu pogledati u kǌizi.
Za poqetak, od ranije znamo da eksponencijalna funkcija ima svojstva

ar1+r2 = ar1ar2 , (ar1)r2 = ar1r2 ,

za svaka dva racionalna broja r1 i r2. Va�i jox i
1. r1 < r2 ⇒ ar1 < ar2 , ukoliko je a > 1, odnosno ar1 > ar2 , ukoliko je a < 1.
2. lim

Q3r→r0
ar = ar0 .

Napomenimo samo da je svojstvo 1. posledica toga da je (pretpostavǉamo da je a > 1) am < an, ukoliko
je m < n (xto je posledica aksioma) i monotonosti korena, tj. ako je 0 < x < y tada je i n

√
x < n

√
y (xto

je posledica toga da je xn < yn, xto sledi iz aksioma).
Neka je sad x ∈ R i a > 1. Oznaqimo sa A = {ar|r ∈ Q, r < x} i B = {ar|r ∈ Q, r > x}. Iz svojstva jedan
imamo da je svaki element skupa A doǌe ograniqneǌe skupa B kao i da je svaki element skupa B gorǌe
ograniqeǌe skupa A. Otuda postoje s = supA i i = inf B a iz prethodnog imamo i da je s 6 i. Zapravo iz
prethodnog svojstva 2. imamo da je i = s. Ukoliko uzmemo da je r1 < x < r2, tada je i ar1 6 s 6 i 6 ar2 , a
odatle

0 6 i− s 6 ar2 − ar1 = ar1(ar2−r1 − 1) 6 s(ar2−r1 − 1).

Kako mo�emo izabrati da r2 − r1 → 0, a iz svojstva 2. imamo da ar → 1 kad r → 0, posledǌi dobijeni
izraz u prethodnoj nejednakosti se mo�e uqiniti proizvoǉno malim. Otuda mora biti i = s.

3



Definciija Neka je x ∈ R i a > 1. Definixemo ax = i = s. Funkciju x → ax nazivamo eksponencijalna
funkcija sa osnovom a.
Eksponencijalna funkcija zadr�ava sva svojstva koja ima i na racionalnim brojevima
Stav Neka je a > 1. Tada va�i
1. lim

Q3r→x
ar = ax, za svako x ∈ R.

2. x1 < x2 ⇒ ax1 < ax2 za sve x1, x2 ∈ R.
3. ax1+x2 = ax1ax2 i (ax1)x2 = ax1x2 za sve x1, x2 ∈ R.
4. lim

x→x0

ax = ax0 .

5. x→ ax je funkcija iz R na (0,+∞).
Sluhcaj kada je 0 < a < 1 je analogan osim xto se meǌa monotonost.
Iz svojstava 2. i 5. imamo da je funkcija f(x) = ax bijekcija izme�u R i (0,+∞). ǋena inverzna
funkcija f−1 : (0,+∞) → R naziva se Logaritamskom funkcijom sa osnovom a, i oznaqava se sa loga x.
Dakle, va�i

loga x = y ⇔ x = ay.

Stav Neka je a > 0, a 6= 1, y0, y1, y2 > 0. Tada:
1. loga a = 1, loga 1 = 0.
2. loga(y1y2) = loga y1 + loga y2.
3. Za a > 1 va�i y1 < y2 ⇔ loga y1 < loga y2, dok za a < 1 va�i y1 < y2 ⇔ loga y1 > loga y2.
4. lim

y→y0
loga y = loga y0.

Prethodna svojstva su samo reformulacija odgovaraju�ih svojstava eksponencijalne funkcije.
Specijalno, za a = e, koristimo oznaku ln umesto loge .
Po prethodnom, sada za svaki pozitivan broj a, izuzev 1, imamo definisano xta je ab za svako b ∈ R.
Ukoliko dodefinixemo jox 1b = 1 i fiksiramo eksponent a meǌamo osnovu, dobijamo funkciju koju
nazivamo stepena funkcija. Preciznije, stepena funkcija, sa stepenom α ∈ R je funkcija f(x) : R 7→
Rx→ xα. Opet, prethodna svojstva reformulisana u terminima ove funkcije glase
Stav Neka je x > 0, α, β ∈ R, a > 0 i a 6= 1. Tada va�i
1. xα = aα loga x.
2. loga x

α = α loga x.
3. (xalpha)β = xαβ .
4. Za α > 0 funkcija x→ xα je strogo rastu�a, dok je za α < 0 strogo opadaju�a.
5. Za α 6= 0, funkcija x→ xα preslikava (0,+∞) na (0,+∞).
U nekim sluqajevima definicija stepene funkcije mo�e se proxiriti na ceo R. Naime ukoliko je α = p

q

i ako je q neparan broj, tada za x < 0 uzimamo da je

xα =

{
|x|α, p− paran
−|x|α, p− neparan.

Tako�e, za α > 0 uzimamo da je 0α = 0.

Trigonometrijske funkcije
Ovaj deo pogledati u kǌizi u poglavǉu 4.4 do dela Polarne koordinate i trigonometrijski oblik
kompleksnog broja

Teorema o smeni promenǉive u limesu
Pretpostavimo da smo u situaciji da je limx→a f(x) = b i limx→b g(x) = c. Postavǉa se prirodno pitaǌe
da li postoji limx→a g ◦ f(x) i da li on iznosi c. Zapravo, ukoliko kompozicija ima smisla, imali bi

slede�e. Neka je V okolina c, pa kako g(x)→ c kad x→ b to postoji okolina U1 od b, takva da je g(
◦
U1) ⊂ V.

Daǉe, kako f(x)→ b kad x→ a, to postoji okolina U2 od a, takva da je f(
◦
U2) ⊂ U1. Tada za kompoziciju

imamo g ◦ f(
◦
U2) = g(f(

◦
U2)) ⊂ g(U1), xto bi oqekivali da je daǉe podskup V, jer je g(

◦
U1) podskup od V.

Me�utim problem mo�e da nastane ako g uzima vrednost u taqki b koja nema veze sa ǌenim limesom u
taqki c. U skladu sa time, posmatrajmo slede�i primer
Neka je g(x) = 1 za x 6= 0 i neka je g(0) = 0, i neka je f(x) = x sin 1

x . Tada je limx→0 g(x) = 1, a direktno se
proveri da je limx→0 f(x) = 0 (kako je | sinx| 6 1, to je −x 6 x sin 1

x 6 x, pa mo�e odatle po Teoremi o dva
policajca). Me�utim, kompozicija g(f(x)) nema limes kada x→ 0. Iskoristi�emo Hajneovu Teoremu, pa
neka je xn = 1

nπ , xto te�i nuli. Tada je f(xn) = 0, a odatle je g(f(xn)) = 0. Sa druge strane, ako uzmemo
niz yn = 1

π/2+2nπ , koji tako�e te�i nuli, imamo da je f(yn) = 1
π/2+2nπ , jer je sin u odgovaraju�im taqkama

jednak jedinici. Tada je g(f(yn)) = 1, te funkcija nema limes po Hajneovoj Teoremi.
Dakle, problem je bio u tome xto vrednost funkcije g u nuli nema veze sa ǌenim limesom u nuli, a
funkcija f mo�e da uzme vrednost nula u odgovaraju�im taqkama. Jedan naqin da se to prevazi�e daje
nam slede�a teorema, koja se nazima Teorema o smeni promenǉive, a kasnije �emo videti da ukoliko je
funkcija g iole razumna, to ne moramo da vodimo raquna o prethodnom. Za sada
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Teorema Neka je
1. B ⊂ R, b ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa B, g : B → R i limx→b g(x) = c.
2. A ⊂ R, a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa A, f : A→ B, i za svaku okolinu V taqke b postoji okolina U

taqke a takva da je f(
◦
U) ⊂

◦
V . Tada je

lim
x→a

g ◦ f(x) = c.

Primetimo da je uslov 2. jaqi od toga da je limx→a f(x) = b. Dakle, osim toga xto zahtevamo da je f(x)
blizu b kada je x blizu a, tra�imo i da ima okolinu na kojoj nigde ne uzima vrednost b, da ne bi mogla
da se desi situacija iz prethodnog primera. Tako�e, ukoliko imamo uslov 2, nastavǉaju�i rezonovaǌe

sa poqetka vidimo da je tada g ◦ f(
◦
U2) = g(f(

◦
U2)) ⊂ g(

◦
U1) ⊂ V, odakle i sledi zakǉuqak teoreme.

Primenom prethodne teoreme mogu se izraqunati neki osnovni limesi. Detaǉe pogledati u kǌizi.
Stav
1. lim

x→∞
(1 +

1

x
)x = e i lim

x→−∞
(1 +

1

x
)x = e.

2. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

3. lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e.

4. lim
x→0

ax−
x

= ln a.

5. lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α.

Graniqna vrednost monotone funkcije
Sliqno kao kod nizova uz pretpostavku o monotonosti funkcije, za postojaǌe konaqne graniqne vred-
nosti neophodno je i dovoǉno da funkcije bude ograniqen. Preciznije
Stav Neka je f : A → R rastu�a funkcija i neka su jox i = inf A i s = supA taqke nagomilavaǌa skupa
A. Tada postoje limx→s f(x) i limx→i f(x). Da bi prvi od tih limesa bio konaqan neophodno je i dovoǉno
da je f ograniqena odozgo. Analogno va�i za opadaju�u funkciju.
Ideja dokaza je ista kao kod nizova. Ukoliko je f ograniqena odozgo, oznaqimo sa b = sup{f(x)|x ∈ A, x 6=
s}. Tada za ε > 0, kako b − ε vixe nije gorǌe ograniqeǌe navedenog skupa, to postoji x0 ∈ A i x0 6= s,
takvo da je b − ε < f(x0) 6 b. Ali tada zbog monotonosti funkcije f, za sve x ∈ (x0, s) ∩ A, imamo da je
b− ε < f(x0) 6 f(x) 6 b, tj. b = limx→s f(x). Ostale detaǉe dokaza pogledati u kǌizi.
Direktna posledica prethodnog stava je da monotona funkcija ima levi i desni limes u svakoj taqki
domena (naravno, ukoliko su taqke nagomilavaǌa odgovaraju�ih skupova).
Posledica Neka je f : A → R monotona funkcija i neka je a taqka nagomilavaǌa skupova {x ∈ A|x < a}
i {x ∈ A|x > a}. Tada postoje limx→a+ f(x) i limx→a− f(x).
Dokaz je posledica prethodnog stava, jer je pod datim pretpostavkama a = sup{x ∈ A|x < a}, kao i
a = inf{x ∈ A|x > a}.
Primetimo da monotona funkcija ne mora da ima limes u svakoj taqki. Npr. ako uzmemo da je

f(x) =

{
x, x ∈ [0, 1]

x+ 1, x ∈ (1, 2]

tada je f rastu�a, ali nema limes za x = 1.

Asimptotske oznake
Za konkretno raqunaǌe graniqnih vrednosti, qesto nam nije va�no da znamo taqno koliko neka funkcija
iznosi, ve� kog je ona ”reda veliqine” u odnosu na ostale funkcije koje se pojavǉuju u toj graniqnoj
vrednosti. Drugaqije reqeno, va�nije nam je da znamo koji nam je deo funkcije zanemariv, a koji
je bitan, da bi se izraqunala data graniqna vrednost. Primera radi, ako pogledamo poznati limes
limx→0

sin x
x = 1, iako znamo da je sinx 6 x, razlika x − sinx je zanemariva, preciznije zanemarivo je

mala u odnosu na imenilac x i samim tim ne utiqe na graniqnu vrednost. Otuda imamo motivaciju za
narednu definiciju
Definicija Neka su f i g definisane u nekoj okolini U taqke a. Ka�emo da je f beskonaqno mala u
odnosu na funkciju g i pixemo

f = o(g), x→ a,

ukoliko posotji funkcija α(x), definisana na toj okolini U, takva da je f(x) = α(x)g(x), za x ∈
◦
U i

α(x)→ 0, kada x→ a. Prethodno se qita i kao f je malo o od g.
Primetimo da ukoliko je koliqnik f

g definisan na nekoj okolini taqke a, tj. ako postoji okolina taqke
a na kojoj je g(x) 6= 0 (osim eventualno u taqki a), tada va�i ekvivalencija f = o(g) ako i samo ako je
limx→a

f(x)
g(x) = 0, xto �e biti najqex�i sluqaj sa kojim �emo se sretati u praksi.

Osnovni primer, na koji �emo te�iti da svedemo sve funkcije i o qemu �e biti reqi kasnije, se odnosi
na stepene funkcije. Naime, za n > m je xn = o(xm) kad x→ 0. Tako�e je i xm = o(xn) kada x→∞.
Iz definicije, a konkretno i iz prethodnog primera, vidimo da o(g) nije jedna funkcija, ve� pravilnije
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reqeno predstavǉa familiju funkcija koje su oblika nexto xto te�i nuli puta g. Otuda, ukoliko
je f = o(g) nepravilno je napisati o(g) = f. U principu, pravilnije bi bilo pisati f ∈ o(g), ali
tradicionalno se koristi oznaka =, a tako�e je zgodnije jer mo�e da se primeni u konkretnom raqunu.
Definicija Neka su f, g funkcije definisane na nekoj okolini U taqke a. Ka�emo da je f veliko O od
g, kad x → a, ukoliko postoji funkcija β : U → R, koja je ograniqena i va�i f(x) = β(x)g(x). Prethodno
zapisujemo sa f = O(g). Ukoliko je istovremeno f = O(g) i g = O(f) ka�emo da su f i g istog reda kada
x→ a.
Oko notacije sa velikim O va�i isto xto je reqeno i za malo o. Slede�i stav karakterixe situaciju
kada su f i g istog reda.
Stav Funkcije f i g su istog reda kada x→ a, ako i samo ako postoje pozitivne konstante c1 i c2 takve
da va�i

c1|g(x)| 6 |f(x)| 6 c2|g(x)|,
za sve x ∈ U, gde je U okolina taqke a.
Dokaz pogledati u kǌizi.
Posledǌa od asimptotskih relacija je
Definicija Ako postoji okolina U taqke a i funkcija γ, takva da je f(x) = γ(x)g(x) i limx→a γ(x) = 1,
ka�emo da su funkcije f i g asimptotski ekvivalentne kada x→ a, xto zapisujemo sa f ∼ g, (x→ a).
Mo�e se pokazati da je ∼ relacija ekvivalencije.
Vezu izme�u prethodno uvedenih pojmova daje
Stav f ∼ g(x→ a) ako i samo ako je f = g + o(g), (x→ a).
Dokaz se mo�e pogledati u kǌizi, a glavna ideja je naravno u tome da nexto xto te�i 1 je oblika 1+
nexto xto te�i nuli.
Iz prethodnog vidimo da tabliqne limese mo�emo da u ovoj notaciji zapixemo sa:
1. Kako je limx→0

sin x
x = 1, to je sinx ∼ x, a po prethodnom stavu je onda sinx = x+ o(x).

2. Sliqno kako je ln(1+x)
x → 1, kad x→ 0, to je ln(1 + x) = x+ o(x), kada x→ 0.

3. Iz ax−1
x → ln a, imamo da je ax = 1 + x ln a+ o(x), kada x→ 0.

4. Iz (1+x)α−1
x → α, imamo da je (1 + x)α = 1 + αx+ o(x), kada x→ 0.

Ideja prethodnog primera je u tome da neke komplikovanije funkcije, kakve su eksponencijalna, logari-
tamska, trigonometrijske itd. asimptocki uporedimo sa jednostavnijim, kakve su polinomi. Prethodni
primer to daje samo do stepena 1, a kasnije �emo videti metod kojim to mo�emo da reximo do proizvoǉnog
stepena.
Neka osnovna pravila raqunaǌa sa prethodnim oznakama su
Stav
1. f ∼ g(x→ a)⇒ o(f) = o(g), x→ a.
2. f · o(g) = o(fg), x→ a.
3. o(f) + o(f) = o(f), x→ a.
4. o(o(f)) = o(f), x→ a.
5. g = o(f)⇒ g = O(f), x→ a.
6. O(f) +O(f) = O(f), x→ a.
Prethodno je samo reformulacija nekih osnovnih svojstava limesa. Primera radi svojstvo 3. je samo
reformulacija toga da je zbir dve funkcije koje te�e nuli opet funkcija koja te�i nuli. Dokaz se
inaqe mo�e pogledati u kǌizi.

6


