OcHOBHe 0CcOOMHE (yHKIMja

Hapenua obnacTt kojy mpenasmMo OOHOCU Ce Ha (QyHKHUje, a KA0 U y CIydYajy HU30Ba, HABjUIIE HAM je Of
WHTEpeca BHUXOBO TPAHUYHO IMOHACAKE. 3a IIoUeTaK Pe3UMUpPaMO HeKe OCHOBHe ocobuHe ¢yuruija. [IpBo, 6as-
VMO C€ PEAJIHUM ()yHKIMjaMa peaJiHe TpoMeHmuBe (mTo NeMo yriaasHOM 3BaTu CaMO (yHKIU)A), IPENU3HUje
¢yarumjama f: A — R, roe je A C R. Yobuuajeno, A mazuBamo momeH, a R rkomoMmeH ¢yHKUMje. 3a pas3iauky
on ommTer ciaydaja (QyHKIVje Ha CKYyIy, TJe je yHaIpel IOIpa3yMeBaHO ITa je OOMeH (YHKIUje, KaKO Ce
GyHEIMje yrIaBHOM 3a1ajy TIPEKO aHAJUTUYKUX M3Pa3a MOMyT +/z,sinz, e, ... 3a momen hemo mompasyMeBaTn
MaKCUMaJIHI HOJACKYI on R Ha KOMe Taj aHAJIUTUUYKM U3Pa3 UMa CMUCIA.

Hamomena Y mperxomaoMm Tpeba masmry, IpuMepa paayd u3pas “;—2 ¢opmasrHO Hema cMmuciaa 3a £ = 0, naxko Ty
MOKe Oa ce moneduHmIie Tako na ¢yHKIHMja ocTtaHe ’cmuciena’ . Racuuje hemo BumeTrw jom oBakBuUX mpmMmepa,
rme caMo TO noxeduHucame Hehe ODUTH OUMIIIEHO KAO ¥ OBOM IIPUMEDPY, a HAIIOMEHA je NaKje na TaKBe Tauke,
OBAKO KaKO CMO MU Ie(pUHUCAIU JOMEH, HUCY y IOMEHY.

HedpuranmmMO cax HEKOJIUKO OCHOBHUX OCOOMHA (yHKI]ja

Hedpuuannuja 3a ckyn A C R rakemo ma je cuMeTpudaH YKOMMKO Baxku © € A = —x € A. 3a ¢yHRUUjY
f+ A— R, nepunucany Ha CUMETPUYHOM CKyIy A, KaskeMo Ia je mapHa ykoJuko Baxku f(z) = f(—x), omHOCHO
HemapHa yKoIuko Baku f(—z) = —f(x).

[IperxoaHa HOTANMja MOTA3M OJ CTEIEHMX (GYHKIUja, TAe UMaMo Aa cy GyHKmuje r2" mapre, a (GyHENUje T
HemapHe. JoInl Heke mpuMepe heMo MMaTy KacHUje, KOI TPUTIOHOMETPHU]CKUX (YHKIM]a.

Hedpuuannuja 3a ¢yeruujy f: A — R rakemo nma je mepmommuna ykoamko moctoju 1° > 0, TakBo ma je
fle+T) = f(z) (mapaBuo nmompasyMeBaMo Aa je mHOMeH TakaB na u3pas uma f(z +7T) uma cmwucna). Haj-
MamU TaKaB MO3UTUBAH Opoj T, YKOJIMKO MOCTOjU, HA3UBAMO OCHOBHU mepuon ¢pyukuuje f.

OcHOBHI mpUMeEpPU NEPUOIUYHUX (PYHKNUja CYy TPUTOHOMETDPHjCKe (yHKIUje, mTo NeMo BUIETU KacCHIUjE.
IIpumernmo ma ¢yHEIUMja MOke Ha OyIe MepuoauyHa ajiu Aa HeMa OCHOBHU Iepumon. IIpumepa panmu, mocma-
TpajMo (YHKIU]Y

2n+1

1,z € Q,
0,$¢Q,

Koja ce jom yectro HasuwBa upuxiseoBa ¢ynrmuja. OHa je mepmoandna, jep 3a CBaKM panuroHaaH OpPOj ¢
nmamo ma je x(x 4+ ¢) = x(z), jep je 36up mBa panMoHAJHA ONET PAIMOHAJAH OpOj, a 30Mp MPAIMOHAIHOT U
pamuoHnasHOr je mpanuonasan. Ca apyre crpaHe, KAKO He MOCTOjU HAJMAKU MO3UTUBAH PAIMOHAJAH OpPOj, TO
OBa (yHKIMja HeMa OCHOBHU IE€PHUOI.

Hepuuumuja Heka je BC ACRu f: A — R. Tana kaxxkemo na je ¢dyuruuja f

1. pacryha ma B, ykonuko Baxku 21,x2 € B,z < 29 = f(z1) < f(z2)

2. crporo pacryha Ha B, yKOIUKO Baxu Z1,T2 € B,x1 < 29 = f(x1) < f(z2)

3. omanajyha ma B, ykonuko Baxu 1, € B,x1 < 2 = f(x1) = f(x2)

4. crporo onanajyha ma B, yroauko Baku x1,x2 € B, x1 < 29 = f(x1) > f(x2).

Yxonuro f 3amoBosbaBa OMIIO KOjU O MPETXOMHUX YCJIOBA KAKEMO [a jé MOHOTOHA, a YKOJUKO 3aI0BOJbaBa
HEKU O ycjoBa 2 miau 4 KaKeMO Ja je CTPOro MOHOTOHA.

THepununmja 3a dyurnujy f(A) — R raskemo na je orpanmdena omosro (040310, OTPDAHUYEHA), YKOJIUKO je
meH ckyn Bpensoctu {f(z)|x € A} orpanuden ono3ro (040310, OrPAHUYEH PECIEKTUBHO).

x(z) =

I'panuyna BpemHoOCT (yHKIMje

HMedpurummja Heka je f: A — R ¢ymrmuja m a € R tauka marommmasama ckyma A. Kamemo ma je b € R
rpaHrYHA BPEAHOCT QyHKIMje [ y TAuku a, Yy O3HAOM limas, . f(z) = b ako 3a cBaky oronuny V tauke b
nocroju oxkonuua U tauke a, raksa ga je f((UNA)\ {a}) C V. Ilpenusuuje

Aéi;riaf(x) =b & (VV-oronunab)(IU-orkomuuaa)(z € UN A,z #a = f(z) € V).

Osunaka A ckyma mo KOME Ce y3uMa JUMeC YTJIaBHOM Ce He HArJIAllaBa Tj. TPAHUYHY BPEAHOCT 3aIUCYjeMO
camo ca lim,_,, f(z). Takobe, kao kon HU30Ba KopucTrMO u o3Hake f(r) — b,z — a...

IIpumernMo omMax nABe pa3yuKke y ONHOCY Ha nepumHUNUjY JguMeca Hu3a. IIpBo, HHCMO HOMUHAIN TadKe
HaroMmMJIaBamla, jep KO HU30Ba CMO jeIUHO pa3MaTpajn JUMec Y OECKOHAYHOCTH, IITO je TayKa HArOMUJIABAHa
ckyna N, Te 0 ToMe M HEICMO MOpaJX na BOOUMO padyHa. [Ipyro, y crapry CMO HUCKJBYUYMIU CaMy BPEITHOCT
¢yurnuje y tauku a (yKOIUKO je QpyHKUmMja younmre Aeduuucana y toj tauku). OmeT o 0BOME HUCMO MOPAJU A
BOAVMMO pPAvYyHA KOI HM30Ba M3 MCTOT PAa3Jjiora, HaumMe HU3 CBAKAKO HUje medumHucaH y Tadku +oo. Vneja mza
Tora je ma anMec onpebyjy BpenHocTy GpyHKUMje ONM3y Te Tauke, a HE BDEAHOCT Y CAMOj TAUYKM, ONaKJIe U HA3WB

I'PaHMYHO ITOHAaUIahe. Kako he mawm ce opeTxoqgHu cnyqaj YecTo IIOMUBEaTW, O3HQUNMO CKYII 13 ,Z[eq)I/IHI/IHI/Ije Cca
o

U, npenunsunuje, yronuko je U orkosumHA Tadke a, Tana je

U=0U\ {al}.

IIpeTxomau ckym ce jom Ha3uBa U IPOOYIIEHA OKOJUHA TAUKe a.
Hedpunrnuja sumeca UMa CMUCHA U KaIa Cy a Win b jemqaakm +00. AKO 3aHEMapuMO TUX HEKOJUKO CJIydvajeBa,
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MOXKEMO 33aTU ONEPATUBHU)Y HePUHUIM]Y JUMeca, T3B. € — ) ne@uuimjy Koja riacu
liLn flz)y=be (Ve>0)(F0>0) Ve e A)(0< |z —a|] <d = |f(x) —b] <e).
xT a

ExBuBaseHTHOCT mepuHUNMja CIEAN U3 TOTA IITO CBaKAa OKOJWHA TAYKE CAIPKUA HEKY £-OKOJUHY T€ TaudKe.
Y cayuajy ma je a = +00 (nam —oo), Kako cy OkrosuHe +00 obauka (M, +00) UMaMO eJBUBAJIEHTHY Ne(QUHULA]Y

lim f(z)=be (Ve >0)(AM)Vx € A)(z > M = |f(z) — b| < ¢),
xr—r0o0
IOK y cay4ajy —oo, MemaMo onroBapajyhu 3uak. Ha kpajy yroawko je Hup. b = +o00, mepuHunnuja ce umra ca

ilg}lf(a:) =400 (YM)3F6>0)Vzr e A0 < |z —a| <= f(z) > M),

rOe je OIeT IPEeTHOCTABJLEHO Oa je a KOHadaH Opoj.

IIpumepu

1. Uaycrpanuje pangu, 3a HAIOMEHYTO & BPEAHOCT (PYHKIMjEe Y CAMOj TAYKM HE YTUUYE HA IPAHUYHY BPEAHOCT,
mocMaTpajMo (YHKOUjy IOaTy ca

1,2 #0,

T =02 =0

Tana je lim,_,o f(x) = 1.
2. limw_HwC% = limgg_,_ooi = 0. OBo ce mokasyje camuHo Kao oaroBapajyhe tBpheme 3a muzose. Hera je
e > 0, raga mocroju N TakBo ma je 0 < % < g, ogatne 3a x > N mvmamo na je 0 < % < % < €, OJaKje je IpPBU

aumec Hysa. KRako je u —e < —% <0, T0jeszazrz<—-Nu-—--< —% < % < 0, omakye je u APYTU JTUMEC HYJIA.

Y TpeTXoqHOM MPUMEPY je JIMMeC y3eT MO JOMEHY (yHKIUje %, crymy R\ {0}.

3. Ilpumernmo na panuje medunmcana lupuxiaeoBa QyHKIMja, HEMA I'PDAHUYHY BPEOHOCT HU V jENHO] TAUKU.
3aucra, 3a cBako a € R u 3a cBako § > 0, y okonuau (2 — 6,2 + §) UMa U PANMOHAJIHAX W MPANMOHAIHUX
6pojeBa, rae oHa y3uma BpenaocT 1 oxmaocuo 0. Onxarie, He MOTY CBE BPEIHOCTU ¥ TOj OKOJMHU OUTU £ O3y
HEKOM b.

Jenan cnyuaj nmmeca kana e HaM onx MHTepeca OWUTU HOMEH, je Kaaa MOCMAaTpPaMO JUMEC y TAUKNA @ CAMO Ca
J[ecHe cTpaHe, OMHOCHO IPeko OpojeBa koju cy crporo Behu on a m anasoruo ca jese crpane. OBy curyamnujy
Ipenu3upamMo Ie(OUunIjoM.

THegpuuumja Heka je a € R rauka maromunasama ckyna AN (a,+00) = {z € Alz > a}, n f: A - R. Bpen-

HOCT ( lim) f(x), yronuko mocToju, HA3UBAMO NECHUM JuMecOM (yHEIuje f y TaUKA ¢ U O3HAUABMO
AN(a,+o0)dz—a

ca limy_q4 f(z) mum f(a + 0). Ananorso ce medurumie neBa IpaHUYHA BPEIHOCT, y o3Hamu limg ., f(x) win

fla—=0).

ITpumepu

1. CnuyHO Kao y IPETXOMHOM IPUMeDPy 2, MOXe ce BUIeTH aa je limy, o4 % = +00, ka0 u lim,_,o_ % = —00.

2. Tocmarpajmo ¢pysrunmjy meo meo f(x) = [z] m morsemajMo HWEHO IPDAHMYHO [OHAIIAKE y HEIOOPOjHUM

raukama. Heka je n € Z u Hera je 6 > 0. Ykouuko je z € (n,n + ), tana je x Behe ox n, amu ako us-
abepemo 0 < 1, Tana = mehe 6urn Behe oxn caeneher nenor 6poja n+ 1, tj. n <x <n+ 1. Tana je f(z) =n.
Opnasze je lim, ,,4[x] = n. Ca mpyre crpane, 3a x € (n — d§,n), oner 3a § u3abpaHO KOje je MHOBOJBHO MAJO
rmaMo 1a je n — 1 <z < n, omakie je [x] =n —1, 3a cee x € (n — §,n). Ongarne je lim,_,,_[z] =n — 1.
Jom Heku mpumepu MOry ce Halu y KBU3U.
Hamomenumo jom ma yKOJIMKO MOCTOjU OOWYAH JUMEC y @, Tada TOCTOje M JIEBU W AeCHWM u 0ba Ccy jemHara
obrunoM aumecy. TauHmje, mOCTOje OHM KOju MMajy cMwucaa (Tj. TOCToje ca OHEe CTpaHe ca KOje je a Tauka
HArOMUIaBama oarosapajyher ckyma). TakoDe, Baskn n 0GPHYTO, YKOJIMKO MOCTOj€ U JIEBA U NECHU JIAMEC U
jemHaKM Cy, Tala MOCTOjU M OOMYAH JIMMEC KOjU je jelHAaK ca OCTAInMa.
[IprMernmo na amMec QyHKIMje y TaYKM @ HE MOPa Aa IOCTOjU, & & OIeT JUMeC MOKe & IOCTOjU II0 HEKUM
HU30BUMa KOju KOHBeprupajy ka a. Hup. yronuko je f(x) HupuxmneoBa ¢pyHEuuja, rana e noctoju lim, . f(x)
(IOTIyHO AHAJIONHO HEKOM [PETXOJHOM IPUMEpPY), HOK MOCTOjU lim, o f(n) = limys,eo f(2) = 1. Cueneha
Baskaa Teopema maje Be3y, KOja ce jOIl Ha3WBa U XAajHEOBa, OBA ABA MOjMA.
Teopema I'pamuuna Bpemuoct ¢ymkmuje f: A — R y taukn a € R jemmaka je b € R ako u caMo ako 3a cBakn
U3 tavaka T, € A\ {a} Takas ma je lim, o z, = a Basku lim,,_,, f(z,) = b.
Ilokas moraenaT y KibU3MU.
Hakine, nocuenma asa aumeca lim, o ¢, = a u lim,_, f(z,) = b cy numecu unzosa. IIperxonna reopema Huje
3rofHA Yy IPAKCHU 3a pavyHame JUMeca, jep Jakjie MOpa Ia ce MPOBEPU JIMMEC 110 CBAKOM HU3Y KOjU KOHBEPIUPA
Ka a, Kojux Moske ma Oyme jako muoro. Ca mpyre crpaHe, MOKe OUTU 3rOJAHA Y TEOPUjU 33 MPEHOIIEHEe HEKUX
CBOjCTaBa KOje Bake 3a HM30Be Ha oaroBapajyha cBojcrBa 3a ¢yHENUje, mro hemo Bumeru. Tarobe, y mpakcu
C€ U4ecTO KOPUCTHU H>eHa MOCJEeIUIa, Ja ako MOry ma ce Haby nBa HU3a X, U Y, KOoja 00a KOHBEPIUPAjy Ka a, a
f(zn) n f(yn) He KOHBeprupajy Ka UCTUM BPEIHOCTUMA, Tala He NocToju guMmec QpyHruuje f(T) KaL T TERU a.
Heku npumepu ce mory mahu y Kmusu.
OcHOBHa CBOjCTBa IPAHUYHUX BPEAHOCTU (YHKIM]a CY AHAJOTHA OAroBapajynuM cBojcTBUMaA IDAHUYHUX BPEI-
HOCTU HU30BA.
CraB Ykoamko ¢pyHENUja f uMa JuMeC y TAYKU G, OH je jeAHO3HAJHO onpebeH.
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CraB Ykonuko ¢pyHKIUja f MMa KOHAUYHY TDAHUYHY BPEIHOCT ¥ TAYKUA @, TaAa HOCTOjU OKoawHA U Tauke a HA
K0joj je ¢pyHrmmja f orpaHudeHa.
YKOJIUKO je b KOHAUHA IPAHUYHA BPEIHOCT U3 (OpMyJanuje, YKOJIUKO y3meMo Hiop. okosuny (b—1,b+1), Tana

[e]
nocroju okonmua U taksa na je f(U) C (b—1,b+ 1), ogHocHO Ckyl BpeQHOCTH f Ha TOj OKOJMHU je OIDAHUYEH
(omosro ca b+ 1 a onoszmo ca b—1).
AHAaJOTHO, IUMeC ce JIEMOo CIake ca ajarebapCKuUM omepalnujama
Cras Heka cy f,g: A — R rakse nma je lim,_,, f(x) = b u lim,_,, g(x) = ¢. Tana Basku:
1. limg, f(z) £ g(x) =bLec.
2. lim,—q f(x)g(x) = be.
ggg =2, yronmxko je ¢ # 0.
Iloxkasz Tepbheme ce mMorke moka3zaTw TUPEKTHO, a OBAe he OuTw mokaszamo mpeko XajueoBe Teopeme. Hexka je
T, TPOU3BOJLAH HU3 Tauaka A KOju KOHBeprupa Ka a U 3a Koju je T, # a. Ilo XajueoBoj Teopemu je Tama u
lim, 00 f(zn) = b u limy, 00 g(x,,) = c. Tlo ananornom TBphemy 3a HU30Be je Tama u 1. lim, o f(2n) £ g(x,) =
btec.
2. limy, 00 f(2n)g(zy,) = be.
’;Ei"; = b, yrommro je ¢ # 0.
Kako je x, 6mo mpom3BOJ/baH HU3 KOjU KOHBEPTUPA Ka G, IPETXOAHO je TavHO 3a CBAaKM TakaB HU3. Tume je,
omet o XajHeoBoj Teopemu, IpeTXOIHO TAYHO U 33 IPAHUYHE BPEAHOCTU (YHKIH]A.
Y HperxonHOj TeOpeMM HUje HeonxXomHo na ¢yHkuuje f m g uMajy mctu noMeH ((OPMYJIMCAHO je TAKO CAMO
jemnoctaBHOoCTH pamm). ['emepanno ropopehim, rpaHMvYHA BPEOHOCT y TAUKMA @ MMa CMUCIA AKO je (yHRImja
nepuHMCAHA HA HEKOj OKOJMHM TadKe a4, a TakoDe W 3aBUCK CaMO OJ BpeOHOCTU Ha TOj okrouuHu. O narie
je moBoJbHO nma obe ¢yHKIUje Oyoy dedrHrCaHe NOBOJHO 0OJM3y Tadke @, IITO e yriaaBHOM OuTu ga cy obe
nedrHUCAHE HA HEKO] OKOJWHUM Tauke a. OmmTuje TOBOJBHO je ma obe Oymay medmHMCAHE HA CKYIy KOME je a
Tayka HaroMumiaBama. OBa HAOMEHa y NPUHIUIY BaKM yBEK Kala pa3MaTpaMoO IDAHUYHE BPEAHOCTU BUIIE
¢yHEINU]a YV jeIHO] TadKU.
Cras Heka je lim,, f(x) = b u lim,_,, g(z) = ¢ (oner, f u g cy neduHnCcaHe HA HEKO] OKOJMHU TaYKe a) U HEKa

3. lim,_.,

3. lim, o

[e]
je b < ¢. Taga nocroju orkonuna Utauke a TakBa na je f(x) < g(z) 3a cBe x € U. 3HaK < MO:Ke Ce 3aMEHUTHU Ca
>
3aucra MokeMo ma uzabepemo € > 0 Tako ma je b+¢e < ¢ —¢, a raga he nmocrojaru okonune U u Us, Takse na

je f(Uy) C (b—g,b+¢) u g(Usz) C (¢c—¢,c+¢). Tana, Ha OpeceKky OBUX OKOJUHA, 1€ BAKUTU 3aKJLYUYaK TEOpPeMe.
Kourpamnosunujom mobujamo

[e]
ITocnemuua Axo je 3a Hery okosuHy U Ttauke a ucnymeno f(x) < g(z) 3a cse z € U, tana je lim,, f(z) <
lim, 4 g(x). 3uark < MoOMke ce 3aMEHUTH ca > .

o
Cras Heka cy f,g9,h: A — R ¢pyuruuje raxse na je f(x) < g(z) < h(z) 3a cee € U, rae je U okonuHa Tadke a
KOja je Tauka HATOMUJIABaMma CKyTIa a. ¥ KOMHUKO je lim, ,, f(x) = lim,_,, h(z) = b € R, Tama je n lim,_,, g(x) = b.
Ilokas je aHaJsioran mokasy oaroBapajylier cBOjcTBa KOX HM30Ba M MOKE Ce morjenaTwu y kmusu. Tarobhe moxke
ce MOKa3aTU U IPEKo XajHeoBe TeopeMe CAMYHO Kao TBpheme o anrebapCKuM CBOjCTBUMA JUMECA.

Excnonenmnujanna, Jlorapuramcra u Crenena ¢yHKUjIa

Yronuro je a € R ua >0, qo caga cmo nedpuucranu mra je a?, rae je g € Q. Ocraje makie ma ce BUAX CMUCAO
Te O3HAKe 3a IPOM3BOJLAH peasiaH OpOoj, Ka0 U CBOjCTBA Koja mMa onaroBapajyha ¢ymrumja. Kpos mperxonuo
mehemo mpohm ¢opmanHo, M HOKa3u 3a TBpAEHA HaBelneHa y oBoj riaasu Hehe Outn maBobhenu. Hapasno,
3aMHTEPECOBAHN YUTAOIM UX MOTY MOTJIENATHA Y KEW3U.

3a mouerak, OJ paHUje 3HAMO Ja EKCIOHEHIUjaJiHa (YHKIUja UMa CBOjCTBA

artrz = arlar27 (ah)?”Q — anrz,

3a CBaka MBa panuoHaJHa Opoja r; u re. Baxu jom u
1. r1 <rg=a"™ <a™, yronuko je a > 1, onaocuHo a™ > a’?, yroauko je a < 1.

2. lim a" =a".
Q3r—ro

Hanmomennmo caMo ma je cBojeTBo 1. mocnemuna Tora ma je (mpermocTasibaMo ma je a > 1) a™ < a™, yKOauko
je m < n (mro je mociemuna akcuoma) M MOHOTOHOCTH KODeHa, Tj. ako je 0 <z <y Tama je u {/r < {/y (mro
je mocaenuua tora ma je " < y", mMTO CIEAU U3 aKCUOMA).

Hera je cag o € R a > 1. O3raunmo ca A = {a"|r € Q,r < z} u B = {a"|r € Q,r > z}. I3 cBojcTBa jenan
“MaMO Ia je CBaKU eJIeMeHT ckyma A nome orpaHudHeme CKyna B Kao 1 na je CBakM eJIEMEHT CKyna B ropme
orpannueme ckyna A. Oryna mocroje s =sup A u ¢ = inf B a u3 nperxoaHor nMaMo u ma je § < i. 3aupaBo u3
IPETXOMHOT CBOjCTBA 2. MMaMO Ha je ¢ = §. Y KOJIMKO y3MeMO na je r1 < < 79, Tama jem a’ < s <1< a’?, a
oJnaTie

0<i—s<a?—a™" =a"(a™ ™ —-1)<s(@™ ™ —1).

Kako moxkemo mzabparu ma ro —rp — 0, a u3 cBojcrBa 2. mmamo na a” — 1 xkaxg r — 0, mocaensmsu no0ujeHn
“3pa3 y IPETXOMHOj HEjeTHAKOCTU CE€ MOKE YUYMHUTHU HPOU3BOJBHO MasuuM. Oryna mopa Outu ¢ = S.
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Iedpuamuuja Hexa je v € R u a > 1. Iledpunumemo a” =i = s. Pyuruujy £ — o Ha3UBaAMO EKCIIOHEHIM]AJIHA
¢yHEIMU]a ca OCHOBOM 4.

Excnonennujanna ¢yHKIja 3aap:KaBa CBa CBOjCTBA KOja MMa U Ha PAaIMOHAJIHUM OpOjeBHMA

CraB Heka je a > 1. Tana Baxku

1. lim a" =a 3a cBako ¢ € R.
b
Qor—x

2. 1 < x9 = a™ < a” 3a cBe x1,T2 € R.
3. a”1 T2 = g%1¢%2 y (@™ )*2 = a”*2 3a cBe T1,T3 € R.

4. lim a® = a™.
Tr—xQ

5. x = a® je ¢pymrumja u3 R ma (0, +00).
Cayxnaj rana je 0 < a < 1 je aHaJOraH OCHUM IITO C€ MEHa MOHOTOHOCT.
W3 csojcraBa 2. u 5. ummamo ma je ¢ymrimmja f(x) = o Gujexnmja usmeby R um (0,+00). Hbena uusepsna
dymrmuja f~1: (0,+00) — R masuBa ce JlorapuraMckoM (YHKIMjOM ca OCHOBOM a, U O3HauUaBa ce ca log, T.
Haxrne, Basku

log,z =y < x=d".

CraB Heka je a > 0,a # 1,y0,y1,y2 > 0. Tana:

1. log,a=1,log,1=0.

. log,(y1y2) = log, y1 + log, ya.

3. 3a a>1Baxnu y; < Y2 & log, y1 < log, y2, Mok 3a a < 1 Basku y; < y2 < log, y1 > log, ya.
4. lim log, y = log, yo.

Y—Yo
IIperxonua cBojcTBa cy camo pedopmynanuja oarosapajylimx cBojcTaBa eKCIOHEHNUjaaHe (QyHKIUjE.

Crenujanso, 3a ¢ = e, KOpPUCTUMO O3HAKY In ymecto log, .

[To mperxonmHOM, canma 3a CBakM MO3WTUBAH OpoOj a, u3y3eB 1, mmamo nepumHrcano mrTa je a’ 3a cBako b € R.
Yronuko mome¢umumemo jom 1° = 1 u QUECHPAMO EKCIOHEHT a MEHAMO OCHOBY, A00MjaMo (YHKIMA]Y KOjy
HA3UBaMO cremeHa ¢yHkuuja. IIpenmsnuje, cremena (yHkimja, ca cremeHoM « € R je ¢pymrmuja f(z): R —
Rz — z¢. Oner, npeTxoqHa CBOjCTBa peOpMyInCaHA y TEPMUHNMA OBe (QYHKIMje Taace

Cras Heka je x > 0,0, € R,a >0 u a # 1. Tana Baxkn
1. 2% = q®lo8. =,

\o}

b

2. log, z% = alog, x.

3. (xalpha)ﬂ — xa,@_

4. 3a a > 0 ¢pynrmumja r — ¢ je crporo pacryha, nok je 3a a < 0 crporo onanajyha.

5. Ba a # 0, pyrrnuja x — x* npecaurasa (0, +00) ma (0, +00).

Y HeKuM ciydajeBrMa neUHUIMja CTeneHe QYHKIMje Moke ce npomuputu Ha 11eo R. Haume yronuro je oo = %
u akKo je q Hemapas 6poj, Tama 3a x < 0 y3umamo na je

o |x|*, p — mapan

—|x|¥, p — menapasu.

Tarobe, 3a a > 0 y3umamo na je 0% = 0.

Tpuronomerpujcke ¢yHKIVje
OsBaj meo morsematu y kKmuszm y noraasiy 4.4 mo mena llosapre KoopamHAaTEe M TPUTOHOMETPU)CKU OOJIUK
KOMILJIEKCHOT Opoja
Teopema 0 CMeHU IIPOMEHJBUBE y JILMECY

IIpermocraBumo ga cMo y cuTyarmuju ma je lim, ., f(x) = b u lim, 4 g(x) = ¢. IocTaBma ce TPUPOIHO IUTAH €
na gu noctoju lim,_,, g o f(x) u ma au om usHOCU ¢. 3ampPaBoO, YKOJMKO KOMIO3UIMja UMa CMUCIA, UMAJIU Ou

o
caenehe. Heka je V oronuna ¢, na xako g(z) — ¢ kax ¢ — b To nocroju okonuua Uy on b, taksa na je g(U;) C V.
]
Hame, kaxo f(zr) — b kang x — a, To nmocroju oronuna Us on a, TakBa ma je f(Usz) C U;. Tazma 3a kommosuuujy

[e] [e] [¢]

nmamo g o f(Us) = g(f(Usz)) C ¢g(U1), mro 6m ouekuBauu ma je name monckyun V, jep je g(Up) momckyn oxm V.
Mebytum npobiem MoO:kKe ma HACTAHE aKO ¢ Yy3UMa BPETHOCT yV TAUKU b KOja HEMa Be3e Ca HEeHUM JUMECOM Y
Tavka c. Y CKJIAAY ca TUMe, mocMaTpajMo ciaenehu npumep

Hexka je g(z) =1 3a © # 0 n mexra je g(0) =0, u meka je f(z) = zsin T,
nposepu na je lim, o f(z) =0 (rako je |sinz| < 1, To je —z < xsin% < x, ma moske omarie o Teopemu o nBa
nosunajua). Mebyrum, kommosunnja g(f(x)) mema aumec rkana x — 0. Vickopuctuhemo Xajueosy Teopemy, ma
HeKa je T, = ——, mro Texu Hym. Tazna je f(z,) =0, a omarae je g(f(z,)) =0. Ca npyre cTpaHe, ako yamemo
HU3 Yy, =

Tana je lim, 0 g(x) = 1, a nuperTHO Ce

, Koju Takobhe Tesku Hynu, numamo 1a je f(yn) = —, jep je sin y onrosapajyhum Taurama

jemuak jemuuumm. Tana je g(f(yn)) =1, Te pyrrnuja nema numec no XajueoBoj Teopemu.

Ilaxne, npobieMm je 6mo y TOMe IITO BPEOHOCT (YHKHUje ¢ y HYJIM HEMa Be3e Ca HEHUM JIMMECOM Y HYJIH, a
¢yHurITja f MOke ma y3Me BPeTHOCT HyJsa y oarosapajyhmm taukama. Jemasn HaumH na ce To mpeBasube maje
maMm caeneha Teopema, Koja ce Hasuma Teopema O CMEHM TPOMEHJBUBE, & KaCHUje NEeMO BUAETU 18 YKOJIUKO je
¢YHKIIja g noJie pa3yMHa, TO HE MOPaMO [a BOAMMO PadyHa O IPETXOTHOM. 3a cala
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Teopema Herka je
1. B C R,b € R rauka maromunasama ckyna B, g: B — R u lim,_,; g(z) = c.
2. A C R,a € R rauka naromunasama ckyna A, f: A — B, u 3a cBaky okosquny V rauke b mocroju orosuna U

[e] o
tauke a Taksa xa je f(U) C V. Tana je
limgo f(z)=c¢
Tr—a
ITpumerumo ga je ycios 2. jauu on Tora ma je lim, ,, f(x) = b. Idakmne, ocum tora mro 3axreBaMo na je f(x)

omm3y b kama je x 6aU3y a, TPAKUMO U 8 UMa OKOJUHY HA KOjOj HUTIAE HE y3WMa BPETHOCT b, ma me Ou Moria
a ce NeCU CUTYyaIuja U3 IPETXOIHOT IpuMepa. Taﬁobe YKOIMKO MMaMO yCIIOB 2, HacTaBbajyNu pe3oHOBamE

ca Io4YeTKa BUAUMO Ja je Tazda g o f(Ug) = g(f(Ug)) C g(Ul) C V, omaksie u ciaenm 3akibydak TEOPEME.
IIpuMeHOM IPEeTXOmHE TeOPEME MOTY Ce M3padyHATH HEKM OCHOBHU JuMecH. JleTajbe MOrJaelaTd y KEU3W.
Cras

1 1. .
1. lim (1+f)x=en lim (1+=)"=e.
x

T—00 T—>—00
2. hm(1+x)% =e.
I 1
3. lim w =log, e
z—0
4. lim — = Ina.
z—0 X
5. lim (1"_‘%7_1 = .
x—0 x

I'paruyHa BpeaHOCT MOHOTOHE (pyHKIIHIje

CnnyHO KA0 KO HU30BA Y3 MPETIOCTABKY O MOHOTOHOCTU (DYHKIMje, 3a MOCTOjarhe KOHAYHE T'DAHUYHE BPEI-
HOCTU HEOIIXOIHO je U NOBOJbHO na (GyHKIUje Oynme orpanudeH. lIpenusnuje

Crae Hexka je f: A — R pacryha ¢ymrmuja u Hera cy jom ¢ = inf A u s = sup A Tauke HArOMUIIABAKA CKYIa
A. Tanma mocroje lim,_,s f(z) u lim,_,; f(z). a 6u npsu on Tux aumeca OGUO KOHAYAH HEONXOTHO jé U TOBOJLHO
na je f orpanuvena omo3ro. AHAJOTHO Basku 3a omanajyhny ¢yHKImMjy.

Nneja mokasa je mcra ka0 KO HU30Ba. Y KOJUKO je [ orpaHmdena omo3ro, o3naummo ca b = sup{f(z)lz € A,z #
s}t. Tama 3a € > 0, kako b — £ BUIE HUje TOPHE€ OIPAHUYEHE HABEIEHOr CKyIa, TO MOCTOju Xog € A m g # s,
TakBo 1a je b—e < f(xg) < b. Amu Tama 36or MoHOTOHOCTH QyHEIMje f, 3a cBe x € (o, s) N A, nmamo zxa je
b—e < f(xo) < f(z) <b, 1j. b=lim,_, f(x). Ocrase merame mOKa3a MOTIEIATA Y KEHU3U.

IlupexTHa nOCIequIa IPETXOLHOD CTaBa je Ja MOHOTOHA (yHKIMja MMa JIEBM U NECHU JIMMEC y CBAKOj TaUYKU
noMeHa (HapaBHO, YKOJIMKO Cy Tadke HArOMuiaBama oaroBapajyfiux ckymosa).

ITocnemuua Heka je f: A — R monoTOHA (YHKIMja 1 HEKa je a Tauyka HATOMUJIABaW:a CKymnoBa {z € Alr < a}
u {z € Alz > a}. Tana nocroje lim,_, 4 f(x) u lim,_,,— f(x).

Iloka3z je mociemuna IPETXOIHOT CTaBa, jep je HMOA maTuM mpernocraBkamMa a = sup{z € Alz < a}, Kao u
a = inf{x € Alz > a}.

IIpumernmo na MOHOTOHA (YHKIHMja HE MOPa Oa MMa JIMMEC y CBAKO] Tadyku. Hop. aro y3MmeMo ma je

z,xz €0,1]

J(@) = rx+ 1,2 €(1,2]

tana je f pacryha, anu mema aumec 3a x = 1.
AcumMmnTorcke o3HakKe

3a KOHKPETHO padyHame IPAHNYHUX BPEIHOCTU, YeCTO HAM HIje BA)KHO Ia 3HAMO TAYHO KOJIMKO HEKA (yHKI]a
u3HOocH, Beh Kor je oHa ”pena BeauuwmHe” y ONHOCY Ha ocTaje (YHKIMje KOje Ce I0jaBibyjy y TOj I'PAHUYHO]
BpenuocTu. Ilpyrauwmje pedeHo, BaskHUIje HAM je Ja 3HAMO KOJU HaM je neo (QYHKNUje 3aHEMapUB, a KOjU
je OuraH, ma Ou ce m3padyyHaJa JaTa PAHUYHA BpegHOCT. l[Ipumepa pamgm, ako morienaMo IMO3HATU JUMEC
lim,_,o 82% = 1, mako 3maMo ma je sinz < z, pa3iauka & — SinZ je 3aHeMApPUBA, NPENU3HUje 3aHEMAPHUBO je
Majga y O,Z[HOCy HA MMEHUJIAIl £ W CAMUM TUM He yTHUue Ha rpaHuvHy BpensHocT. OTyma mMaMo MOTHUBALW]Y 38
HapeIHy ne(pUHUIN]Y

Hepununuja Herka cy f u g nepunucane y #eroj oxkonuuu U Tauke a. Kaxkemo na je f GeckoHavyHO Maja y
OHOCY Ha (YHKIHU]Y ¢ U NUIIEMO

f=o(g9),x — a,

YKOJIUKO mocorju ¢pyHrimmja «o(z), neduHucana Ha T0j okouuHm U, Taksa na je f(z) = a(x)g(z), 3a © € U n
a(z) = 0, kaga x — a. [Iperxoauo ce uura 1 Kao f je Mao 0 of g.

IIpumeTnMO ma YKONMKO je KOJTWYHUK 5 Oe(UHUCAH Ha HEKOj OKOJIWHU TAYKE @, Tj. aKO IOCTOjU OKOJIMHA TadKe
a Ha ®0jo] je g(z) # 0 (ocuM eBeHTyaJHO y TAUKU ), Talda Ba:KM eKBUBaJeHuuja f = o(g) ako um caMo ako je

lim,_,q =0, mro he dutu Hajuemhu ciyuaj ca KojuMm heMmo ce CpeTaTu y OIPAKCH.

T
g(x) ) ; )
OcHOBHE TpuMep, Ha KOju NeMO TERKUTHU Ja CBeIeMO CBe (yHKIUje 1 0 ueMy he OUTU peunm KacHuje, ce OTHOCU
Ha crenede pyurnuje. Haumme, 3a n > m je 2™ = o(z™) ran x — 0. Taxobe je u ™ = o(x™) rama x — oo.

W3 nedpuaunmje, a KOHKPETHO U U3 IPETXOIHOT IPUMEpa, BUAUMO na o(g) Huje jenna ¢pyurnuja, seli npasunnuje
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pedeHo mpencraBmba GamMuianjy (yHKIUja Koje Ccy OOJMKa HemTO ImTo Texu Hyau nyta g. OTyma, YKOIUKO
je f = o(g) mempasumuo je mammcatu o(g) = f. Y upunnwmmy, npasuiaHuje O6u Ouno mucatu f € o(g), amm
TPaAUIMOHAJHO Ce KOPUCTU O3HAaKa =, a TaKkoDe je 3roAHuje jep Moyke a ce IPUMEHU y KOHKPETHOM PaduyHY.
Hepunaunuja Heka cy f,g ¢dynruuje nepunucane na Hexoj oxkosnuau U Ttauke a. Raskemo na je f Besuro O on
g, Kax & — a, yronuko nocroju ¢pyukimmja B: U — R, koja je orpanuuena u saxku f(x) = f(x)g(x). [Iperxomuo
sanucyjemo ca f = O(g). Yromuro je ucropemeno f = O(g) u g = O(f) raskemo na cy f u g ucror pena kazua
T — a.
Oxo HOTamuje ca BenuknMm O BayKU KUCTO INTO je pedyeHO u 3a Majuo o. Ciaemehm cTaB KapakTepuime CUTYAIN]Y
Kazna cy f u g mcror pena.
CraB Pyukmnuje f u g cy ucror pena Kama r — @, aKO U CaMO aKO IMOCTOj€ MO3UTUBHE KOHCTAHTE C; U Co TAKBE
18 BayKu

crlg(@)] < [f(2)] < calg(2)],
3a cBe z € U, roe je U okonuHA Tauke q.
Iloka3s moraenaTu y KibU3MU.
Tlocnemma ox acUMOTOTCKUX pejanudja je
TNedpuuunmja Axo nmocroju okonuua U Tauke a u QpyHrnmja v, Taksa ga je f(z) = vy(z)g(x) u limg_q y(x) = 1,
KasKeMo Ja ¢y QyHKImje [ M g aCUMITOTCKU €KBUBAJIEHTHE Kala T — a, NITO 3amucyjeMo ca f ~ g, (x — a).
Mosxe ce moka3aTu Oa je ~ pejaluja eKBUBAJEHIU]E.
Besy m3ameby nmperxomHo yBemeHUX MOjMOBa aaje
CraB f ~ g(xz — a) ako u camo ako je f =g+ o(g), (x — a).
Iloxa3 ce MO:Ke HOTJIENATH YV KHBU3M, a [JIaBHA KJeja je HapaBHO y TOMe Oa HEMmTO WIITO Texu 1 je obsnuka 14
HEIITO INTO TEXU HYJIU.
W3 nperxomHor BUAMMO Oa TabIWYHE JIMMece MOYKEMO Ia Y OBOj HOTAIMU 3AIlUIIEMO Ca:
1. Kaxko je lim,_,o 822 = 1, 1o je sinz ~ x, a 0 TPETXOIHOM CTaBY je OHZa sinx = x + o(x).

€T

2. Cnmuno rako je 200 1 kan 2 — 0, o je In(l 4 2) =2 + o(z), rama  — 0.

3. U3 C”T_l — Ina, umamo na je a® =1+ xlna+ o(z), kana x — 0.

4. U3 % — a, umamo ga je (1+z)* =1+ azx + o(z), kana x — 0.

Wneja nperxonHor mpuMmepa je y ToMe Aa HeKe KOMIIMKOBaHUje (YHKIMje, KAKBE Cy €KCIIOHEHINM]aJIHa, JIOTapU-
TaMCKa, TPUIOHOMETPHjCKE UTA. ACUMITOIKA yIOPEANMO Ca jeJHOCTABHUjUM, KakBe cy moiauHoMmu. [Iperxonau
IpHMep TO Jaje caMo IO cTemeHa 1, a KacHuje heMo BUAeTU METO KOJUM TO MOYKEMO Ia PEIIMMO A0 IPOU3BOJFHOT
CTeIleHa.

Hexra ocHOBHaA mpaBuia padyHama ca OIPETXOTHUM O3HAKAMAa CY

Cras

1. f~glx —a)=o(f) =0(9),x — a.

2. f-o(g) = o(fg)x - a.

3. o(f) + olf) = o(f),x - a.

4. o(o(f)) =o(f),z — a.

5. g=0o(f) = g=0(f),z — a.

6. O(f) +O(f) =0(f),z — a.

IIperxonuo je camo pedopMmynamnuja HEKMX OCHOBHUX CBOjcTaBa JjuMeca. lIpmmepa panu cBojcTBO 3. je camo
pedopmynanuja Tora na je 30up IOBe (YHKIMje KOje Texke HyJau oleT (PYHKIWja Koja Texkum Hynu. Jloxas ce
WHaUEe MOMKE MOTJIENATU yV KEU3U.



