
Izvod
Neka je f funkcija definisana na intervalu (a, b) (xto se nadaǉe podrazumeva ukoliko nixta nije
eksplicitno reqeno) i neka je x bilo koja taqka tog intervala. Interesuje nas (malo kasnije �emo
videti neke primere motivacije) brzina promene funkcije u odnosu na promenu nezavisno promenǉive u
toj taqki. Prvo, kako je (a, b) otvoreni interval, to taqka x ǌemu pripada sa nekom okolinom, odnosno
za neko h dovoǉno malo va�i x+h ∈ (a, b). Dakle, ima smisla f(x+h), a razliku f(x+h)− f(x) nazivamo
priraxtajem funkcije koji odgovara priraxtaju nezavisno promenǉive h.
Definicija Pod prethodnim pretpostavkama, ukoliko postoji konaqan

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
,

nazivamo ga izvodom funkcije f u taqki x i oznaqava se sa f ′(x).
Pre nego xto pre�emo na motivaciju, pomenimo da se priraxtaji qesto oznaqavaju sa δ, odnosno, u
odnosu na prethodnu oznaku se uzima h = δx, a priraxtaj funkcije se oznaqava sa δf = f(x+ δx)− f(x),
a za ǌega se koristi i oznaka δy. Ova notacija ima nedostatak da se sliqno oznaqavaju priraxtaj i
izabrana taqka x koji nemaju veze jedno sa drugim, taqnije priraxtaj δx biramo potpuno nezavisno od
poqetne taqke x (naravno osim uslova da je x+ δx ∈ (a, b)). Otuda �emo ovu notaciju re�e koristiti.
Pro�imo sada ukratko kroz motivaciju za prethodnu definiciju.
Geometrijski, izraz f(x+h)−f(x)

h iznosi koeficijent pravca prave (seqice), koja seqe grafik funkcije f
u taqkama f(x) i f(x + h) (skicu pogledati u kǌizi). Dati koeficijent pravca je iznosi i tgα, gde je
α ugao koji pomenuta seqica zaklapa sa pozitivnim delom x−ose. Daǉe, kako priraxtaj h te�i nuli,
seqica se sve vixe pribli�ava tangenti na grafik te funkcije. Ukoliko sam taj limes postoji, odnosno
ako funkcija f ima izvod u taqki x iz ove perspektive znaqi da se mo�e lepo aproksimirati pravom
linijom (tangentom) u okolini taqke x. Malo kasnije vixe �emo precizirati taj pojam.
Druga motivacija je mehaniqka, naime oznaqimo sa s = f(t) pre�eni put koji prelazi neka taqka kre�u�i
se po pravoj za vreme t. Tadaje sredǌa brzina na tom putu iznosi v = s

t . Ako bi hteli da raqunamo ǌenu
trenutnu brzinu u trenutku t, posmatrajmo promenu puta za mali period vremena h. Za to vreme taqka
prelazi put s(t + h) − s(t) te po istoj formuli sredǌa brzina za taj period iznosi s(t+h)−s(t)

h . Odatle,
puxtaju�i da h→ 0, ukoliko limes postoji, uzimamo da je trenutna brzina

lim
h→0

s(t+ h)− s(t)
h

,

odnosno izvod funkcije s.
Koriste�i tabliqne limese, mogu se izraqunati izvodi nekih osnovnih funkcija. Npr. (ex)′ = ex, sinx′ =
cosx, cosx′ = − sinx, (xn)′ = nxn−1, gde je u posledǌem n prirodan broj. Tako�e, direktno se vidi da je
izvod konstantne funkcije jednak nuli. Detaǉi se mogu na�i u kǌizi.
Posmatrajmo jox funkciju f(x) = |x| sa izvodom u nuli. Kako je f(0) = 0, to se pitaǌe postojaǌa izvoda
svodi na postojaǌe limesa |x|x , koji ne postoji (levi limes iznosi −1, dok desni iznosi 1). Otuda ova
funkcija nema izvod u nuli. Dakle nemaju sve elementarne funkcije izvode u svim taqkama.
Kod geometrijske interpretacije izvoda, pomenuli smo da funkcija ima izvod u taqki x ako se lepo
mo�e aproksimirati pravom u toj taqki. Precizirajmo to vixe
Definicija Za funkciju f : (a, b)→ R ka�emo da je diferencijabilna u taqki x ∈ (a, b) ako postoji A ∈ R
takvo da je

f(x+ h) = f(x) +A · h+ o(h),

kada h→ 0.
Primetimo da je izraz sa desne strane, bez o(h), zapravo prava (ta prava je tangenta na grafik). Dru-
gaqije reqeno, funkcija je diferencijabilna u taqki x, ako je glavni deo priraxtaja linearan, tj.
ostatak priraxtaja je maǌi asimptocki od linearnog dela. Va�i
Stav Funkcija f je diferencijabiln u taqki x ako i samo ako ima izvod u toj taqki.
Dokaz se svodi na to da je limh→0

f(x+h)−f(x)
h = A, ako i samo ako je f(x+h)−f(x)

h = A+ o(1). Tako�e vidimo
i da je broj A iz prethodne definicije jednak f ′(x). Detaǉe pogledati u kǌizi.
U suxtini, prethodne dve definicije se sliqno odnose kao geometrijska i mehaniqka interpretacija
izvoda, odakle prethodni rezultat i nije neoqekivan.
Stav Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki x tada je ona i neprekidna u taqki x.
Uz osnovna svojstva limesa, imamo da je f neprekidna u x, ako je limh→0 f(x + h) − f(x) = 0. Ukoliko je
jox i diferencijabilna, tada posledǌi izraz iznosi Ah+ o(h), xto svakako te�i nuli.
Obrnuto ne mora da va�i, a za primer se mo�e uzeti ranije pomenuta funkcija |x|.

Pravila diferenciraǌa
U narednih nekoliko stavova navodimo ponaxaǌe izvoda u odnosu na uobiqajene operacije sa funkcijama
Stav Neka funkcije u i v imaju izvode u taqke x. Tada i funkcije u ± v, u · v, uv imaju izvod u taqki x
(posledǌa ukoliko je v(x) 6= 0) i va�i
1. (u± v)′(x) = u′(x)± v′(x).
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2. (u · v)′(x) = u′(x)v(x) + v′(x)u(x).

3. (uv
′(x) = u′(x)v(x)−v′(x)u(x)

v2(x) .

Dokaz pogledati u kǌizi.
Iz prethodnog se daǉe mogu izraqunati izvodi nekih funkcija, kao xto su tg i ctg, kao koliqnici
funkcija qije izvode znamo. Dobija se tg′(x) = 1

cos2 x i ctg′(x) = − 1
sin2 x

.
Stav Neka je funkcija f(x) diferencijabilna u taqki x0 a funkcija g(x) diferencijabilna u taqki
y0 = f(x0). Tada je funkcija g ◦ f diferencijabilna u taqki x0 i va�i

(g ◦ f)′(x0) = g′(y0) · f ′(x0).

Dokaz Kako je g diferencijabilna u y0 to je

g(y0 + h) = g(y0) + g′(y0)h+ α(h)h,

gde je α(h) funkcija koja te�i nuli kada h→ 0. Dodefiniximo dodatno da je α(0) = 0 i primetimo da je
posledǌa relacija taqna i tada. Zamenom u toj relaciji, za priraxtaj slo�ene funkcije imamo

g(f(x0 + h))− g(f(x0)) = g′(y0)(f(x0 + h)− f(x0)) + α(f(x0 + h)− f(x0))f(x0 + h)− f(x0).

Primetimo da za h dovoǉno malo izraz ima smisla, jer je zbog neprekidnosti funkcije f razlika
f(x0 +h)−f(x0) mala. Tako�e, pomenuto dodefinisavaǌe α nam treba, jer je mogu�e da se desi f(x0 +h) =
f(x0) za h 6= 0. Deǉeǌem dobijenog izraza sa h dobijamo

g(f(x0 + h))− g(f(x0))

h
= g′(y0)

f(x0 + h)− f(x0)

h
+ α(f(x0 + h)− f(x0))

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Puxtaju�i da h→ 0, prvi sabirak sa desne strane jednakosti konvergira ka g′(y0) ·f ′(x0). Drugi sabirak
konvergira ka nuli, jer f(x0+h)−f(x0)

h konvergira ka f ′(x0), xto je konaqan broj, dok α(f(x0 + h) − f(x0))
te�i nuli. Naime, kako je f neprekidna u x0, puxtaǌem da h → 0, to f(x0 + h) − f(x0) → 0, a odatle po
Teoremi o limesu slo�ene funkcije i α(f(x0 + h)− f(x0)) te�i nuli.
Posledǌi stav od ovih osnovnih svojstava izvoda se odnosi na izvod inverzne funkcije
Stav Neka je y = f(x) neprekidna i strogo monotona funkcija u nekoj okolini taqke x0 i neka je u toj
taqki jox i diferencijabilna. Ukoliko je f ′(x0) 6= 0, tada je i inverzna funkcija f−1 diferencijabilna
u y0 = f(x0) i va�i

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Dokaz pogledati u kǌizi. Napomenimo samo da prethodni stav osim xto daje formulu za izraqunavaǌe
izvoda, garantuje i diferencijabilnost inverzne funkcije. Inaqe, ukoliko bi odmah znali da je f−1

diferencijabilna, ǌen izvod mo�emo izraqunati i preko pretproxlog stava o izvodu kompozicije.
Zaista, tada je f−1(f(x)) = x i diferenciraǌem tog izraza dobijamo(

f−1(f(x))
)′

=
(
f−1

)′
(f(x0)) · f ′(x0) = x′ = 1,

xto je u stvari prethodna formula. Na ovaj naqin mo�emo da izraqunamo izvode logaritma i inverznih
trigonometrijskih funkcija, a po pomenutom znamo i gde su diferencijabilne. Primera radi, kako ex

ima izvod ex u svim taqkama, koji nigde nije jednak nuli. Samim tim, lnx ima izvod u svim taqkama
svog domena. Xto se raquna tiqe imamo da je ln ex = x, te diferenciraǌem(

ln ex
)′

= ln′(ex) · ex = 1,

odnosno ln′(ex) = 1
ex . Zamenom ex = t, dobijamo da je ln′(t) = 1

t . Analogno se dobija da je (loga x)′ = 1
x ln a .

Odavde, mo�emo izraqunati i izvod stepene funkcije za svaki stepen α ∈ R. Naime kako je xα = eα ln x,
diferenciraǌem dobijamo (

xα
)′

= eα ln x ·
(
α lnx

)′
= xαα

1

x
= αxα−1.

Prethodno se odnosi na x > 0, da bi logaritam imao smisla. Ostali sluqajevi se sliqno razmatraju.
Xto se inverznih trigonometrijskih funkcija tiqe, za arcsin koji je definisan na [−1, 1] izvod raqunamo
samo u taqkama (−1, 1) (tako smo i definisali). On je na tom intervalu inverzna funkcija za sinx na
intervalu (−π2 ,

π
2 ), na kome je izvod sinusa cosx. Kako cosx nema nijednu nulu na (−π2 ,

π
2 ), to arcsin ima

izvod u svim taqkama i analognim raqunom imamo

(arcsin(sinx))′ = arcsin′(sinx) cosx = 1,

tj. da je arcsin′(sinx) = 1
cos x , za x ∈ (−π2 ,

π
2 ). Kako je na tom intervalu cosx =

√
1− sin2 x, to dobijamo

arcsin′(x) = 1√
1−x2

. Sliqno se razmatraju i ostale inverzne trigonometrijske funkcije.
Daǉe, znaju�i sve izvode osnovnih elementarnih funkcija, mo�emo izraqunati izvod svake elementarne
funkcije, u taqkama u kojim je diferencijabilna. Vixe detaǉa se mo�e na�i u kǌizi.
Pomenimo jox da je uslov f ′(x0) 6= 0 u posledǌem stavu neophodan. Primera radi funkcija x3 je strogo
monotona i diferencijabilna u svim taqkama. ǋen izvod iznosi 3x2 i jednak je nuli za x = 0. ǋoj
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inverzna funkcija x1/3 sa druge strane nema izvod u odgovaraju�oj taqki 03. Zaista, ako pogledamo po
definiciji je

h1/3 − 0

h
= h−2/3,

xto ne konvergira kada h→ 0, preciznije te�i beskonaqno. Ova sitauacija ima prirodnu geometrijsku
interpretaciju. Naime, da je izvod nula, znaqi da je tangenta u toj taqki paralelna x−osi, a sa druge
strane, grafik inverzne funkcije se dobija simetrijom u odnosu na pravu y = x. Pri toj simetriji,
prava paralelna x−osi postaje prava paralelna y−osi, koja ima koeficijent pravca beskonaqno (tj.
nije oblika y = ax + b). Uopxte, ova situacija odgovara tome kada funkcija ima beskonaqan izvod (ne
obavezno inverzna).
Po analogiji sa limesima definiximo i levi i desni izvod.
Definicija Neka je f funkcija definisana u intervalu levo od taqke x (npr. na (x−ε, x]). Ako postoji
konaqan

lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
,

nazivamo ga levim izvodom funkcije f u taqki x i oznaqava se sa f ′−(x). Analogno se definixe i desni
izvod.
Kako limes postoji ako i samo ako postoje levi idesni izvod i jednaki su, to i funkcija ima izvod u
taqki ako postoje levi i desni izvod i jednaki su. Geometrijska interpretacija se odnosi na to da tada
grafik mo�e da se aproksimira sa polupravama sa obe strane i odgovara tome da funkcije ima neke
”xpiceve”, poput funkcije |x|. Vixe detaǉa se mo�e pogledati u kǌizi.
Diferencijal Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki x, odnosno ukoliko va�i

f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ o(h),

vidimo da je deo f ′(x)h glavni deo priraxtaja. Preciznije, ostatak priraxtaja funkcije je za red
veliqine maǌi od navedenog linearnog dela. Taj glavni, odnosno linearni deo priraxtaja nazivamo
diferencijalom funkcije f u oznaci df(x). Dakle

df(x)h = f ′(x)h.

Tako�e, jednostavnosti zapisa radi koristi se i oznaka df(x), ili samo df. Geometrijski diferencijal
je priraxtaj tangente na grafik funkcije u taqki x. Samim tim, prethodni izraz ima smisla za svako
h, ali naravno aproksimacija je dobra samo ukoliko imamo da h→ 0.
Ukoliko posmatramo funkciju f(x) = x, za ǌen diferencijal imamo df(x) = dx = 1 · h, odakle se za
priraxtaj h koristi samo oznaka dx. U toj notaciji je dakle df(x) = f ′(x)dx, a samim tim je i f ′(x) = df(x)

dx .
Za razliku od ranije napomenute notacije sa h i δx u ovom sluqaju je zgodno pisati diferencijal na
prethodni naqin. Ilustrova�emo ovo na jednom va�nom svojstvu diferencijala. Neka je dakle f(x)
diferencijabilna funkcija i neka je jox x funkcija od nekog parametra t. Po izvodu slo�ene funkcije
je tada d(f(x(t))) = f ′(x(t))x′(t)dt. Primetimo daǉe da je izraz x′(t)dt diferencijal funkcije x(t) tj. dx(t).
Otuda je opet df(x(t)) = f ′(x(t))dx(t). Samim tim diferencijal uvek ima oblik f ′(x)dx, bez obzira da li
je x nezavisno promenǉiva ili zavisi od neke druge promenǉive. Ovo svojstvo se naziva invarijantnost
forme diferencijala.
Raqunaǌe diferencijala se svodi na odgovaraju�a pravila raqunaǌa izvoda.
Stav Ako su funkcije u i v diferencijabilne u taqki x, onda va�i
1. d(u(x)± v(x)) = du(x)± dv(x)
2. d(u(x)v(x)) = v(x)du(x) + u(x)dv(x).

3. du(x)
v(x) = v(x)du(x)−u(x)dv(x)

v2(x) , gde u posledǌem pretpostavǉamo da je jox v(x) 6= 0.

Vixi izvodi i diferencijali
Neka je funkcija f(x) : (a, b) → R diferencijabilna u svakoj taqki intervala (a, b). Tada je ǌen izvod
f ′(x) opet funkcija nezavisno promenǉive x na intervalu (a, b). Ako je ta funkcija diferencijabilna u
nekoj taqki x intervala (a, b), vrednost ǌenog izvoda u toj taqki nazivamo drugim izvodom funkcije f
i oznaqavamo ga sa f ′′(x), ili f (2)(x). Dakle

(f ′(x))′ = f ′′(x).

Sliqno, opet ukoliko je f ′ diferencijabilna u svim taqkama drugi izvod je opet funkcija, i ǌegov
izvod nazivamo tre�im izvodom funkcije f itd. Preciznije, mo�emo dati induktivnu defniciju da
ukoliko je definisan n−ti izvod f (n) funkcije f na intervalu (a, b) izvod te funkcije u nekoj taqki je
n+ 1−i izvod funkcije f, tj.

(f (n)(x))′ = f (n+1)(x).

Notacije radi, ukoliko funkcija ima n−ti izvod, ka�emo da je n−puta diferencijabilna u toj taqki.
Tako�e, qesto se koristi notacija f (0)(x) = f(x).
Xto se raquna tiqe, raqunaǌe vixih izvoda analogno je raqunaǌu prvog izvoda, me�utim sami izrazi
mogu biti rogobatniji. Pro�imo kroz par jednostavnih primera.
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1. Izvod funkcije ax iznosi (ax)′ = ax ln a. Samim tim, iz pravila za izvod proizvoda i kako je izvod
konstante nula dobijamo da je (ax)(n) = ax(ln a)n. Specijalno (ex)(n) = ex.
2. Xto se stepene funkcije tiqe, imamo da je (xα)′ = αxα−1. Ponovnim diferenciraǌem dobijamo da je
(xα)′′ = α(α− 1)xα−2. Indukcijom se mo�e pokazati da je (xα)(n) = α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)xα−n.
3. Xto se tiqe izvoda sinusa i kosinusa, primetimo da iz adicionih formula direktno imamo da je
sinx′ = sin(x+ π

2 ) i cosx′ = cos(x+ π
2 ). Odavde, iz pravila za raqunaǌe izvoda slo�ene funkcije vidimo

da je (sinx)(n) = sin(x+nπ2 ) i (cosx)(n) = cos(x+nπ2 ). Prethodni izrazi se mogu daǉe raspisati. Sa druge
strane, ako �elimo da izbegnemo prethodnu notaciju, opet direktno imamo da je

sinx′ = cosx, (sinx)(2) = − sinx, (sinx)(3) = − cosx, (sinx)(4) = sinx,

nakon qega se opet izvodi periodiqno ponavǉaju. Sliqno se dobija i za kosinus.
Jox neke primere pogledati u kǌizi.
Od osnovnih svojstava, kako prvi izvod direktno prolazi kroz zbir, to i svi vixi izvodi direktno
prolaze kroz zbir. Preciznije va�i

(u(x) + v(x))(n) = u(n)(x) + v(n)(x),

ukoliko su funkcije u i v dovoǉno puta diferencijabilne. Xto se proizvoda tiqe, situacija je malo
komplikovanija.
Stav Ako su u i v n−puta diferencijabilne funkcije, tada je i u · v n−puta diferencijabilna i va�i

(uv)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
u(n−k)v(k).

Dokaz se radi indukcijom i potpuno je analogan dokazu binomne formule. Pogledati detaǉe u kǌizi.
Prethodna formula se naziv jox i Lajbnicova formula.
Xto se vixih diferencijala tiqe, ǌihova definicija je sliqna tj. oni su diferencijali od diferen-
cijala. Dakle, za diferencijalnu funkciju f imamo od ranije da je df = f ′(x)dx, te ponovnim diferen-
ciraǌem dobijamo d2f(x) = d(df(x)dx) = d(f ′(x)dx) = f ′′(x)(dx)2. Ovde je korix�eno da priraxtaj dx ne
zavisi od promenǉive x (ovo je jedna od situacija gde je logiqnije koristiti oznaku koja nema veze sa
x, poput h), a samim tim i ne utiqe na izvod. Posledǌi izraz se uobiqajeno pixe bez zagrade, tj. kao
d2f(x) = f ′′(x)dx2. Indukcijom dobijamo da je dnf(x) = f (n)(x)dxn.
Pomenimo jox samo da vixi diferencijali nemaju svojstvo invarijantnosti koje ima prvi diferencijal.
Po �eǉi se detaǉi mogu pogledati u kǌizi.

Osnovne teoreme diferencijalnog raquna
Pre nego xto vidimo primene izvoda, precizirajmo jedan pojam
Definicija Neka je f : (a, b) → R funkcija i c ∈ (a, b). Za taqku c ka�emo da je lokalni maksimum
(minimum) funkcije f ukoliko postoji okolina U taqke c, takva da je

f(x) 6 f(c) (f(x) > f(c)),

za sve x ∈ U. Ukoliko su nejednakosti stroge za sve x ∈ U \ {c} ka�emo da je c strogi lokalni maksimum
(minimum). (Strogi) lokalni maksimum i minimum se zajedno nazivaju (strogi) lokalni ekstremum.
Prethodna definicija je opxtija od ranije definisanog maksimuma i minimuma, koje �emo nadaǉe
nazivati globalni minimum ili maksimum. Drugaqije reqeno, c je lokalni ekstremum, ako je maksimum
ili minimum funkcije na nekoj okolini taqke c. Naravno, globalni maksimumm ili minimum se uvek
lokalni ekstremumi, dok obrnuto ne mora biti taqno. Prvo svojstvo izvoda koje navodimo je da oni
daju neophodan uslov za lokalne ekstremume.
Stav Neka je f diferencijabilna u taqki c i neka u toj taqki ima lokalni ekstremum. Tada je f ′(c) = 0.

Dokaz Dokaz se svodi na posmatraǌe znaka f(c+h)−f(c)
h . Ukoliko je c, primera radi lokalni minimum, za

h dovoǉno malo da c+ h upada u okolinu na kojoj je c minimum, imamo da je f(c+ h)− f(c) > 0. Sa druge
strane h meǌa znak. Otuda je f(c+h)−f(c)

h > 0, za h pozitivno i f(c+h)−f(c)
h 6 0, za h negativno. Kako limes

postoji, jer smo pretpostavili da je f diferencijabilna u c, to izvod u toj taqki mora biti nula.
Prethodni stav se naziva i Fermaov stav.
Dakle, kandidati za lokalne ekstremume su one taqke x u kojima je f ′(x) = 0. Ovi uslovi nisu dovoǉni,
primera radi za f(x) = x3 je f ′(0) = 0, ali ta taqka nije lokalni ekstremum. Tako�e, kao xto se vidi
iz dokaza, funkcija mora da bude definisana na nekoj okolini taqke da bi primenili prethodni stav.
Dakle, ukoliko tra�imo ekstremne vrednosti funkcije, krajevi intervala moraju odvojeno da se posma-
traju. Primera radi prethodni stav ne vidi taqke poput x = 0 za funkciju f(x) =

√
x koja je globalni

minimum, ili taqke 1 i −1 za arcsin koji su globalni maksimum i minimum te funkcije. Iz tog razloga
smo i u definiciji lokalnog ekstremuma zahtevali da funkcija bude definisana na okolini, dakle i
levo i desno od taqke.
Teorema Neka je f : [a, b]→ R funkcija koja je neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b) i neka je
jox f(a) = f(b). Tada postoji c ∈ (a, b) takvo da je f ′(c) = 0.
Dokaz Dokaz se svodi na Vajerxtrasovu Teoremu i prethodni stav. Po Vajerxtrasu, kako je f neprekidna
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na [a, b] ona na tom segmentu dosti�e globalni maksimum M i globalni minimum m u nekim taqkama.
Primetimo prvo da ako je m = M to je f konstantna u kom sluqaju je f ′(x) = 0 u svim taqkama. Ukoliko
to nije sluqaj, barem jedna od vrednosti m ili M nije jednaka vrednostima f u krajevima intervala,
a samim tim ta taqka je unutar (a, b). Kako je ona i lokalni ekstremum, po prethodnom stavu, kako je f
diferencijabilna na (a, b) u toj taqki je izvod nula.
Prethodna Teorema se naziva Rolova Teorema. ǋenu geometrijsku interpretaciju pogledati u kǌizi.
Uslov da je f(a) = f(b) u prethodnoj Teoremi je malo nezgodan za praktiqne primene. Otuda, naredna
Teorema, koja se naziva Lagran�eva, mada se svodi na Rolovu, dosta je praktiqnija od ǌe.
Teorema Neka je f : [a, b] → R funkcija koja je neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b). Tada
postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je

f ′(x) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Dokaz Posmatrajmo funkciju ϕ(x) = f(x) + λx i izaberimo λ tako da su zadovoǉeni uslovi Rolove
Teoreme. Dakle, treba nam da je f(a) + λa = f(b) + λb, odnosno da je λ = − f(b)−f(a)

b−a . Tada po Rolovoj
Teoremi postoji taqka c takva da je ϕ′(c) = f ′(c) + λ = 0, xto je i trebalo pokazati.
Geometrijsku interpretaciju i ove Teoreme pogledati u kǌizi. Lagran�eva Teorema se naziva inaqe
i Teorema o sredǌoj vrednosti.
Posledice Lagran�eve Teoreme
Za poqetak, preko Lagran�eve Teoreme direktno mo�emo da poka�emo da je kontantna funkcija jedina
funkcija qiji je izvod jednak nuli
Stav Neka je f : (a, b) → R diferencijabilna funkcija, takva da je f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b). Tada je
f(x) = c za sve x ∈ (a, b)
Uzmimo taqke x, y ∈ (a, b). Kako f zadovoǉava uslove Lagran�eve Teoreme na segmentu [x, y], imamo da je
f(x)−f(y)

x−y = f ′(c) = 0, odnosno f(x) = f(y). Kako su to bile proizvoǉne dve taqke, f uzima istu vrednost
u svim taqkama.
Direktna posledica prethodnog, je da funkcije koje imaju iste izvode, koje su definisane na intervalu,
se razlikuju za konstantu.
Daǉe, osim ekstremuma, izvodima mo�emo da vidimo i monotonost funkcije.
Stav Neka je f : (a, b) → R diferencijabilna funkcija u (a, b) i neka je f ′(x) > 0(6 0). Tada f raste
(opada) na (a, b). Ukoliko je f ′(x) > 0(< 0) tada f strogo raste (opada) na (a, b).
Dokaz Pretpostavimo da je f ′(x) > 0 i neka je x, y ∈ (a, b), za koje je x < y. Tada je po Lagran�evoj
Teoremi f(y)− f(x) = f ′(c)(y − x) > 0. Tako�e vidimo i da ukoliko je f ′(c) > 0 funkcija strogo raste.
Uslov za strogu monotonost nije neophodan. Primera radi, ranije pomenuta funkcija f(x) = x3 strogo
raste, ali izvod joj nije strogo pozitivan (u nuli je jednak nuli).
Prekidi izvoda
Pretpostavimo da imamo funkciju f : (a, b) → R koja je diferencijabilna u svakoj taqki. Postavǉa se
pitaǌe kakva �e tada biti funkcija f ′(x). Primere koje smo imali do sada su uglavnom elementarne
funkcije koje su mahom diferencijabilne u svim taqkama (mahom sa pomenutim izuzecima, koje nisu bile
diferencijabilne samo u ponekim taqkama). Naravno opxti sluqaj nije takav. Kratko se osvrnimo na
ovo pitaǌe. Za poqetak, Lagran�eva Teorema garantuje da izvod ne mo�e da ima prekide prve vrste.
Preciznije
Stav Neka je f : [a, b]→ R diferencijabilna na (a, b), neprekidna na [a, b] i neka jox postoji limx→a+ f

′(x).
Tada postoji i desni izvod u taqki a, a va�i i

f ′+(a) = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
= lim
x→a+

f ′(x).

Dokaz Po Lagran�evoj Teoremi, za h > 0, va�i

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(ch),

za neko ch ∈ (a, a+h). Primetimo da kako h→ 0, po Teoremi o dva policajca i ch → a. Odatle, puxtaǌem
limesa da h→ 0 u gorǌoj jednakosti, dobijamo zakǉuqak stava.
Sliqno tvr�eǌe va�i i za levi izvod u b ukoliko postoji levi limes prvog izvoda.
Posledica Neka je f : (a, b) → R diferencijabilna funkcija. Tada funkcija f ′(x) nema prekide prve
vrste.
Neka je c ∈ (a, b), i pretpostavimo suprotno da f ′ ima prekid prve vrste, odnosno da postoje limx→c− f

′(x)
i limx→c+ f

′(x). Kako je f diferencijabilna i neprekidna na nekoj okolini taqke c, to su ispuǌeni uslovi
prethodnog stava, odakle imamo da su levi i desni limes f ′(x) u taqki c redom jednaki levom i desnom
izvodu f u taqki c. Kako je po pretpostavci f diferencijabilna u c, to su levi i desni izvod jednaki,
a time su i levi i desni limes f ′(x) jednaki u taqki c. Odatle, c nije prekid f ′(x).
Napomena Prethodna posledica ne ka�e da izvod ne mo�e da ima prekide, xto mo�e, ve� samo da su mu

5



svi prekidi druge vrste. Arhiprimer takve funkcije je funkcija data sa

f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0

0, x = 0

Ova funkcija je diferencijabilna u svakoj taqki. Zaista, za x 6= 0, ǌen izvod mo�emo raqunati kao
izvod elementarne funkcije i uobiqajenim raqunom imamo

f ′(x) = 2x sin
1

x
+ x2 cos

1

x

(
− 1

x2

)
= 2x sin

1

x
− cos

1

x
.

U taqki x = 0 izvod raqunamo po definiciji. Imamo da je

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim
h→0

h sin
1

h
= 0,

jer h→ 0, a sin 1
h je ograniqen funkcija. Dakle, f je diferencijabilna u svakoj taqki i ǌen izvod iznosi

f ′(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x , x 6= 0

0, x = 0

Ova funkcija nije neprekidna u nuli, jer pravi problem cos 1
x koji nema limes. Odatle vidimo i da je

u pitaǌu prekid druge vrste.
I pored prethodne napomene, izvod f ′(x) ima jednu sliqnost sa neprekidnim funkcijama. Naime va�i
naredna Darbuova Teorema
Teorema Ako je funkcija f(x) diferencijabilna na segmentu [a, b] (tj. ako je diferencijabilna na nekom
(α, β) koji sadr�i [a, b]), onda za proizvoǉno µ izme�u f ′(a) i f ′(b) postoji c ∈ (a, b) takvo da je f ′(c) = µ.
Dokaz pogledati po �eǉi. Dakle, iako izvod nije neprekidan, prolazi kroz sve vrednosti poput
neprekidne funkcije. Opet napomenimo da prethodno nije posledica Koxi - Bolcanove Teoreme.
Koxijeva Teorema i Lopitalova pravila
Navedena teorema je uopxteǌe Lagran�eve Teoreme i glasi
Teorema Ako su funkcije f, g : [a, b] → R neprekidne na [a, b], diferencijabilne na (a, b) i g′(x) 6= 0, za
x ∈ (a, b), onda postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Dokaz je potpuno analogan dokazu Lagran�eve Teoreme, uz posmatraǌe funkcije ϕ(x) = f(x) + λg(x) uz
namextaǌe parametra λ za primenu Rolove Teoreme. Detaǉe pogledati u kǌizi.
Iz Koxijeve Teoreme mo�emo dobiti jox jedan naqin za raqunaǌe limesa oblika f(x)

g(x) . Naqin odre�ivaǌa
se naziva Lopitalova pravila i mo�e se pokazati korisnim u nekim situacijama.
Teorema Neka su funkcije f(x), g(x) definisane u poluotvorenom intervalu (a, b], diferencijabilne
u (a, b) i neprekidne na (a, b] (b mo�e da bude i +∞ u kom sluqaju pretpostavǉamo da su funkcije
neprekidne na (a, b)), neka je f(b) = g(b) = 0 ili neka je limx→b− f(x) = limx→b− g(x) = ±∞, (u tom sluqaju
opet pretpostavǉamo neprekidnost samo na (a, b)) i neka je g′(x) 6= 0 na nekoj okolini taqke b. Ukoliko
postoji, konaqan ili beskonaqan, limx→b−

f ′(x)
g′(x) , tada postoji i limx→b−

f(x)
g(x) i oni su jednaki.

Analogno va�i i za leve limese. Dokaz po �eǉi pogledati u kǌizi. Svodi se na Koxijevu Teoremu,
me�utim ima dosta sluqajeva koji se moraju razmotriti.

Tejlorova formula
Setimo se da je jedna od motivacija za isvod bila da vidimo koje funkcije se mogu lepo aproksimirati
linearnim funkcijama. Preciznije, aproksimirali bi funkciju prostijom funkcijom oblika ax+ b (tj.
linearnom), i tra�ili smo da razlika od poqetne funkcije bude mala (tj. o(h)). Znaju�i da funkcija
ima i vixe izvode, postavǉa se pitaǌe mo�emo li to uraditi boǉe, a usput i precizirati kolika je
grexka. Ideja je aproksimirati funkciju polinomom, koji bi posle linarne trebalo da bude neka od
jednostavnihijih funkcija. Setimo se tako�e da vixi diferencijali uz sebe imaju hn. Otuda, ako bi
naprimer hteli da aproksimiramo funkciju koriste�i d2f, oqekivano bi koristili h2, xto bi opet
dalo polinom po h.
Otuda za poqetak, pretpostavimo da funkcija f(x), definisana na nekoj okolini taqke a, ima u toj taqki
sve izvode do reda n. Konstruiximo polinom stepena n koji u taqki a ima iste izvode kao i funkcija
f, do reda n. Direktnim raqunom se vidi da je pomenuti polinom

Tn,a(x) = f(a) + f ′(a)
x− a

1
+ f ′′(a)

(x− a)2

2!
+ . . .+ f (n)(a)

(x− a)n

n!
.

Zaista, ako pogledamo k−ti izvod od Tn,a(x) u taqki a, prvo svi sabirci uz stepene do k−1 se anuliraju.
Sa druge strane, k−ti izvod od (x− a)m za m > k iznosi

((x− a)m)(k) = m(m− 1) · . . . · (m− k + 1)(x− a)m−k.
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Odavde vidimo da sabirci uz (x−a)m za m > k u taqki a iznose nula, jer ostaje (x−a)m−k xto je nula u
taqki a. Dakle, ostao je samo sabirak (x−a)k, qiji je k−ti izvod jednak k(k−1)·. . .·(k−k+1)(x−a)k−k = k!.
Otuda se faktorijeli skrate i ostane samo konstanta f (k)(a). Dakle, Tn,a(x) je polinom za koji va�i

Tn,a(a)(k) = f (k)(a),

za sve k = 0, . . . , n. Naziva se Tejlorov polinom funkcije f. Naravno od interesa je proceniti grexku
koju pravimo aproksimacijom funkcije f(x) sa Tn,a(x). Otuda oznaqimo sa Rn(x) = f(x)−Tn,a(x) ostatak,
odnosno grexku koju imamo pri toj aproksimaciji. Navodimo dve procene za ǌega.
Teorema Neka je f : U → R, funkcija koja je neprekidna na okolini U i ima izvode do reda n+ 1 na toj
okolini. Ukoliko je a ∈ U, za sve x ∈ U va�i formula

f(x) = f(a) + f ′(a)
x− a

1
+ f ′′(a)

(x− a)2

2!
+ . . .+ f (n)(a)

(x− a)n

n!
+

(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c),

gde je c taqka koja pripada intervalu (a, x) ili (x, a) zavisno od rasporeda x i a, i naravno zavisi od
taqke x.
Da bi se naglasilo da c pripada pomenutom intervalu, qesto se koristi i oznaka c = a+ θ(x− a), gde je
θ ∈ (0, 1). Prethodna formula se naziva Tejlorova formula sa ostatkom u Lagran�evom obliku.
Dokaz U ranijoj notaciji, neka je Rn(x) = f(x) − Tn,a(x), te primetimo da kako polinomi imaju izvode
svakog reda, to funkcija Rn ima tako�e izvode do n+1−og reda u okolini U, odnosno koliko i funkcija f.
Pretpostavimo jednostavnosti radi da je x < a i primenimo Koxijevu Teoremu na funkcije f(x) = Rn(x)
i g(x) = (x− a)n+1 u notaciji teoreme, na intervalu [a, x]. Primetimo da su uslovi teoreme zadovoǉeni,
jer je g′(x) = (n + 1)(x − a)n nije nula unutar intervala (a, x) (jednak je nuli samo u a) i funkcije su
svakako puta diferencijabilne. Dakle, imamo da postoji c1 ∈ (a, x) takvo da je

Rn(x)

(x− a)n+1
=

Rn(x)−Rn(a)

(x− a)n+1 − (a− a)n+1
=

R′n(c1)

(n+ 1)(c1 − a)n
.

Primetimo da je Rn(a) = f(a) − f(a) = 0, odakle sledi prva jednakost. Zapravo imamo da je R(k)
n (a) =

f (k)(a) − T (k)
n,a(a) = 0, za sve k = 0, 1, . . . , n, jer smo Tejlorov polinom i napravili da je polinom qiji su

svi izvodi jednaki izvodu funkcije u datoj taqki. Odatle, prvo imamo

R′n(c1)

(n+ 1)(c1 − a)n
=

R′n(c1)−R′n(a)

(n+ 1)(c1 − a)n − (n+ 1)(a− a)n
,

a daǉe primeǌuju�i Koxijevu Teoremu, sada na funkcije R′n i (n+1)(x−a)n na intervalu [a, c1] dobijamo
daǉe

Rn(x)

(x− a)n+1
=

R′n(c1)−R′n(a)

(n+ 1)(c1 − a)n − (n+ 1)(a− a)n
=

R′′n(c2)

(n+ 1)n(c2 − a)n−1
,

za neku taqku c2 ∈ (a, c1). Daǉe, nastavimo postupak.
Razmotrimo da kada mo�emo da ponavǉamo prethodni postupak. Dakle, prvo nam treba da su funkcije
diferencijabilne, gde je Rn diferencijabilna n+ 1 puta, dok je (x−a)n+1 diferencijabilna koliko god
puta. Daǉe treba nam da izvod funkcije u brojiocu nije nula unutar otvorenog intervala, xto se prvi
put dexava za n+ 2−i izvod, kada je izvod funkcije svuda nula. Tako�e, nam treba da je R(k)

n (a) = 0, i
analogno za funkciju u brojioci. Primetimo dakle da sve mo�emo da uradimo taqno n puta. Odatle,
posle n primena Koxijeve Teoreme imamo da je

Rn(x)

(x− a)n+1
=

R′n(c1)

(n+ 1)(c1 − a)n
= . . . =

R
(n)
n (cn)

(n+ 1)n · 2(x− a)
=

R
(n)
n (cn)−R(n)

n (a)

(n+ 1)n · 2(x− a)− (n+ 1)n · 2(a− a)
=
R

(n+1)
n (cn+1)

(n+ 1)!
,

za neku taqku cn+1 ∈ (a, cn) ⊂ (a, x). Daǉe, kako je Tn+1
n,a (x) = 0, jer je Tn,a(x) polinom stepena n, to je

R(n+1)
n (cn+1) = f (n+1)(cn+1)− Tn+1

n,a (cn+1) = f (n+1)(cn+1).

Dakle, izvlaqe�i prvu i posledǌu jednakost, dobili smo

Rn(x)

(x− a)n+1
=
R

(n+1)
n (cn+1)

(n+ 1)!
=
f (n+1)(cn+1)

(n+ 1)!
,

xto je zapravo tvr�eǌe teoreme.
Druga procena ostatka je sliqnija originalnoj motivaciji za izvod i naziva se Peanov oblik ostatka.
Teorema Neka je f definisana na okolini U taqke a, neka na toj okolini ima sve izvode do n − 1−og
reda i neka jox ima n−ti izvod u taqki a. Tada je

Rn(x) = o(x− a)n,

kada x→ a.
Dokaz pogledati u kǌizi.
Prethodna procena je slabija od Lagran�eve, jer daje samo asimptocku ocenu ostatka. Sa druge strane,
pretpostavili smo dosta maǌe, tj. da n−ti izvod postoji samo u jednoj taqki, dok za Lagran�evu procenu
pretpostavǉamo postojaǌe n−og izvoda na celoj okolini.
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Ispitivaǌe funkcija
Monotonost funkcija
Ranije smo videli da funkcija koja ima nenegativan izvod raste. Da va�i i obrnuto direktno se
pokazuje.
Stav Neka je f : (a, b)→ R rastu�a (opadaju�a) i diferencijabilna funkcija. Tada je f ′(x) > 0(6 0).
Dokaz Ukoliko je f rastu�a, za x ∈ (a, b) i h > 0, kako je x+ h > x to je f(x+ h) > f(x), a odatle je

f(x+ h)− f(x)

h
> 0.

Sa druge strane, za h < 0 je f(x + h) 6 f(x), pa deǉeǌem sa h opet dobijamo nenegativan broj, tj.
prethodna nejednakost je taqna i u ovom sluqaju. Puxtaǌem da h→ 0, dobijamo tra�eni rezultat.
Tako�e, ranije smo videli da su nule izvoda kandidati za lokalne ekstremume. Precizirajmo daǉe taj
rezultat
Stav Neka je funkcija f neprekidna u nekoj okolini U taqke c i diferencijabilna u U \ {c}. Tada je c
lokalni ekstremum funkcije f ako f ′ meǌa znak pri prolasku kroz taqku c. Preciznije, ukoliko je
1. f ′(x) < 0, za x ∈ U ∩ (−∞, c) i f ′(x) > 0 za x ∈ U ∩ (c,+∞) onda je c strogi lokalni minimum.
2. f ′(x) > 0, za x ∈ U ∩ (−∞, c) i f ′(x) < 0 za x ∈ U ∩ (c,+∞) onda je c strogi lokalni maksimum.
3. Ako je izvod stalnog znaka na okolini c, tada c nije ekstremum.
Dokaz Za x ∈ U po Lagran�evoj Teoremi primeǌenoj na [c, x] ili [x, c] imamo da je

f(c)− f(x) = f ′(α)(c− x).

Ukoliko je sluqaj 1. tada za x < c je f ′(α) < 0, a c − x > 0, pa je desna strana jednakosti strogo maǌa
od nule, odnosno f(c) < f(x). Ako je x > c, obe nejednakosti se okre�u i opet je desna strana strogo
negativna. Otuda je c minimum. Analogno se pokazuje 2.
3. sledi opet sliqno, sa tim xto sada f ′(α) uvek ima isti znak, dok se znak c− x meǌa, odakle vidimo
da c nije ekstremum.
Prethodni stav je zgodan xto ne podrazumeva diferencijabilnost u c, odnosno radi i sa primerima
poput |x|.
Pomenimo jox samo da preko Tejlorovog polinoma mo�emo tako�e daǉe da ispitamo prirodu taqaka
u kojima je f ′(x) = 0, tj. videti da li su u pitaǌu ekstremumi ili ne. U praksi prethodni naqin je
jednostavniji i ne podrazumeva neki daǉi raqun, tj. dovoǉno je videti znak prvog izvoda da bi se
videlo da li je u pitaǌu ekstremum. S toga i ne pomiǌemo te rezultate, a bilo ko zainteresovan mo�e
pogledati iste u kǌizi.
Konveksnost
Definicija Za funkciju f : (a, b)→ R ka�emo da je konveksna ukoliko za proizvoǉne x1, x2 ∈ (a, b) va�i

f(λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2),

za sve λ ∈ [0, 1]. Ukoliko jox, za sve x1 6= x2 i sve λ ∈ (0, 1) va�i stroga nejednakost < ka�emo da je f
strogo konveksna.
Ukoliko umesto znaka 6 (<) stoji znak > (>) za funkciju f ka�emo da je konkavna.
Konveksnost ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Naime, kako skup {λx1 + (1 − λ)x2|λ ∈ [0, 1]}
predstavǉa du� koja spaja x1 i x2, to prethodna nejednakost ka�e da je grafik funkcije f ispod seqice
na grafik u taqkama f(x1) i f(x2). Detaǉe sa skicom pogledati u kǌizi.
Precizirajmo malo vixe taj pojam. Ukoliko je x ∈ [x1, x2], odnosno ako pripada du�i sa krajevima x1 i
x2 to direktno vidimo da je

x =
x2 − x
x2 − x1

x1 +
x− x1

x2 − x1
x2.

Tako�e, vidimo da koeficijenti x2−x
x2−x1

i x−x1

x2−x1
su oblika λ i 1− λ za neko λ ∈ [0, 1]. Dakle, za konveksnu

funkciju f imamo da je

f(x) 6
x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1

x2 − x1
f(x2),

odnosno
(x2 − x1)f(x) 6 (x2 − x)f(x1) + (x− x1)f(x2).

Odavde daǉe dobijamo

(x2−x1)f(x) 6 (x2−x)f(x1)+(x−x1)f(x2) = (x2−x1−x+x1)f(x1)+(x−x1)f(x2) = (x2−x1)f(x1)−(x−x1)f(x1)+(x−x1)f(x2)

⇔ (x2 − x1)(f(x)− f(x1)) 6 (x− x1)(f(x2)− f(x1))⇔ f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

Potpuno analogno se dobija da je

(x2 − x1)f(x) 6 (x2 − x)f(x1) + (x− x1)f(x2) = (x2 − x)f(x1) + (x2 − x1 − (x2 − x))f(x2)

⇔ (x2 − x)(f(x2)− f(x1)) 6 (x2 − x1)(f(x2)− f(x))⇔ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
.
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Prethodne nejednakosti mo�emo zajedno zapisati kao

f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
,

naravno za x1 < x < x2, xto je i pretpostavǉano kroz ceo raqun. Ako se detaǉno pogleda, koracima
unazad se dobija da je prethodna nejednakost ekvivalentna konveksnosti.
Za konkavne funkcije va�i analogno, samo sa >, odnosno da nagibi opadaju.
Ovaj ekvivalentan uslov tako�e ima geometrijsku interpretaciju. Naime funkcija je konveksna ako
nagibi seqica na grafik f(x2)−f(x1)

x2−x1
rastu i po x1 i po x2. Iz ovoga daǉe nalazimo vezu konveksnosti sa

izvodom.
Napomena Pre nego xto krenemo na vezu sa izvodom, do sada nismo pomiǌali nixta o neprekidnosti
konveksne funkcije f. Ovo se tako�e mo�e pokazati iz prethodnih nejednakosti, a ideja bi bila slede�a.
Neka je x ∈ (a, b) uzmimo h dovoǉno malo i procenimo nagib f(x+h)−f(x)

h . Uzimaǌem neke dve taqke d1 i
d2 koje su unutar (a, b), ali desnije od x + h, imamo da je nagib u tim taqkama ve�i nego f(x+h)−f(x)

h po
prethodnom, a uzimaǌem dve taqke l1 i l2 koje su levǉe od x− h, nagib nad ǌima je maǌi od pomenutog,
tj

f(l1)− f(l2)

l1 − l2
6
f(x+ h)− f(x)

x+ h− x
6
f(d1)− f(d2)

d1 − d2
.

Mno�eǌem izraza sa h, imamo da je

f(l1)− f(l2)

l1 − l2
h 6 f(x+ h)− f(x) 6

f(d1)− f(d2)

d1 − d2
h,

ukoliko je h > 0, ili obrnuto ukoliko je h < 0. U svakom sluqaju, kako su izabrani nagibi u taqkama
l1, l2, d1, d2 konstante, kada h→ 0, oba krajǌa izraza te�e nuli, odakle je po Teoremi o dva policajca f
neprekidna.
Za kraj napomene, jox samo primetimo da smo konveksnu funkciju definisali na otvorenom intervalu
(a, b) jednostavnosti radi a analogna je definicija na bilo kom intervalu. Tada u krajǌim taqkama
intervala ne mo�emo da primenimo prethodni rezon, jer nemamo taqke koje su levo ili desno. Zapravo,
u tim taqkama konveksna funkcija mo�e imati prekid. Zainteresovani mogu da razmisle o primeru.
Poka�imo sada da konveksna funkcija f ima levi i desni izvod u svakoj taqki. Neka je x ∈ (a, b), h > 0
i c > 0 bilo koji fiksiran broj, takav da je x− c ∈ (a, b). Po monotonosti nagiba imamo da je

f(x)− f(x− c)
c

6
f(x+ h)− f(x)

h
,

a tako�e znamo i da nagib f(x+h)−f(x)
h opada po h. Odavde postoji limes kada h→ 0+, (opadaju�a funkcija

koja je ograniqena odozdo) xto je desni izvod u x. Sliqno imamo i levi izvod u svakoj taqki, xto mo�emo
videti fiksiraǌem h i puxtaǌem da c → 0 + . Tako�e vidimo i da je f ′−(x) 6 f ′+(x), a sliqno mo�emo
videti i da je f ′+(x1) 6 f ′−(x2), ako je x1 < x2 (zapravo, izme�u ta dva broja se nalazi nagib f(x2)−f(x1)

x2−x1
).

Odavde, od maǌeg interesa nam je to da konveksna funkcija ima izvod u svim taqkama osim ǌih prebro-
jivo mnogo (xto se mo�e pokazati analogno tome da monotona funkcija ima prebrojivo mnogo prekida,
pa opet, ko je zainteresovan...) a vixe od interesa je slede�i
Stav Neka je f : (a, b)→ R diferencijabilna i konveksna funkcija. Tada f ′(x) raste na (a, b).
Obrnuto se dokazuje primenom Lagran�eve Teoreme. Naime, ukoliko izvod raste, to je u ranijoj no-
taciji

f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(c1),

f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(c2),

a kako je c1 ∈ (x1, x) i c2 ∈ (x, x2), to je zbog monotonosti izvoda i f ′(c1) 6 f ′(c2). Odavde imamo da je f
konveksna. Tako�e, ukoliko izvod strogo raste imamo i da je funkcija strogo konveksna.
Primenom stvari od ranije, zakǉuqujemo daǉe
Stav Neka je f : (a, b)→ R dva puta diferencijabilna funkcija. Da bi f bila konveksna neophodno je i
dovoǉno da je f ′′(x) > 0.
Naravno, za konkavne funkcije va�e analogni rezultati.
Sliqno kao i za monotonost, ukoliko je drugi izvod funkcije strogo pozitivan, ona je tada i strogo
konveksna. Detaǉi se mogu pogledati u kǌizi. Tako�e mo�e se pokazati da je funkcija konveksna ako i
samo ako je ǌen grafik iznad tangente u proizvoǉnoj taqki.
Opet, sliqno kao kod monotonosti, gde smo tra�ili taqke u kojima izvod meǌa znak, tj. ispostavǉalo se
da su to lokalni ekstremumi, od interesa nam je da na�emo taqke u kojima funkcija meǌa konveksnost.
Preciznije
Definicija Neka je funkcija f(x) definisana u nekoj okolini U taqke x0 i diferencijabilna na tom
skupu. Taqka (x0, f(x0)) se naziva prevojnom taqkom krive, odnosno funkcije y = f(x) ukoliko je f strogo
konveksna (konkavna) na skupu {x ∈ U |x > x0} i strogo konkavna (konveksna) na skupu {x ∈ U |x < x0}.
Primetimo prvo da ukoliko je funkcija f dva puta diferencijabilna na U i ako joj je drugi izvod
neprekidan u x0, tada mora biti f ′′(x0) = 0, jer je sa jedne strane pozitivan a sa druge strane negativan,
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ili obrnuto. Primetimo tako�e da iz prethodne defnicije pretpostavǉamo da grafik funkcije f ima
tangentu u taqki (x0, f(x0)), a kako je grafik konveksne funkcije iznad, a konkavne ispod tangente, to
se pri prolasku grafika kroz prevojnu taqku meǌa taj raspored. Otud i naziv prevojna taqka, jer se
slobodno reqeno funkcija previja oko tangente.
Napomenimo samo da se negde prevojna taqka definixe samo kao taqka u kojoj se meǌa konveksnost
(dakle, ne tra�i se prethodni uslov sa postojaǌem tangente) xto je u praksi najqex�i sluqaj. Ipak,
to nije isto kao malopre�axǌa definicija, jer ona iskǉuquje neke sluqajeve poput

f(x) =

{
x2, x < 0
√
x, x > 0

koja je neprekidna u nuli i u nuli joj se meǌa konveksnost, ali nije diferencijabilna u toj taqki.
Otuda, kako smo mi definisali, 0 nije prevojna taqka ove funkcije.
Sliqno kao kod ekstremuma, dovoǉne uslove za prevojnu taqku nam daje znak drugog izvoda pri prolasku
kroz tu taqku.
Stav Neka je f diferencijabilna u nekoj okolini U taqke x0 i dva puta diferencijabilna u U \ {x0}.
Ako f ′′(x) meǌa znak pri prolasku kroz x0, to je x0 prevojna taqka funkcije f.
Kako je sa jedne strane f ′′ npr. pozitivan a sa druge negativan, to je sa odgovaraju�e strane funkcija
konveksna odnosno konkavna. Time vidimo da su ispuǌeni svi uslovi definicije.
Tako�e, ispitivaǌe da li je nula drugog izvoda prevojna taqka mo�e se uraditi preko vixih izvoda.
Zainteresovani mogu pogledati isto u kǌizi.
Jensenova nejednakost
Poka�imo jedno uopxteǌe nejednakosti kojom smo definisali konveksne funkcije.
Stav Neka je f : (a, b)→ R konveksna funkcija i neka su λi ∈ [0, 1], za i = 1, . . . , n, takvi da je

∑n
i=1 λi = 1.

Tada va�i

f

( n∑
i=1

λixi

)
6

n∑
i=1

λif(xi),

gde je xi ∈ (a, b).
Dokaz Dokaz ide indukcijom po n. Za n = 2, prethodno je nejednakost iz definicije konveksnosti.
Pretpostavimo da je nejednakost taqna za n i poka�imo da je taqna i za n+ 1. Dakle, neka su λi ∈ [0, 1],

za i = 1, . . . , n+ 1, takvi da je
∑n+1
i=1 λi = 1 i xi ∈ (a, b). Treba pokazati

f

(n+1∑
i=1

λixi

)
6
n+1∑
i=1

λif(xi).

Oznaqimo sa Λ =
∑n
i=1 λi = 1−λn+1 i pretpostavimo da λ 6= 0, jer je u tom sluqaju prethodna nejednakost

trivijalna. Namestimo sada funkciju na nejednakost iz definicije konveksnosti, tj.

f

(n+1∑
i=1

λixi

)
= f

( n∑
i=1

λixi + λn+1xn+1

)

= f

(
Λ

n∑
i=1

λi
Λ
xi + λn+1xn+1

)
6 Λf

( n∑
i=1

λi
Λ
xi

)
+ λn+1f(xn+1).

Kako je Λ ∈ [0, 1] i kako je Λ + λn+1 = 1, posledǌi korak je samo pomenuta nejednakost. Daǉe, za prvi
sabirak primenimo induktivnu hipotezu. Imamo da je f konveksna, u sumi je n sabiraka i imamo da je∑n
i=1

λi

Λ = Λ
Λ = 1. Dakle, po induktivnoj hipotezi imamo da je

Λf

( n∑
i=1

λi
Λ
xi

)
+ λn+1f(xn+1) 6 Λ

n∑
i=1

λi
Λ
f(xi) + λn+1f(xn+1),

odakle, skra�ivaǌem Λ dobijamo tra�eni rezultat.
Prethodna nejednakost se naziva Jensenova nejednakost. Navodimo samo jednu ǌenu primenu, naime iz
ǌe direktno sledi nejednakost arithmetiqke i geometrijske sredine. Uzmimo funkciju f(x) = ex, koja
je konveksna, jer joj je drugi izvod jednak ex xto je pozitivna funkcija. Dakle, po prethodnom va�i

e
∑n

i=1 λixi 6
n∑
i=1

λie
xi ,

gde su λi ∈ [0, 1] i
∑n
i=1 λi = 1, a xi ∈ R. Izaberimo daǉe da je λi = 1

n , xto zadovoǉava uslove za λ i
tako�e primetimo da je e

∑n
i=1 λixi =

∏n
i=1 e

λixi . Dakle imamo da je

e
∑n

i=1
1
nxi =

n∏
i=1

e
1
nxi = n

√√√√ n∏
i=1

exi 6
n∑
i=1

1

n
exi =

∑n
i=1 e

xi

n
.
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Zamenom da je exi = ai dobijamo da je

n

√√√√ n∏
i=1

ai 6

∑n
i=1 ai
n

,

xto je nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine. Uslov koji imamo je da je svaki od brojeva ai
oblika exi , odnosno da je ai > 0. Primetimo da u sluqaju da je neki ai = 0, leva strana nejednakosti
jednaka nuli, tako da nejednakost va�i za sve nenegativne brojeve ai.
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