N3Bon

Heka je f ¢yurumja medunucana ua unrepBaty (a,b) (rTo ce Hamame MOAPA3yMEBA YKOJIMKO HUINTA HUJjE
eKCIIMIUTHO PEUYEHO) U HeKa je x OuiIo Koja Tauka Tor mHTepBasa. MVurepecyje Hac (Maso kacuuje hemo
BUIETH HEKe IPUMepe MOTUBaIMje) Op3uHa IpoMeHe (pyHKIUje Yy OTHOCY Ha MPOMEHY HE3aBUCHO MPOMEHJLUBE Y
Toj Taukn. IIpBo, Kako je (a,b) OTBOpPEHM MHTEPBAJ, TO TAUKA X HEeMy NPUIALA Ca4 HEKOM OKOJIMHOM, OIHOCHO
3a HEKO h MOBOLHO Mauo Baxku & + h € (a,b). Hakuae, uma cmucaa f(x+h), a pazmury f(x+h)— f(x) masuBamo
mpupamTajeM (YHKIFje KOji OAroBapa IPUPAIITAjy HEe3aBUCHO IPOMEHJ/bUBE A.

Hedwmaunuja [lon nperxonauM npernocTaBKaMa, YKOJIUKO IOCTOjU KOHAYAH

Lo f@h) = f(@)
h—0 h ’

HA3UBaMO ra u3BoJgoM ¢yHKmuje [ y Tauku x u o3Hadasa ce ca f'(x).

IIpe mero mro npebemo ma MoTuMBaNUjy, MOMEHMMO H& C€ NPUPAIITAjX YECTO O3HA4YaBajy ca 0, OOHOCHO, Y
OIHOCY Ha NIPETXONHY O3HaKy ce ysuma h = dz, a npupamraj pyHrnuje ce ozHauasa ca 0f = f(x + dz) — f(x),
a 3a mera ce Kopuctu u o3naka dy. OBa HOTamMja MMa HEZOCTATAK Aa CE CIWYHO O3HAUABAJY NMPUPAIITA] U
u3abpaHa Tauvka T KOJU HEMAajy Be3e jeqHO ca APYTUM, TauHuje mpupainraj 6z OupaMo MOTIYHO HE3aBUCHO O
nodeTHe Tadke ¥ (HapaBHO ocuM yciosa na je x + 0x € (a,b)). Oryna hemo oBy moranmujy pebe ropucturu.
IIpobumo cama ykparko Kpo3 MOTUBANN]Y 3a IPETXOMHY AeUHUIN]Y.

T'eomeTpujcku, uzpas w M3HOCK KOe(UIUjeHT Ipasua npase (cedune), koja cede rpaduk ¢pyuruuje f
y taukama f(z) u f(z + h) (ckuny norsenatu y kwusm). artu xoeduimjent npasua je usHocu u tga, rue je
Q Yrao KOju MOMEHyTa CeYdila 3akjana ca IO3UTUBHUM OejioM x—oce. Jlajpe, Kako mpupamraj h Texu Hyn,
ceynna ce CBe BUIlle NpuOIMKaBa TAHMEHTU Ha Ipaduk Te QyHKIUje. Y KOJIUKO caM Taj JUMeC IOCTOjU, OIXHOCHO
ako ¢QyHKIUja f MMa M3BOL y TAUKU T U3 OBE IMEPCIEKTUBE 3HAYM Oa CE MOXKE JIENO AlPOKCUMUPATU IPABOM
auHUjoM (TAHIEHTOM) y OKOJMHU Tauke x. Maso kacHuje Bume heMo IpenusupaTy Taj HojaM.

Ipyra MmoTuBanuja je MexaHudka, HauMme o3HaunMo ca s = f(t) upebenu myT koju npenasu Hera Tauka kpehiyhin
ce mo mpaBoj 3a Bpeme t. Tagaje cpemma Op3WHA HA TOM IyTy M3HOCH v = 7. AKO 061 XTesqu Ja padyHaMoO HeHy
TpeHyTHY OP3UHY y TPEHYTKY t, MOCMaTpajMoO IPOMEHY MyTa 3a MaJu Hepuol BpeMeHa h. 3a TO BpeMe Tauka

s(t+h)—s(t)
h

npesasu oyt s(t + h) — s(t) Te no ucroj popmynu cpenma Gp3UHA 3a TA] NEPUOL U3HOCHU . Opmarie,

nymrajyhu ma h — 0, YKOJIUKO JUMeC MOCTOjU, Y3UMaMO Ia je TPeHyTHa Op3uHa

. s(t+h)—s(t)

lim ———————=

h—0 h
ONHOCHO M3BOJ (PYHKIHjE S.
Kopucrehiu Tabnuune aumece, MOry ce u3padyHaTy U3BOAU HEKUX OCHOBHUX (yHkuuja. Hup. (e¥) = e, sina’ =
cosx,cosx’ = —sinz, (#") = na"~!, rae je y mocmemmem n mpupoman 6poj. Takobe, mIpekTHO ce BumM ma je
U3BOJ KOHCTAHTHe (YHKIMje jenHarx Hynu. llerasu ce Mory Hali y KEU3U.
ITocmaTpajmo jom ¢pyurmmjy f(z) = |z| ca usBomom y mymu. Karo je f(0) =0, To ce murtame mocrojama U3BOIA
CBOJU Ha IOCTOjame JIIMeca %‘, Koju He moctoju (yeBu mumec m3Hocu —1, nok mecam msuocu 1). OTyma osa
¢yHEIMja HeMa u3Bon y Hyau. Jlakie HeMajy CBe ejleMeHTapHE (YHKIUje U3BOAE y CBUM TaUKaMa.
Kon reomerpujcke maTEpuperanuje uM3Bona, MOMEHYJIM CMO Aa (YHKOMja MMa U3BOJ y TAUYKMA T aKO Ce JIEIO
MOK€ aIpPOKCUMUPATUA IPABOM y TOj Tauku. lIpenwsumpajmo To BuUIIe
Hepuunmuja 3a yurnujy f: (a,b) — R rakemo na je mudpepenuujabunba y tauku ¢ € (a,b) ako nocroju A € R
TaKBO Ia je

fl@+h)=f(z)+A-h+o(h),
kana h — 0.
IMpumerumo na je uspas ca mecHe crpane, 6e3 o(h), 3anpaso npasa (Ta npasa je TanredTta Ha rpaduk). py-
raymje pedyeHo, (yHKIUja je nudpepeHnrjabuiHa y Tadyky &, aKO je TJIaBHU [e0 IpUpaliTaja JUHEAPAaH, Tj.
OCTaTaK MPUPAIITAja je MAMLU ACUMITOIKU O JWHEAPHOT nena. Bawku
Cras Oyuruuja f je mupepeHnnjabUIH y TAYKU & aKO U CAMO aKO MMa M3BOX Y TOj TAUKMU.
Ioka3z ce cBomu Ha TO ma je limy, o M = A, aKo ” caMoO aKo je M = A+ o(1). Takobe BumuMO
u na je 6poj A uz nperxonue nedpununuje jemuar f'(x). Jerase morienaru y Kiu3y.
Y cyumrtuHN, OIpeTxXonHe aBe NePUHUNNje Ce CINYHO OJHOCE KAO I'€OMETPHjCKA W MEXAaHUUYKA WHTEePIPEeTAIV]ja
U3BOJA, OJaKJI€e MPETXONHU PE3YJITAT U HUje HEOUEKUBAH.
CraB Axko je pysrmuja f nmupepeHnujabuiana y Tadyky & Tala je OHA U HEIPEKUIHA y TAYKA T.
Y3 OCHOBHA CBOjCTBa JmMMeca, UMaMoO na je f HempekuzHa y x, ako je limp_o f(x + h) — f(z) = 0. Yronuko je
jom u mudpepennujabuina, Taga nocaennu uspa3 usnocu Ah + o(h), WTO CBAKAKO TEKU HYJIU.
OOpHYTO HEe MODpa Ha BayKU, a 3a NPUMED Ce MOMKE y3eTU DaHuje MOMeHyTa (pyHKuuja |z|.
IIpaBuna mudepeHnupama

Y HapenHUX HEKOJIMKO CTABOBA HABOIMMO IIOHAIIAK-€ U3BOAA ¥ OJHOCY HA yobuuajeHe omepalyje ca (pyHKIIjaMa
Cras Hera ¢ynxmuje u u v umajy ussome y tauke z. Tana u ¢pyHEmMje u + v,u - v, s UMajy U3BOJ y TAUKU T
(mocnenmma yroauko je v(zr) # 0) u Baku
1. (uxv)(z) =u'(z) £ (x).



2. (u-v)(z) = (z)v(z) + ' (x)u(x).

3. (81(z) = Hleble) v Gt

Ilokas moraenaTt y KHU3M.

W3 mpeTxomHOT ce majhe MOTY M3padyHATH U3BOMM HEKUX (YHKNUja, KAO IMTO Cy tg U ctg, Kao KOIUIHUIN
$pyuEnmja unje msBome 3amo. Jlobuja ce tg'(r) = - u ctg/(z) = — .

CraB Hera je ¢pymrumja f(z) mupepennmjabumana y taukud xo a ¢QyHruuja ¢(z) mupepentnmjabuiana y Tauvku
yo = f(xo). Tama je pyurmuja go f mudepennujabuina y TAUKU To U BAKU

(90 f)(z0) = ¢ (y0) - f'(20).
Ioka3 Kako je g mudepennujabunna y yo TO je

9(yo + 1) = g(yo) + ¢’ (yo)h + a(h)h,

rae je a(h) pyHrmmja koja teskn mynu kana h — 0. Jonedpuanmmmo nomatHo na je a(0) = 0 u mpumeTuMo na je
mocaema peslanja TavHa W Taja. 3aMEHOM Yy TOj PeJaIvjy, 3a HPUPAIITaj CIOKeHe (YHKIMje MMaMo

9(f(zo +h)) — g(f(z0)) = g’ (o) (f(zo + k) — f(20)) + a(f(xo + h) — f(@0))f (w0 + h) — (o).
[Ipumernmo ma 3a h HOBOBLHO MAjo WM3pa3 WUMa CMUCIA, jep je 300r HemperummHocTu ¢yHKIUje f pasinka
f(zo+h)— f(xo) mana. Tarkobe, momenyTo nomepunucasame o HaM Tpeba, jep je moryhe na ce necu f(xg+h) =
f(xo) 3a h # 0. Iememem nobujenor uspasa ca h mobujamo

U0t 1) =g(0n)) _ ) S0+ B IE0) 1y gy @01 =Sl

Mymrajyhn na h — 0, npBu cabupak ca IeCHEe CTpaHe jeHAKOCTH KoHBeprupa ka ¢ (yo)- f'(zo).

KOHBEpPTUpa Ka HyJHU, jep M rouBeprupa ka f’(xg), mro je komauan 6poj, nok «a(f(xo + h) — f(xo))
resku Hynu. Hawmme, kako je f Hemperumma y g, mymrameMm qa h — 0, o f(zo + h) — f(z9) — 0, a omarie mo
Teopemu o numecy ciaoskene Qpyurimje u o f(zo + h) — f(xg)) Texu mymm.

Ilocnenmu craB 04 OBUX OCHOBHUX CBOjCTaBa M3BOMAA Ce ONHOCHU HA U3BOJI MHBEDP3HE (YHKIW]je

CraB Hera je y = f(x) HempermaHa m CTPOro MOHOTOHA (YHKIMja Y HEKO] OKOJWHU TaudKe Ly W HEKA je y TOj
Tauky jom u mudepennujabuina. Y koauko je f'(xg) # 0, Tama je u unsep3sna ¢pyEEnuja f! mudepenrujabunna
v Yo = f(x0) 1 Baskn

Ilpyru cabupak

1
—1y/
(f ) (yO) f/(xO) .

Ilokas mornenary y Kpu3u. HamoMeHUMO caMoO na IPEeTXOMHU CTAB OCUM INTO Aaje GOPMYJy 3a M3PAUyHABAE
U3BOZA, TApaHTyje U mUdepeHIyjabuIHOCT UHBep3He (yHKmUje. MHade, YKOMMKO O6M omMax 3Haau Aa je f !
mupepeHnrjabuina, BeH M3BOJ MOYKEMO M3PAUyHATH M IPEKO IPETIPONIIOr CTaBa O M3BOAY KOMIIO3WIIH]E.
Baucra, taga je f~1(f(x)) = 2 u mupepernupamenm Tor uzpasza HO6UjaMo

(@) = () (Fo) - f(wo) =2’ = 1,
IITO je y cTBapu nperxonHa gopmyina. Ha oBaj HaumH MOKeMO ma M3padyHAMO M3BOJE JOTapPUTMa U MHBEP3HUX
TPUTOHOMETPUjCKUX (YHKIMja, a IO MOMEHYTOM 3HAMO U rae cy audepenmujadbunne. IIpumepa panu, kako e*
uMa M3BOI €¥ y CBUM TadykaMa, KOju HUTAe Huje jenuak Hyau. CaMuM TuM, Inx mMa M3BOX y CBUM TadKaMa
cor momena. IIIto ce pauyHa Tmdue umamo na je lne® = z, te nudepernupamem

(In em)/ =1In'(e") e =1,

1

zlna’

OpaBae, MOM¥eMO M3paduyHATH U M3BOJ CTeleHe GyHKIUje 3a cBaku cremen o € R. Hamve kaxo je & = e*n?,

oupepeHnupameM 100rjaMo

omuocuo In'(e”) = L. Bamenom e” = t, nobujamo ma je In'(t) = 1. Amamorno ce nobuja nxa je (log, z) =

(m”‘)/ = e¥nz. (alnx)/ = xo‘aé = ax

IIperxomuo ce omsocu ua x > 0, ma 6u gorapuram mMmao cMucia. Ocranu caydajeBu ce CIUYHO PasMaTpajy.
IIITo ce MHBEP3HUX TPUTOHOMETPUjCKUX (PYHKIMja TUYe, 3a arcsin koju je nedurucan Ha [—1, 1] u3Box pauynamo
camo y taukama (—1,1) (tako cmo u nedunucanu). OH je Ha TOM MHTEpBaJy WHBED3HA (yHKOIMUja 3a Sinz Ha
uHTEepBaTy (—%,%), HA KOMEe je M3BOA CHHyca cosz. Kako cosz mema Hujenmy myny Ha (—3,7), TO arcsin mma
W3BOJ y CBUM TAYKAMA M AHAJOTHUM PAYYHOM UMAMO

(arcsin(sinz))’ = arcsin’(sinz) cosz = 1,

Tj. ma je arcsin’(sinz) = —— 3a x € (—3,%). Kako je Ha ToM mHTepBamy cosz = \/1 — sin® z, To mobujamo
arcsin’(z) = L Cnmuno ce pa3Marpajy u OCTajie MHBEP3HE TPUTOHOMETPHUjCKe (yHKIUje.

Vi—x2’

Iame, 3Hajyhu cBe n3BOIE OCHOBHUX €JIEMEHTAPHUX (DYHKIMja, MOKEMO U3PAUYyHATH U3BOJ CBAKE €JIEMEHTAPHE

¢yHKITje, Y TaukaMa y KOjuM je mupepennujabunna. Bume nerasma ce Moxke Hahu y KEBU3M.

[Tomernmo jomr ma je ycios f'(zg) # 0 y mociemmenm craBy HeonxomaH. Ilpumepa pamu GyHEOUja 2 je cTPOro

MOHOTOHA, 1M AupepeHnujabuana y cBUM TaukaMa. IbeH m3Bon usHocu 3x2 1 jemax je mymu 3a x = 0. IDoj
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1/3 ca mpyre crpane HeMa u3Box y omrosapajyhoj taukm 0°. 3amcra, ako mOrIegaMo Mo

UHBEP3HA (QYHKIUja T
nehuHuIIju je

m — p2/3

h K

mTo He KoHBeprupa kama h — 0, mpenusnuje tesxku 6eckonauno. OBa curayanuja nMa IPUPOTHY T€OMETPHU]CKY
naTepnperanujy. Hamme, na je uzBon Hysa, 3HAYM [a je TAHTEHTA y TOj TAUYKMU HapajelHA £—OCH, a Ca APYTe
cTpaHe, TpauK MHBEP3HE (YHKIUje ce noduja CUMETPUjOM y ONHOCY Ha mpaBy y = z. llpm Toj cumerpujm,
OpaBa MapaJiellHa T—OCHU IIOCTaje MpaBa MapaJieliHa Y—OCH, KOja UMa KOeQUIMjeHT mpasna OeCKOHAJYHO (Tj.
Huje obuuka y = ax + b). Yommre, oBa cuTyauuja OAroBapa TOMe Kala (QyHKIMja uUMa OeCKOHadvaH u3Boj (He
06aBe3HO MHBEP3HA).
[To amasoruju ca auMecuMa HeGUHUIMIAMO U JEBU U TECHU U3BOI.
Tedpuuunmja Heka je f ¢pyHrunja nepunancana y MHTEpPBALy JeBO on Tauke ¢ (Hmp. Ha (x —¢,x]). Ako mocroju

KOHAYAaH

o ) = f(@)

e h ’
HA3MBAMO ra JIEBUM M3BOAOM (QyHKIMje [ y Taukn x u o3Hayasa ce ca [’ (z). AHAJIOTHO ce HeUHUIIE U NEeCHU
U3BOM.
Kako numec mocToju ako ® caMO aKO IIOCTOje JIEBU MAECHU M3BOL W jeAHAKU CY, TO UM (QYHKIMja UMa U3BOL ¥
TAYKA aKO TMOCTOje JIEBU U JEeCHU U3BOM U jeTHAKU Cy. ['eoMeTpUjCKa MHTEpIpeTanuja ce OQHOCH HA TO A4 Taaa
rpadur MOKe Ja ce ampOKCMMHUpa ca IojJynpaBama ca obe cTpaHe M OAroBapa TOMe na (YHKIMje mMa HEKe
”mnunese” , monyT ¢pyHKuMje |x|. Bume merama ce MOKe MOrIenaTH y KHU3MU.
IMugepennujan Axo je pyuruuja f mudepeHnmjabuina y TAYKA T, OTHOCHO YKOJIUKO BasKU

fla+h) = f(z) = f'(x)h + o(h),
BumuMo na je neo f'(x)h rmasEm meo mpupamtaja. IIpermsumje, octaTak mpupamTaja GyHEIUje je 3a pen

BeJIMUMHE MalU O HAaBeACHOT JUHeapHOT neja. Taj riaBHU, OJHOCHO JUMHEAPHU N0 HpUpaIlTaja Ha3UBaMO
mudepennnjanoM ¢pyurnuje [ y osmamm df (x). akme

df (x)h = f'(z)h.
Takobe, jemnocraBHOCTHM 3amuca pamu KOpucTy ce u o3Haka df (z), nau camo df. ['eomerpujcku audepennmja
je mpupamraj Tanresre Ha rpaduk GyHknuje y taukm x. CaMuM THUM, IPETXOIHU WU3Pa3 MMa CMUCIA 38 CBAKO
h, amu HapaBHO ampoKcuMaIlija je mobpa camo yKOJIukOo mMamo aa h — 0.
Yromuro mocmarpamo ¢Gysrmujy f(z) = z, 3a wmen mudepenmujan umamo df (x) = dx = 1 - h, omakne ce 3a
npupamraj h KopucTn caMo o3Haka dx. Y 1oj HoTammju je nakie df (x) = f'(z)dx, a camum tum je u f'(x) = %
3a pa3juKy OX paHHuje HAIIOMEHyTe HoTauuje ca h m dxr y OBOM ciaydajy je 3roQHO IucaTH AU(EpeHnrjas Ha
nperxonuu HauvH. Wiaycrpoahiemo 0BO Ha jenHoM Ba:KHOM CBOjCTBY mudepenimjana. Heka je makue f(x)
mipepennrjabuiaa yHKIMja U HEKA je joum x QyHKIuja ox Hexor mapamerpa t. [lo m3Bony cioskene ¢yHKUMIjE
je rama d(f(z(t))) = f'(z(t))2’(t)dt. IpumeTnmo mame na je uspas 2’ (t)dt mudpepenumjan pyurmmje x(t) tj. dz(t).
Oryna je omer df (z(t)) = f/'(x(t))dxz(t). Cavum Tum mudepentmjan ysek uma obuuk f'(x)dz, 6e3 063upa na an
je T He3aBUCHO MPOMEHJLUBA WJIX 3aBUCHU OJ HEKe Apyre npoMmensmsuBe. OBO CBOjCTBO C€ HA3UBA MHBAPUjAHTHOCT
dopme mupepeHnUjaIa.
Pauyname mudpepenumjana ce cBoau Ha ogrosapajyha mpasBmia padyHama U3BOIA.
CraB Ako cy ¢yHKIUje u 1 v nudepeHnujabuiine y Tauku &, OHIA BarKU
1. d(u(z) £ v(x)) = du(z) + dv(z)
2. d(u(z)v(z)) = v(x)du(z) + u(z)dv(z).
3. dzéi) _ v(m)du(aj)zfu(m)dv(x)

v(z) v?(x)

, TJe y IOCJeImeM IPeTHocTaBbaMo aa je jom v(x) # 0.

Bumu n3Bomu u mudepeHnmjaim
Heka je ¢pymruuja f(z): (a,b) - R mudpepenuujabunna y cBakoj tauku maTepBata (a,b). Tana je meH u3Boxn
f'(z) oner pyurumja HE3aBUCHO NpOMeHJbUBE & HA uHTEepBaty (a,b). Ako je Ta ¢pyurnuja nudepennujadbuana y
HEKOj Tauky  uHTepBaJa (a,b), BDEIHOCT HEHOr M3BOAA Y TOj TAUYKMA HA3UBAMO APYTUM KU3BOILOM ¢(yHKuUUje f
u osEagasamo ra ca f”(z), uma f)(x). Naxme

(f' ()" = f"(x).
Cauuno, omer yronuko je [/ mnupepeHnumjabuiHa y CBUM TadykaMa APYTU U3BOI je ONET (YyHKIUja, U HEroB
un3BoJ HaszuBaMo Tpehwmm m3zBomoMm ¢yurmuje f ura. IlperusHuje, MokeMO HaTM WHAYKTUBHY OeQHUIU]Y na
VKOJIUKO je me(pUHUCAH N—TU U3BOI fi ¢yuruuje [ ma unrepsaiy (a,b) u3Box Te QyHKIUje y HEKO] TAUKU je
n + 1—u ussBon ¢pyukuuje f, Tj.
(" (@) = f"*D (@),
Horanuje pamn, yroauko ¢yHKIMja MMa N—TU U3BOM, KAKEMO Ia je n—IOyTa IudepeHInjaduilHa y TOj TauKu.
Taxobe, uecto ce xopuctu morammja f(0)(z) = f(z).
IITo ce pauyna Tuve, pauyyHame BUIINX M3BOLA aHAJOTHO je padyHamy IPBOr U3BOJa, MeDyTum camu uspasu
Mory Outu porobarauju. [Ipobumo kpo3 map jemHocTaBHUX TpuUMeEpa.
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1. UWsson ¢pymrumje a® nznocu (a”) = a®lna. CamumM TuM, U3 OpaBuia 3a W3BOA NPOU3BOAA W KAKO jé M3BO
KoHCTaHTe Hysaa nobujamo ma je (a®)™ = a®(Ina)”. Crnenujamno (e)™ = ¢?.

2. HIto ce crenene pymrkmmAje Tue, nmamo aa je (x%) = ax® L. lonoBEuM mudepernupamem mnob6uUjaMo ma je
(%) = ala — 1)2*2. Muaykmujom ce Mowe mokazaru xa je (z%)™ =ala —1)-...- (a —n + 1)z*".

3. IIro ce Tuue U3BOMA CUHYCA U KOCUHYCA, MIPUMETHMO Ha U3 AAANUOHUX (POPMYJIa AUPEKTHO MMAMO A je
sinz’ = sin(x + §) u cosz’ = cos(z + §). OmaBne, u3 npasuia 3a padyHame U3BOLA CIOXKCHE (OYHKIMjE BUIUMO
na je (sinz)™ = sin(z+n%) u (cos z)") = cos(x+n7). Ilperxomnu uspasu ce mory masme pacmucaru. Ca mpyre
CTpaHe, aKO KeJIVMO na M30erHeMO IPETXOAHY HOTAIU]y, OeT AUPEKTHO MMaMO Ia je

sinz’ = cos, (sinz)® = —sinz, (sinz)® = —cosz, (sinz)® =sinz,

HAKOH Uera ce OlleT M3BOJY HEePUOIUYHO HMOoHABMAjy. CingHOo ce mobuja m 3a KOCHUHYC.

Jomr Heke mpuMepe TMOTIEAATU Y KEHU3U.

Opn OCHOBHEUX CBOjCTaBa, KAKO IPBU W3BOJM AUPEKTHO MPOJa3u KPO3 30Up, TO M CBU BUIIM M3BOAU OUPEKTHO
mpoJiaze Kpo3 36up. IIpenusuuje Basku

(u(@) +v(2))™ = u™ (2) + 0" (2),

VKOJIMKO Cy (QYHKNUje u U v JOBOJbHO myTa mudepennujadbuine. Illto ce mpousBoma Ttude, cUTyanuja je Majo
KOMILJIUKOBAHU]A.
CraB Ako cy v 1 v n—uyTa mudepeHnujadbuine QyHKIMje, TaLa je U - v n—IyTa IuPepeHnnjabuIHa 1 BaKn

()™ = 3 (Z) (1K) ()

k=0
Iloka3 ce paau MHIYKIWjOM U IOTIYHO je aHAJOTaH NOKa3zy OmHOoMHe ¢dopmyse. [lormenatu nerasbe y Kibn3W.
IIperxomua dopmyna ce mHazup jom u Jlajornumosa Gopmyia.
Iro ce Bumux mudepenujana tTude, HUXO0BA AePUHUIM]A je CANYHA Tj. OHU Cy AUPEPEHIUjalu On DudepeH-
nujana. Jlakme, 3a mudpepenunjanuy ¢yHrnujy f mmamo onx panuje na je df = f'(x)dx, Te noHoBHUM mudepen-
nupamem nobujamo d? f(z) = d(df (z)dz) = d(f'(x)dx) = f"(x)(dz)?. Osme je xopumheno na mpupamTaj dr He
3aBUCU OJ IPOMeH/bUBE x (0BO je jeHa O CATyaluja TAe je JOTMYHUje KOPUCTUTU O3HAKY KOja HeMa Be3e ca
x, momyT h), a caMuM TUM U He yTude Ha u3BoA. llocaenmuy m3pas ce yobudajeno nuime 6e3 3arpame, Tj. Kao
d*f(z) = f"(x)dx?. Nanykmmajom nobujamo ma je d™f(x) = f() (x)da".
ITomenuMo jom camo qa BUMmMU qudepeHIrjal HeMajy CBOjCTBO NHBAPU)AHTHOCTY KOje MMa IPBU AU(EPEHIT]jall.
ITo s&xemu ce meTassu MOTY MOTJIENATUA Y KEW3U.

OcHOBHe TeopeMe muepEeHINjaTHOT padyyHa

IIpe mHero mro BUAMMO TMpWMEHE M3BOLA, MPEIU3UPAJMO jeaH TOjaM
INe¢puuummja Heka je f: (a,b) - R ¢ymrumja n ¢ € (a,b). 3a Tauky ¢ KakeMO Oa je JIOKAJIHU MAKCUMyM
(MuHUMYM) QyHEIMje f YKOJMKO mocToju okoiamHA U Tauke ¢, TaKBa Oa je

fl@)<fle) (f@) = f(0),

3a cBe ¢ € U. Yronuko cy Hejemnakoctu ctpore 3a cse x € U \ {¢} rameMo ma je ¢ cTporm J0KaIHA MAKCAMYM
(MurrMyM). (CTporm) JIOKAJHM MAKCUMyM M MUHUMYM CE€ 3ajeIHO HA3UBA]y (CTPOrU) JIOKAJIHU €KCTPEMYM.
IIperxonua mepuHMIMja je omnmiTvja OJ paHUje NePUHUCAHOI MAKCUMyMa M MHUHHMyMa, KOje lleMo HazaJbe
Ha3WBATU [VIODAJIHN MUHUMYM WIX MAaKCUMyM. Jlpyrauwmje pedeHo, ¢ je JOKAJIHU €KCTPEMYM, aKO je MAKCHUMYM
UiIn MUHUMYM (YVHKIUje Ha HEKOj OKOJIMHU Tauke c¢. HapaBHO, riaobasHM MakKCHUMyMM WM MUHUMYM CE€ VBEK
JIOKAJIHM €KCTPEMYyMU, JOK OOpHYyTO He MOopa Outum Tayxo. IIpBO CBOjCTBO M3BOJA KOje HABOAMMO je ma OHU
[ajy HEOHNXOIAH YCJIOB 3a JIOKAJHE eKCTPEeMyMe.
Cras Hexka je f nudepenimjabunna y Tauku ¢ 1 HEKa y TOj TAUKU UMa JOKaJaHU ekctpemyM. Tana je f/(c¢) = 0.
Jloka3 /loka3 ce cBOMU HA MOCMATPAHE 3HAKA w YKOMUKO je ¢, mpuMepa paaud JOKAJHA MUHUMYM, 34
h noBoswHO Maiyo ma ¢+ h ynama y okonuHy Ha K0joj je ¢ MuHUMYM, uMaMo na je f(c+h) — f(c) = 0. Ca npyre
crpaue h mema 3nak. OTyna je w > 0, 3a h mo3uTUBHO U w < 0, 3a h merarusao. Kako aumec
IIOCTOjU, jep CMO mpeTmocTaBuian na je f mupepeHnujabuiaHa y ¢, TO U3BOA Y TOj TAYKM MOpa OWTH HyJia.
IIperxomuu craB ce HazuBa u PepmaoB cTas.
Iakne, KAHAUIATH 34 JIOKAJIHE eKCTpeMyMe Cy OHe Tauke x y kojuMma je f'(z) = 0. OBu ycioBu HUCY MOBOJLHWU,
npumepa pama 3a f(z) = 2° je f/(0) = 0, amm Ta Tauyka Huje JOKaJHE ekcTpemyM. Takobe, kao mTo ce BUIM
13 TOoKa3a, PYHKIUja Mopa Oa Oyne neprHUCAHA Ha HEKO] OKOJMHU TadyKe na OM NPUMEHUJIN IPETXONHU CTaB.
Ilakisie, YKOJIUKO TPAKUMO €KCTPEMHE BPEAHOCTU (YHKIM]jEe, KPajeBU NHTEPBAJIa MOPajy OJBOjEHO Oa Ce IOCMa-
tpajy. Ilpumepa pamu mpeTxomHu cTap He Bumu Tauke nonyT T = 0 3a ¢ymrmujy f(z) = /T Koja je riobasHM
MUHAMYM, nin Tadke 1 m —1 3a arcsin koju cy riobajHn MakCUMyM UM MUHUMYM Te ¢yHKmuje. VI3 Tor pasmora
CMO U Y He)UHUIM]U JIOKAJHOI €KCTPEMyMa 3aXTeBajau na (PyHKIuja Oyne meduHMCAHA HA OKOJIWHU, HAKIE U
JIEBO U NECHO OJl TAUKe.
Teopema Hera je f: [a,b] = R pyurumja xoja je Henperunsa Ha [a,b] n mudpepenimjabunna ua (a,b) n HeKa je
jom f(a) = f(b). Tama nocroju ¢ € (a,b) Taxkso ma je f'(c) =0.
Iloka3 Iloka3s ce ceoau Ha BajepmrpacoBy Teopemy u nperxonuu cras. Ilo Bajepmrpacy, kako je f menperugaa
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Ha [a,b] OHA HA TOM cerMeHTy HOCTWXke riaobananm MakcuMyM M U rioGaiHM MUHUMYM M Y HEKAM TadKaMa.
ITpumernmo mpBo na ako je m = M To je f koHcTanTHa y KoM caydajy je f'(xz) =0 y cBum Taukama. Y KOIUKO
TO HUje ciaydaj, bapeMm jemHa on BpemHocTu m wiu M Huje jemHaka BpemHocTuMma [y KpajeBUMa, MHTEPBAJA,
a caMuM TuM Ta Tadka je yaytap (a,b). Kako je oHa u joKasHU eKCTpeMyM, IO MPETXOJHOM CTaBY, KaKO je f
nupepenurjabunna Ha (a,b) y TOj TAUKK je M3BOX HYJIA.

IIperxomuna Teopema ce mHazuBa PomoBa Teopema. Hbemy reomerpujcky mHTEpPUpETAIU]Y MOTJIEIATH Y KILU3U.
Yeaos ma je f(a) = f(b) y nperxomnoj Teopemn je maso Hesromad 3a npakruuse npumene. Oryna, HapemnHa
Teopema, koja ce mHasuBa Jlarpamxkesa, mana ce cBoau Ha PoJoBy, mocTa je MpakTUYHUja OI IHE.

Teopema Hexka je f: [a,b] - R ¢yurmuja xoja je Henperunna Ha [a,b] u mupepenuujabunna ua (a,b). Tana
nocroju Taudka ¢ € (a,b) TakBa ma je

/ _ f(b) — f(a)
Ioka3 ITocmarpajmo ¢yurmujy ¢(x) = f(x) + Az 1 uzabepuMo A Tako ma Cy 3aI0BOJLEHU yCJIOBU Poiiose
Teopeme. Ilarne, Tpeba mam nma je f(a) + Aa = f(b) + \b, omnocHO ma je A = —w. Tanma o Pomnosoj

TeopeMmu mocroju Tauka ¢ Taksa ma je ¢'(¢) = f'(¢) + A =0, mro je u Tpebanso MOKA3aTH.
T'eomeTpujcry maTepuperanujy u oBe Teopeme morsenatu y kmu3u. Jlarpamxea Teopema ce Ha3uBa wHAUE
u Teopema 0 cpenwmoj BPEAHOCTH.
ITocaemune JlarpamxeBe Teopeme
3a mouetrak, mpeko Jlarpamkese Teopeme NUPEKTHO MOKEMO Oa MOKAXKEMO Ia je KOHTAHTHA (YHKIM]a jeTuHa
(GYHKIMja YUjU je U3BOX jeqHAK HYJIU
Cras Heka je f: (a,b) —» R mudepennujabunna ¢ynruuja, taksa xa je f'(z) = 0 3a cee x € (a,b). Tana je
f(z) = c 3a ce z € (a,b)
Yamumo tauke .,y € (a,b). Kako f 3amoBomasa ycaose Jlarpamkese Teopeme Ha cermenty [z,y|, uMamo ga je
%{J(y) = f'(¢) =0, omaocuo f(x) = f(y). Kako cy To 6mie nmpousBosmHe IBE Tauke, [ y3UMa UCTY BPEIHOCT
Yy CBUM TadKaMa.
IluperTHA TOCIEANIIA IPETXOTHOT, je na (yHKIUje KOje MMajy UCTe U3BOIae, Koje Cy meUHMCAHEe HA MHTEPBAIY,
Cce Pa3JINKyjy 3a KOHCTAHTY.
Hlame, ocuM e€KCTpeMyMa, M3BOAMMA MOMKEMO Ia BHAUMO WM MOHOTOHOCT (DYHKIUjE.
CraB Hera je f: (a,b) - R mudepenunjabunna ¢yuruuja y (a,b) n mera je f'(z) > 0(< 0). Tama f pacre
(omana) Ha (a,b). Yromuko je f'(z) > 0(< 0) Tana f crporo pacre (omana) Ha (a,b).
IHoka3s Ilpernocrasumo xa je f'(x) > 0 u mera je z,y € (a,b), 3a koje je x < y. Tanma je mo Jlarpamxesoj
Teopemu f(y) — f(x) = f'(c)(y — ) = 0. Tarobe Bummmo m na yrosuko je f'(c) > 0 dyHEIUja cTporo pacre.
YcnoB 3a cTPOry MOHOTOHOCT HUje HeomxomaH. llpumepa pamu, paruje momeHyTa ¢yHEmuja f(r) = o3 cTporo
pacTe, ajau M3BOJ jOj HUje CTPOTO MO3UTHMBAH (y HyJU je jemHAK HYJM).
IIpexknnu m3BOIA
IIpernocraBumo na umamo ¢Gpyuxnujy f: (a,b) — R xoja je mudepenmujabunna y cBakoj tauku. Ilocrasma ce
muTame KakBa he tama outu ¢ymrmmja f'(z). IIpuMepe Koje ¢MO MMamu mO cama Cy YTIABHOM €JeMEHTapHe
¢yHKIMje KOje Cy MaxoM AudepeHnujabuilte y CBUM TauykaMa (MaXxoM ca IOMEHYTUM K3y3eluMa, Koje HUCY Ouiie
nudepernujabuaHe caMo y TOHEKUM Tadykama). HapaBHO ONIITH Ciaydvaj HUje TakaB. KpaTKo ce OCBPHUMO HA
O0BO mMTame. 3a modverak, Jlarpamkesa Teopema rapanryje mna m3BOA HE MOXKe a UMa IPEKUIE IPBE BPCTE.
IIpennsnuje
Cras Hera je f: [a,b] —» R mudepenunjabuina na (a,b), Henpernmna "a [a,b] u mera jom nocroju lim, .1 f/(z).
Tana mocToju u mqecHU M3BOA Y TAYKUA @, & Ba)KU U

fla+h) — f(a)

/ T _ 1 /
fila) = hl—lf(I)lJr h S f ().

Ioxka3 [lo Jlarpamxesoj Teopemu, 3a h > 0, Baxku

fla+h) - f(a)

h = f/(ch)v

3a HEKO ¢p, € (a,a+h). [Ipumerumo na kaxo h — 0, no Teopemu o mBa monuuajua u ¢, — a. Onarie, LymrameMm

sumeca na h — 0 y rops,o] jenHakocTu, 1o0MjaMo 3aK/bydaK CTaBa.

Cauuno TBpheme Basky 1 3a JIeBU U3BOJ Y b YKOJIUKO IIOCTOJU JIEBU JIUMEC IIPBOT U3BOJA.

ITocnemuua Heka je f: (a,b) — R mudepenmmjabunua ¢pyarmmja. Tana ¢ymrnmja f'(r) mema npekmzme mpse

BpCTE.

Heka je ¢ € (a,b), u npernocraBuMo cynpoTHo na f' MMa Ipekun npsBe BPCTe, OAHOCHO Aa nocroje lim, . f'(x)

mlim, .y f'(z). Kako je f mudpepennujabunna u HEIPERUAHA Ha HEKOj OKOJIWHU TAYKE C, TO CY UCIYHEHU YCIOBU

OPETXOMHOT CTaBa, OJAKIe UMaMO Aa Cy JeBU u necHn jguMec f/(2) y Tauku ¢ pefoM jeTHAKU JI€BOM U JECHOM

ussony [ y tauru ¢. Kako je mo mpermocrtasuu [ audepeHnmjabuina y ¢, TO Cy JEBU U JECHU U3BOJ jeIHAKU,

a TuMme cy u JyeBu u necuu gumec f'(x) jemsaku y tauku c. Onariae, ¢ uuje npekun f'(x).

Hanomena IIperxonma mocaennna He Kaske na M3BOJ He MOKE Ia MMa IIPEKrIe, mTo Moke, Beh camo ma cy my
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CBU IpPEKUAN Apyre Bpcre. Apxunpumep TakBe QyHKIHUje je QYHKIMja mara ca

2 1
résin o, x # 0

@) =90 .0

OBa ¢yuruuja je mupepeHnrjabuiaHa y CBAKOj TAUKU. 3awmcTa, 3a = # 0, meH M3BOJ MOKEMO PAUYyHATH KAO
U3BOJ eJIeMeHTapHe (YHKIMje U yOoOUdajeHNM PadyHOM UMaMO

1 1 1 1 1
f(x) = 2zsin — + 2% cos 7(——2) = 2z sin — — cos —.
x r\ x x

Y rauku x = 0 u3Box pauynamo no nepmHunuju. Vmamo na je

f/(o):%iir})w:}lii%hsin%:o,

jeph —0,a sin% je orpannueH ¢pyukuuja. lakie, f je mudepennujabuina y CBakoj TAYKU U HEH U3BOJ U3HOCU

Flz) = 2xsin% —cos%,x #0
0, =0

OBa ¢yHENMja HUje HeNpPEKUIHA Y HyJW, jep IpaBy IpobieM cos% koju Hema jgumec. Onmariae BUOUMO U na je

y OUATamy OPEKU APYyre BPCTe.

1 mopen nperxonue mamoMene, uzson f'(r) mMma jenHy camdHOCT ca HempekumHMM (yHEmUjama. Hawmme Baskn

Hapensa JlapbyoBa Teopema

Teopema Axo je pyurnnja f(x) mudpepenunjabunna Ha cermeHty [a,b] (Tj. ako je mupepeHrmmjabuiana HA HEKOM

(o, B) roju camp:xu [a,b]), onma 3a npoussomuo p usmeby f'(a) u f'(b) nocroju ¢ € (a,b) raxkso na je f'(c) = pu.

Hoka3 mormematu mo skemu. Jlakige, Mako U3BOMA HUje HENPEKUIAH, MPOJA3U KPO3 CBE BPEAHOCTU IOIYT

menpekunae ¢pyurmuje. Omer HATOMEHMMO na TPETXOMHO HUje mocaenuna Komu - Gonmanose Teopewme.

KomujeBa Teopema u JlomurasioBa mpaBmJiia

Hagenena teopema je yommreme Jlarpamkese Teopeme u raacu

Teopema Axo cy ¢yurumje f,g: [a,b] — R mempermare Ha [a,b], mudpepenumjadbunue Ha (a,b) u ¢'(x) # 0, 3a

z € (a,b), onma mocroju tauka ¢ € (a,b) Taksa ma je

) - fla) _ £

g9(b) —g(a)  ¢'(c)
Iokas je moTmyHO aHajorad noka3y Jlarpamkese Teopeme, y3 mocMmarpame dpynrmuje p(z) = f(x) + Ag(x) y3
HaMeInTame nmapaMmerpa A 3a npumerny Posose Teopeme. [lerasme morienartu y KmbU3W.

W3 Komujese Teopeme MoskeMO OOUTH jOIII jeJaH HAUWH 38 padyHaHe JuMeca 00IuKa %. Hauwun onpebusama

ce HazmBa JlommTaJsoBa mpaBUIA W MOYKE C€ MOKA3aTH KOPUCHUM Yy HEKMM CUTyallujaMa.
Teopema Hexka cy ¢yuruuje f(x),g(x) nedpunmucane y momyorsopenoMm murepsBaiy (a,b], mudpepentmjabuiane
y (a,b) u menperkumue ua (a,b] (b mosxke ma Gyme u +00 y KOM Ciyuajy IPETIOCTABHAMO & Cy (yHKIUje
Henperuaue Ha (a,b)), Hera je f(b) = g(b) = 0 unu Hera je lim,_,p— f(x) = lim,—p— g(z) = £o0, (y TOM cayuajy
OIleT IPETHOCTABIHAMO HEIPEKUAHOCT caMo Ha (a,b)) m mera je ¢'(z) # 0 Ha HeKOj OKONMHM Tadke b. Y KOIUKO
IIOCTOjU, KOHAYAH WK OeckoHadaH, lim, ,p,_ %, Tana moctoju m limg,_p— % W OHU Cy jeITHAKW.
Amnasiorso Baxky " 3a JieBe aumece. Jlokas mo skesmu moryenaTtu y kmusu. CBomu ce ma Kommjey Teopewmy,
MeDyTuMm uma mocTa ciaydajeBa KOjU Ce€ MOPajy Pa3MOTPUTH.
TejmopoBa popmyra

CetuMo ce fa je jeqHa o4 MOTMBAIMja 3a UCBOJ Onila na BUAMMO KOje (PYHKIUje ce MOTY JIENO alpPOKCUMUDPATH
auHeapHuM (yHEIUjama. IIpenmsnuje, anpokcuMupaau 6u GpyHKIUjy TpocTrjoM QYHKIMjoM obauka ax + b (Tj.
JIMHEAPHOM ), U TPAKUIM CMO Ja DA3JMKa OX HodeTHe (GyHkmuje Oyne maua (tj. o(h)). 3majyhum ma ¢ymrmuja
“Ma U BUIIE U3BOJE, HOCTAB/bA CE€ NUTAKE MOMKEMO JU TO YyPaauTy 00Jbe, & YCIYT W NPEIU3UPATH KOJIUKA je
rpemka. Wneja je anporcuMmmpaTy (GyHKIN]y ITOJIMHOMOM, KOju Ou mocie JuHapHEe Tpebaso ma Oyne HEKa Ofn
jemuocraBauxujux ¢yurnuja. Cernmo ce takobe na Bumwu nudepenmujanun y3 cebe umajy h'™. Oryna, ako 6u
HAIIpUMep XTeNu Oa aIlpoKcuMupaMmo ¢yHEmUjy kopucrehu d?f, ouexmBamo 6m kopucTman h?, mro 6um omer
IIaJIO IIOJIMHOM 1O h.
Oryna 3a nmoyerak, npernocraBuMo ma (pyurnuja f(z), zeduHUCaAHA HA HEKOj OKOJIMHU TAUKE 4, UMa Y TOj TAUKU
CBe M3BOJE IO pena n. KOHCTPYyWUIIMMO MOJWHOM CTEIIEHA 1 KOJU Y TAUYKU @ WMa WCTE MU3BOJAE KaOo U (YHKIW]a
f, mo pena n. lupekTHUM padYyHOM C€ BHAAU Oa je€ MOMEHYTU IOJIUHOM

a)?

Ta(w) = f(a) + f() ==+ f"(@%

3aucra, ako nmoriaenaMo k—tu usBox oxn 1), (%) y TadkM a, IpBO CBU cabupuy y3 cremnere 10 k—1 ce anynupajy.

Ca npyre crpane, k—rtu u3son oxn (x — a)™ 3a m > k usHocu
Yy

(x—a)™® =mm—1)-...-(m—k+1)(z —a)™F.

(.’I; _ a)’rl

o f™(a)

n!



Opmapze BumuMo na cabuprm y3 (r—a)™ 3a m > k y Tauku a usHOCe HyJa, jep octaje (z —a)™ ¥ mro je myma y

taukn a. Jlakyie, ocTao je camo cabupak (z—a)¥, unju je k—ru uson jemnak k(k—1)-...-(k—k+1)(x—a)* =% = k!.
Oryna ce paxropujenn ckpare n octase camo koncranta f(F)(a). axe, T, o(x) je monuHOM 3a KOju Basku

Tna(a)® = f®)(a),

3a cee k = 0,...,n. Hasusa ce Tejmopos momuuom ¢yukuuje f. HapaBuo on mHTEpeca je MPOUEHUTU TPEIIKY
KOjy mpaBuMO anpokcuMmanujoM ¢yurnuje f(z) ca Ty 4(x). Oryna osmauumo ca R, (z) = f(z) —T),,(2) ocraraxk,
OMHOCHO TPEMIKY KOjy MMaMO MPU TOj amporcuMmanuju. HaBoamMo aBe MpoOIlleHE 3a Hera.

Teopema Heka je f: U — R, ¢pyrrnuja xoja je Henpernana Ha orxoimuy U u mMa n3BoJe IO pena n + 1 Ha TOj
okosmHU. Y KOIUKO je a € U, 3a cBe x € U Basku popmyina

/ r—a " (x _ a)2 (m — a)n (m _ a)n+1
fla) = fla) + F@) 2+ (@) T+
rIe je ¢ Tauka Koja mpumana uHTepBady (a,x) wiau (x,a) 3aBUCHO O PACIOPENA T U ¢, U HAPABHO 3aBUCK OJ
TauKe .

Ila 6u ce Haryacmio Aa ¢ NpUNALa IOMEHYTOM MUHTEPBAJY, YECTO Ce KOPUCTU U O3Haka ¢ = a+ 0(x — a), rme je
6 € (0,1). IIperxomua ¢popmyna ce Hasusa Tejmoposa popmyna ca ocraTkoM y JlarpamxeBoMm O6IUKY.

Hoxa3 Y panujoj Horamuju, Hexa je R, (r) = f(z) — T), o(z), Te npruMeTnMO na Kako HOJIMHOME MMAjy U3BOIE
CBaKOrI pena, To ¢pyHriuja R, uma takobhe n3zsone mo n+1—or pena y okonuuu U, 0 THOCHO KOJNUKO U pyHKUUAja f.
ITpernocraBuMoO jemHOCTABHOCTU paau na je x < a u npumenumo Komwujesy Teopemy na ¢pyuruuje f(x) = R, ()
u g(z) = (x —a)"*! y morammju Teopeme, ma uETEpBaTyY |0, 2]. [IpmMeTHMO ma Cy YCIOBM TeopeMme 3a0BOJLeHH,
jep je ¢'(z) = (n+ 1)(z — a)™ vuje myna ymyrap wmaTepBana (a,z) (jemHak je Hynam camo y a) u QyHKOUje Cy
cBakako myrta mudpepennujabunne. Jlakae, umamo na mocrtoju ¢; € (a,x) TAKBO ma je

Ru(@) _ Ra@)-Rale) _  Rie)
(x—a)"*tt  (z—a)"t' —(a—a)"*  (n+1)(c; —a)*’

oo+ ™) Fr (e,

ITpumernmo na je R,(a) = f(a) — f(a) = 0, omakue ciaenu mpBa jeqHAKOCT. 3ampaBo MMaMO A je R%k)(a) =

f®) (a) — Téyg(a) =0,3acse k=0,1,...,n, jep cmo TejnopoB MONMHOM ¥ HAIPABUIMU Ja j€ MOJIUHOM UYUJU CY
CBU M3BOJM jeNHAKU U3BOLYy (yHKnuje y maroj tauku. Omarie, IPBO MMaMO
R, (c1) R, (c1) — R, (a)

(n+1)(ci —a)®  (n+1)(c1 —a)” — (n+1)(a—a)"’
a masme npuMmenyjyhu Kommjesy Teopemy, cana na pyarmuje R, u (n+1)(z—a)™ na narepsany [a,c1] nobujamo
naJne
Ro(z) R, (c1) — R, (a) _ Ry (c2)
(x—a)"1  (n+D(ci—a)"—(n+1)(a—a)” (n+1)n(c; —a)r=1’

3a HEKy Tauky ¢z € (a,c¢1). Jlame, HACTABUMO IOCTYIAK.

Pasmorpumo na kama MO:keMO Ia MOHABJHAMO NMPETXOAHU mocTymak. Jlakiae, mpBo HaMm Tpeba ma cy (QyHKuuje
midepenrujabunge, rae je R, mapepermujabumna n+ 1 myra, 0k je (z—a)"! mudepennujabuana KOJUKO TOT
nyTa. Jlame Tpeba HaM nqa u3BOJ GyHKNUje Y Opojuony Huje HyjJIa YHyTAp OTBOPEHOr MHTEPBAJa, MTO Ce NPBU

oyT Oemasa 3a n + 2—u M3BOM, Kada je m3Box (GyHKuUje cByma Hyaa. larkobe, Ham Tpeba ma je R;k) (a) =0, u
aHAJOTHO 3a (yHKUUjy y Opojuonu. IIpumerumo makie ma cBe MOMKEMO Ja ypaaumo tadyao n myrta. Omnarie,
nocisie n nmpuMmena Komujese Teopeme mmamo ma je

Ru(z) Ria) RP%c) R (e,) — RY(a) ~ RY (i)

(r—a)"  (n+Dei—a)» 7 m+n-2x—-a) m+Dn-2r—a)—(n+)n-2(a—a)  (n+1)

3a HEKY Ta4Ky Cny1 € (a,¢,) C (a,). dame, xako je Ty (x) =0, jep je Ty q(z) mommmom cremena n, To je

R (enn) = [0 (engn) = T (ensn) = [ (ena).

Iakne, n3pmavehu npBy u mocienmy jeAHAKOCT, MOOUIN CMO

Ro@) _ Ba"V(enn) _ S (enn)
(x—a)tt (n+1)! (1)
IITO je 3allPaBO TBPDHeme TeopeMe.
Ilpyra mpoleHa OCTATKa je CIWYHUja OPUTMHAJIHOj MOTUBANNjU 3a M3BOI 1 Ha3uBa ce [leaHoB 06suMK ocTaTka.
Teopema Heka je f mepumuncana ma oronnuu U Tauke a, HeKa HA TOj OKOJMHU MMa CBe M3BOJE OO N — l—or
pena ¥ Heka oIl MMa N—TU U3BOJ y Tadykd a. lana je

R, (z) =o(z —a)",

Kamga & — a.
Ilokas mornenaTu y KeU3WU.
[Iperxonua mpormeHa je caabuja on Jlarpamkese, jep maje caMo acCUMIOTONKY oneHy octarka. Ca apyre crpase,
IPETIOCTABUIN CMO JOCTA Mahe, Tj. M N—TU U3BOJ IOCTOjU CAMO Y jeIHOj TAUKU, OOK 3a JlarpamkeBy npoleHy
IPETIOCTaB/LAMO MOCTOjale€ N—OT M3BOAA HA IE€JI0] OKOJIMHU.
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NcnuruBame pyHRIMIja

MonoToHnocT ¢pyHKIUja

Panmje cmo Bupenu na ¢yHEnMja Koja MMa HeHeraTWBaH u3BOJL pacTe. Jla Bakm M OOpHYyTO OUPEKTHO ce
IIOKa3yje.

Cras Heka je f: (a,b) — R pacryha (onamajyha) m mudpepenmujabunna ¢pymxmmja. Tana je f'(z) > 0(<0).
Joxka3 Yroauko je f pacryha, 3a « € (a,b) u h > 0, kako je x +h > x 1o je f(z + h) > f(z), a ogatae je

flz+h) - fx)
h

Ca mpyre crpame, 3a h < 0 je f(z + h) < f(z), ma mememem ca h omer nobujamMo HeHeraTuBaH OpPOj, Tj.
IPEeTXOHA HEjeTHAKOCT je TauyHa W y OBOM ciayuajy. llymramem ma h — 0, nobujamo TpaskeHU pe3yJsaTar.
Takobe, panuje cMo Bumeaum ma Cy HyJie M3BOIA KAHIUIATH 32 JOKAJHE eKcTpemyMe. lIpemumsupajmo maspe Taj
pesyarar
CraB Hera je pynrmuja f menpermnmua y Hekoj oxomunan U tauke ¢ u madepenunjabunna y U \ {c}. Tazna je ¢
JIOKAJIHU eKCcTpeMyM ¢yHKIuje [ ako f/ Mema 3HAK OPU MPOJACKy KPO3 TAuky c. llpenusHuje, YKOIUKO je
1. f'(z) <0,3a z€UN(—00,c) u f'(x) >03axcUnN(c+00) OHAA je ¢ CTPOIU JOKAJIHU MUHUMYM.
2. fl(x)>0,3az€UN(—00,¢c) m f'(xz) <03ax€UN(c,+00) OEAA je ¢ CTPOrU JOKAIHU MAKCHMYM.
3. AKo je m3BOJ CTAJNHOr 3HAKA HA OKOJUHU C, TAAa C HUje EKCTPEMYM.
Toxas 3a x € U no Jlarpamxesoj Teopemu npumen.enoj Ha [c, x| unu [z, c] nmamo na je

!

fle) = f(z) = fi(a)(c — ).
Yroauko je cayuaj 1. tama 3a x < ¢ je f'(a) <0, a ¢c—x > 0, ma je gecHa CTpaHa jeQHAKOCTU CTPOTO MAHa
on myne, omaocuo f(c¢) < f(x). Arxo je z > ¢, obe mejemnaroctu ce okpelly u omer je mecHa cTpaHa CTPOTO
weratuBHa. OTyzna je ¢ MuHUMYM. AHAJOTHO ce mokasyje 2.
3. caemm omer caWvHO, ca TUM mWTO cana f’'(«) yBek mMa MCTH 3HAK, HOK Ce 3HAK ¢ — I Mema, OJaKje BUIANMO
Ia C HUje eKCTPEMYM.
[Iperxomau craB je 3romaH IITO HE MOApa3zyMeBa An(epeHnrnjabuiIHOCT y ¢, OQHOCHO PAIU U Ca IPUMEPUMA
nomyT |xl.
ITomenumo jom camo ma mpeko TejopoBOr moJMHOMA MOKEMO TakoDhe majbe ma MCOUTAMO IPUPOLY TadvaKa
y kojuma je f'(x) = 0, Tj. BumeTM ma oM Cy y OUTABY €KCTPEMYMM WM HE. Y NIPAKCU NPETXOJHU HAUWH je
jeAHOCTAaBHUjU U HE MOApPa3yMeBa HEKU AU PadyH, Tj. MAOBOJHO je BUAETU 3HAK MPBOr M3BOJA Oa OuU ce

= 0.

BUIEJIO Aa JU je y nmuTamy ekctpemyM. C Tora U He HOMUEEMO T€ Pe3yJsTaTe, a OMIo KO 3aMHTEPECOBAH MOKE
MOTJIEIATY UCTE Y KIU3U.

KousekcHoCT

Hepunnmuja 3a pyuxuujy f: (a,b) — R raskemo na je KOHBEKCHA yKOJMKO 3a IPOU3BOJLHE T1,Ta € (a,b) Bakm

Fzr+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= A) f(22),

3a cse A € [0,1]. Yrouuko jomr, 3a cBe x1 # 2o u cBe A € (0,1) Basku cTpora HejemHakocT < KaxkeMmo na je f
CTPOrO KOHBEKCHA.

Ykonuko ymecto 3Haka < (<) croju 3HaK > (>) 3a GyHEUUjy f KaKeMO Ia je KOHKABHA.

KouBekcnocT nMa jemHocTaBHy reoMeTpujcky uHrepuperanujy. Hawmme, kako ckyn {Ax; + (1 — N)xa|A € [0, 1]}
mpencTaBiba Oy:K KOja Cliaja Ty U T, TO IPETXOJHA HEjeAHAKOCT Kaxke na je rpaduk GyHrmuje f mcrnonm cedure
Ha rpaduk y taukama f(x1) u f(x2). Jerame ca CKMIOM NOTIENATA Y KE-U3U.

IIpermsupajmMo Masgo Bume Taj mojaM. Y KOIWKO je x € [T1, 2], OMHOCHO aKO IpUIala AY:KWM Ca KPajeBUMa Ij U
Z2 TO OUPEKTHO BUIUMO I je

XTo — T xr — X
xr = xr1 + Ta2.
T2 — 1 T2 — X1
Takobe, Bumumo ma KoeduimjeHTH ﬁ ﬁ cy obnmka A u 1 — A 3a mero A € [0, 1]. Jlakie, 3a KOHBEKCHY
oyurujy f umamo na je
Xo — X r — I
@) < ———f(@1) + — f(22),
To — T1 T2 —T1

OIHOCHO
(2 — 1) f(7) < (22 — ) f(21) + (7 — 21) f(22).

Onasie mame 106ujamo
(e2e2) (@) < () fea) 1) () = (2t —aban) fea) (o) f(2) = (e 2) fea) e ) (a4 (2—a)  (22)
& (o2 = e0) (@) — F(o0)) < (2 = 20) () — Jlan)) & LI Sl = )
ToTnysO anamorHO ce mobuja ma je
(@2 —21)f(2) < (32 — 2) f(21) + (2 — 21) f (22) = (w2 — @) f(21) + (w2 — 21 — (22 — 7)) f(22)
& (@ = a)(f(a2) — J(an)) < (02— w)(fw2) — () o0 TED =IO S 2 TH)

X
To — I To — X
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IIpeTxomHe HEjeTHAKOCTU MOMKEMO 3ajeIHO 3aMUCATUA KO

f(x) = f(z1) < f(z2) — f(z1) < f(z2) — f(z)

X X
xr — T To — T Xro — X

)

HApaBHO 3a X1 < T < Tg, MTO jé U MPETIOCTABHLAHO KPO3 €0 pauyH. AKO ce meTajbHO TOoTJena, KopamuMma
yHa3am ce nqobuja ma je IpeTxomqHa HejeIHAKOCT €KBUBAJIEHTHA KOHBEKCHOCTU.
3a KOHKaBHE HKIje BasKM aHAJOI'HO, CaMO ca >, OJHOCHO na Harubu omanajy.

b b

OBaj ekBUBAJIEHTaH YCJIOB Takohe mMa reoMeTpujcKy wmHTepmperanujy. Hawmme (QyHEIUja je KOHBEKCHA aKo
f(z2)—f(x1)

P pacTy M 1o 1 U 110 T2. W3 osora JaJbe HaJla3UMO Be€3y KOHBEKCHOCTU Ca

Harubu ceumia Ha rpadux
M3BOJOM.

Hanowmena [Ipe #ero mro kpeHeMO Ha Be3y ca M3BOJOM, IO Cala HUCMO IMOMUIHAIM HUIITA O HEIPEKUAHOCTHU
kouBekcHe (pyuruuje f. OBo ce Takohe MoOke MOKA3aTH U3 IPETXOMHUX HEjeTHAKOCTH, a uaeja ou ouia ciaeneha.
Heka je x € (a,b) y3MuMo h HOBOBHO MAJO U IPOUEHUMO HArUO w Y3umameM HeKe aBe Tadke di U
dy xoje cy ymyrap (a,b), anu mecuuje ox x + h, umamo na je marub y tuMm taukama sehwu mero W o
IPETXONHOM, a y3UMameM aBe Tauke [; U [y Koje cy JeBibe on & — h, Harub Hax HUMa je Mambu O HOMEHYTOT,

T)
fll) = f(l2) < f(z+h) = f(z) < f(d1) — f(d2)
1 — 1y = r+h—=x = dy — ds '
Muosxkemem u3pasa ca h, umamo na je

fll) = fl) f(di) — f(d2)
Iy —1lo dy — ds

yKOJIUKO je h > 0, mau obpHyTO yKOJIMKO je h < 0. ¥ cBakoM ciyduajy, Kako cy m3abpanu HArubu y Tadrama
l1,1l3,d1,ds ®OHCTAHTE, Kana h — 0, 0ba Kpajmba M3pas3a Texke Hyau, omakie je mo Teopemu o gBa moaunajua f
HEMPEKU IHA.
3a Kpaj HAIIOMEHe, jOIl CaMO MPUMETHMMO & CMO KOHBEKCHY (YHKIUjY TeUHUCAIN HA OTBOPEHOM UHTEPBAJLY
(a,b) jemHocTraBHOCTM pany a aHAJOrHA je medrHUOM]ja Ha OWIO KOM MHTepBasy. Tama y KpajmuUM Tadykama
MHTEPBAJa HE MOKEMO Ia MPUMEHUMO MPETXOMHU PE30H, jep HEMaMO TadKe KOjeé Cy JIEBO WM JEeCHO. 3alpaso,
y TAM TadYkKaMa KOHBEKCHA (YHKIMja MOKE MMATU NPEKU]. SaUHTEPECOBAHU MOTLY Ia Pa3MUCIE O IPUMEDY.
IMokaskumo canma a KOHBeKCHa (yHKnMja f uMMa JIEBU U AECHU U3BOL y CBakoj tauku. Heka je x € (a,b),h >0
u ¢ > 0 6uno koju dpukcupan 6poj, rakas ga je x — ¢ € (a,b). Ilo monoronocTu Haruba umMamMo xa je

f@) ~ fe—c) _ fla+h) — f)
X b
c h
a Taxkobhe 3HaMO 1 qa Harub M onana o h. Onasne nocroju sumec kana h — 0+, (omanajyha ¢yurmuja
KOja je OrpaHryeHa 0N0310) WTO je JqecHu u3Bo y . CIMYHO MMAMO U JIEBU U3BOJ Y CBAKO] TAUKM, IITO MOYKEMO

BuzeT ¢urcupameM h u mymramem ga ¢ — 0+ . Taxobe Bumumo u ma je f'(x) < fi(x), a crmuso moxenmo
Bugetu u na je f\(r1) < f(x2), ako je ¥y < 22 (3ampaBo, usmebhy Ta mBa Gpoja ce Hagazum HAruUO %)
OmaBre, o Mamer UHTEPECA HAM je TO Ja KOHBEKCHA (YHKIMja MMa U3BOL y CBUM TaYKaMa OCUM HUX mpebpo-
juBO MHOrO (IITO Ce MOKe NMOKA3ATH AHAJOTHO TOME Na MOHOTOHA (YHKIMja MMa HPeGpOjuBO MHOTO HPEKUIA,
na OmeT, KO je 3aMHTEePEeCcOBaH...) a BUIle OX uHTepeca je ciaemehun

Cras Heka je f: (a,b) > R mudpepennujabunna u kousexcHa ¢pyuruuja. Tana f'(z) pacre ma (a,b).

O6puyTo ce morasyje npumenom Jlarpamxese Teopeme. Haumme, yroauko m3Bon pacrte, TO je y paHujoj HO-

Tanuju

f@)—fle) flze) = f(x)

T — 1 —f(Cl), Ty — T _f(CQ)a

a Kako je ¢1 € (r1,2) u ¢ € (x,x2), TO je 360or monoronoctu ussona u f'(c1) < f'(cz). OnaBme umamo na je f
KOHBeKCHA. Tarkobhe, YKOIMKO mM3BOJ CTPOTO PACTE MMAaMO M Oa je (yHKOMja CTPOro KOHBEKCHA.
IIpumenom cTBapu o4 paHuje, 3aKDHYUYjeMO TaJbe
Cras Heka je f: (a,b) = R nBa myrta mudepenunjabunna ¢pyarimumja. la 6u f Onma KOHBEKCHA HEONXOIHO je U
nososmuo ma je f”(x) = 0.
Hapasro, 3a KOHKaBHE (yHKNOUje BayKe aHAJOMHU PE3YJITATH.
CianyHO KAa0 M 3a MOHOTOHOCT, YKOJUKO jeé IPYTW U3BOXA (YHKIUje CTPOrO MO3UTUBAH, OHA je Tana W CTPOTO
KoHBeKCcHA. [lerassu ce Mory morsenary y Kmu3u. Takobhe Morke ce moka3aTru na je QpyHKIMja KOHBEKCHA aKO U

h< flez+h)—flx) < h,

caMO aKO je HeH IpaduK M3HA TaHMeHTe Y IPOM3BOJLHO] TAUKU.

Omnet, CIUYHO Ka0 KOJ MOHOTOHOCTHU, TJ€ CMO TPAKUIN TaUuKe Yy KOjUMa M3BOM MEHa 3HAK, Tj. UCIOCTABIHAIO CE

a Cy TO JIOKAJIHM €KCTPEMyMMU, O MHTepeca HaM je ma HaleMo Tauke y KOjuMa (YHKIMja MEHa KOHBEKCHOCT.

IIpenuzuuje

Hepuunmuja Heka je ¢pyurumja f(x) nedpunucana y nexoj okosmmuu U Tauke xo 1 audepeHnnjabuiHa Ha TOM

ckyny. Taura (g, f(20)) ce HA3MBA IPEBOJHOM TAUKOM KpUBe, OAHOCHO (yHEmUje y = f(z) yromuko je f crporo

KOHBEKCHA (KOHKaBHA) Ha ckyly {z € Ulz >z} u crporo xonkaBHa (KOHBekcHA) Ha ckymy {x € Ulx < zo}.

[IprMmeTrnmo mpBO ma yroauko je ¢yHkmumja f nBa nmyra mudpepernujadbuina Ha U 1 ako joj je OPYTM M3BOL

HENPEeKuIad y To, Taga mopa outu f”(xg) = 0, jep je ca jemse cTpaHe HO3UTUBAH & Ca APYTe CTPAHE HEMATUBAH,
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niu o6puyTo. IIpumerumo takobe ma m3 mperxonHe meGHUIMje TPETIOCTABHAMO na rpaduk GyHkmuje [ mma
TaHreHTy y Tadku (o, f(x0)), a Kako je rpauk KOHBEKCHe (YHKIUje M3HAI, a KOHKABHE MCIOI TAHTEHTE, TO
ce Ipu IpOoJIaCKy rparka Kpo3 IPEBOjHY Tauky Mema Taj pacmopel. OTyn um Ha3uB IPEBOjHA TadKa, jep ce
Cc1000MHO pedeHO (hYHKIMja MPEBUja OKO TAHIEHTE.

Hamomenumo camo nma ce Herme mpeBOjHA Tadka OepUHUIIE CAMO KAO TAYKA Yy KOjOj Ce Mema KOHBEKCHOCT
(makise, He Tpasku Ce IMPETXOAHM YCJIOB Ca [IOCTOjameM TAHIeHTe) INTO je y Hpakcu Hajuemhu ciaydaj. Mnak,
TO HUje UCTO Kao Majonpebamma nepuHMNMja, jep OHA MCKBbYUYje HEKe CIIydajeBe IOIYT

22 x<0
Vz,x 20

KOja je HempeKuOHa y HyJu U y HyJU jOj ce MeHma KOHBEKCHOCT, aji HUje AudepeHnujabuiiHa y TOj TaUKU.
Otyna, kako cMo Mu nedpunucany, 0 HEje IPEBOjHA TAadyKa OBe (YHKIM]E.

CinnyHO Kao KO eKCTpeMyMa, TOBOJLHE YCJIOBE 3a MPEBOjHY TAYKy HaM Jaje 3HaK APYTOr M3BOJAA IIPU IPOTIACKY
KPO3 Ty TauKy.

CraB Herka je [ mudepenimjabunna y Hekoj okoiauau U tauke xg u gBa nyra audepennujabunnaa y U\ {zo}.
Axo f"(x) Mema 3HaK mpU MPOJACKY KPO3 o, TO jeé To IPEBOjHA Tauka (yHKIMje f.

Kako je ca jenme crpame f” Hup. mosuTmBaH a ca Ipyre HEraTUBaH, TO je ca oarosapajyhe cTpane ¢yHKIUja
KOHBEKCHA OJHOCHO KOHKaBHa. TuMe BUIMMO #a Cy UCIYH,€HU CBU YCJIOBU Ae(UHUIM]E.

Takobe, ucnuruBame na Ju je HyJIa APYrOr M3BOJA MPEBOjHA TAYKA MOKE CE€ YPAMUTU MPEKO BUIINX M3BOMA.
3anHTEePECOBAHU MOTY MOTJIEAATU UCTO y KEU3WU.

JenceHoBa HejemHAKOCT

ITokasxkuMo jenHO yomnmrTeme Heje THAKOCTU KOjOM CMO Ae(UHMCAIN KOHBEKCHE (DYHKIT]jE.

Cras Hexa je f: (a,b) — R xouBekcHa (yHknuja u Heka cy A; € [0,1], 3a i =1,...,n, Taksu ga je > . ;A\ = 1.

Tana Baxu
f(Z Aﬂi) < Z)\if(xi)v
i=1 i=1

fz) =

rze je z; € (a,b).
Hoxkaz Iloka3 mae MHIYKIMOM IO . 3a N = 2, IPETXOAHO je HejeTHAKOCT M3 ne(GUHUNMje KOHBEKCHOCTMU.
IIpermocraBuMO 1a je HejeOHAKOCT TAauHa 3a M U MOKAKUMO Ia je Tauda u 3a n + 1. Jlakme, Heka cy A; € [0, 1],

3ai=1,...,n+ 1, TakBu na je Z?:Jrll Ai =1wu z; € (a,b). Tpeba norazatu

n+1 n+1
f(z )\z’Ii> < Z i f ().
i=1 i=1

Osmaummo ca A =Y | X\; = 1 —A,41 1 npernocTaBuMo ga A # 0, jep je y TOM CiIydajy OpeTXOIHa HejeTHAKOCT
TpuBmujagHa. HamecTtumo cana ¢yHKIU]y Ha HejeTHAKOCT U3 AepUHUNNje KOHBEKCHOCTH, Tj.

n+1 n
f(Z Aﬂi) = f( Aitti + )\n+1$n+1>
i=1 i=1

"\ "\

= f(AZ szi + )\n+1$n+1) <Af <Z Ale> + g1 f(Tny1)-

i=1 i=1
Kako je A € [0,1] u karo je A + \,41 = 1, mocaensmu Kopak je caMo IOMeHyTa HejenHakocT. Jlasse, 3a mpBu
cabupak IPUMEHMMO WHIyKTUBHY xumore3y. Vimamo ma je f KOHBEKCHa, y cyMu je n cabupaka M mMaMo Oa je
Z?:l % = % = 1. Ilakje, IO MHAYKTUBHO] XUIIOTE3X MMaMO Ia je

n n
Af (Z )Xﬂﬂz) + Mg f(@ngn) SAY %f(xi) + A1 f (@n41),
i=1 i=1

onmakiie, ckpahuBamem A mobujaMo TpaskeHU pe3yJiTar.

IIperxomna HejemHakocT ce Ha3uBa JeHCeHOBa HejenHakocT. HaBomumMo camo jenHy meHYy TPUMEHY, HauUMe U3
B AUPEKTHO CJIEeAN HEjeIHAKOCT apUTXMETUYKE U MeOMeTPHUjCKe cpeiaune. ¥Y3muMmo OyHrmujy f(z) = e*, roja
je KOHBEKCHa, jep joj je OApyru u3BOX jemHak e” mTO je mo3uTuBHA (GyHKuUja. Jlakiae, Mo IpeTxomHOM BaKU

n
S dm < 37 nem,
=1
1

n’

roe cy A; € [0,1] m Y A =1, a ; € R. Mzabepumo mame ma je \; =

1
. nooNoxzs TN iz,
Takobe mpuMermMo ma je eXei=iNiTi = [[1_ | eMi®i

MTO 3a70BOJHABA YCIOBE 3a A\ U
. Ilakne nmamo na je

n
noo1 1.
621':1 nTi — | | en®i =

i=1




3aMeHoM na je e¥i = a; mobujaMo ma je
J ] J

MITO je HEejeTHAKOCT apUTMETUYKE U T€OMETPHUjCKe CcpeauHe. Y CJIOB KOju MMaMoO je na je CBaku on OpojeBa a;
obauka e”*, omHocHo ma je a; > 0. [Ipumerumo ma y cayyajy ma je Hexku a; = 0, JeBa cTpaHa HEjeIHAKOCTU
jenHaKa HYJIW, TAKO Na HEjeTHAKOCT BaKU 3a CBe HEHEraTWBHe OpojeBe a;.
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