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Grupe

Osnovni pojmovi i primeri

Grupe su jedan od centralnih objekata u ovom kursu i nekoliko
nedeǉa �e biti posve�eno upravo ǌima. Pojam grupe mo�e se uvesti
na dva ekvivalentna naqina.

Definicija 1 Grupa je algebarska struktura (G, ·), gde je G neprazan skup,
a · binarna operacija na skupu G, za koje va�i:

1. za sve x, y, z ∈ G: (x · y) · z = x · (y · z);

2. postoji e ∈ G tako da je za svaki x ∈ G ispuǌeno: x · e = x = e · x;

3. za svaki x ∈ G postoji x̄ ∈ G tako da je x · x̄ = e = x̄ · x.

Definicija 2 Grupa je algebarska struktura (G, ·,′ , 1), gde je G neprazan
skup, · binarna operacija na skupu G, ′ unarna operacija na skupu G i 1
izabrani element iz G, za koje va�i:

1. za sve x, y, z ∈ G: (x · y) · z = x · (y · z);

2. za sve x ∈ G: x · 1 = x = 1 · x;

3. za sve x ∈ G: x · x′ = 1 = x′ · x.

Poka�imo da su ove definicije ekvivalentne.
Ako je (G, ·,′ , 1) grupa u smislu druge definicije onda je tra�eni

element e iz prve definicije zapravo 1, dok je za x ∈ G tra�eni el-
ement x̄ zapravo x′. Dakle, to je dosta jednostavno. Nexto je te�e
pokazati kako se na osnovu strukture iz prve definicije dobija struk-
tura iz druge.

Pretpostavimo da je struktura (G, ·) grupa u smislu prve defini-
cije. Primetimo da je element e (koji se zove neutral grupe), iz ove
definicije, jedinstveno odre�en. Naime, pretpostavimo da postoji i
element f koji zadovoǉava iste uslove kao i e. Tada dobijamo da je
e ·f = f poxto je e neutral, ali je i e ·f = e poxto je f neutral. Dakle,
e = f . Za izabrani element, koji nam treba u drugoj definiciji uzi-
mamo element e.

Da bismo imali definisanu unarnu operaciju ′ na skupu G, koja
zadovoǉava uslove iz druge definicije, poka�imo da je za dati ele-
ment x ∈ G element x̄ (koji se zove inverz elementa x) jedinstveno
odre�en. To se pokazuje na sliqan naqin kao i jedinstvenost neutrala.
Pretpostavimo da, osim x̄, postoji i element x̃, koji zadovoǉava iste
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uslove. Tada je x̃ · (x · x̄) = x̃ · e = x̃, no tako�e je x̃ · (x · x̄) = (x̃ · x) · x̄ =
e · x̄ = x̄ i dobijamo da je x̃ = x̄. Dakle sa: x′ := x̄, pri qemu je x̄
jedinstveni element iz prve definicije, dobijamo dobro definisanu
unarnu operaciju, koja zadovoǉava svojstva iz druge definicije.

Ubudu�e �emo qex�e koristiti prvu definiciju, pri qemu �emo
znak operacije · qesto izostavǉati (dakle pisa�emo xy, a ne x · y), a
i umesto ,,data je grupa (G, ·)”, pisa�emo kratko ,,data je grupa G”.
Osim toga, inverz elementa x obiqno �emo zapisivati ovako: x−1.

Doka�imo sada neka jednostavna svojstva koja slede iz aksioma
grupe. Uvedimo najpre jednu pomo�nu oznaku. Proizvod

∏n
i=1 xi (gde

xi ∈ G) definixemo rekurentnom formulom

n∏
i=1

xi := e, ako je n = 0,

n+1∏
i=1

xi :=
n∏
i=1

xi · xn+1, za n ≥ 0.

Posebno, ako je x1 = x2 = · · · = xn = x, umesto
∏n
i=1 x pixemo xn. Qesto

�emo umesto
∏n
i=1 xi pisati (x1 · · ·xn).

• Za svako n ≥ 2 i svako r, za koje je 1 ≤ r < n va�i:

(x1 · · ·xr) · (xr+1 · · ·xn) = (x1 · · ·xn).

Ovo zapravo znaqi da zagrade mo�emo proizvoǉno da postavǉamo,
pa ih mi qesto ne�emo ni pisati. Rezultat se bez texko�a doka-
zuje indukcijom po n. U sluqaju da su svi xi jednaki dobijamo da
je za sve m,n ∈ N: xmxn = xm+n.

• Za svaki x ∈ G :
(x−1)−1 = x

Ovaj rezultat sledi iz jedinstvenosti inverza. Naime, i element
x i element (x−1)−1 zadovoǉavaju uslove za inverz elementa x−1,
pa su stoga jednaki.

• Za sve x, y ∈ G:
(xy)−1 = y−1x−1.

Obratite pa�ǌu na redosled faktora! Proverimo da li je y−1x−1

inverz elementa xy:

(y−1x−1)(xy) = y−1(x−1x)y = y−1ey = y−1y = e,

(xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xex−1 = xx−1 = e.
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• Svaka jednaqina oblika

ax = b (∗)

ima taqno jedno rexeǌe u G. To je taqno i za jednaqinu oblika

xa = b. (◦)

Nije texko proveriti da je a−1b jedno rexeǌe jednaqine (∗):

a(a−1b) = (aa−1)b = eb = b.

Rexeǌe je jedinstveno: iz ax1 = ax2 sledi da je a−1ax1 = a−1ax2,
tj. ex1 = ex2, pa mora biti x1 = x2.

• Za sve a, x ∈ G i n ≥ 1:

(axa−1)n = axna−1.

Dokaz se izvodi indukcijom po n.

Ako je n = 1, onda je tvr�eǌe trivijalno taqno. Pretpostavimo
da je tvr�eǌe taqno za n i doka�imo ga za n+ 1.

(axa−1)n+1 = (axa−1)n(axa−1) = axna−1axa−1︸ ︷︷ ︸
induktivna hipoteza

= axnxa−1 = axn+1a−1.

Stepen elementa xm mo�e se definisati i za negativne m:

x−n := (x−1)n, za n ≥ 1.

Naravno, ako je n = 0 uzimamo x0 = e. Za ve�bu dokazati da va�i:

• Za svako x ∈ G i svako n ≥ 1: x−n = (xn)−1.

• Za svako x ∈ G i sve m,n ∈ Z: xmxn = xm+n.

• Za svako x ∈ G i sve m,n ∈ Z: (xm)n = xmn.

Pre�imo sada na primere grupa. Prvi i najjednostavniji primeri
grupa su primeri grupa koje formiraju brojevi. To su grupe (Z,+),
(Q,+), (R,+), (C,+), a tako�e i (Q \ {0}, ·), (Q+, ·), (R \ {0}, ·), (R+, ·),
kao i (C \ {0}, ·). Naravno, ovde su + i · uobiqajene operacije sabi-
raǌa i mno�eǌa brojeva, dok su sa Q+ (R+) oznaqeni svi pozitivni
racionalni (realni) brojevi. No, naravno da pojam grupe nije uveden
zbog grupa koje qine brojevi.

Posmatrajmo neki pravougaonik, koji nije kvadrat. Sem identiqne
transformacije, on ima jox samo tri simetrije: dve osne reflek-
sije (u odnosu na ose koje su simetrale naspramnih stranica) i jednu
centralnu refleksiju (u odnosu na centar pravougaonika). Jasno je
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da kompozicija te dve osne refleksije daje centralnu. Oznaqimo ovu
grupu i ǌene elemente sa

V = {ε, σ1, σ2, ρ},

gde je sa ε oznaqena identiqna transformacija, σ1 i σ2 su osne re-
fleksije, a ρ centralna refleksija. Nije texko sastaviti tablicu
mno�eǌa u ovoj grupi.

◦ ε σ1 σ2 ρ
ε ε σ1 σ2 ρ
σ1 σ1 ε ρ σ2

σ2 σ2 ρ ε σ1

ρ ρ σ2 σ1 ε

Primetimo da za svaki element x ove grupe va�i: x2 = ε i da je grupa
komutativna. Kasnije �emo videti da iz prve qiǌenice sledi i druga.
Grupa V zove se i Klajnova grupa.

Pre�imo sada na slo�enije primere.
Posmatrajmo neki pravilni mnogougao u ravni i potrudimo se da

na�emo koje sve on simetrije ima. U tu svrhu, za poqetak, nije loxe
posmatrati neki konkretan sluqaj i mi �emo se koncentrisati na dva
primera. Na pravilni petougao i pravilni xestougao.

Simetrije koje postoje u ravni su: translacije, rotacije, osne re-
fleksije i klizaju�e refleksije. Ako qitalac nije quo za klizaju�e
refleksije, to mu nixta ne�e smetati. Naime, klizaju�a refleksija
je kompozicija jedne translacije i jedne osne refleksije, pa je do-
voǉno pogledati xta se dexava sa translacijama i osnim refleksi-
jama. Jasno je da translacije ne dolaze u obzir kao simetrije nekog
mnogougla. Sliqno se mogu izbaciti i sve rotacije sem one oko centra
mnogougla. Naravno, ne dolaze u obzir ni sve rotacije oko centra mno-
gougla. U sluqaju pravilnog n-tougla, u ,,igri” su samo rotacije za
uglove oblika 2kπ/n. Tako dobijamo n razliqitih rotacija, odnosno
simetrija pravilnog n-tougla. Dakle, u sluqaju pravilnog petougla
imamo 5 rotacija, dok u sluqaju pravilnog xestougla imamo 6 rotacija
(ne zaboravimo da je rotacija za ugao 2nπ/n, odnosno rotacija za
ugao 2π zapravo identiqna transformacija). Xto se tiqe osnih re-
fleksija, tu je dobro razlikovati sluqaj petougla i xestougla. U
sluqaju petougla, imamo pet osnih refleksija i to oko pravih koje
prolaze kroz jedno teme i sredixte naspramne stranice. U sluqaju
pravilnog xestougla imamo tri refleksije u odnosu na prave koje
prolaze kroz naspramna temena i jox tri u odnosu na prave koje pro-
laze kroz sredixta naspramnih stranica. Naravno, preporuqujemo
qitaocu da nacrta odgovaraju�e crte�e.

Oznaqimo sa ρ rotaciju za ugao 2π/n u smeru suprotnom kretaǌu
kazaǉke na qasovniku. Vidimo da su tada sve rotacije oblika ρk za
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neki k koji mo�e uzimati vrednosti od 0 do n− 1 (govorimo o pravil-
nom n-touglu). Primetimo da je ρn = ε. Sa σ oznaqimo bilo koju
od navedenih osnih refleksija. Nije texko proveriti da je svaka
spomenuta refleksija oblika σρk gde je 0 ≤ k < n. Ovde je dobro ra-
zlikovati sluqaj parnog i neparnog n, odnosno jednostavne sluqajeve
pravilnog petougla i pravilnog xestougla. Primetimo da je σ2 = ε.
Posmatrajmo skup

{ε, ρ, . . . , ρn−1, σ, σρ, . . . , σρn−1}.

U odnosu na operaciju kompozicije preslikavaǌa, ovaj skup pred-
stavǉa grupu. Ta grupa ima 2n elemenata, naziva se diedarska grupa
i oznaqava sa Dn.

Proverimo da je ovo zaista grupa. Jasno je da je neutral grupe
identiqno preslikavaǌe ε. Ostaje nam da proverimo dve stvari.

1) Da je kompozicija dobro definisana na gorenavedenom skupu.

2) Da svaki element iz gorenavedenog skupa ima inverz.

Naime, nije jasno zbog qega, na primer, element ρσ pripada tom
skupu. A i za mnoge druge kompozicije to nije jasno. Ispostavǉa se
da je dovoǉno da se proveri koliko je ρσ; iz tog rezultata �e sve
slediti.

Direktnom proverom dobija se da je

ρσ = σρn−1.

Izraqunajmo sada koliko je ρ2σ:

ρ2σ = ρσρn−1 = σρn−1ρn−1 = σρ2n−2 = σρn−2.

Nije texko dobiti i opxti rezultat:

ρkσ = σρn−k.

To se jednostavno dobija, na primer, indukcijom po k.
Primetimo da je zapravo ρn−1 = ρ−1. To nam omogu�ava da gorǌe

identitete zapixemo na jednostavniji naqin:

ρσ = σρ−1; ρkσ = σρ−k,

a imamo i
σρk = ρ−kσ.

Sada se mo�e proveriti da je gorǌi skup zatvoren u odnosu na kompo-
ziciju preslikavaǌa.

σρkρl =
{

σρk+l, ako je k + l < n
σρk+l−n, ako je k + l ≥ n.
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σρkσρl =
{

ρ−k+l, ako je k ≤ l
ρn−k+l, ako je k > l.

ρkσρl =
{

σρ−k+l, ako je k ≤ l
σρn−k+l, ako je k > l.

Naravno da je

ρkρl =
{

ρk+l, ako je k + l < n
ρk+l−n, ako je k + l ≥ n.

Zanimǉivo je napisati celu tablicu mno�eǌa za grupu D6:

◦ ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 σ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5

ε ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 σ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5

ρ ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε σρ5 σ σρ σρ2 σρ3 σρ4

ρ2 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ σρ4 σρ5 σ σρ σρ2 σρ3

ρ3 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ ρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ σρ2

ρ4 ρ4 ρ5 ε ρ ρ2 ρ3 σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ
ρ5 ρ5 ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ
σ σ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5

σρ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ ρ5 ε ρ ρ2 ρ3 ρ4

σρ2 σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ ρ4 ρ5 ε ρ ρ2 ρ3

σρ3 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ σρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ ρ2

σρ4 σρ4 σρ5 σ σρ σρ2 σρ3 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ
σρ5 σρ5 σε σρ σρ2 σρ3 σρ4 ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε

Bilo bi dobro da qitaoci ispixu tablice mno�eǌa za grupe D3, D4

i D5. Ako pogledamo ,,gorǌi levi ugao” navedene tablice, mo�emo da
primetimo da se tu nalazi tablica mno�eǌa u skupu {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5}.
Zapravo je to jedna podgrupa grupe D6.

Definicija 3 Ako su (G, ·) i (H, ∗) dve grupe, onda je grupa (H, ∗) podgrupa
grupe (G, ·) ukoliko je:

H ⊆ G i x ∗ y = x · y za sve x, y ∈ H.

Ukoliko je H podgrupa grupe G, to zapisujemo ovako: H ≤ G.
Prisetimo se da smo pojam grupe definisali na dva ekvivalentna

naqina — kao strukturu sa samo jednom binarnom operacijom, odnosno
kao strukturu sa jednom binarnom, jednom unarnom i jednom nularnom
operacijom. Ukoliko se prisetimo pojma podalgebre, znamo xta mora
biti ispuǌeno da bi neka struktura bila podstruktura druge. U
naxem sluqaju, izabrani elementi se moraju poklapati, a tako�e i
inverzi elemenata iz H moraju biti jednaki inverzima tih elemenata
kada se posmatraju kao elementi grupe G. Dakle, ako je e neutral u G,
ε neutral u H, x−1 inverz elementa x ∈ G, x′ inverz elementa x ∈ H,
onda mora biti:
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• e = ε;

• za sve x ∈ H: x−1 = x′.

Doka�imo da je to zaista tako. Neka je h ∈ H ma koji element iz H.
Tada va�i:

h ∗ ε = h.

No, tada je i
h · ε = h,

poxto je x · y = x ∗ y za sve x, y ∈ H, a h, ε ∈ H. Mno�eǌem gorǌe
jednakosti sa h−1 dobijamo

h−1 · h · ε = h−1 · h,

a s obzimor da je h−1 · h = e, sledi

e · ε = e,

te je zaista ε = e.
Da bismo dokazali da je za sve x ∈ H ispuǌeno x−1 = x′, napiximo

xta znaqi to da je x−1 inverz elementa x u G i da je x′ inverz elementa
x u H (element x pripada H):

x · x−1 = x−1 · x = e, (1)

x ∗ x′ = x′ ∗ x = ε. (2)

No, s obzirom da x, x′ pripadaju H i da je e = ε, dobijamo da je

x · x′ = x′ · x = e. (3)

Iz (1) i (3) na osnovu jedinstvenosti inverza u grupi dobijamo da
mora biti x′ = x−1.

Navedimo sada jedan koristan stav.

Stav 4 Neprazan skup H grupe G je podgrupa grupe G u odnosu na restrikciju
operacije iz G ako i samo ako je xy−1 ∈ H za sve x, y ∈ H.

Dokaz. Jasno je da svaka podgrupa zadovoǉava navedeno svojstvo.
Naime, ako su x, y ∈ H, kako je H podgrupa, to i y−1 ∈ H. Osim
toga, operacija u H je zapravo restrikcija operacije u G, pa mora
biti xy−1 ∈ H, poxto x ∈ H i y−1 ∈ H.

Pretpostavimo da je H neprazan skup i da zadovoǉava tra�eni
uslov. Kako je H 6= ∅, to postoji h ∈ H. Tada po pretpostavci i
e = hh−1 ∈ H. Ako je x ∈ H proizvoǉan, iz pretpostavke i qiǌenice
da e ∈ H, sledi da i x−1 = ex−1 tako�e pripada H. Konaqno, ako su
x, y ∈ H, onda po ve� dokazanom, y−1 ∈ H, pa je i xy = x(y−1)−1 ∈ H. 2
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Stav 5 Ako su H i K podgrupe grupe G, onda je H ∩ K podgrupa grupe G,
dok je H ∪K podgrupa grupe G ako i samo ako je H ⊆ K ili K ⊆ H.

Dokaz. Doka�imo najpre da je presek dve podgrupe tako�e podgrupa.
Kako i H i K moraju sadr�ati neutral, to je H ∩ K 6= ∅. Pret-
postavimo da x, y ∈ H ∩K. To znaqi da x, y ∈ H i x, y ∈ K. Na osnovu
ranije dokazanog, xy−1 ∈ H i xy−1 ∈ K, pa xy−1 ∈ H ∩K. Zakǉuqujemo
da je H ∩K podgrupa grupe G.

Pozabavimo se unijom dve podgrupe. Jasno je da ako je jedna od
ǌih podskup druge, ǌihova unija se poklapa sa jednom od ǌih, te jeste
podgrupa grupe G. Pretpostavimo da je H∪K podgrupa grupe G i neka
H 6⊆ K. Dokaza�emo da je K ⊆ H. Kako H 6⊆ K, to postoji element
h koji jeste u H, a nije u K. Uzmimo proizvoǉni element k ∈ K.
Dokaza�emo da je on u H i time pokazati da je K ⊆ H. Posmatrajmo
element k · h. Kako su i k i h iz K ∪H, a K ∪H je podgrupa grupe G,
to sigurno k · h ∈ K ∪H. No, ako k · h ∈ K, koriste�i qiǌenicu da k
pripada K, dobijamo da je i h = k−1kh iz K, a to nije mogu�e. Dakle,
k · h mora biti u H, pa kako je h ∈ H i k = kh · h−1, to k ∈ H. 2

Na sliqan naqin se mo�e pokazati da je presek proizvoǉne fami-
lije podgrupa neke grupe tako�e podgrupa te grupe. Naime, neka su Hi

podgrupe od G, gde i ∈ I. Kako za sve i ∈ I neutral e pripada Hi, to je⋂
i∈I

Hi 6= ∅.

Neka x, y ∈
⋂
i∈I Hi. Tada za sve i ∈ I: x ∈ Hi i y ∈ Hi. Kako su Hi

podgrupe, to xy−1 ∈ Hi, za sve i ∈ I, te zaista xy−1 ∈
⋂
i∈I Hi.

Stoga ima smisla slede�e pitaǌe.

Pitaǌe: Ako je G grupa i X podskup te grupe, da li postoji najmaǌa
podgrupa grupe G, koja sadr�i X (kao svoj podskup)?

Odgovor je potvrdan—to je presek svih podgrupa koje sadr�e X.
Naime, sigurno postoji bar jedna podgrupa grupe G, koja sadrhi X
(sama grupa G!), pa ima smisla govoriti o preseku. Najmaǌa pod-
grupa koja sadr�i X oznaqava se sa 〈X〉 i zove se podgrupa generisana
skupom X. Skup X je skup generatora te grupe. Ukoliko je X = ∅,
onda je 〈X〉 = {e}. Ukoliko je X = {a}, onda je 〈X〉 cikliqna podgrupa
generisana elementom a i oznaqavamo je sa 〈a〉.

Vratimo se diedarskoj grupi Dn. Ako je X = {ρ, σ}, xta je 〈X〉?
Jasno je da je zapravo 〈X〉 = Dn. Dakle, grupa Dn je generisana sa dva
generatora.

Ako sa X−1 oznaqimo skup svih inverza elemenata iz X,

X−1 = {x−1 : x ∈ X},
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onda nije texko pokazati da je

〈X〉 = {a1 · · · an : n ∈ N, ai ∈ X ∪X−1}.

(u sluqaju da je n = 0, proizvod a1 · · · an je naravno neutral e). Naime,
ako su a1 · · · an i b1 · · · bm proizvodi elemenata iz X ∪X−1, jasno je da
je to i

a1 · · · an · (b1 · · · bm)−1 = a1 · · · an · b−1
m · · · b−1

1 .

Stoga skup sa desne strane gorǌe jednakosti zaista qini podgrupu u
odnosu na restrikciju operacije, a jasno je da svaka podgrupa H za
koju je X ⊂ H mora sadr�ati taj skup kao svoj podskup. Prema tome,
zaista je to najmaǌa podgrupa koja sadr�i skup X kao svoj podskup.

Primetimo na kraju da, mada se stav ?? mo�e proxiriti u sluqaju
preseka na proizvoǉnu kolekciju podskupova, to se ne mo�e uraditi
za unije. Jednostavan primer nam daje Klajnova grupa V . Naime,
H1 = {ε, σ1}, H2 = {ε, σ2} i H3 = {ε, ρ}, su podgrupe od V i za ǌih
va�i:

V = H1 ∪H2 ∪H3,

a nijedna od ǌih nije sadr�ana u nekoj drugoj.

Cikliqne grupe; izomorfizmi grupa

Videli smo da je {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5} jedna podgrupa grupe D6. Prime-
timo da je u ovoj grupi svaki element oblika ρk za neki ceo broj k.
Grupe sa ovim svojstvom nazivaju se cikliqne grupe.

Definicija 6 Grupa G je cikliqna grupa ukoliko postoji element x ∈ G
takav da je svaki element iz G oblika xm za neki ceo broj m, odnosno

G = {xm : m ∈ Z}.

Takav element zovemo generator cikliqne grupe.

U skladu sa definicijom grupe generisane nekim podskupom, cikli-
qna grupa je ona grupa koja je generisana jednoqlanim podskupom, tj.
jednim elementom. Ukoliko �elimo da istaknemo da je G cikliqna
grupa qiji je generator a, onda to pixemo ovako: G = 〈a〉.

Grupa rotacija pravilnog n-tougla, je tako�e cikliqna grupa i
ona je generisana rotacijom za ugao 2π/n. Navedimo jox neke primere
cikliqnih grupa.

• Zn = (Zn,+n) je cikliqna grupa generisana elementom 1. Ovde je
+n sabiraǌe po modulu n, a Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, gde je n ≥ 2.
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• Cn = {z ∈ C : zn = 1} je tako�e cikliqna grupa u odnosu na
mno�eǌe kompleksnih brojeva. To je grupa svih n-tih korena
iz jedinice i generisana je elementom e2iπ/n(= cos 2π

n + i sin 2π
n ).

Generator te grupe se zove i primitivni n-ti koren iz jedinice.

• (Z,+) je cikliqna grupa generisana elementom 1.

Primetimo da postoje i cikliqne grupe sa konaqno mnogo eleme-
nata, kao i cikliqne grupe sa beskonaqno mnogo elemenata. Zapravo
za svaki prirodan broj n ≥ 1 postoji cikliqna grupa sa n elemenata
(u sluqaju da je n = 1 dobijamo trivijalnu grupu qiji je jedini ele-
ment neutral). Prirodno se postavǉa pitaǌe: da li su dve cikliqne
grupe sa istim brojem elemenata suxtinski razliqite? Ispostavǉa
se da je odgovor negativan — svake dve cikliqne grupe sa istim bro-
jem elemenata su izomorfne, ali �e vixe reqi o tome biti na kraju
ove lekcije.

Uvodimo sada pojam reda grupe i reda elementa grupe.

Definicija 7 Ako je grupa G konaqna onda broj ǌenih elemenata zovemo
red grupe i oznaqavamo sa |G|. U sluqaju da je grupa beskonaqna, ka�emo da
je ona beskonaqnog reda.

Neka je a element neke grupe. Ukoliko ne postoji prirodan broj n ≥ 1
za koji je an = e, ka�emo da je element a beskonaqnog reda. Ukoliko takav
element postoji, onda je red elementa a, u oznaci ω(a) zadat sa:

ω(a) := min{m ≥ 1 : am = e}.

Stav 8 Red ma kog elementa neke grupe jednak je redu podgrupe generisane
tim elementom.

Dokaz. Ukoliko je element a beskonaqnog reda, onda je ak 6= al za sve
k 6= l. Naime, ako je ak = al za neke k i l pri qemu je k > l, onda je
ak−l = e, a k− l ≥ 1, xto protivreqi pretpostavci da je a beskonaqnog
reda. No, iz qiǌenice da je ak 6= al za k 6= l sledi da je podgrupa 〈a〉
beskonaqna.

Dakle, element beskonaqnog reda generixe beskonaqnu podgrupu.
Obratno, ako je podgrupa generisana elementom a beskonaqna onda ele-
ment a mora biti beskonaqnog reda. Pretpostavimo da je ω(a) = n ≥ 1.
Tvrdimo da je tada

〈a〉 = {e, . . . , an−1}

i da su svi ovi elementi razliqiti. Naime, svaki element iz 〈a〉 je
oblika am za neki ceo broj m. Podelimo sa ostatkom m sa n. Dobijamo
da je m = qn+ r, gde je 0 ≤ r < n. Tada je

am = (an)qar = eqar = ar ∈ {e, . . . , an−1}.

Zakǉuqujemo da je 〈a〉 = {e, . . . , an−1}. Ukoliko bi bilo ar = as za
neke 0 ≤ r < s < n, onda bi va�ilo i as−r = e, a to nije mogu�e, jer
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je 0 < s − r < n, a n = ω(n). Zakǉuqujemo da su svi ovi elementi
razliqiti, te je red te podgrupe zaista n, a to je i red elementa a.2

Stav 9 Ako je element a beskonaqnog reda i m 6= 0, onda je i am beskonaqnog
reda. Ukoliko je ω(a) = n i m 6= 0 onda je

ω(am) =
n

NZD(m,n)
.

Dokaz. Prvi deo tvr�eǌa se lako dokazuje. Naime, ako je (am)r = e,
onda je i amr = e, pa bi i a bio konaqnog reda. Dokaz drugog dela je
te�i.

Neka je d = NZD(m,n). Tada je m = m1d i n = n1d, pri qemu su m1

i n1 uzajamno prosti. Mi treba da doka�emo da je ω(am) = n1.

(am)n1 = amn1 = am1dn1 = am1n = (an)m1 = em1 = e.

Pretpostavimo da je k > 0 takav da je (am)k = e. Treba da poka�emo
da je n1 ≤ k. Dakle, amk = e i an = e (poxto je n = ω(a)). Postoje celi
brojevi q i r takvi da je mk = qn+ r, gde je 0 ≤ r < n. Dobijamo da je
amk = (an)qar, te sledi da je ar = e. No, n = ω(a) i 0 ≤ r < n, pa mora
biti r = 0. Dakle, n | mk. Dobijamo dn1 | dm1k, pa n1 | m1k. Kako su
m1 i n1 uzajamno prosti dobijamo da n1 | k, pa mora biti n1 ≤ k, xto
se i tra�ilo. 2

Napomena. Primetimo da se u ovom dokazu ,,krije” i dokaz slede�eg
rezultata: ako je n red elementa a, onda za svaki l ∈ Z va�i

al = e ako i samo ako n | l.

Kako je ovaj rezultat od posebnog znaqaja, da�emo i ǌegov kompletan
dokaz.

• Pretpostavimo da je n = ω(a) i da je al = e. Podelimo l sa n.
Dobijamo da je l = qn+ r, gde je 0 ≤ r < n. No, tada je

e = al = aqn+r = (an)q · ar = eq · ar,

te dobijamo da je ar = e. Kako je 0 ≤ r < n = ω(a), to je mogu�e
jedino ako je r = 0. Dakle, n | l.

• Neka n | l. Tada je l = qn, za neki ceo broj q i dobijamo

al = aqn = (an)q = eq = e.

Primer 10 Odrediti red elementa 18 u grupi Z120.
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Rexeǌe. Kako je 1 generator grupe Z120,

18 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
18

i NZD(18, 120) = 6, to je red elementa 18 jednak 120
6 = 20. ♣

Doka�imo sada teoremu o podgrupama cikliqne grupe.

Teorema 11 1) Svaka podgrupa cikliqne grupe i sama je cikliqna.
2) Ako je G cikliqna grupa konaqnog reda n i ako k | n, onda postoji taqno
jedna podgrupa H grupe G, koja je reda k.

Dokaz. 1) Neka je G = 〈a〉 i H ≤ G. Ako je H = {e}, nemamo xta da
dokazujemo. U suprotnom neka je s = min{n > 0 : an ∈ H}. Pokaza�emo
da je H = 〈as〉. Kako je as ∈ H, to je i (as)m ∈ H za sve m ∈ Z, pa je
〈as〉 ⊆ H.

Pretpostavimo da x ∈ H. Kako je G cikliqna grupa, to je x = ak za
neki ceo broj k. Tada postoje celi brojevi q i r za koje je k = qs + r,
pri qemu je 0 ≤ r < s. Dakle, r = k− qs i dobijamo ar = ak(as)−k. Kako
je ak = x ∈ H i as ∈ H, to sledi da ar ∈ H. No, 0 ≤ r < s i po izboru
broja s mora biti r = 0. Dakle, x = ak = (as)q ∈ 〈as〉.

2) Kako je ω(a) = n i k | n, to je prema prethodnom stavu ω(an/k) = k
i podgrupa H, generisana elementom an/k je reda k. Pretpostavimo
da postoji jox jedna podgrupa H1 istog reda k. Kako je, prema ve�
dokazanom, podgrupa H1 cikliqna, onda je H1 = 〈al〉. Kako je ω(al) =
|H1| = k, to je (al)k = e. Dakle, akl = e, a ω(a) = n, pa dobijamo da
n | kl. Kako k | n, dobijamo da n

k | l, te je l = n
k l1 za neko l1. No, tada

je al = (an/k)l1 ∈ H i H1 ⊆ H. Kako je |H1| = k = |H|, to je H1 = H i
tra�ena podgrupa je zaista jedinstvena. 2

Primer 12 Odrediti jedinstvenu podgrupu H reda 6 u grupi Z18.

Rexeǌe. Kako je 18/6 = 3, to je tra�ena podgrupa H generisana ele-
mentom 3 i H = {0, 3, 6, 9, 12, 15}. Napiximo i tablicu sabiraǌa u toj
podgrupi.

+18 0 3 6 9 12 15
0 0 3 6 9 12 15
3 3 6 9 12 15 0
6 6 9 12 15 0 3
9 9 12 15 0 3 6

12 12 15 0 3 6 9
15 15 0 3 6 9 12

♣

Uporedite ovu tablicu sa tablicom sabiraǌa u grupi Z6.
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+6 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

Evidentno je da ove tablice vrlo sliqno izgledaju. To nije sluqajno.

Pre�imo sada na pojam izomorfizma grupa.

Definicija 13 Neka su (G, ·) i (H, ∗) grupe. Ka�emo da su ove grupe izomorfne
ukoliko postoji bijekcija f :G→ H takva da je za sve x, y ∈ G:

f(x · y) = f(x) ∗ f(y).

Bijekcija iz ove definicije zove se izomorfizam grupa G i H. Qi-
ǌenicu da je grupa G izomorfna grupi H zapisujemo ovako: G ∼= H.

Ukoliko je e neutral u G, a ε neutral u H i f :G→ H izomorfizam,
va�i slede�e:

• f(e) = ε;

• f(x−1) = f(x)−1.

Naime, f(e) = f(e · e) = f(e) ∗ f(e), te sledi da je f(e) = ε. Sliqno,
ε = f(e) = f(x·x−1) = f(x)∗f(x−1), pa zakǉuqujemo da je f(x−1) = f(x)−1.

Stav 14 Ako je f :G→ H izomorfizam grupa, onda je i f−1:H → G, tako�e
izomorfizam.

Dokaz. Jasno je da f−1 : H → G postoji, poxto je f bijekcija. Treba
pokazati da je f−1(u∗v) = f−1(u) ·f−1(v) za sve u, v ∈ H. Kako je f ,,na”,
to postoje x i y tako da je u = f(x) i v = f(y). No, tada je

f−1(u ∗ v) = f−1(f(x) ∗ f(y)) = f−1(f(x · y)) =

= (f−1 ◦ f)(x · y) = idG(x · y) = x · y = f−1(u) · f−1(v).

2
Izomorfizam quva red elementa u grupi.

Stav 15 Ako je f :G→ H izomorfizam i x ∈ G, onda je ω(f(x)) = ω(x).

Dokaz. Razmotrimo najpre sluqaj kada je x beskonaqnog reda. Poka�i-
mo da je i f(x) tako�e beskonaqnog reda. U suprotnom, je (f(x))n = ε
za neko n > 0. No, tada je f(xn) = f(e), a kako je f ,,1–1” zakǉuqujemo
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da je xn = e, xto protivreqi pretpostavci da je x beskonaqnog reda.
Zakǉuqujemo da da je i f(x) beskonaqnog reda.

Neka je n = ω(x). Tada je f(x)n = f(xn) = f(e) = ε, pa dobijamo
da je i f(x) konaqnog reda m i da m | n. No, xm = (f−1(f(x)))m =
f−1(f(x)m) = f−1(ε) = e, pa n | m. Dakle, m = n. 2

Napomena. Ovde smo iskoristili ranije dokazani rezultat da je za
element z neke grupe ispuǌeno: zn = e ako i samo ako ω(z) | n.

Zapravo, dve izomorfne grupe su potpuno identiqne po svojim alge-
barskim svojstvima; jedino se mogu razlikovati po prirodi svojih
elemenata.

Sada mo�emo da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 16 Svaka cikliqna grupa izomorfna je ili grupi Z ili grupi Zn
za neko n ≥ 1.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je G beskonaqna cikliqna grupa. To
znaqi da postoji element a ∈ G takav da je

G = {am : m ∈ Z}.

Osim toga, ak 6= al ukoliko je k 6= l. U ovom sluqaju definiximo
f : Z → G sa: f(m) = am. Jasno je da je f bijekcija (zaxto?). Treba
samo proveriti da je f(m + n) = f(m) · f(n) za sve m,n ∈ Z. No, to je
zapravo ranije navedeno svojstvo: am+n = am · an. Zakǉuqujemo da je
u ovom sluqaju G ∼= Z.

Pretpostavimo da je G konaqna cikliqna grupa, tj. da je za neki
element a ∈ G

G = {e, a, . . . , an−1},

za neki prirodan broj n ≥ 2 (sluqaj n = 1 je jednostavan, tu dobijamo
samo trivijalnu grupu {e}). Dokaza�emo da je u ovom sluqaju G ∼= Zn.
Definixemo funkciju f : Zn → G sa: f(k) := ak. Kao i u prethodnom
sluqaju, jasno je da je f bijekcija. Treba samo pokazati da je

f(k +n l) = f(k) · f(l).

Podsetimo se da je, za k, l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}:

k +n l =
{

k + l, k + l < n
k + l − n, k + l ≥ n.

Ukoliko je k + l < n, dobijamo da je

f(k) · f(l) = ak · al = ak+l = f(k + l) = f(k +n l).

U sluqaju da je k + l ≥ n,

f(k)·f(l) = ak·al = ak+l = a(k+nl)+n = ak+nl·an = ak+nl·e = ak+nl = f(k+nl).
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Dakle, f je zaista izomorfizam i zakǉuqujemo da je Zn ∼= G. 2

Sada znamo da je jedinstvena podgrupa reda 6 u grupi Z18, qiju smo
tablicu sabiraǌa ranije zapisali, izomorfna grupi Z6, xto obja-
xǌava sliqnost ǌihovih tablica sabiraǌa.

Grupe permutacija

U ovoj lekciji obra�ujemo veoma znaqajan primer grupe — grupu
permutacija (grupu simetrija).

Definicija 17 Neka je X neprazan skup. Posmatrajmo skup SX zadat sa:

SX = {π:X → X | π je bijekcija }.

Tada je SX = (SX , ◦), gde je sa ◦ oznaqena operacija kompozicije funkcija,
jedna grupa i zovemo je grupom permutacija skupa X.

Elemente grupe SX zovemo i permutacijama skupa X. Ako postoji
bijekcija izme�u X i Y , onda su odgovaraju�e grupe permutacija
izomorfne.

Stav 18 Ako postoji bijekcija izme�u X i Y , onda je SX ∼= SY .

Dokaz. Neka je g:X → Y bijekcija. Definiximo f :SX → SY sa:

f(π) := g ◦ π ◦ g−1.

Jasno je da je g ◦π ◦g−1 jedna permutacija skupa Y ukoliko je π permu-
tacija skupa X. Osim toga, ako je σ ∈ SY , onda je f(g−1 ◦ σ ◦ g) = σ,
te je f ,,na”. Jasno je da je f i ,,1–1”. Treba samo proveriti da je
f(ρ ◦ π) = f(ρ) ◦ f(π), ukoliko ρ, π ∈ SX . Uqinimo to:

f(ρ ◦ π) = g ◦ (ρ ◦ π) ◦ g−1 = (g ◦ ρ ◦ g−1) ◦ (g ◦ π ◦ g−1) = f(ρ) ◦ f(π).

Dakle, f zaista uspostavǉa izomorfizam izme�u SX i SY . 2

Ukoliko je X = {1, 2, . . . , n}, onda umesto S{1,2,...,n} pixemo kra�e Sn.
Na osnovu prethodnog stava, svaka konaqna grupa permutacija nekog
skupa izomorfna je jednoj od grupa Sn. Stoga se sada koncentrixemo
na grupu Sn.

Poqnimo jednim primerom. Neka je n = 9 i permutacija σ ∈ S9

zadata sa:

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 5 3 8 2 7 1 6 9

)
.
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Mo�emo li ovu permutaciju nekako jednostavnije zapisati? Element
1 slika se u 4, 4 u 8, 8 u 6, 6 u 7, a 7 u 1. Nekako smo ,,zatvorili krug”:

1 7→ 4 7→ 8 7→ 6 7→ 7 7→ 1.

Zapiximo to ovako: (14867). Preciznije, (14867) oznaqava permutaciju
skupa {1, 2, . . . , 9} u kojoj se 1 slika u 4, 4 u 8, 8 u 6, 6 u 7, a 7 u 1, dok
se ostali elementi slikaju sami u sebe. Kako se ostali elementi ne
pojavǉuju u ovom zapisu, a slikaju se sami u sebe, to se (14867) mo�e
videti i kao element grupe Sn za ma koje n ≥ 8. Ovakva permutacija
naziva se ciklus ili cikl du�ine 5. Permutacija u kojoj

a1 7→ a2 7→ · · · 7→ ak−1 7→ ak 7→ a1,

pri qemu su elementi ai razliqiti, oznaqava se sa (a1a2 . . . ak), zove se
ciklus du�ine k (ili k-cikl).

Vratimo se permutaciji σ. Prvi element koji nismo ,,pokupili”
do sada je element 2. Vidimo da

2 7→ 5 7→ 2.

Dakle, dobijamo novi cikl (25), koji je du�ine 2. Cikli du�ine 2 zovu
se i transpozicije (samo dva elementa zamene svoja mesta). Vidimo da
se preostali elementi 3 i 9 ne pomeraju pri permutaciji σ: 3 7→ 3,
odnosno 9 7→ 9. To se mo�e zapisati i u obliku ciklusa du�ine 1:
(3), odnosno (9). No, to su, po naxoj definiciji, zapravo identiqne
permutacije (3 se slika u 3, a ostali tako�e sami u sebe!), te ih qesto
i ne pixemo. Proverimo da li je

σ = (14867)(25).

Ovde treba napomenuti da znak za kompoziciju ◦ najqex�e ne�emo
pisati. Osim toga, podsetimo qitaoca da su ovo funkcije, te ova
oznaka znaqi da prvo deluje (25), a potom (14867). Nije texko prove-
riti da gorǌa jednakost zaista va�i. Ovako smo naxu permutaciju
prikazali o obliku proizvoda disjunktnih ciklusa (ciklusi (a1a2 . . . ak)
i (b1b2 . . . bl) su disjunktni ukoliko su {a1, a2, . . . , ak} i {b1, b2, . . . , bl}
disjunktni skupovi). Zapravo va�i slede�a teorema.

Teorema 19 Svaka permutacija iz Sn mo�e se na jedinstven naqin, do na
redosled faktora, predstaviti u obliku proizvoda disjunktnih ciklusa.

Ovu teoremu ne�emo dokazivati. Primetimo da va�i slede�e. Uko-
liko su ciklusi ρ i π disjunktni, onda je ρπ = πρ. To nije texko
direktno proveriti analiziraju�i gde se slikaju pojedini elementi.

Ukoliko pak ciklusi nisu disjunktni, oni ne moraju da komutiraju:

(12)(23) = (123), (23)(12) = (132).
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Primetimo da je

(a1a2 . . . ak) = (a2 . . . aka1) = · · · = (ak . . . a1a2 . . . ak−1).

U konkretnom sluqaju k = 4:

(a1a2a3a4) = (a2a3a4a1) = (a3a4a1a2) = (a4a1a2a3).

U vezi sa ovim, prirodno se postavǉa pitaǌe koliko u Sn ima
razliqitih ciklusa du�ine k, gde je k ≤ n. Na to pitaǌe nije texko
odgovoriti. Naime, najpre je potrebno iz skupa od n elemenata iza-
brati ǌih k. To se mo�e izvesti na

(
n
k

)
naqina. Ti elementi se me-

�usobno mogu pore�ati u ciklus du�ine k na k! naqina. No, videli smo
da neke od tih permutacija zapravo zadaju isti ciklus. Preciznije,
od datih k elemenata mo�e se formirati k!

k = (k − 1)! razliqitih
ciklusa. Dakle, razliqitih ciklusa du�ine k u Sn ima

(
n
k

)
(k − 1)! =

n(n−1)···(n−k+1)
k . Naravno, ovo se mo�e dokazati i na druge naqine.

Razmislite kako.
Pozabavimo se malo raqunaǌem sa ciklusima. Najpre, lako je

proveriti da je, ako su a, b, c me�usobno razliqiti, (ab)(bc) = (abc).
Opxtiji rezultat je slede�i. Ako su a1, a2, . . . , ak+l me�usobno razli-
qiti onda je:

(a1a2 . . . ak)(akak+1 . . . ak+l) = (a1a2 . . . ak+l),

za sve k ≥ 2, l ≥ 1. Koriste�i ovaj rezultat, lako se pokazuje da je
svaki ciklus proizvod transpozicija:

(a1a2)(a2a3) · · · (ak−1ak) = (a1a2 . . . ak).

Kako je svaka permutacija proizvod ciklusa to zakǉuqujemo da va�i
slede�i stav.

Stav 20 Svaka permutacija iz Sn mo�e se predstaviti u obliku proizvoda
transpozicija.

Ovde treba ista�i da predstavǉaǌe nije jedinstveno. Npr.

(12)(23)(34) = (14)(13)(12).

Ono xto jeste jedinstveno je parnost broja transpozicija koje se po-
javǉuju u faktorizaciji date permutacije. Taj rezultat tako�e ne�emo
dokazivati. Uka�imo samo da permutacije koje se mogu predstaviti
u obliku proizvoda parnog broja transpozicija zovemo parne permu-
tacije, dok se permutacije koje se predstavǉaju u obliku neparnog
broja transpozicija zovu neparne permutacije. Skup svih parnih
permutacija qini grupu. Ta grupa se oznaqava sa An i va�i slede�i
stav.
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Stav 21 Za svako n ≥ 2 je An ≤ Sn i |An| = n!
2 .

Dokaz. Kako je identiqna permutacija oqigledno parna (zaxto?), to je
An 6= ∅. Osim toga, ako su σ i π parne permutacije, to je i σπ−1 parna
permutacija. Naime, ako je σ = τ1τ2 · · · τ2k, a π = φ1φ2 · · ·φ2l, predstav-
ǉaǌe ovih permutacija u obliku proizvoda parnog broja transpozi-
cija to je σπ−1 = τ1τ2 · · · τ2kφ2l · · ·φ2φ1 predstavǉaǌe u obliku proizvoda
parnog broja transpozicija (pojasniti ovu posledǌu jednakost). Stoga
zakǉuqujemo da je An zaista podgrupa grupe Sn.

Da bismo odredili red podgrupe An, izaberimo bilo koju trans-
poziciju τ . Tada mo�emo definisati funkciju Φ:An → Sn \ An sa:
Φ(π) := τπ. Nije texko uveriti se da je Φ bijekcija. Rezultat odavde
sledi (proveriti da je Φ bijekcija i objasniti kako se dobija tra�eni
rezultat). 2

Ako je π ∈ Sn i (a1a2 . . . ak) jedan k-cikl tada je

π(a1a2 . . . ak)π−1 = (π(a1)π(a2) . . . π(ak)).

Ovo se lako mo�e proveriti. Spomenimo uzgred da je

(a1a2 . . . ak)−1 = (akak−1 . . . a1).

Videli smo da je grupa Sn generisana transpozicijama. To je
priliqno veliki generatorni skup. Zapravo se mogu na�i znatno
jednostavniji skupovi generatora za Sn.

Stav 22 Grupa Sn generisana je:

1. transpozicijama (12), (13), . . . , (1n);

2. transpozicijama (12), (23), (34), . . . (n− 1, n);

3. permutacijama (12) i (123 . . . n).

Dokaz.
1. Lako se mo�e proveriti da je (ab) = (1a)(1b)(1a). Dakle, sve trans-
pozicije se mogu dobiti pomo�u navedenih.

2. Dovoǉno je pokazati da mo�emo da dobijemo sve transpozicije
oblika (1a) za 2 ≤ a ≤ n. Naravno, (12) je ve� na spisku! Evo kako
dobijamo (13):

(13) = (12)(23)(12).

Sada kada imamo (13) nije texko dobiti i (14):

(14) = (13)(34)(13).

Uoqavamo pravilnost:

(1, k + 1) = (1k)(k, k + 1)(1k).
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Na ovaj naqin dobijamo sve transpozicije za koje znamo da generixu
Sn. Stoga i poqetne transpozicije generixu Sn.

3. Podsetimo se formule: π(a1 . . . ak)π−1 = (π(a1) . . . π(ak)) (veoma
pa�ǉiv qitalac je mo�da primetio da se ova formula krije i u identi-
tetu (13) = (12)(23)(12)). Ukoliko je π = (12 . . . n) dobijamo

(12 . . . n)(12)(12 . . . n)−1 = (23).

Kada smo dobili (23), nije nam texko da dobijemo i (34):

(12 . . . n)(23)(12 . . . n)−1 = (34).

Uoqavamo pravilnost:

(12 . . . n)(k, k + 1)(12 . . . n)−1 = (k + 1, k + 2),

za 1 ≤ k ≤ n − 2. Tako dobijamo sve transpozicije za koje znamo da
generixu Sn, pa prema tome zakǉuqujemo da i date dve permutacije
tako�e generixu Sn. 2

Primetimo da parnost k-cikla zavisi od k. Zapravo je k-cikl
parna permutacija ako i samo ako je k neparan (pogledajte kako smo
k-cikl predstavili u obliku proizvoda transpozicija). To posebno
znaqi da je svaki cikl du�ine tri (tricikl!) jedna parna permutacija.
Va�i slede�i stav.

Stav 23 Ako je n ≥ 3, onda je An generisana ciklusima du�ine 3.

Dokaz. Ovo zapravo nije texko dokazati. Ukoliko je n = 3 i ne-
mamo xta da dokazujemo. Naime, S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}
((1) predstavǉa identiqnu permutaciju). Dakle, ovde je zapravo A3 =
{(1), (123), (132)}. Pretpostavimo stoga da je n ≥ 4. Kako je, prema
prethodnom stavu, skup {(12), (13), . . . , (1n)} jedan skup generatora grupe
Sn, to se i svaki element iz An mo�e predstaviti u obliku proizvoda
ovih elemenata. No, kako je u pitaǌu element iz An, on je predstavǉen
u obliku proizvoda parnog broja takvih transpozicija. Grupixu�i
ih dve po dve, dobijamo da je dovoǉno da poka�emo da se permutacije
oblika (1a)(1b), gde je a 6= b mogu predstaviti u obliku proizvoda
ciklusa du�ine 3. No, zapravo je (1a)(1b) = (a1)(1b) = (a1b)! Dakle, to
je ve� ciklus du�ine 3. Ovim je dokaz zavrxen. 2

Pozabavimo se sada pitaǌem odre�ivaǌa reda elemenata iz Sn.
Direktnom proverom se dobija da je ω((a1 . . . ak)) = k. Kako se svaka
permutacija mo�e predstaviti u obliku proizvoda disjunktnih ciklu-
sa, to bi moralo biti korisno za odre�ivaǌe reda proizvoǉne permu-
tacije. Dokaza�emo jedan opxti stav.

Stav 24 Neka je G proizvoǉna grupa i a, b ∈ G takvi da je:
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1. ω(a) = m, ω(b) = n;

2. ab = ba;

3. 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}.

Tada je ω(ab) = NZS(m,n).

Dokaz. Kako je ab = ba, to je za svaki k ∈ N: (ab)k = akbk. To se
lako dokazuje indukcijom (doka�ite to za ve�bu!). Radi kra�eg zapisa
uvedimo oznake: s = ω(ab), t = NZS(m,n). Osim toga, t = mt1 = nt2.
Kako je

(ab)t = atbt = amt1bnt2 = (am)t1(bn)t2 = et1et2 = e,

to dobijamo s | t.
S obzirom da je s = ω(ab),

e = (ab)s = asbs.

Dobijamo da je as = (bs)−1. No, as ∈ 〈a〉, a (bs)−1 ∈ 〈b〉 te smo dobili
element iz preseka 〈a〉∩〈b〉. Kako je ovaj presek trivijalan, mora biti
as = e i (bs)−1 = e, tj. bs = e. No, s obzirom na to da je m = ω(a) i
n = ω(b), sledi da m | s i n | s. Imaju�i u vidu da je t = NZS(m,n),
dobijamo da t | s. Zakǉuqujemo da je s = t. 2

Iz ovog rezultata mo�emo dobiti dve posledice.

Posledica 25 Ako su σ i τ disjunktni ciklusi iz Sn, onda je ω(στ) =
NZS(ω(τ), ω(σ)).

Dokaz. Da bismo primenili prethodni stav, dovoǉno je pokazati da
je 〈τ〉 ∩ 〈σ〉 = {(1)}. Pretpostavimo da je π ∈ 〈τ〉 ∩ 〈σ〉. Neka je σ =
(a1 . . . ak), a τ = (b1 . . . bl). Neka je i ∈ {1, . . . , n} proizvoǉan element.
Ako i 6∈ {a1, . . . , ak}, s obzirom da je π = σs, za neko s, mora biti
π(i) = i. Ako pak i ∈ {a1, . . . , ak}, onda i 6∈ {b1, . . . , bl}, te s obzirom da je
π = τ t, za neko t, mora biti π(i) = i. Zakǉuqujemo da je π identiqna
permutacija, te je presek trivijalan. 2

Slede�i rezultat je generalizacija prethodnog.

Posledica 26 Ako je π = σ1 · · ·σk predstavǉaǌe permutacije π u obliku
proizvoda disjunknih ciklusa, onda je ω(π) = NZS(ω(σ1), . . . , ω(σk)).

Iskoristimo upravo dokazano na jednom primeru.

Primer 27 a) Ispitati da li u S7 postoji element reda 12.
b) Ispitati da li u S7 postoji element reda 8.
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a) Element (1234)(567) je na osnovu prethodnih rezultata reda 12.
b) Pitaǌe se svodi na slede�e. Da li broj 8 mo�e biti najmaǌi
zajedniqki sadr�alac brojeva maǌih od ǌega? Da to nije mogu�e,
mo�e se ustanoviti jednostavnom analizom. Ostavǉamo qitaocima da
se u to uvere.

Mi smo se do sada bavili cikliqnim, diedarskim i grupama permu-
tacija. Da li se mo�da neke od ovih grupa podudaraju? Nije texko
videti da su grupe S2 i A3 cikliqne grupe (reda 2 odnosno 3). Mnogo
je zanimǉivija slede�a qiǌenica:

D3
∼= S3.

Naime, grupa D3 je grupa simetrija jednakostraniqnog trougla. Ozna-
qimo temena tog trougla brojevima 1, 2 i 3. Svaka simetrija trougla
indukuje jednu permutaciju skupa svih temena, a time i skupa {1, 2, 3}.
Nije texko uveriti se koja permutacija odgovara kojoj simetriji tro-
ugla. Preporuqujemo qitaocima da nacrtaju crte� i sami odrede
navedene simetrije. Tako�e za ve�bu ostavǉamo da qitaoci sami
poka�u da nijedna od grupa Sn, Dn, za n ≥ 3, nije cikliqna.

Razmotrimo dva zanimǉiva primera iz geometrije.

Primer 28 Grupa rotacionih simetrija pravilnog tetraedra izomorfna je
grupi A4.

I ovde je dobro temena tetraedra numerisati brojevima od 1 do 4.
Svaka rotaciona simetrija indukuje permutaciju skupa temena. Tako
dobijamo funkciju iz grupe simetrija tetraedra u grupu A4 (uverite
se da dobijamo samo parne permutacije). No, ta funkcija ne samo da
je bijekcija, nego je i izomorfizam, poxto je u oba sluqaja operacija
u grupi zapravo kompozicija preslikavaǌa. ♣

Primer 29 Grupa rotacionih simetrija kocke izomorfna je grupi S4.

Razmotrimo najpre koliko ima rotacionih simetrija kocke. Kako
kocka ima 6 strana, to za svaki par strana postoje po tri netrivijalne
rotacije kocke oko osa koje prolaze kroz centre naspramnih strana.
Rotacije su za π/2, π i 3π/2. Tako dobijamo 9 rotacija.

Kocka ima i 4 dijagonale i oko svake dijagonale postoje dve ne-
trivijalne rotacije — za uglove od 2π/3 i 4π/3. Dakle, dobijamo jox
8 rotacija.

Kocka ima i 12 ivica. Postoji 6 rotacija za π oko osa koje prolaze
kroz sredixta naspramnih ivica kocke.

Ukupno smo dobili 9+8+6+1 = 24 rotacije (dodali smo i identiqnu
transformaciju).

Svaka od rotacija permutuje dijagonale kocke. Tako se svaka rota-
cija mo�e videti i kao permutacija skupa od 4 elementa. Sve one
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su razliqite, a ima ih 24 koliko i elemenata grupe S4. S obzirom
da su u oba sluqaja grupne operacije kompozicija funkcija dobijamo
da je tra�ena grupa simetrija izomorfna grupi S4. Preporuqujemo
qitaocima da detaǉnije prouqe ovaj primer i provere koje rotacije
odgovaraju kojim elementima iz S4. ♣

Za kraj ove lekcije doka�imo jednu jednostavnu, ali veoma va�nu
teoremu, koja pokazuje zaxto grupe permutacija imaju znaqajno mesto
u teoriji grupa.

Teorema 30 (Kejlijeva teorema) Svaka grupa G izomorfna je nekoj pod-
grupi grupe SG.

Dokaz. Ako je g ∈ G, sa Lg:G→ G oznaqimo bijekciju definisanu sa:

Lg(x) := g · x.

Jasno je da je Lg bijekcija poxto je Lg ◦ Lg−1 = idG(= Le). Dakle,
(Lg)−1 = Lg−1 . Osim toga:

Lg ◦ Lh = Lg·h.

Dakle, vidimo da je G′ = {Lg : g ∈ G} jedna podgrupa grupe SG.
Funkcija f :G→ G′ definisana sa f(g) = Lg ostvaruje izomorfizam

izme�u G i G′. 2

U sluqaju da je grupa konaqna dobijamo slede�u posledicu.

Posledica 31 Svaka konaqna grupa reda n izomorfna je nekoj podgrupi
grupe Sn.

Direktan proizvod grupa; Lagran�ova teorema

Jedan od naqina na koji od ve� postoje�ih grupa mo�emo formirati
nove grupe je direktan proizvod grupa.

Definicija 32 Neka su (G1, ∗1), (G2, ∗2), . . . , (G1, ∗n) grupe. Definixemo
direktan proizvod (P, ∗) ovih grupa sa:

• P := G1 ×G2 × · · ·Gn;

• (g1, g2, . . . , gn) ∗ (g′1, g
′
2, . . . , g

′
n) := (g1 ∗1 g′1, g2 ∗2 g′2, . . . , gn ∗n g′n).

Nije texko proveriti da je (P, ∗) zaista grupa. Naime, asocijativnost
se lako proverava, dok je neutralni element e ∈ P dat sa:

e = (e1, e2, . . . , en),
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gde je ei neutralni element u grupi Gi. Tako�e je jasno xta je inverzni
element:

(x1, x2, . . . , xn)−1 = (x−1
1 , x−1

2 , . . . , x−1
n ).

Pogledajmo za poqetak neke jednostavne primere.

Primer 33 Grupa Z2 × Z3 je cikliqna grupa.

Primetimo najpre da je skup nosaq strukture Z2 × Z3, skup

{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2)}.

Da bismo pokazali da je grupa cikliqna, moramo na�i element, koji je
generixe, tj. element reda 6. Nije texko uveriti se da je jedan takav
element, element (1, 1):

(1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +3 1) = (0, 2);
(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 0, 1 +3 2) = (1, 0);

(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +3 0) = (0, 1);
(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 0, 1 +3 1) = (1, 2);

(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +3 2) = (0, 0).

Ostavǉamo qitaocima da provere da li je jox neki element generator
ove grupe. ♣

Primer 34 Grupa Z2 × Z2 nije cikliqna grupa.

Skup nosaq je skup {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. No, nije texko uveriti se
da je svaki element u ovom skupu, osim neutrala, reda 2:

(0, 1) + (0, 1) = (0 +2 0, 1 +2 1) = (0, 0);
(1, 0) + (1, 0) = (1 +2 1, 0 +2 0) = (0, 0);
(1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +2 1) = (0, 0).

♣
Prirodno se postavǉa pitaǌe: za koje m,n ≥ 2 je grupa Zm × Zn

cikliqna grupa? Odgovor na ovo pitaǌe daje slede�i stav.

Stav 35 Grupa Zm × Zn je cikliqna ako i samo ako je NZD(m,n) = 1.

Dokaz.
=⇒: Pretpostavimo da je NZD(m,n) = d > 1. Poka�imo da tada grupa
Zm × Zn ne mo�e biti cikliqna. Neka je r = mn

d < mn. Poka�imo da
je

x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
r

= 0,
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za sve x ∈ Zm×Zn. Neka je x = (s, t), proizvoǉan element grupe Zm×Zn.
Dakle, znamo da je s ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} i t ∈ {0, 1, . . . , n− 1} i da va�i:

s+m · · ·+m s︸ ︷︷ ︸
m

= 0, t+n · · ·+n t︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

No, tada je

s+m · · ·+m s︸ ︷︷ ︸
r

= (s+m · · ·+m s)︸ ︷︷ ︸
m

+m · · ·+m (s+m · · ·+m s)︸ ︷︷ ︸
m︸ ︷︷ ︸

n
d

= 0 +m · · ·+m 0︸ ︷︷ ︸
n
d

= 0,

kao i

t+n · · ·+n t︸ ︷︷ ︸
r

= (t+n · · ·+n t)︸ ︷︷ ︸
n

+n · · ·+n (t+n · · ·+n t)︸ ︷︷ ︸
n︸ ︷︷ ︸

m
d

= 0 +n · · ·+n 0︸ ︷︷ ︸
m
d

= 0.

Odavde sledi da je
(s, t) + · · ·+ (s, t)︸ ︷︷ ︸

r

= 0,

te je red svakog elementa u grupi Zm × Zn najvixe r, dakle maǌi od
mn, te grupa ne mo�e biti cikliqna.
⇐=: Pretpostavimo da je NZD(m,n) = 1. Doka�imo da je element
(1, 1) generator grupe Zm × Zn, tj. da je red tog elementa jednak mn.
Oznaqimo sa r red elementa (1, 1). Dakle,

(1, 1) + · · ·+ (1, 1)︸ ︷︷ ︸
r

= (0, 0).

To znaqi da je
1 +m · · ·+m 1︸ ︷︷ ︸

r

= 0

u grupi Zm, iz qega sledi da m | r, kao i

1 +n · · ·+n 1︸ ︷︷ ︸
r

= 0

u grupi Zn, iz qega sledi da n | r. Dakle, NZS(m,n) | r. No, kako su
m i n uzajamno prosti, to je NZS(m,n) = mn i zakǉuqujemo da mn | r.
Dakle, red elementa (1, 1) u grupi Zm × Zn je bar mn te zakǉuqujemo
da je ta grupa cikliqna. 2

Napomena. U sluqaju da je grupa G komutativna, tj. da za sve x, y ∈ G
va�i: xy = yx, uobiqajeno je za oznaku operacije u grupi koristiti

24



oznaku +. U tom sluqaju oznaka mx, gde je m ∈ Z odgovara oznaci xm.
Npr.

6x = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
6

.

Kako je svaka cikliqna grupa reda n izomorfna grupi Zn, to za-
kǉuqujemo da je direktan proizvod cikliqne grupe reda m i cikliqne
grupe reda n cikliqna grupa (reda mn) ako i samo ako su m i n uza-
jamno prosti. Primetimo da se u ovom tvr�eǌu implicitno ,,krije”
slede�i rezultat: ako je G ∼= G′ i H ∼= H ′, onda je G × H ∼= G′ × H ′.
Razmislite kako biste ovo dokazali.

Indukcijom nije texko pokazati da va�i slede�i rezultat. Ako su
m1,m2, . . . ,mn par po par uzajamno prosti, onda imamo izomorfizam
grupa

Zm1m2···mn
∼= Zm1 × Zm2 × · · · × Zmn

.

Osim xto se konstrukcija direktnog proizvoda mo�e iskoristiti
za dobijaǌe novih grupa od starih, ona se mo�e upotrebiti i za ispi-
tivaǌe strukture neke date grupe. Naime, korisno je znati da je neka
grupa izomorfna direktnom proizvodu drugih grupa. U tu svrhu ko-
ristan je slede�i stav.

Stav 36 Neka je G grupa, a H i K podgrupe grupe G za koje va�i:

1. G = H ·K;

2. za sve x ∈ H i sve y ∈ K: xy = yx;

3. H ∩K = {e}.

Tada je G ∼= H ×K.

Dokaz. Napomenimo najpre da je H ·K = {h · k : h ∈ H, k ∈ K}.
Definixemo funkciju f : H ×K → G sa:

f(h, k) := hk.

Doka�imo da je f izomorfizam grupa. Pre svega, kako je G = H ·K,
jasno je da je f ,,na”. Da bismo dokazali da je homomorfizam, moramo
proveriti da va�i slede�e:

za sve h, h′ ∈ H i sve k, k′ ∈ K : f((h, k) · (h′, k′)) = f(h, k) · f(h′, k′),

tj. da za sve h, h′ ∈ H, k, k′ ∈ K:

hh′kk′ = hkh′k′.

No, kako po pretpostavci elementi iz H i elementi iz K me�usobno
komutiraju, to navedena jednakost jeste ispuǌena.
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Ostaje da proverimo da je f ,,1–1”. Pretpostavimo da je

f(h, k) = f(h′, k′).

To znaqi da je
hk = h′k′,

odnosno
(h′)−1h = k′k−1.

No, kako (h′)−1h pripada podgrupi H, a k′k−1 podgrupi K, to smo
dobili element iz H ∩K, a ta podgrupa je trivijalna. Zakǉuqujemo
da mora biti (h′)−1h = e i k′k−1 = e, te sledi da je h = h′ i k = k′, tj.
(h, k) = (h′, k′). 2

Radi ilustracije primene ove teoreme, uradimo dva primera.

Primer 37 D6
∼= D3 × Z2.

Dakle, u grupi D6 treba na�i jednu podgrupu izomorfnu sa D3 i
jednu izomorfnu sa Z2 qiji je presek trivijalan, a elementi me�u-
sobno komutiraju. Grupa D6 je grupa simetrija pravilnog xestougla,
dok je grupe D3 grupa simetrija jednakostraniqnog trougla. Gde se u
pravilnom xestouglu ,,krije” jednakostraniqni trougao? Nije texko
videti da, ako su temena pravilnog xestougla A,B,C,D,E, F , dijago-
nale AC,CE,EA obrazuju jednakostraniqni trougao. Rotacija xesto-
ugla za ugao 2π/3, tj. rotacija ρ2, jeste simetrija tog trougla. Ako
za σ uzmemo osnu refleksiju oko prave koja sadr�i dijagonalu BE,
onda se lako mo�emo uveriti da je podgrupa H = {ε, ρ2, ρ4, σ, σρ2, σρ4},
izomorfna grupi D3. Ako za grupu K uzmemo grupu generisanu ele-
mentom ρ3, tj. ako je K = {ε, ρ3}, to lako proveravamo da je H ·K = D6.
Osim toga, element ρ3 komutira sa svim elementima iz H (σρ3 =
ρ−3σ = ρ3σ, pa zapravo ρ3 komutira sa svim elementima iz D6). Kako je
H∩K = {ε}, na osnovu prethodnog stava zakǉuqujemo da je D6

∼= H×K,
tj. D6

∼= D3 × Z2. ♣

Primer 38 Ako je G konaqna grupa qiji je svaki element, sem neutrala, reda
2, onda je G izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa reda 2.

Doka�imo najpre da je grupa u kojoj je svaki element reda 2 komuta-
tivna. Neka su a i b proizvoǉni elementi iz G. Po pretpostavci je
a2 = e, b2 = e, (ab)2 = e. Odavde sledi da je

(ab)2 = a2b2,

tj.
abab = aabb,

xto, posle skra�ivaǌa, daje

ab = ba.
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Neka je x1 6= e proizvoǉan element grupe G, razliqit od neutrala.
Posmatrajmo podgrupu H1 generisanu tim elementom. Ona je reda 2
poxto je element reda x1 reda 2. Ukoliko je H1 = G, dokaz je zavrxen.
U suprotnom, izaberimo element x2 ∈ G \H1 i neka je K2 = 〈x2〉. Tada
je H2 = H1 ·K2 = {e, x1, x2, x1x2} jedna podgrupa grupe G (proverite!).
Podgrupe H1 i K2 ispuǌavaju uslove prethodnog stava (zaxto?), te
dobijamo da je H2

∼= H1 ×K2. Ukoliko je H2 = G, dokaz je zavrxen. U
suprotnom, biramo element x3 ∈ G \ H2 i posmatramo podgrupu K3 =
〈x3〉. Kao i u prethodnom sluqaju H3 = H2 · K3 je podgrupa grupe G
i H3

∼= H2 × K3
∼= H1 × K2 × K3. Ovakav postupak mora se zavrxiti

poxto je grupa G konaqna, a |Hk| = 2k. Stoga dobijamo da je za neko n
ispuǌeno G ∼= H1×K2× · · · ×Kn, a svi ovi faktori su cikliqne grupe
reda 2. ♣

Podsetimo se da smo uveli pojam reda grupe i reda elementa. U
sluqaju cikliqne grupe, red same grupe jednak je redu elementa koji
generixe tu grupu. Prirodno je postaviti pitaǌe o vezi izme�u reda
elementa i reda konaqne grupe i u sluqaju da grupa nije cikliqna.
Jox opxtije, kakva je veza izme�u reda konaqne grupe i reda neke
ǌene podgrupe? Ispostavǉa se da je odgovor jednostavan i sada �emo
se time pozabaviti.

Definicija 39 Ako je H ≤ G i x ∈ G, skup

xH = {x · h : h ∈ H},

naziva se levi koset podgrupe H u grupi G. Analogno, skup

Hx = {h · x : h ∈ H},

naziva se desni koset.

Kako e ∈ H, koset xH (Hx) sadr�i element x. U opxtem sluqaju
xH 6= Hx. Npr. ako je G = D3 i H = {ε, σ}, onda je

Hρ = {ρ, σρ} 6= {ρ, ρσ} = ρH,

poxto je ρσ = σρ2. Skup svih levih koseta podgrupe H u G oz-
naqava�emo sa G/H, a svih desnih koseta sa H\G. Kao xto smo videli,
levi koset, koji sadr�i element x, ne mora biti jednak desnom kosetu
koji sadr�i taj element, pa je u opxtem sluqaju G/H 6= H\G. U nared-
nim lekcijama vide�emo kada su ovi skupovi jednaki, ali to je druga
priqa. Za sada samo mo�emo da zakǉuqimo da postoji bijekcija izme�u
ǌih koja levom kosetu xH pridru�uje desni koset Hx.

Stav 40 Va�i slede�e:

1. xH = yH ako i samo ako je x−1y ∈ H;
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2. ako je xH 6= yH, onda je xH ∩ yH = ∅.

Dokaz.
1. =⇒: Pretpostavimo da je xH = yH. To posebno znaqi da y ∈ xH, tj.
postoji h ∈ H za koji je y = xh. No, tada je h = x−1y, pa zakǉuqujemo
da x−1y ∈ H.
⇐=: Neka x−1y ∈ H. Pretpostavimo da z ∈ xH. Dakle, z = xh, za

neko h ∈ H. Tada je z = x(x−1y)(x−1y)−1h = y((x−1y)−1h), no, kako je
H podgrupa od G i x−1y ∈ H, to i (x−1y)−1h ∈ H, pa zakǉuqujemo da
z ∈ yH. Obratno, ako z ∈ yH, onda postoji h′ ∈ H, takav da je z = yh′.
Tada je z = x((x−1y)h′), a kako je x−1y ∈ H i kako je H podgrupa od G,
to z ∈ xH. Zakǉuqujemo da je xH = yH ukoliko x−1y ∈ H.

2. Pretpostavimo da je xH ∩ yH 6= ∅. To znaqi da za neke h, h′ ∈ H
va�i: xh = yh′. Odavde sledi da je x−1y = h(h′)−1, a kako je H ≤ G, to
h(h′)−1 ∈ H. Na osnovu prethodno dokazanog, sledi da je xH = yH. 2

Dakle, razliqiti levi koseti ma koje podgrupe H su disjunktni.
Kako svaki element x le�i u kosetu xH, to zakǉuqujemo da va�i
slede�i stav.

Stav 41 Neka je G grupa i H ≤ G. Tada je G disjunktna unija razliqitih
levih koseta podgrupe H.

Definicija 42 Ukoliko je skup levih koseta G/H beskonaqan, ka�emo da
je podgrupa H beskonaqnog indeksa u grupi G. Ukoliko je taj skup konaqan,
onda se indeks podgrupe H u grupi G, u oznaci [G : H], definixe kao broj
elemenata u G/H, tj. [G : H] je broj razliqitih levih koseta podgrupe H u
grupi G.

Napomena. Kako postoji bijekcija izme�u G/H i H\G, to je [G : H]
tako�e i broj razliqitih desnih koseta H u G. Osim toga, beskonaqna
grupa mo�e sadr�ati podgrupe konaqnog indeksa. Na primer, pod-
grupa od Z generisana elementom 3 je indeksa 3 (proveriti ovo).

Teorema 43 (Lagran�ova teorema) Neka je G konaqna grupa i H ≤ G.
Tada je

|G| = |H| · [G : H].

Posebno, red podgrupe H deli red grupe G.

Dokaz. Kako je grupa G konaqna, to je oqigledno G konaqna unija levih
koseta podgrupe H, tj. za neke x1, . . . , xk ∈ G va�i:

G = x1H t x2H t · · · t xkH,

pri qemu je k = [G : H]. No, |xH| = |yH| za sve x, y ∈ G. Naime,
funkcija f :xH → yH definisana sa: f(xh) = yh zadaje bijekciju
izme�u ova dva skupa (proverite ovo). Dobijamo da je |G| = |H| · k =
|H| · [G : H]. 2

Navedimo neke posledice Lagran�ove teoreme.
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Posledica 44 Red svakog elementa konaqne grupe deli red te grupe.

Dokaz. Neka je G konaqna grupa i x ∈ G. Jasno je da red elementa
x mora biti konaqan. Osim toga, ω(x) = |〈x〉|, a prema Lagran�ovoj
teoremi |〈x〉| | |G|. Dakle, ω(x) | |G|. 2

Posledica 45 Svaka grupa prostog reda je cikliqna.

Dokaz. Neka je |G| = p, gde je p prost broj. Ako je x bilo koji element
iz G razliqit od neutrala, onda je ω(x) 6= 1 i ω(x) | p. Zakǉuqujemo
da je ω(x) = p, te je 〈x〉 = G. 2

Posledica 46 Ako je G konaqna grupa i x ∈ G, onda je x|G| = e.

Dokaz. Prisetimo se da je xn = e ako i samo ako ω(x) | n. Kako
ω(x) | |G|, rezultat sledi. 2

U skupu Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, gde je n ≥ 2 mo�emo uvesti operaciju
·n (mno�eǌe po modulu n). Naravno, u odnosu na ovu operaciju Zn ne
qini grupu (zaxto?). Posmatrajmo stoga slede�i skup.

Φ(n) := {k : 1 ≤ k < n,NZD(k, n) = 1}.

Va�i slede�i stav.

Stav 47 Za sve n ≥ 2, (Φ(n), ·n) je komutativna grupa.

Dokaz. Najpre treba proveriti da li mno�eǌe po modulu n zaista
zadaje binarnu operaciju na skupu Φ(n), tj. da li je ispuǌeno slede�e:

ako x, y ∈ Φ(n) onda x ·n y ∈ Φ(n).

Ukoliko je NZD(x, n) = 1 = NZD(y, n), onda je i NZD(x ·y, n) = 1. Naime,
dobro nam je poznato slede�e:

NZD(a, b) = 1 akko postoje p, q ∈ Z tako da je ap+ bq = 1.

Dakle, postoje p, q ∈ Z za koje je xp + nq = 1, kao i p′, q′ ∈ Z za koje je
yp′ + nq′ = 1. Mno�eǌem ove dve relacije, dobijamo da je

xy(pp′) + n(qyp′ + xpq′ + nqq′) = 1,

te mora biti NZD(x · y, n) = 1. S obzirom da je

x · y ≡ x ·n y (mod n),

to je i NZD(x ·n y, n) = 1.
Poznato nam je da je operacija ·n asocijativna i komutativna. Osim

toga, 1 ∈ Φ(n), pa postoji i neutralni element za ovu operaciju. No,
svaki element iz Φ(n) zaista ima inverz. Naime, ako x ∈ Φ(n), onda
postoje p, q ∈ Z za koje je xp+ yq = 1. Ako sa p̄ oznaqimo element iz Zn,
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koji je kongruentan elementu p po modulu n, onda je p̄ ∈ Φ(n) i osim
toga je x ·n p̄ = 1. 2

Red grupe Φ(n) oznaqavamo sa ϕ(n). Ova funkcija ϕ zove se Ojlerova
funkcija.

Posledica 48 (Ojlerova teorema) Neka je n ≥ 2 i x ceo broj, uzajamno
prost sa n, onda je

xϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz. Kako je x uzajamno prost sa n, to je x kongruentan po modulu
n nekom broju x̄ ∈ Φ(n). No, |Φ(n)| = ϕ(n) i na osnovu Posledice ??
znamo da u grupi Φ(n) va�i jednakost x̄ϕ(n) = 1. To zapravo znaqi da
je xϕ(n) kongruentno sa 1 po modulu n. 2

U sluqaju da je p prost broj, oqigledno je da je ϕ(p) = p− 1. Stoga
dobijamo jox jednu posledicu Lagran�ove teoreme.

Posledica 49 (Mala Fermaova teorema) Ako je p prost broj, koji ne
deli ceo broj x, onda je

xp−1 ≡ 1 (mod p).

Primer 50 Neka je p prost i n ≥ 2. Tada n | ϕ(pn − 1).

Kako se u formulaciji primera pojavǉuje ϕ(pn−1), to je oqigledno
da treba da iskoristimo grupu Φ(pn−1) (qiji je red ϕ(pn−1)). Poxto
je potrebno da doka�emo da n | ϕ(pn − 1), to je prirodno da u grupi
Φ(pn − 1) potra�imo element reda n. No, nije ga texko na�i — to je
zapravo element p. Naime, NZD(p, pn − 1) = 1, te p ∈ Φ(pn − 1). Osim
toga, elementi pk za 1 ≤ k ≤ n − 1 oqigledno nisu jednaki 1 u grupi
Φ(pn − 1), dok je

pn = 1 + (pn − 1) ≡pn−1 1.

Stoga je zaista red elementa p jednak n, a kako red elementa deli red
grupe, dobijamo tra�eni rezultat. ♣

Kako izraqunati ϕ(n) za proizvoǉno n ≥ 2? Za funkciju ϕ va�i
slede�e:

1. ukoliko su m i n uzajamno prosti, onda je ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n);

2. za svaki prost broj p i m ≥ 1: ϕ(pm) = pm − pm−1.

Prvu osobinu dokaza�emo kada se budemo bavili komutativnim prste-
nima sa jedinicom, dok se druga lako dokazuje. Naime, x ∈ Zpm \ {0}
nije u Φ(pm) ako i samo ako p | x. Dakle,

x 6∈ Φ(pm) akko x ∈ {p, 2p, . . . , (pm−1 − 1)p}.
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Prema tome,

ϕ(pm) = |Φ(pm)|
= |Zpm \ {0}| − |{p, 2p, . . . , (pm−1 − 1)p}|
= (pm − 1)− (pm−1 − 1)
= pm − pm−1.

Korix�eǌem ova dva svojstva, dobijamo da va�i slede�i rezultat.
Ako je n = pm1

1 pm2
2 · · · p

mk

k faktorizacija broja n na proste faktore,
onda je

ϕ(n) = ϕ(pm1
1 pm2

2 · · · p
mk

k )
= ϕ(pm1

1 )ϕ(pm2
2 ) · · ·ϕ(pmk

k )

= pm1−1
1 (p1 − 1)pm2−1

2 (p2 − 1) · · · pmk−1
k (pk − 1)

= pm1
1

(
1− 1

p1

)
pm2
2

(
1− 1

p2

)
· · · pmk

k

(
1− 1

pk

)
= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1
pk

)
.

Grupe malog reda; klase konjugacije

Lagran�ova teorema nam pokazuje da, na primer, grupa reda 20 ne
mo�e da ima podgrupu reda 12 i sliqno. Ona nam ne govori nixta o
tome da li, na primer, grupa reda 20 ima podgrupu reda 10 (postojaǌe
takve podgrupe ne bi bilo u suprotnosti sa Lagran�ovom teoremom).
Ovakva pitaǌa su znatno slo�enija i mi se ǌima ne�emo sada baviti.
Samo �emo navesti jednu teoremu (za sada bez dokaza), koja govori o
postojaǌu podgrupa odre�enog reda i navesti neke ǌene posledice u
obliku primera.

Teorema 51 (Koxijeva teorema) Ako je G konaqna grupa i p prost broj
takav da p | |G|, onda u G postoji element reda p.

Dakle, ukoliko je p prost broj, koji deli red grupe G, u G postoji
element reda p, a samim tim i podgrupa reda p.

Primer 52 Svaka grupa reda 6 izomorfna je ili grupi Z6 ili grupi D3.

Neka je |G| = 6. Ukoliko u G postoji element reda 6, onda je G ∼= Z6.
Pretpostavimo stoga da u G ne postoji element reda 6. Na osnovu
Koxijeve teoreme u G postoji element x reda 3 i element y reda
2 (dobra je ve�ba dokazati ovo bez korix�eǌa Koxijeve teoreme –
pokuxajte!). Kako je 3 = ω(x) = ω(x2) (zaxto?), to y 6∈ 〈x〉. Stoga je

G = 〈x〉 t y〈x〉 = {e, x, x2, y, yx, yx2}.
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Element xy je u G i jednak je nekom od navedenih elemenata. Nije
texko uveriti se (uverite se!) da su jedine mogu�nosti:

1. xy = yx;

2. xy = yx2.

No, ako je xy = yx, dobijamo da je

G ∼= 〈y〉 × 〈x〉 ∼= Z6

(zaxto?), xto protivreqi pretpostavci da u G nema elemenata reda
6. Preostaje mogu�nost xy = yx2 i u tom sluqaju je G ∼= D3 (pri
izomorfizmu koji x slika u ρ, a y u σ). ♣

Zavrxi�emo ovu lekciju opisom grupa reda 8. Da bismo mogli da
je izvrximo, bi�e nam potreban jox jedan primer grupe.

Dobro nam je poznato raqunaǌe sa kompleksnim brojevima. Svaki
kompleksan broj se mo�e napisati u obliku a+ bi, gde su a i b realni
brojevi, a i je imaginarna jedinica, tj. za i va�i slede�e: i2 = −1.
Hamilton je u matematiku uveo kvaternione. Svaki kvaternion mo�e
se napisati u obliku a + bi + cj + dk, gde su a, b, c, d realni brojevi,
a i, j, k imaginarne jedinice za koje jox va�i: ij = k = −ji, jk = i =
−kj, ki = j = −ik. Kao xto se mo�e videti, mno�eǌe kvaterniona
nije komutativno, no mnoga druga svojstva, koja va�e za kompleksne
brojeve va�e i za kvaternione. I pored zanimǉivosti kvaterniona,
mi se ne�emo ǌima detaǉno baviti. No, oznaqimo sa Q8 slede�i skup:

Q8 = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}.

Nije texko uveriti se da je (Q8, ·) grupa. Zovemo je kvaternionska grupa.
Navedimo tablicu ove grupe.

· 1 −1 i −i j −j k −k
1 1 −1 i −i j −j k −k
−1 −1 1 −i i −j j −k k
i i −i −1 1 k −k −j j
−i −i i 1 −1 −k k j −j
j j −j −k k −1 1 i −i
−j −j j k −k 1 −1 −i i
k k −k j −j −i i −1 1
−k −k k −j j i −i 1 −1

Primetimo da je Q8 generisana elementima i i j i da za ove elemente
va�i: i2 = j2 i jij−1 = i−1.

Primer 53 Svaka grupa reda 8 izomorfna je taqno jednoj od grupa:

Z8, Z2 × Z4, Z2 × Z2 × Z2, D4, Q8.
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Neka je G grupa reda 8. Ukoliko u G postoji element reda 8, onda
je G ∼= Z8. Ukoliko je pak u G svaki element reda 2, prema ranijem
rezultatu sledi da je G ∼= Z2 × Z2 × Z2. Pretpostavimo u daǉem da u
G postoji element reda 4 i da ne postoji element reda 8.

Neka je x reda 4 i neka y 6∈ 〈x〉. Tada je

G = 〈x〉 t y〈x〉 = {e, x, x2, x3, y, yx, yx2, yx3}.

Odredimo koji od ovih elemenata mo�e biti jednak elementu xy. Pre
svega, kako y 6∈ 〈x〉 i kako je x 6= e, to xy 6∈ {e, x, x2, x3, y}. Ukoliko je pak
xy = yx2, dobijamo da je x = yx2y−1 iz qega sledi da je x2 = yx4y−1 =
yey−1 = e, pa bi x bio reda 2, xto nije. Zakǉuqujemo da xy ∈ {yx, yx3}.

Odredimo jox koliko je y2. Pre svega, kako y 6∈ 〈x〉, to y2 6∈ y〈x〉.
Osim toga, kako je ω(x) = ω(x3) = 4, a u G nema elemenata reda 8 to y2

ne mo�e biti ni x ni x3 (tada bi y bio reda 8). Dakle, y2 ∈ {e, x2}.
Dobili smo 4 sluqaja

1. xy = yx, y2 = e;

2. xy = yx, y2 = x2;

3. xy = yx3, y2 = e;

4. xy = yx3, y2 = x2.

Razmotrimo svaki posebno.

1. U ovom sluqaju je grupa G komutativna i funkcija f : Z2 × Z4 → G
definisana sa f(r, s) = yrxs je izomorfizam. Jasno je da je f bijekcija.
Samo treba proveriti slagaǌe sa operacijama.

f(r +2 r
′, s+4 s

′) = yr+2r
′
xs+4s

′
.

Kako je y reda 2 i x reda 4, to je yr+2r
′

= yryr
′
i xs+4s

′
= xsxs

′
. Dakle,

f(r +2 r
′, s+4 s

′) = yryr
′
xsxs

′
.

Kako je xy = yx, to je

yryr
′
xsxs

′
= yrxsyr

′
xs
′

= f(r, s)f(r′, s′).

Dakle, zaista je

f(r +2 r
′, s+4 s

′) = f(r, s)f(r′, s′).

2. U ovom sluqaju je tako�e grupa G komutativna. Primetimo da je
sada element y reda 4, no element y3x je reda 2:

(y3x)2 = y6x2 = x6x2 = x8 = e.
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Stoga je izomorfizam f : Z2 × Z4 → G zadat sa: f(r, s) = (y3x)rxs.
Proverite detaǉe!

3. U ovom sluqaju, situacija je jasna. Izomorfizam f : D4 → G zadat
je sa: f(σ) = y, f(ρ) = x.

4. I u ovom sluqaju nije texko videti kako funkcija f :Q8 → G zadata
sa: f(i) = x, f(j) = y zadaje izomorfizam (va�no je primetiti da je
ij = k = ji3 i i2 = j2). ♣

Uvedimo sada jedan veoma va�an pojam.

Definicija 54 Element y je konjugovan elementu x (element y je konjugat
elementa x) u grupi G ukoliko postoji g ∈ G tako da je

y = gxg−1.

Jasno je da je na ovaj naqin definisana jedna relacija ekviva-
lencije na skupu G. Naime, svaki element x je konjugovan sam sebi
poxto je x = exe−1. Ukoliko je y konjugovan elementu x, tj. posto-
ji g ∈ G tako da je y = gxg−1, onda je i x konjugovan y, jer je x =
g−1y(g−1)−1. Ako je y konjugovan elementu x (y = gxg−1 za neko g ∈ G),
a z konjugovan elementu y (z = hyh−1), onda je i z konjugovan elementu
x: z = (hg)x(hg)−1.

Klasu ekvivalencije pri ovoj relaciji zovemo klasa konjugacije (ili
klasa konjugovanosti).

Primer 55 Odrediti klase konjugacije u grupi Dn.

Razlikova�emo dva sluqaja.

n = 2l + 1. Iz
(σρs)σ(σρs)−1 = σρsσσρs = σρ2s

i
ρsσρ−s = σρ−2s = σρ2l+1−2s

sledi da je jedna klasa konjugacije

{σ, σρ, σρ2, . . . , σρ2l}.

Iz
(σρs)ρk(σρs)−1 = σρsρkσρs = σσρ−sρ−kρs = ρ−k = ρ2l+1−k,

kao i iz qiǌenice da je ρsρkρ−s = ρk, sledi da su

{ρ, ρ2l}, {ρ2, ρ2l−1}, . . . , {ρl, ρl+1}

tako�e klase konjugacije. Osim toga, {ε} je jedina preostala klasa
konjugacije.
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n = 2l. Kako je

(σρs)σ(σρs)−1 = σρ2s i (σρs)σρ(σρs)−1 = σρ2s−1,

a
ρsσρ−s = σρ−2s = σρ2l−2s i ρsσρρ−s = σρ1−2s = σρ2l+1−2s

to je klasa konjugacije elementa σ jednaka {σρ2s : 0 ≤ s ≤ l−1}, a klasa
konjugacije elementa σρ je {σρ2s+1 : 0 ≤ s ≤ l − 1}. Osim toga, kako je
ρsρkρ−s = ρk, a

(σρs)ρk(σρs)−1 = σρsρkσρs = ρ−k = ρ2l−k,

to su dvoqlane klase konjugacije:

{ρ, ρ2l−1}, {ρ2, ρ2l−2}, . . . , {ρl−1, ρl+1},

dok se jedine preostale klase konjugacije jednoqlane:

{ε}, {ρl}.

Primetimo na kraju da u sluqaju da je n neparno u Dn postoji samo
jedna jednoqlana klasa konjugacije, dok ih u sluqaju da je n parno ima
dve. ♣

Primer 56 Opisati klase konjugacije u grupi Sn i odrediti ih za grupe S4

i A4.

Primetimo najpre da su ma koja dva cikla iste du�ine konjugovana.
Naime, ako su (a1a2 . . . ak) i (b1b2 . . . bk) cikli du�ine k iz Sn i ako je
π neka permutacija iz Sn za koju je π(ai) = bi za sve i = 1, k, tada je

π(a1a2 . . . ak)π−1 = (π(a1)π(a2) . . . π(ak)) = (b1b2 . . . bk).

Opxtije, va�i slede�e. Dve permutacije σ i ρ iz Sn su konjugovane
ako i samo ako imaju istu ciklusnu strukturu, tj. ako u rastavǉaǌu na
proizvod disjunktnih ciklusa u permutaciji σ ima isti broj ciklusa
du�ine 1, 2, 3, . . . kao i u permutaciji ρ. Ovo nije texko dokazati,
ali zbog uxtede vremena, dokaz ne�emo ispisivati. No, rezultat bi
trebalo da bude oqigledan iz prethodno navedene jednakosti.

Pozabavimo se sada klasama konjugacije u grupama S4 i A4.
U sluqaju grupe S4, mo�emo koristiti navedeni rezultat. Dobi-

jamo da su klase konjugacije slede�e:

{(1234), (1324), (2134), (2314), (3124), (3214)};

{(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)};

{(12), (13), (14), (23), (24), (34)};
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{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)}.

Vidimo da postoji samo jedna jednoqlana klasa konjugacije.
U sluqaju grupe A4 moramo pa�ǉivije raditi. Npr. u A4 ciklusi

(123) i (132) nisu konjugovani. Naime, ako je π permutacija za koju je

π(123)π−1 = (132),

ona nije parna permutacija. Naime, π(4) = 4, a osim toga mora biti
(π(1)π(2)π(3)) = (132), xto ostavǉa slede�e mogu�nosti za π: π = (23),
ili π = (13), ili π = (12). Nijedna od ovih permutacija nije parna.
Dakle, elementi (123) i (132) nisu u istoj klasi konjugacije u A4. No,
ipak nije texko uveriti se da su klase konjugacije date sa:

{(123), (124), (134), (234)};

{(132), (142), (143), (243)};

{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)}.

Vidimo da i u ovom sluqaju postoji samo jedna jednoqlana klasa kon-
jugacije. 2

Definicija 57 Neka je G grupa. Centar grupe G, u oznaci Z(G) definixe
se kao skup svih elemenata iz G, koji komutiraju sa svim elementima te grupe:

Z(G) := {x ∈ G : (∀g ∈ G)gx = xg}.

Nije texko proveriti da je Z(G) jedna podgrupa grupe G. Naime, kako
je eg = ge za sve g ∈ G, to e ∈ Z(G). Ako x, y ∈ Z(G), onda

(xy)g = x(yg) = x(gy) = (xg)y = (gx)y = g(xy),

pa xy ∈ Z(G). Osim toga, ako je x ∈ Z(G), tj. za sve g ∈ G va�i
xg = gx, onda, mno�e�i ovu jednakost zdesna i sleva sa x−1, dobijamo
gx−1 = x−1g. Zakǉuqujemo da i x−1 pripada centru.

Veza izme�u centra i konjugacije data je slede�im stavom qiji
dokaz sledi neposredno iz definicije centra.

Stav 58 Centar grupe G je unija svih jednoqlanih klasa konjugacije.

Primer 59 Centar grupe Dn je trivijalan ukoliko je n neparan broj, a jed-
nak je {ε, ρn/2} ukoliko je n paran broj.
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Pretpostavimo da je element σρk u centru grupe Dn. To znaqi da je

(σρk)ρ = ρ(σρk),

tj.
σρk+1 = σρk−1.

Odavde sledi da je ρ2 = ε, xto nije mogu�e. Dakle, mo�emo da za-
kǉuqimo da nijedan element oblika σρk ne mo�e biti u Z(Dn).

Posmatrajmo elemente oblika ρk za 1 ≤ k < n. Ukoliko je neki
takav element u centru, mora biti

ρk(σρ) = (σρ)ρk,

pa je
σρ−kρ = σρk+1.

Dobijamo da mora biti ρ2k = ε. Kako je n = ω(ρ), dobijamo da n | 2k.
Ukoliko je n neparan, dobili bismo da n | k, xto nije mogu�e (1 ≤ k <
n). Dakle, centar grupe Dn je trivijalan ukoliko je n neparan broj.
Ukoliko je pak n paran, onda (n/2) | k. No, s obzirom da je k < n,
zakǉuqujemo da mora biti k = n/2. Nije texko proveriti (uqinite
to!) da je u ovom sluqaju element ρn/2 zaista u centru. Dakle, za
parne n je Z(Dn) = {ε, ρn/2}. ♣

Napomena. Centar grupe Dn mogli smo da odredimo i iz qiǌenice
da znamo klase konjugacije (centar je unija jednoqlanih klasa kon-
jugacije), ali je dobro to uraditi i direktno.

Definicija 60 Centralizator elementa g ∈ G, u oznaci, Z(g) je skup svih
elemenata grupe G koji komutiraju sa g:

Z(g) := {x ∈ G : xg = gx}.

Stav 61 Va�i slede�e: a) Z(g) ≤ G;
b) broj elemenata u klasi konjugacije elementa g ∈ G jednak je indeksu

ǌegovog centralizatora.

Dokaz. Provera qiǌenice da je Z(g) podgrupa grupe G izvodi se na
potpuno analogan naqin proveri da je Z(G) podgrupa.

Oznaqimo sa C(g) klasu konjugacije elementa g. Drugim reqima,

C(g) = {xgx−1 : x ∈ G}.

Definixemo funkciju f : G/Z(g)→ C(g), sa

f(xZ(g)) = xgx−1.

Doka�imo da je f dobro definisana. Dakle, neka je xZ(g) = yZ(g).
Treba pokazati da je xgx−1 = ygy−1. No, kako je xZ(g) = yZ(g), to je
y−1x ∈ Z(g), pa je

(y−1x)g = g(y−1x).
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Mno�eǌem ove jednakosti sleva sa y, a zdesna sa x−1 i korix�eǌem
asocijativnosti mno�eǌa dobijamo tra�eni rezultat (proverite!).

Jasno je da je f ,,na”. Doka�imo da je f ,,1–1”. Neka je f(xZ(g)) =
f(yZ(g)), tj. xgx−1 = ygy−1. Odavde sledi da je (x−1y)g = g(x−1y), tj.
x−1y ∈ Z(g), pa je xZ(g) = yZ(g). 2

Posledica 62 Svaka konaqna grupa reda pn, gde je p prost broj, a n ≥ 2,
ima netrivijalan centar.

Dokaz. Kao i u sluqaju svake relacije ekvivalencije, grupa G je
disjunktna unija razliqitih klasa konjugacije. Osim toga, centar
grupe G je unija svih jednoqlanih klasa konjugacije. Dobijamo da je

G = Z(G) t C1 t . . . t Ck, (1)

pri qemu klase Ci nisu jednoqlane. Drugim reqima,

|G| = |Z(G)|+ |C1|+ · · ·+ |Ck|,

pri qemu je |Ci| > 1. Kako je |Ci| jednako indeksu centralizatora
(nekog) elementa iz Ci i kako je |Ci| 6= 1, mora biti p | |Ci|. Iz (??)
sledi da p | |Z(G)|, pa centar zaista nije trivijalan. 2

Posledica 63 Ako je p prost broj, onda je svaka grupa reda p2 ili cikliqna
ili izomorfna grupi Zp × Zp.

Dokaz. Ukoliko u G postoji element reda p2, grupa G je cikliqna.
Pretpostavimo da u G nema elemenata reda p2. Kako prema prethodnom
Z(G) nije trivijalna grupa, zakǉuqujemo da postoji x ∈ Z(G) \ {e},
koji je nu�no reda p. Neka je H = 〈x〉. Ukoliko je y ma koji element
iz G \ 〈x〉, onda je y tako�e reda p i neka je K = 〈y〉. Kako je H ⊆
Z(G), svaki element iz H komutira sa svakim iz K. Osim toga, ako
je H ∩ K 6= {e}, onda je |H ∩ K| = p, pa je H = H ∩ K = K, xto
protivreqi pretpostavci. Dakle, H ∩K = {e}. Ukoliko jox doka�emo
da je H ·K = G, prema stavu o razlagaǌu na proizvod, dobijamo da je
G ∼= H ×K ∼= Zp × Zp. Jasno je da je

H ·K = {xrys : 0 ≤ r < p, 0 ≤ s < p}.

Pokaza�emo da me�u ovim elementima nema jednakih. Kako ih ima
p2 = |G|, odatle dobijamo da je G = H ·K. Pretpostavimo da je

xrys = xtyu

i da je, na primer, r ≥ t. Dobijamo:

xr−t = yu−s.

Taj element je i u H i u K. Kako je presek ovih podgrupa trivijalan,
zakǉuqujemo da je xr−t = e = yu−s. No, kako je 0 ≤ r − t < p = ω(x),
zakǉuqujemo da je r − t = 0, tj. r = t. Sledi da je i s = u, te me�u
navedenim elementima zaista nema jednakih. Dakle, G = H ·K, te je
dokaz zavrxen. 2
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Normalne podgrupe i koliqniqke grupe

U sluqaju da je H ≤ G razmatrali smo skup G/H, skup svih levih
koseta podgrupe H u grupi G. Ispostavǉa se da se u nekim sluqa-
jevima na ovom skupu mo�e zadati struktura grupe. Uvedimo najpre
slede�u definiciju.

Definicija 64 Podgrupa H grupe G je normalna ukoliko je H unija nekih
klasa konjugacije. Ako je H normalna podgrupa od G onda pixemo:

H / G.

Stav 65 Neka je H ≤ G. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. H / G;

2. za sve g ∈ G: gHg−1 ⊆ H;

3. za sve g ∈ G: gH = Hg.

Dokaz.

1 =⇒ 2. Neka su g ∈ G i h ∈ H proizvoǉni. Element ghg−1 je konjugat
elementa h ∈ H. Kako je H normalna podgrupa, ona je unija klasa
konjugacije, pa samim tim mora da sadr�i celu klasu konjugacije ele-
menta h. Stoga je i ghg−1 ∈ H.

2 =⇒ 3. Neka je g ∈ G proizvoǉan element. Doka�imo da je gH ⊆ Hg.
Posmatrajmo element h ∈ H. Na osnovu 2, ghg−1 ∈ H, pa je ghg−1 = h′

za neko h′ ∈ H. No, tada je i gh = h′g ∈ Hg, pa zakǉuqujemo da je
gH ⊆ Hg. Obratno, uoqimo element hg ∈ Hg. Element g−1h(g−1)−1 na
osnovu 2 pripada H, pa je g−1h(g−1)−1 = h1 za neko h1 ∈ H. Stoga je
hg = gh1 ∈ gH, te je Hg ⊆ gH.

3 =⇒ 1. Pretpostavimo da je C neka klasa konjugacije za koju je
C ∩ H 6= ∅. Treba dokazati da je C ⊆ H. Uzmimo element h ∈ C ∩ H.
Tada je svaki element iz C oblika ghg−1 za neki g ∈ G. No, kako je
po 3, gH = Hg, to je gh = h′g za neko h′ ∈ H, pa je ghg−1 = h′gg−1 = h′.
Zakǉuqujemo da ghg−1 ∈ H. Dakle, zaista je C ⊆ H. 2

Primetimo da, u sluqaju da je H / G, va�i jednakost gHg−1 = H.

Stav 66 Svaka podgrupa indeksa 2 je normalna.

Dokaz. Neka je H ≤ G i [G : H] = 2. To znaqi da je za svaki element
a 6∈ H iz G ispuǌeno:

G = H t aH.

No, tako�e je i
G = H tHa.
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Kako je aH ∩ H = ∅, mora biti aH ⊆ Ha. No, iz istih razloga je
Ha ⊆ aH. Zakǉuqujemo da je aH = Ha za sve a ∈ G \ H. Ako pak
a ∈ H, onda je aH = H (H je podgrupa, pa je proizvod ma koja dva
elementa iz H u H; osim toga, ako je h ∈ H proizvoǉan element, onda
je h = a(a−1h) ∈ aH), a tako�e je i Ha = H. Dakle, i u ovom sluqaju
va�i jednakost aH = Ha, pa je H / G. 2

Primer 67 Va�i slede�e:

1. za sve n ≥ 2: An / Sn;

2. za svaku grupu G: {e} / G;

3. za svaku grupu G: G / G;

4. za svaku grupu G: Z(G) / G;

5. za sve n ≥ 3: 〈ρ〉 / Dn.

U sluqaju da su X i Y podskupovi od G, definixemo X · Y sa:

X · Y := {x · y : x ∈ X, y ∈ Y }.

Stav 68 Skup svih levih koseta normalne podgrupe H grupe G qini jednu
grupu u odnosu na upravo definisano mno�eǌe podskupova od G.

Dokaz. Neka su aH i bH proizvoǉni koseti. Doka�imo da je, pri
uslovu da je H / G,

(aH) · (bH) = (ab)H.

Ovo nije texko dokazati. Naime, primetimo da je HH = H. Jasno je
da je HH ⊆ H (proizvod dva elementa iz H tako�e je u H poxto je
H podgrupa od G). Osim toga, kako e ∈ H, dobijamo H = eH ⊆ HH.
Dobijamo:

(aH) · (bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)(HH) = (ab)H.

Ovde smo koristili qiǌenicu da je H /G i asocijativnost mno�eǌa.
Sada nije texko pokazati da je (G/H, ·) grupa. Naime,

((aH) · (bH)) · (cH) = ((ab)H) · (cH) =

= ((ab)c)H = (a(bc))H = (aH) · ((bc)H) = (aH) · ((bH) · (cH)).

Jasno je da je H = eH neutral:

(aH) ·H = (aH) · (eH) = (ae)H = aH,

kao i
H · (aH) = (eH) · (aH) = (ea)H = aH.
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Inverz elementa aH je a−1H:

(aH) · (a−1H) = (aa−1)H = eH = H;

(a−1H) · (aH) = (a−1a)H = eH = H.

2

Ovako dobijena grupa zove se koliqniqka grupa grupe G po normalnoj
podgrupi H. Ubudu�e, kada govorimo o grupi G/H podrazumevamo
da je H normalna podgrupa od G i da je mno�eǌe koseta definisano
na navedeni naqin. Naravno, qesto ne�emo pisati neke nepotrebne
zagrade i znak mno�eǌa.

Definicija 69 Grupa G je prosta ukoliko su ǌene jedine normalne pod-
grupe G i {e}.

Ukoliko grupa G nije komutativna, to ne mora biti ni ǌena koli-
qniqka grupa. Ipak ima sluqajeva u kojima koliqniqka grupa jeste
komutativna, a sama grupa to nije.

Definicija 70 Ako su x, y ∈ G, definixemo komutator elemenata x i y, u
oznaci [x, y] sa:

[x, y] := x−1y−1xy.

Primetimo da je xy = yx akko [x, y] = e. Podgrupu grupe G generisanu
komutatorima oznaqavamo sa [G,G] i zovemo komutatorska podgrupa od
G. Osim ove oznake, pojavǉuje se i oznaka G′ (te se za tu podgrupu
ka�e i da je izvod grupe G).

Stav 71 a) Komutatorska podgrupa je normalna podgrupa.
b) Ako je H / G, onda je G/H komutativna ako i samo ako je [G,G] ⊆ H.

Dokaz. a) Proizvod dva komutatora ne mora biti komutator, ali
inverz ma kog komutatora jeste komutator:

[x, y]−1 = (x−1y−1xy)−1 = y−1x−1(y−1)−1(x−1)−1 = y−1x−1yx = [y, x].

U svakom sluqaju, mi posmatramo podgrupu generisanu komutatorima
i treba da poka�emo da je ona normalna. Svaki element podgrupe
generisane nekim skupom X je skup svih mogu�ih proizvoda elemenata
iz X i ǌihovih inverza. Kako je inverz komutatora i sam komuta-
tor, to je svaki element iz komutatorske grupe proizvod komutatora.
Stoga, neka su g, x1, y1, . . . , xn, yn proizvoǉni elementi grupe G. Tada
je

g[x1, y1][x2, y2] · · · [xn, yn]g−1 = (g[x1, y1]g−1)(g[x2, y2]g−1) · · · (g[xn, yn]g−1)

No,

g[x, y]g−1 = gx−1y−1xyg−1 = (gx−1g−1)(gy−1g−1)(gxg−1)(gyg−1) =
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= (gxg−1)−1(gyg−1)−1(gxg−1)(gyg−1) = [gxg−1, gyg−1],

te dobijamo

g[x1, y1] · · · [xn, yn]g−1 = [gx1g
−1, gy1g

−1] · · · [gxng−1, gyng
−1] ∈ [G,G].

b) ⇒: Pretpostavimo da je grupa G/H komutativna. To znaqi da
je za sve x, y ∈ G ispuǌeno:

xH · yH = yH · xH.

Drugim reqima,
xyH = yxH,

pa mora biti
(yx)−1(yx) ∈ H,

te
[x, y] = x−1y−1xy ∈ H.

Dakle, komutator ma koja dva elementa je u H, pa zakǉuqujemo da je
[G,G] ⊆ H.

⇐: Pretpostavimo da je [G,G] ⊆ H. Treba pokazati da je grupa G/H
komutativna. Neka su x, y ∈ G proizvoǉni elementi. Po pretpostavci
[x, y] ∈ H, tj. x−1y−1xy ∈ H. To znaqi da je (yx)−1(xy) ∈ H, pa mora
biti (yx)H = (xy)H, tj. (yH) · (xH) = (xH) · (yH). Zakǉuqujemo da je
G/H komutativna grupa. 2

Grupa G/[G,G] naziva se Abelizacija grupe G i oznaqava sa GAb

(komutativne grupe nazivaju se i Abelove grupe). Poneki put je pogodno
za ispitivaǌe da li su dve grupe izomorfne pre�i na ǌihove Abeli-
zacije, zato xto va�i slede�i stav.

Stav 72 Ako je G ∼= H onda je i GAb ∼= HAb.

Neka je f :G → H izomorfizam. Tada je f([x, y]) = [f(x), f(y)], xto se
lako mo�e ustanoviti. Odavde sledi da

f [[G,G]] ⊆ [H,H]. (2)

Definiximo funkciju
f̃ :GAb → HAb,

sa:
f̃(x[G,G]) := f(x)[H,H].

Pokaza�emo daje f̃ dobro definisana funkcija, koja ostvaruje izomor-
fizam izme�u G/[G,G] i H/[H,H].

Dobra definisanost: Neka je

x[G,G] = y[G,G].
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Treba pokazati da je

f(x)[H,H] = f(y)[H,H].

No, kako je x[G,G] = y[G,G], mora biti x−1y ∈ [G,G], pa na osnovu (??)
sledi da f(x)−1f(y) = f(x−1y) ∈ [H,H]. Dakle, zaista je

f(x)[H,H] = f(y)[H,H].

f̃ je ,,na”: Neka je z[H,H] proizvoǉan element iz HAb. Kako je f ,,na”, to
postoji x ∈ G za koji je f(x) = z. No, tada je f̃(x[G,G]) = f(x)[H,H] =
z[H,H], pa je f̃ zaista ,,na”.

f̃ je ,,1–1”: Ako je
f̃(x[G,G]) = f̃(y[G,G]),

to znaqi da je
f(x)[H,H] = f(y)[H,H],

pa je
f(x−1y) ∈ [H,H].

Drugim reqima, za neke z1, u1, . . . , zn, un ∈ H je

f(x−1y) = [z1, u1] · · · [zn, un].

Kako je f ,,na”, to postoje x1, y1, . . . , xn, yn ∈ G takvi da je

f(x1) = z1, . . . , f(xn) = zn, f(y1) = u1, . . . , f(yn) = un.

To znaqi da je

f(x−1y) = [f(x1), f(y1)] · · · [f(xn), f(yn)] = f([x1, y1] · · · [xn, yn]).

Kako je f ,,1–1”, mora biti

x−1y = [x1, y1] · · · [xn, yn].

Sledi da x−1y ∈ [G,G], pa je x[G,G] = y[G,G] i zakǉuqujemo da je i
funkcija f̃ ,,1–1”.

f̃ se sla�e sa operacijama:

f̃((x[G,G]) · (y[G,G])) = f̃((xy)[G,G]) = f(xy)[H,H] = (f(x)f(y))[H,H] =

= (f(x)[H,H])(f(y)[H,H]) = f̃(x[G,G])f̃(x[G,G]).

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista izomorfizam. 2

Primer 73 Za sve n ≥ 2: SAb
n
∼= Z2.
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Pokaza�emo da je [Sn,Sn] = An za sve n ≥ 2. Jasno je da je π−1σ−1πσ
parna permutacija za svake dve permutacije π i σ (zaxto?). Prema
tome, [Sn,Sn] ⊆ An.

Sluqaj n = 2 je trivijalan. Pretpostavimo stoga da je n ≥ 3.
Doka�imo da svaki cikl du�ine 3 pripada [Sn,Sn]. Kako ti cikli
generixu An, dobi�emo da je [Sn,Sn] = An. No,

(abc) = (ab)(bc) = (ab)(ac)(ab)(ac) = (ab)−1(ac)−1(ab)(ac) = [(ab), (ac)].

Kako je [Sn : An] = 2, to je grupa Sn/An reda 2 i kao takva je izomorfna
grupi Z2. ♣

Primer 74 Za sve s ≥ 2:

1. (D2s)Ab ∼= Z2 × Z2;

2. (D2s−1)Ab ∼= Z2.

Pokaza�emo najpre da je [Dn,Dn] = 〈ρ2〉. Proverimo sve sluqajeve:

1. [ρk, ρl] = ε;

2. [σρk, ρl] = (σρk)−1(ρl)−1(σρk)ρl = σρkρ−lσρkρl = ρ−kρlρk+l = ρ2l;

3. [ρk, σρl] = (ρk)−1(σρl)−1ρk(σρl) = ρ−kσρlρkσρl = ρ−kρ−lρ−kρl = ρ−2k;

4. [σρk, σρl] = (σρk)−1(σρl)−1σρkσρl = σρkσρlσρkσρl = ρ−kρlρ−kρl =
ρ2l−2k.

Vidimo da je zaista [Dn,Dn] = 〈ρ2〉. Sada se razlikuju sluqajevi kada
je n parno, odnosno neparno. Naime, ako je n = 2s− 1, red elementa ρ2

je n (zaxto?), pa je 〈ρ2〉 = 〈ρ〉. Stoga je [D2s−1,D2s−1] = 〈ρ〉 i zaista je
(D2s−1)Ab ∼= Z2.

U sluqaju n = 2s, red elementa ρ2 je s i

(D2s)Ab = {〈ρ2〉, σ〈ρ2〉, ρ〈ρ2〉, σρ〈ρ2〉}.

Ovo je grupa sa 4 elementa u kojoj je svaki element reda 2 (proveriti
ovo!), pa na osnovu ranijih rezultata (a mo�e i direktno), dobijamo
da je (D2s)Ab ∼= Z2 × Z2. ♣

Doka�imo na kraju jox jedan stav, koji nam daje karakterizaciju
grupa odre�enog reda.

Stav 75 Ako je p neparan prost broj, onda je svaka grupa reda 2p ili cikli-
qna ili je izomorfna grupi Dp.

Dokaz. Neka je G grupa reda 2p. Na osnovu Koxijeve teoreme, u grupi
G postoji element x reda p i element y reda 2. Kako red elementa deli
red grupe, to y 6∈ 〈x〉. Stoga je

G = 〈x〉 t y〈x〉 = {e, x, . . . , xp−1, y, yx, . . . , yxp−1}.
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Red elementa yx mo�e biti 2, p ili 2p (yx 6= e). Ukoliko je ω(yx) = 2p,
grupa G je cikliqna.

Poka�imo da ω(yx) 6= p. Pretpostavimo da je ω(yx) = p. Tada
dobijamo (raqunamo u grupi G/〈x〉 — podgrupa 〈x〉 je normalna poxto
je indeksa 2):

〈x〉 = e〈x〉 = (yx)p〈x〉 = (yx〈x〉)p = (y〈x〉)p = yp〈x〉.

Dakle, yp ∈ 〈x〉. Kako je p neparan broj, a ω(y) = 2, mora biti y ∈ 〈x〉,
xto nije taqno. Dobili smo kontradikciju, te mo�emo zakǉuqiti da
ω(yx) 6= p. Ostaje sluqaj ω(yx) = 2. Tada dobijamo da je (yx)2 = e,
pa je yxyx = e iz qega sledi da je yx = x−1y. S obzirom da je xp = e
i y2 = e, vidimo da se izomorfizam izme�u G i Dp mo�e ostvariti
pridru�ivaǌem y 7→ σ, x 7→ ρ. 2

Automorfizmi grupa

Neka je G grupa. Sa Aut(G) oznaqavamo skup svih automorfizama
grupe G:

Aut(G) := {f : G→ G | f je automorfizam}.

Kako je kompozicija dva automorfizma automorfizam, a i inverz auto-
morfizma je automorfizam to je (Aut(G), ◦) jedna grupa (identiqno
preslikavaǌe je naravno automorfizam), koju zovemo grupa automorfi-
zama grupe G.

Neka g ∈ G. Definiximo ug:G→ G sa:

ug(x) = gxg−1.

Nije texko uveriti se da je ug automorfizam grupe G. Naime,

ug(xy) = gxyg−1 = (gxg−1)(gyg−1) = ug(x)ug(y).

Osim toga,

(ug ◦ uh)(x) = ug(uh(x)) = ug(hxh−1) = ghxh−1g−1 = (gh)x(gh)−1 = ugh(x).

Dakle, ug ◦uh = ugh. Kako je, oqigledno, ue = idG, to dobijamo da je, za
svako g ∈ G: ug◦ug−1 = ue = idG. Zakǉuqujemo da je ug bijekcija i da je,
zapravo, u−1

g = ug−1 . Na ovaj naqin smo pokazali ne samo da je svaki ug
jedan automorfizam, nego i da skup svih automorfizama tog oblika,
qini jednu podgrupu grupe svih automorfizama. Automorfizme ovog
oblika zva�emo unutraxǌi automorfizmi i koristi�emo oznaku

Inn(G) := {ug | g ∈ G},
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za podgrupu svih unutraxǌih automorfizama grupe G.
Znamo da je (Inn(G), ◦) ≤ (Aut(G), ◦), no postavǉa se pitaǌe da li

je to i normalna podgrupa. Proverimo to. Neka je φ ∈ Aut(G). Treba
pokazati da je

φ ◦ Inn(G) ◦ φ−1 ⊆ Inn(G).

Neka g ∈ G. Tada za svaki x ∈ G:

(φ ◦ ug ◦ φ−1)(x) = φ(ug(φ−1(x)))
= φ(gφ−1(x)g−1)
= φ(g)φ(φ−1(x)φ(g−1)
= φ(g)xφ(g)−1

= uφ(g)(x).

Dakle, φ ◦ ug ◦ φ−1 = uφ(g) ∈ Inn(G). Zakǉuqujemo da je Inn(G) /Aut(G).
Koliqniqku grupu Aut(G)/Inn(G), oznaqavamo sa Out(G) i zovemo

grupa spoǉaxǌih automorfizama grupe G (svaki koset u ovoj grupi, ra-
zliqit od Inn(G), zadat je nekim automorfizmom koji nije unutraxǌi,
tj. koji nije zadat nekim konkretnim elementom grupe G kao xto je za-
dat unutraxǌi automorfizam).

Stav 76 Pridru�ivaǌe
gZ(G) 7→ ug

predstavǉa izomorfizam grupa G/Z(G) i Inn(G).

Dokaz. Posmatramo funkciju φ : G/Z(G)→ Inn(G) zadatu sa:

ψ(gZ(G)) = ug.

Treba dokazati da je ψ izomorfizam (kako je Z(G) normalna podgrupa
od G, to zaista imamo koliqniqku grupu G/Z(G)).

Doka�imo najpre da je ψ dobro definisana. U tu svrhu, neka je
gZ(G) = hZ(G). Treba pokazati da je ug = uh. Iz gZ(G) = hZ(G) sledi
da je g−1h ∈ Z(G), tj. da za svaki x ∈ G va�i

g−1hx = xg−1h.

Mno�eǌem ove jednakosti sleva sa g, a zdesna sa h−1 dobijamo da za
svaki x ∈ G:

hxh−1 = gxg−1,

tj. da je za svako x ∈ G: uh(x) = ug(x). Zakǉuqujemo da je zaista
ug = uh.

Na sliqan naqin se proverava da je ψ ,,1–1”. Neka je ψ(gZ(G)) =
ψ(hZ(G)). To znaqi da je ug = uh, te je za sve x ∈ G: ug(x) = uh(x).
Dakle, za sve x ∈ G va�i:

gxg−1 = hxh−1.
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Mno�eǌem ove jednakosti sleva sa g−1, a zdesna sa h dobijamo da za
svako x ∈ G va�i:

g−1hx = xg−1h,

xto zapravo znaqi da g−1h ∈ Z(G), te zakǉuqujemo da je gZ(G) = hZ(G).
Tako smo dobili da je ψ ,,1–1”.

Funkcija ψ je oqigledno ,,na” (zaxto?), te nam samo preostaje da
poka�emo da se sla�e sa operacijama, tj. da je za sve g, h ∈ G

ψ((gZ(G))(hZ(G))) = ψ(gZ(G)) ◦ ψ(hZ(G)).

(Prisetimo se da je operacija u Inn(G) zapravo kompozicija funkcija.)
No,

ψ((gZ(G))(hZ(G))) = ψ((gh)Z(G))
= ugh

= ug ◦ uh
= ψ(gZ(G)) ◦ ψ(hZ(G)).

2

Postavǉa se pitaǌe da li grupa unutraxǌih automorfizama mo�e
biti cikliqna. Naravno, ukoliko je grupa G komutativna, svaki unu-
traxǌi automorfizam je identitet (zaxto?), te je tada Inn(G) = {idG},
no to je trivijalna grupa. Slede�i stav nam daje odgovor na to pi-
taǌe.

Stav 77 Grupa Inn(G) nikada nije (netrivijalna) cikliqna grupa.

Dokaz. Pretpostavimo da je Inn(G) cikliqna grupa. Na osnovu prethodnog
stava dobijamo da je i G/Z(G) cikliqna, tj. da postoji x ∈ G za koji je
G/Z(G) = 〈xZ(G)〉. Pokaza�emo da odatle sledi da je G komutativna
grupa. U tu svrhu, neka su y, z proizvoǉni elementi iz G. Kako j
xZ(G) generator grupe G/Z(G), to postoje m,n ∈ Z za koje je

yZ(G) = (xZ(G))m i zZ(G) = (xZ(G))n.

No, to zapravo znaqi da postoje c, d ∈ Z(G) takvi da je

y = xmc i z = xnd.

(Zaxto?) No, tada dobijamo da je

yz = xmcxnd

= xmxncd (c ∈ Z(G))
= xnxmcd

= xndxmc (d ∈ Z(G))
= zy.
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Dakle, G je komutativna grupa, pa je G = Z(G), te je G/Z(G) trivi-
jalna grupa, te je trivijalna i grupa Inn(G). 2

Odre�ivaǌe grupe automorfizama proizvoǉne grupe nije lak za-
datak, stoga �emo se mi ovde ograniqiti samo na neke jednostavnije
sluqajeve i primere.

Pozabavimo se najpre pitaǌem odre�ivaǌa grupe automorfizama
cikliqne grupe.

Svaka beskonaqna cikliqna grupa izomorfna je grupi Z. Nije
texko uveriti se da su jedini automorfizmi ove grupe identitet i
x 7→ −x (proverite ovo). Stoga je Aut(Z) ∼= Z2.

Neka je n ≥ 2 i f ∈ Aut(Zn) (kako je jasno da iz G ∼= H sledi da
je Aut(G) ∼= Aut(H) (uverite se u to!), kao i da je svaka netrivijalna
konaqna cikliqna grupa izomorfna taqno jednoj grupi Zn, za n ≥ 2,
mi razmatramo taj sluqaj). Element 1 je generator grupe Zn i au-
tomorfizam f je potpuno odre�en slikom elementa 1. Naime, neka je
f(1) = r. Ukoliko je x ∈ Zn, to je

x = 1 +n · · ·+n 1︸ ︷︷ ︸
x

,

te dobijamo

f(x) = f(1 +n · · ·+n 1︸ ︷︷ ︸
x

) = f(1) +n · · ·+n f(1)︸ ︷︷ ︸
x

= r +n · · ·+n r︸ ︷︷ ︸
x

.

No,
r +n · · ·+n r︸ ︷︷ ︸

x

= r ·n x.

Naime, i leva i desna strana ove jednakosti su zapravo ostatak pri
deǉeǌu rx sa n. Prema tome, dobijamo da je za svako x ∈ Zn:

f(x) = r ·n x.

Dakle, iz qiǌenice da se f sla�e sa operacijama videli smo kakvog je
oblika f . Postavǉa se pitaǌe: kakvo mora biti r ∈ Zn da sa x 7→ r ·n x
bude zadat automorfizam grupe Zn? Pre svega, s obzirom na svojstva
operacija +n i ·n, ovakvo pridru�ivaǌe uvek se sla�e sa operacijom.
Kako je grupa Zn konaqna, to je dovoǉno proveriti za koje r je ovakvo
pridru�ivaǌe ,,na” (zaxto?). No, to nije texko. Dovoǉno je ispitati
kada je 1 slika nekog elementa (poxto je 1 generator grupe Zn). To
znaqi da treba ustanoviti za koje r ∈ Zn postoji s ∈ Zn tako da je
r ·n s = 1. No, dobro nam je poznato da to va�i ako i samo ako je
r uzajamno prosto sa n. Podsetimo se da smo sa Φ(n) oznaqili sve
elemente iz skupa {1, . . . , n − 1} koji su uzajamno prosti sa n. Dakle,
pridru�ivaǌe x 7→ r ·n x zadaje automorfizam grupe Zn ako i samo ako
r ∈ Φ(n). No, (Φ(n), ·n) je grupa i na osnovu prethodnog razmatraǌa,
mo�e se oqekivati da postoji veza ove grupe i grupe Aut(Zn). Zapravo
va�i slede�i stav.
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Stav 78 Funkcija Ψ: Aut(Zn)→ Φ(n), zadata sa:

Ψ(f) = f(1)

je izomorfizam grupa (Aut(G), ◦) i (Φ(n), ·n).

Dokaz. Na osnovu prethodnog razmatraǌa, Ψ je bijekcija (zaxto?).
Potrebno je samo proveriti slagaǌe sa operacijama. No, to nije
texko:

Ψ(f ◦ g) = (f ◦ g)(1)
= f(g(1))
= f(1) ·n g(1).

(koristili smo dokazani rezultat po kome je f(x) = f(1) ·n x za auto-
morfizam f i element x). Ovim je dokaz zavrxen. 2

Pogledajmo sada neke primere.

Primer 79 Pokazati da je Aut(Z2 × Z2) ∼= S3.

Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Svi elementi ove grupe (sem neu-
trala) su reda 2. Oznaqimo sa X skup svih elemenata reda 2 u ovoj
grupi. Posmatrajmo funkciju

Ψ: Aut(Z2 × Z2)→ SX ,

definisanu sa:
Ψ(φ) := φ|X .

Jasno je da je ovo dobro definisana funkcija poxto automorfizam ne
meǌa red elementa, pa je zaista φ[X] = X za svaki automorfizam φ
(pa�ǉiv qitalac �e primetiti da ovo nije bax prava restrikcija,
poxto pri restrikciji ,,smaǌujemo” samo domen, a ne i kodomen, ali
jasno je xta �elimo da uradimo). Svaki automorfizam je potpuno
odre�en vrednostima u elementima reda 2, poxto se neutral obavezno
slika u neutral. Stoga je Ψ ,,1–1”. No, Ψ je i ,,na” poxto svaka
permutacija skupa X zadaje jedan automorfizam (proizvod svaka dva
razliqita elementa iz X jednak je tre�em elementu). Stoga je Ψ i
,,na”. S obzirom da je u obe grupe operacija ◦, to se Ψ sla�e i sa
operacijom, te je zaista jedan izomorfizam. Kako je X skup od tri
elementa, to je tvr�eǌe dokazano. ♣

Primer 80 Odrediti grupu Aut(S3).

S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}. Neka je X = {(12), (13), (23)}. Kao
i u prethodnom primeru, poxto su u X svi elementi reda 2 u grupi
S3, to za svaki φ ∈ Aut(S3) va�i: φ[X] = X. Osim toga, vrednosti
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koje automorfizam ,,uzima” na elementima skupa X jedinstveno odre-
�uju taj automorfizam (elementi iz X generixu S3). I ne samo to –
vrednosti na skupu X mogu se uzeti proizvoǉno i tako dobiti jedan
automorfizam (razmislite i proverite na primeru!). Dakle, kao i u
prethodnom primeru, ,,restrikcija” zadaje izomorfizam grupa Aut(S3)
i SX , pa je Aut(S3) ∼= S3. ♣

Napomena. Primetimo da grupe Z2 × Z2 i S3 nisu izomorfne, ali
ǌihove grupe automorfizama to jesu.

Neka su G i H proizvoǉne grupe. Ako je φ ∈ Aut(G) i ψ ∈ Aut(H),
onda je lako proveriti da je funkcija φ× ψ, definisana sa:

(φ× ψ)(g, h) = (φ(g), ψ(h)),

za g ∈ G i h ∈ H automorfizam grupe G × H. Jasno je da u opxtem
sluqaju ne mora svaki automorfizam grupe G × H da bude tog obli-
ka (jedini automorfizam grupe Z2 je identitet, a videli smo da je
Aut(Z2 × Z2) ∼= S3). Slede�i stav nam daje dovoǉne uslove da svaki
automorfizam bude ovog oblika.

Stav 81 Neka je |G| = m, |H| = n i neka su m i n uzajamno prosti. Tada je
Aut(G×H) ∼= Aut(G)×Aut(H).

Dokaz. Glavni deo dokaza sastoji se u tome da se poka�e da je pri
datim uslovima svaki automorfizam Θ ∈ Aut(G×H) oblika φ× ψ, za
neki φ iz Aut(G) i neki ψ iz Aut(H). Neka je e neutral u G i ε neutral
u H. Tvrdimo da va�i slede�e:

Θ(g, ε) = (φ(g), ε),

gde je φ neki automorfizam grupe G. Pretpostavimo da je za neko
g ∈ G ispuǌeno: Θ(g, ε) = (φ(g), h0), gde je h0 element iz H razliqit
od neutrala (jasno je da je prva komponenta zadata nekom funkcijom
od g – kasnije �emo pokazati da je zadata automorfizmom). Kako je
m = |G|, to je gm = e i dobijamo da je (g, ε)m = (e, ε). Stoga je

(φ(g), h0)m = Θ(g, ε)m = Θ((g, ε)m) = Θ(e, ε) = (e, ε).

Dakle, hm0 = e. Stoga ω(h0) | m. Kako h0 ∈ H, a |H| = n, to va�i i
ω(h0) | n. Po pretpostavci je h0 6= ε, te je ω(h0) 6= 1. Dobijamo da m i
n imaju zajedniqki delilac ve�i od 1, xto protivreqi pretpostavci
da su uzajamno prosti. To pokazuje da je zaista

Θ(g, ε) = (φ(g), ε)

za sve g ∈ G. Primetimo da φ mora biti ,,1–1”, jer je Θ ,,1–1”. Kako je
G konaqna grupa, sledi da je φ i ,,na”. No, φ se sla�e i sa operacijama:

(φ(g1g2), ε) = Θ(g1g2, εε) = Θ(g1, ε)Θ(g2, ε) = (φ(g1), ε)(φ(g2), ε) = (φ(g1)φ(g2), ε),
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pa je zaista φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2).
Na potpuno isti naqin se pokazuje da je

Θ(e, h) = (e, ψ(h)),

za neki ψ ∈ Aut(H). Konaqno dobijamo:

Θ(g, h) = Θ((g, ε)(e, h)) = Θ(g, ε)Θ(e, h) = (φ(g), ε)(e, ψ(h)) = (φ(g), ψ(h)).

Sada je lako proveriti da je jedan izomorfizam

F : Aut(G×H)→ Aut(G)×Aut(H)

zadat sa F (φ, ψ) = φ× ψ. Ostavǉamo qitaocima da ovo provere. 2
Ovaj rezultat, uz ranije rezultate o automorfizmima cikliqnih

grupa ima jednu, pomalo neoqekivanu posledicu.

Posledica 82 Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada je
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Dokaz. Prisetimo se da je ϕ(n) = |Φ(n)|, gde je Φ(n) = {k : 1 ≤ k <
n, NZD(k, n) = 1}. Kako su m i n uzajamno prosti, imamo izomorfizam
Zmn ∼= Zm × Zn. Stoga je

Φ(mn) ∼= Aut(Zmn) ∼= Aut(Zm × Zn) ∼= Aut(Zm)×Aut(Zn) ∼= Φ(m)× Φ(n).

Dobijamo ϕ(mn) = |Φ(mn)| = |Φ(m)× Φ(n)| = |Φ(m)||Φ(n)| = ϕ(m)ϕ(n). 2

Naravno, ovde smo u dokazu koristili jednostavnu qiǌenicu da iz
G ∼= G1 i H ∼= H1 sledi G×H ∼= G1 ×H1. Doka�ite je za ve�bu.

Homomorfizmi i teoreme o izomorfizmima

Ve� smo upoznati sa pojmom izomorfizma grupa. Opxtiji pojam je
pojam homomorfizma.

Definicija 83 Neka su (G, ·) i (H, ∗) grupe. Funkcija f :G → H je homo-
morfizam ukoliko za sve x, y ∈ G va�i:

f(x · y) = f(x) ∗ f(y).

Dakle, izomorfizam je onaj homomorfizam koji je i bijekcija. Prime-
timo da se lako pokazuje, na isti naqin kao i u sluqaju izomor-
fizma, da se pri svakom homomorfizmu neutral grupe G slika u neu-
tral grupe H, a inverz elementa iz grupe G u inverz ǌegove slike
u grupi H (podsetite se tog dokaza). Kako homomorfizam ne mora
biti bijekcija, prirodno je ispitati u kojoj meri dati homomorfizam
,,odstupa” od izomorfizma. Va�an pojam u vezi sa tim je i pojam jezgra
homomorfizma.
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Definicija 84 Neka je f :G→ H homomorfizam grupa. Jezgro homomorfizma
f , u oznaci Ker(f) definixe se sa:

Ker(f) := {g ∈ G : f(g) = eH},

gde je sa eH oznaqen neutral u H.

Stav 85 Jezgro svakog homorfizma f :G→ H je normalna podgrupa grupe G.

Dokaz. Kako je f(eG) = eH , to eG ∈ Ker(f), pa Ker(f) 6= ∅. Pretpo-
stavimo da x, y ∈ Ker(f). Treba pokazati da x−1y ∈ Ker(f). No,

f(x−1y) = f(x)−1 ∗ f(y) = e−1
H ∗ eH = eH ,

te zaista x−1y ∈ Ker(f). Dakle, dokazali smo da je Ker(f) ≤ G.
Da bismo pokazali da je jezgro normalna podgrupa, posmatrajmo

proizvoǉne elemente x ∈ Ker(f) i g ∈ G. Tada je

f(gxg−1) = f(g) ∗ f(x) ∗ f(g)−1 = f(g) ∗ eH ∗ f(g)−1 = eH ,

te zakǉuqujemo da je gKer(f)g−1 ⊆ Ker(f), za sve g ∈ G, te je zaista
Ker(f) / G. 2

Stav 86 Homomorfizam grupa f :G→ H je ,,1–1” ako i samo ako je

Ker(f) = {eG}.

Dokaz.
=⇒: Pretpostavimo da je f ,,1–1” i neka x ∈ Ker(f). To znaqi da je

f(x) = eH = f(eG).

Kako je f ,,1–1”, mora biti x = eG. Zakǉuqujemo da je Ker(f) = {eG}.
⇐=: Neka je Ker(f) = {eG}. Pretpostavimo da je f(x) = f(y). To znaqi
da je

f(x−1y) = f(x−1) ∗ f(y) = f(x)−1 ∗ f(y) = e−1
H ∗ eH = eH ,

pa je x−1y ∈ Ker(f) = {eG}. Dobijamo da je x = y, te zakǉuqujemo da je
f ,,1–1”. 2

Ukoliko je Ker(f) = {eG}, ka�emo i da je jezgro trivijalno. Ako je
f ,,1–1” homomorfizam, ka�emo i da je f monomorfizam.

Definicija 87 Slika homomorfizma f :G→ H, u oznaci Im(f), definixe
se sa:

Im(f) := {y ∈ H : (∃x ∈ G)y = f(x)}.

Dakle, slika homorfizma je zapravo obiqna slika funkcije f .
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Stav 88 Ako je f :G→ H homomorfizam, onda je Im(f) ≤ H.

Dokaz. Kako je eH = f(eG), to Im(f) 6= ∅. Pretpostavimo da y1, y2 ∈
Im(f). To znaqi da postoje x1, x2 takvi da je f(x1) = y1 i f(x2) = y2.
No, tada je

y−1
1 ∗ y2 = f(x1)−1 ∗ f(x2) = f(x−1

1 x2) ∈ Im(f).

2
Primetimo da slika homomorfizma ne mora biti normalna podgrupa
od H. Naime, ako je H ≤ G onda je slika od H pri inkluziji (koja je
homomorfizam) sama podgrupa H i ako ona nije normalna, to nam daje
tra�eni primer.

Homomorfizam, koji je ujedno i ,,na”, zovemo epimorfizam. Osnovni
primer epimorfizma je slede�i. Neka je G grupa i H ma koja ǌena
normalna podgrupa. Tada je sa p(a) = aH zadat jedan epimorfizam
p:G→ G/H. Naravno, jasno je da je p ,,na”. Osim toga

p(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = p(a)p(b),

te je p i homomorfizam.
Navedimo sada prvu teoremu o izomorfizmima grupa.

Teorema 89 (Prva teorema o izomorfizmima grupa) Neka je f :G → H ho-
momorfizam grupa. Tada f indukuje izomorfizam f̃ :G/Ker(f)→ Im(f) defi-
nisan sa: f̃(xKer(f)) := f(x).

Dokaz. Poka�imo najpre da je f̃ dobro definisana funkcija. Naime,
neka je xKer(f) = yKer(f). To znaqi da x−1y ∈ Ker(f). Dakle, f(x−1y) =
eH , pa je f(x) = f(y), te je f̃(xKer(f)) = f̃(yKer(f)). Funkcija f̃ je
homomorfizam:

f̃ ((xKer(f))(yKer(f))) = f̃((xy) Ker(f)) = f(xy) = f(x) ∗ f(y) =

= f̃(xKer(f)) ∗ f̃(yKer(f)).

Iz definicije homomorfizma f̃ , oqigledno je da je Im(f̃) = Im(f).
Ostaje da se poka�e da je f̃ ,,1–1”, tj. da je Ker(f̃) trivijalno.

Pretpostavimo da xKer(f) ∈ Ker(f̃). To znaqi da je f̃(xKer(f)) = eH .
Iz definicije f̃ , sledi da x ∈ Ker(f), te je xKer(f) = Ker(f). 2

Navedimo neke primere primene ove teoreme.

Primer 90 Ako sa ρ(x, n) oznaqimo ostatak pri deǉeǌu celog broja x prirod-
nim brojem n ≥ 2, onda je sa f(x) = ρ(x, n) definisan homomorfizam grupa
f : Z→ Zn, koji indukuje izomorfizam Z/nZ ∼= Zn.

Preporuqujemo qitaocima da se sami uvere u navedeni rezultat.
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Primer 91 Ako sa V oznaqimo podgrupu grupe S4 datu sa:

V = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)},

onda je V / S4 i S4/V ∼= S3.

Ve� nam je poznato da je V normalna podgrupa (zaxto to znamo?).
Ostaje da se na�e tra�eni izomorfizam. U tu svrhu, ako je X =
{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, definiximo homomorfizam f : S4 → SX sa:

f(π)(x) = πxπ−1,

za x ∈ X. Kako je V /S4, jasno je da je πxπ−1 ∈ V , za sve x ∈ X ⊂ V . No,
ne mo�e biti πxπ−1 = (1), jer bi tada bilo x = (1), xto nije taqno.
Dakle, f(π) zaista pripada SX . Proverimo da li je f homomorfizam:

f(σπ)(x) = (σπ)x(σπ)−1 = σ(πxπ−1)σ−1 = f(σ)(πxπ−1) = f(σ)(f(π)(x)).

Dobijamo da je f(σπ) = f(σ) ◦ f(π), te je f zaista homomorfizam.
Odredimo jezgro homomorfizma f . Pre svega, kako je V komuta-

tivna, to je V ⊆ Ker(f) (zaxto?). Poka�imo da va�i i obratno, tj. da
je zapravo Ker(f) = V . Pretpostavimo da π ∈ Ker(f). To znaqi da je π
permutacija iz S4 za koju va�i:

π(12)(34)π−1 = (12)(34), (3)
π(13)(24)π−1 = (13)(24), (4)
π(14)(23)π−1 = (14)(23). (5)

Pretpostavimo da je π(1) = 1. Kako je π(12)(34)π−1 = (π(1)π(2))(π(3)π(4)),
iz pretpostavke da je π(1) = 1 i jednakosti (??), sledi da je

(1π(2))(π(3)π(4)) = (12)(34).

Vidimo da mora biti π(2) = 2 i π(3) ∈ {3, 4}. Ukoliko je π(3) = 3,
dobijamo da je π = (1) ∈ V . Pretpostavimo da je π(3) = 4. To znaqi da
je zapravo π = (34). No, to bi znaqilo da je

π(13)(24)π−1 = (π(1)π(3))(π(2)π(4)) = (14)(23),

xto je u suprotnosti sa (??). Dakle, pretpostavka da je π(1) = 1,
dovodi do zakǉuqka da je π identiqna permutacija, te da π pripada
V . Na isti naqin se pokazuje da, ukoliko je π(k) = k za bilo koje k,
mora biti π = (1).

Pretpostavimo da π nema fiksnu taqku . Sada mo�emo, bez gubitka
opxtosti, pretpostaviti da je π(1) = 2. Iz (??) dobijamo

(2π(2))(π(3)π(4)) = (12)(34).

Oqigledno da mora biti π(2) = 1 i π(3) ∈ {3, 4}. Kako π nema fiksnu
taqku, dobijamo da je π(3) = 4 i π(4) = 3, tj. π = (12)(34) ∈ V .
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Na ovaj naqin smo pokazali da je Ker(f) = V . Prva teorema o
izomorfizmima ka�e da je tada

S4/Ker(f) ∼= Im(f),

tj. da je koliqniqka grupa S4/V izomorfna jednoj podgrupi od SX .
No, |S4/V | = 24/4 = 6 = |SX |. Zakǉuqujemo da mora biti Im(f) = SX i
dobijamo izomorfizam S4/V ∼= SX ∼= S3. ♣

Navedimo sada teoremu, koja se dokazuje primenom prve teoreme o
izomorfizmima grupa.

Teorema 92 (Faktorijel teorema) Neka je H podgrupa grupe G konaqnog in-
deksa n. Tada postoji normalna podgrupa N grupe G, koja je sadr�ana u
podgrupi H i koja je i sama konaqnog indeksa. Osim toga: [G : N ] | n!.

Dokaz. Neka je X = G/H (dakle, X je skup svih levih koseta podgrupe
H u grupi G). Definiximo homomorfizam f :G→ SX sa:

f(g)(aH) = (ga)H,

za a ∈ G (elementi u X su levi koseti od H, dakle podskupovi od G
oblika aH za neko a ∈ G). Na osnovu prve teoreme o izomorfizmima,
G/Ker(f) ∼= Im(f). Primetimo da va�i slede�e:

Ker(f) ⊆ H.

Naime, ako g ∈ Ker(f), onda mora biti i f(g)(H) = H (H je jedan od
koseta, a po pretpostavci je f(g) = idX), tj. gH = H. No, iz gH = H,
sledi da g pripada H. Dobili smo da je grupa G/Ker(f) izomorfna
jednoj podgrupi grupe SX . S obzirom da je |X| = n, dobijamo da

|G/Ker(f)| | n! . (6)

Time je dokaz zavrxen – Ker(f) je tra�ena normalna podgrupa. 2

Posledica 93 Neka je p najmaǌi prost broj koji deli red konaqne grupe G
i H podgrupa od G indeksa p. Tada je podgrupa H normalna.

Dokaz. Na osnovu Faktorijel teoreme, H sadr�i normalnu podgrupu
N grupe G za koju va�i: [G : N ] | p! i [G : N ] 6= 1 (jer je N ⊆ H, a
H 6= G). Neka je q ma koji prost faktor od [G : N ]. Kako [G : N ] | p!, to
je ili q = p, ili je q < p. No, [G : N ] | |G|. te i q | |G|. Po pretpostavci
je p najmaǌi prost broje koji deli red grupe G, pa zakǉuqujemo da
mora biti q = p. Dakle, jedini prost broj koji deli [G : N ] je p.
Stoga je [G : N ] = ps za neko s ≥ 1. Kako p2 ne deli p!, to mora biti
[G : N ] = p = [G : H]. Zakǉuqujemo da je zapravo N = H, te je H
normalna podgrupa od G. 2

Primer 94 Svaka grupa reda 15 je cikliqna.
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Koxijeva teorema tvrdi slede�e. Ako je G konaqna grupa i p ma koji
prost broj, koji deli red te grupe, onda u G postoji element reda p.
Ovu teoremu �emo dokazati nexto kasnije, sada �emo je primeniti u
ovom primeru.

Na osnovu Koxijeve teoreme postoji element x reda 3 i element y
reda 5. Podgrupa H = 〈y〉 je stoga indeksa 3 i na osnovu prethodnog
stava ona je normalna. Stoga je

xyx−1 = yr (7)

za neko r ∈ {1, 2, 3, 4}. Ukoliko je r = 1, onda na standardan naqin
dobijamo da je G ∼= 〈x〉 × 〈y〉 ∼= Z3 × Z5

∼= Z15. Poka�imo da ostale
mogu�nosti za r nisu mogu�e. Ako (??) pomno�imo sleva sa x i zdesna
sa x−1, dobijamo

x2yx−2 = xyrx−1 = (xyx−1)r = (yr)r = yr
2
. (8)

Mno�eǌem (??) sleva sa x i zdesna sa x−1 dobijamo

x3yx−3 = yr
3
. (9)

No, s obzirom da je x3 = e iz (??) dobijamo

y = yr
3
, (10)

tj.
yr

3−1 = e. (11)

Dakle, s obzirom da je ω(y) = 5, mora biti 5 | r3− 1. No, lako se mo�e
proveriti da 5 ne deli nijedan od brojeva 23 − 1, 33 − 1, 43 − 1. ♣

Druga i tre�a teorema o izomorfizmima ukǉuquju u svoju formu-
laciju dve podgrupe date grupe G.

Teorema 95 (Druga teorema o izomorfizmima) Neka je G grupa, H ≤ G i
K / G. Tada je HK ≤ G, H ∩K /H i

HK/K ∼= H/H ∩K.

Dokaz. Pre svega, treba pokazati da je HK ≤ G. Kako e ∈ H ∩K, to
je e = ee ∈ HK, pa HK 6= ∅. Pretpostavimo da su x i y elementi iz
HK. Dakle, postoje elementi h, h′ ∈ H i k, k′ ∈ K takvi da je x = hk,
y = h′k′. Tada je

x−1y = k−1h−1h′k′ = k−1((h′)−1h)−1k′ =

=

∈H︷ ︸︸ ︷
((h′)−1h)−1

∈K︷ ︸︸ ︷((h′)−1h)︸ ︷︷ ︸
∈H

k−1︸︷︷︸
∈K

((h′)−1h)−1


︸ ︷︷ ︸

∈K

k′ ∈ HK.
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S obzirom da je K / G, to je i K /HK. Definiximo funkciju f :H →
HK/K sa: f(h) = hK. S obzirom da je

f(hh′) = (hh′)K = (hK)(h′K) = f(h)f(h′),

f je homomorfizam.
Doka�imo da je f ,,na”. Neka je xK proizvoǉan element iz HK/K.

Dakle, za neko h ∈ H i k ∈ K, x = hk. Tada je

xK = (hk)K = h(kK) = hK = f(h),

pa je f zaista ,,na”.
Odredimo jezgro homomorfizma f . Uzmimo proizvoǉni element h ∈

H. Tada h ∈ Ker(f) ako i samo ako je f(h) = K (K je neutral u HK/K).
S obzirom da je f(h) = hK, dobijamo da je h ∈ Ker(f) ako i samo
ako h ∈ K, tj. Ker(f) = H ∩ K. Prva teorema o izomorfizmima daje:
H/Ker(f) ∼= Im(f), tj. H/H ∩ K ∼= HK/K. Primetimo da H ∩ K / H
sledi iz qiǌenice da je H ∩K jezgro nekog homomorfizma. 2

Primer 96 Neka su m,n ≥ 2 prirodni brojevi. Primeniti drugu teoremu
o izomorfizmima na grupe Z, mZ i nZ.

Druga teorema o izomorfizmima daje

(mZ + nZ)/nZ ∼= mZ/(mZ ∩ nZ).

Neka je d = NZD(m,n), a s = NZS(m,n), tada je

mZ + nZ = dZ, mZ ∩ nZ = sZ.

Dakle,
dZ/nZ ∼= mZ/sZ.

Grupa dZ izomorfna je grupi Z pri izomorfizmu f : Z → dZ datom sa
f(x) = dx. Posmatrajmo kompoziciju

Z f→ dZ→ dZ/nZ.

Neka je n = dn′. Nije texko proveriti da je jezgro ove kompozicije
zapravo podgrupa n′Z. Drugim reqima, imamo izomorfizam

Z/n′Z ∼= dZ/nZ.

Znamo da je sd = mn, pa je n′ = n/d = s/m. Zapravo je grupa mZ/sZ
izomorfna grupi Z/n′Z. ♣

Primer 97 Neka je G konaqna grupa, H ≤ G, K/G i NZD(|H|, [G : K]) = 1.
Pokazati da je H ⊆ K.
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Neka je n = |HK/K|. Na osnovu druge teoreme o izomorfizmima, va�i
izomorfizam HK/K ∼= H/(H∩K). Dobijamo da n | |H|. S druge strane,
HK/K ≤ G/K, te n | |G/K|. Kako je NZD(|H|, [G : K]) = 1, dobijamo da
je n = 1. To znaqi da je HK = K. Kako je H ⊆ HK (zaxto?), sledi da
je H ⊆ K. ♣

Teorema 98 (Tre�a teorema o izomorfizmima) Neka su H i K normalne
podgrupe grupe G za koje je H ⊆ K. Tada je K/H / G/H i

(G/H)/(K/H) ∼= G/K.

Dokaz. Definiximo funkciju f :G/H → G/K sa f(gH) = gK. Ova
funkcija jeste dobro definisana poxto iz pretpostavke da je gH = g′H
sledi da je g−1g′ ∈ H, a kako je H ⊆ K, to iz g−1g′ ∈ H sledi da
g−1g′ ∈ K, pa je gK = g′K. Oqigledno je da je f jedan epimorfizam.
Odredimo jezgro od f .

gH ∈ Ker(f) akko gK = K akko g ∈ K.

Vidimo da je Ker(f) = K/H. Rezultat se sada dobija primenom prve
teoreme o izomorfizmima. 2

Zapravo, imamo i nexto precizniju informaciju o podgrupama grupe
G/H – svaka podgrupa L ove grupe je oblika L/H za neku podgrupu L
grupe G, koja sadr�i podgrupu H i L / G/H ako i samo ako je L / G.
Razmislite kako biste ovo dokazali.

Primer 99 Neka su prirodni brojevi m,n ≥ 2 takvi da m | n. Primeniti
tre�u teoremu o izomorfizmima na: Z, mZ i nZ.

Naravno, nZ je podgrupa od Z generisana elementom n. Kako m | n,
to je nZ ⊆ mZ. Dakle, na osnovu tre�e teoreme o izomorfizmima,
dobijamo

(Z/nZ)/(mZ/nZ) ∼= Z/mZ.

Kao i u ranije navedenom primeru,

mZ/nZ ∼= Z/dZ,

gde je d = n/m. Mi znamo da je svaka cikliqna grupa reda n izomorfna
sa Zn i Zn ∼= Z/nZ. Osim toga, za svaki delilac reda cikliqne grupe,
postoji taqno jedna podgrupa te grupe tog reda. Ukoliko je G cikliqna
grupa reda n i d | n, onda postoji taqno jedna podgrupa H grupe G,
koja je reda d i tada je G/H ∼= Zm, gde je m = n/d. ♣
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Konaqno generisane Abelove grupe

Podsetimo se diedarske grupe:

Dn = 〈 σ, ρ | σ2 = ε, ρn = ε, σρ = ρn−1σ 〉.

ǋena abelizacija zadata je sa:

DAb
n = 〈 σ, ρ | 2σ = 0, nρ = 0, σ + ρ = (n− 1)ρ+ σ 〉.

Tako dobijamo sistem jednaqina

2σ = 0
nρ = 0

(n− 2)ρ = 0.

Oduzimaǌem posledǌe jednaqine od pretposledǌe dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0

(n− 2)ρ = 0.

Prirodno je razlikovati dva sluqaja.

n = 2k + 1. Dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0

(2k − 1)ρ = 0.

Ukoliko od posledǌe jednaqine oduzmemo pretposledǌu pomno�enu sa
k − 1 dobijamo

2σ = 0
2ρ = 0
ρ = 0.

Dakle, sve se svodi na

2σ = 0
ρ = 0.

Prema tome radi se o Abelovoj grupi generisanoj sa dva generatora
σ i ρ, pri qemu je jedan od tih generatora (ρ) zapravo jednak 0. Taj
nam je generator i nepotreban i dobijamo Abelovu grupu sa jednim
generatorom σ, koji zadovoǉava uslov 2σ = 0 i nijedan drugi (koji
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nije posledica ovog i aksioma grupe). Jasno je da se radi o cikliqnoj
grupi (poxto je u pitaǌu jedan generator) reda dva (poxto je red tog
generatora 2), te je DAb

2k+1
∼= Z2.

n = 2k. Ovde dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0

(2k − 2)ρ = 0.

Oduzimaǌem od posledǌe jednaqine pretposledǌe pomno�ene sa k − 1
dobijamo

2σ = 0
2ρ = 0
0 = 0,

tj. dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0.

Ovde se radi o Abelovoj grupi generisanoj sa dva generatora σ i ρ
koji zadovoǉavaju samo uslove 2σ = 0 i 2ρ = 0 (i naravno ǌihove
posledice, koje slede iz aksioma grupe). Dakle, jedini elementi u
ovoj grupi su 0, σ, ρ, σ+ ρ, pri qemu me�u ovima nema jednakih i jox je
2(σ+ ρ) = 0. Zakǉuqujemo da se radi o Klajnovoj grupi i dobijamo da
je DAb

2k
∼= Z2 × Z2.

Primetimo da smo u ovom razmatraǌu koristili, kao xto je uo-
biqajeno za Abelove (komutativne) grupe aditivnu notaciju, tj. ope-
racija u grupi oznaqena je sa +, neutral sa 0, a n-ti stepen elementa
x oznaqava se sa nx.

Nax zadatak je da poka�emo da je svaka konaqno generisana Abelova
grupa izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa. Va�na je
pretpostavka da se radi o konaqno generisanoj Abelovoj grupi, poxto
grupa (Q,+) nije izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa,
ali ona nema konaqan skup generatora (razmislite kako biste pokazali
da ona nije izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih, mo�da �e vam
nastavak lekcije pomo�i u tome).

Uvedimo jox neke oznake za Abelove grupe. Ukoliko je A Abelova
grupa, a B,C ǌene podgrupe, onda je

B + C := {b+ c : b ∈ B, c ∈ C}.

Jasno je da je ovo podgrupa grupe A i to je zapravo najmaǌa podgrupa
grupe A, koja sadr�i B i C kao svoje podgrupe (doka�ite to!). Na-
ravno da je nazivamo suma podgrupa B i C. Ukoliko je B∩C = {0}, onda
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je suma B+C direktna i pixemo B⊕C (prisetite se sume vektorskih
prostora iz linearne algebre). U sluqaju direktne sume, svaki ele-
ment x iz te sume mo�e se na jedinstven naqin prikazati u obliku
x = b + c, gde b pripada podgrupi B, a c podgrupi C. Naime, kako
je u pitaǌu suma podgrupa, jasno je da je svaki element tog oblika.
Doka�imo jedinstvenost. Ukoliko je

x = b+ c, x = b1 + c1,

gde b, b1 ∈ B, c, c1 ∈ C onda je b− b1 = c1 − c, no ovaj element pripada i
podgrupi B i podgrupi C, a kako je ǌihov presek trivijalan to mora
biti b− b1 = 0 i c1 − c = 0, tj. b = b1 i c = c1, te je prikaz jedinstven.

Sva ova diskusija o direktnoj sumi dve podgrupe zapravo pokazuje
da va�i slede�i izomorfizam

B × C ∼= B ⊕ C.

Naime, lako se proveri da je sa f(b, c) = b+ c zadat jedan izomorfizam
f :B × C → B ⊕ C.

Kao i u sluqaju vektorskih prostora i ovde se mo�e uvesti di-
rektna suma konaqno mnogo podgrupa Abelove grupe (podsetite se uslo-
va) i pokazati da je A1× · · · ×An ∼= A1⊕ · · · ⊕An. Uradite to za ve�bu.

Dakle, mi se u ovoj lekciji bavimo konaqno generisanim Abelovim
grupama. Abelova grupa A je konaqno generisana ukoliko postoji
konaqan podskup {x1, . . . , xs} ⊆ A takav da va�i:

A = {m1x1 + · · ·+msxs : mi ∈ Z, i = 1, s}

(podsetite se definicije podgrupe definisane nekim skupom uz qi-
ǌenicu da je grupa A Abelova). Drugim reqima,

A = 〈x1〉+ · · ·+ 〈xs〉.

Prema tome, svaka konaqno generisana Abelova grupa je suma konaqno
mnogo cikliqnih grupa. Nax zadatak je u tome da doka�emo da je
svaka konaqno generisana Abelova grupa zapravo direktna suma konaqno
mnogo cikliqnih grupa (te je prema prethodnim napomenama izomorfna
direktnom proizvodu cikliqnih grupa).

Uvedimo neke neophodne pojmove.
Ako je n najmaǌi broj za koji data grupa A ima sistem od n gene-

ratora (sistem od n generatora je ure�ena n-torka elemenata grupe
koji generixu celu grupu) i ako je [x1, . . . , xn] jedan takav sistem gene-
ratora, onda za ǌega ka�emo da je jedan minimalan sistem generatora.
Va�no je primetiti da va�i slede�e.

Ako je [x1, x2, . . . , xn] minimalan sistem generatora i q2, . . . , qn ma
koji celi brojevi, onda je i [x1 + q2x2 + · · · qnxn, x2, . . . , xn] jedan
minimalan sistem generatora.
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U ovu qiǌenicu, nije se texko uveriti. Samo treba pokazati da
je i novodobijeni sistem tako�e sistem generatora. Za to je dovoǉno
da se poka�e da se svaki od elemenata x1, . . . , xn mo�e izraziti preko
ovih generatora, a jedino xto tu zaista treba proveriti je da je x1

takav. No, to je jasno:

x1 = (x1 + q2x2 + · · · qnxn)− q2x2 − · · · − qnxn.

Definicija 100 Neka je [x1, . . . , xn] sistem generatora. Formula oblika

m1x1 + · · ·+mnxn = 0,

gde su m1, . . . ,mn ∈ Z, zove se relacija me�u generatorima. Relacija je
netrivijalna ukoliko je bar jedan od koeficijenata mi razliqit od nule.

Naravno da bi ova definicija trebalo da nas podseti na pojam line-
arne zavisnosti me�u vektorima u vektorskom prostoru. Kako radimo
sa Abelovim grupama, ovde imamo celobrojne koeficijente.

Definicija 101 Konaqno generisana Abelova grupa je slobodna ukoliko
ona ima sistem generatora me�u kojima nema netrivijalnih relacija.

Stav 102 Svaka konaqno generisana slobodna Abelova grupa izomorfna je
taqno jednoj grupi oblika Zn za neko n ≥ 1.

Naravno, sa Zn oznaqen je direktan proizvod od n grupa Z.

Dokaz. Neka je A neka konaqno generisana slobodna Abelova grupa
i [x1, . . . , xn] jedan sistem generatora me�u kojima nema netrivijalnih
relacija. Definiximo funkciju f : Zn → A sa:

f(m1, . . . ,mn) = m1x1 + · · ·+mnxn.

Nije texko uveriti se da je f jedan izomorfizam. Pre svega, jasno je
da je f ,,na”, poxto je [x1, . . . , xn] sistem generatora, te je zaista svaki
element u grupi tra�enog oblika. Osim toga, f je i ,,1–1”. Naime,
ako je f(m1, . . . ,mn) = f(p1, . . . , pn) to znaqi da je

m1x1 + · · ·+mnxn = p1x1 + · · ·+ pnxn.

Sledi da je
(m1 − p1)x1 + · · ·+ (mn − pn)xn = 0.

Kako me�u generatorima x1, . . . , xn, po pretpostavci, nema netrivi-
jalnih relacija, zakǉuqujemo da je m1 − p1 = · · · = mn − pn = 0, te
je f zaista ,,1–1”. Ostavǉa se za (vrlo laku) ve�bu dokaz qiǌenice
da se f sla�e sa operacijama.

Dakle, dokazali smo da je svaka konaqno generisana slobodna Abelo-
va grupa izomorfna nekoj od grupa Zn. Ostaje da doka�emo jedin-
stvenost, tj. da iz Zm ∼= Zn sledi da je m = n.
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Pretpostavimo, stoga, da je Zm ∼= Zn i da je m ≤ n. Iskoristi�emo
znaǌe linearne algebre. Naime, u grupi Zn postoje kanonski genera-
tori

e1 = (1, 0, . . . , 0)
e2 = (0, 1, . . . , 0)
...

...
...

...
...

...

en = (0, 0, . . . , 1)

n-dimenzionalnog vektorskog prostora Rn. Neka je h: Zm → Zn jedan
izomorfizam. Generatori grupe Zm su naravno

e′1 = (1, 0, . . . , 0)
e′2 = (0, 1, . . . , 0)
...

...
...

...
...

...

e′m = (0, 0, . . . , 1)

i ima ih m. Za svaki generator ei grupe Zn postoje celi brojevi
ai1, . . . , aim takvi da je

ei = h(ai1e′1 + · · ·+ aime
′
m) = ai1h(e′1) + · · ·+ aimh(e′m).

Iz ovoga sledi, ako sada posmatramo realni vektorski prostor Rn, da
je svaki od vektora baze tog prostora dobijen kao linerna kombinacija
m vektora: h(e′1), . . . , h(e′m), te ti vektori qine jednu generatrisu tog
prostora. No, mi znamo da n-dimenzionalni vektorski prostor ne
mo�e biti generisan sa maǌe od n vektora. Drugim reqima, mora
biti m ≥ n, te zakǉuqujemo da je m = n xto i zavrxava tra�eni
dokaz. 2

Doka�imo najpre dva stava, koji su od opxteg znaqaja, a bi�e
korix�eni i u daǉem izlagaǌu.

Stav 103 Neka su G1, G2 grupe i H1 /G1, H2 /G2. Tada je H1×H2 /G1×G2

i
G1 ×G2

/
H1 ×H2

∼= G1/H1 ×G2/H2.

Dokaz. Jasno je da H1 × H2 6= ∅, jer (e1, e2) ∈ H1 × H2 (naravno, sa ei
oznaqen je neutral u grupi Gi). Ako (h1, h2), (h′1, h

′
2) ∈ H1 ×H2, onda je

i (h1, h2)−1(h′1, h
′
2) = (h−1

1 , h−1
2 )(h′1, h

′
2) = (h−1

1 h′1, h
−1
2 h′2) ∈ H1 × H2, te je,

zaista, H1×H2 podgrupa od G1×G2. Ova podgrupa je i normalna, jer
iz (h1, h2) ∈ H1 ×H2 i (g1, g2) ∈ G1 ×G2 sledi da je

(g1, g2)(h1, h2)(g1, g2)−1 = (g1, g2)(h1, h2)(g−1
1 , g−1

2 ) = (g1h1g
−1
1 , g2h2g

−1
2 ),

a ovaj element pripada H1 ×H2, jer su podgrupe H1 i H2 normalne.
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Definiximo f :G1/H1 ×G2/H2 → G1 ×G2

/
H1 ×H2 sa:

f(g1H1, g2H2) = (g1, g2)H1 ×H2.

Proverimo najpre dobru definisanost f .

(g1H1, g2H2) = (g′1H1, g
′
2H2)

⇒ g1H1 = g′1H1, g2H2 = g′2H2

⇒ g−1
1 g′1 ∈ H1, g

−1
2 g′2 ∈ H2

⇒ (g−1
1 g′1, g

−1
2 g′2) ∈ H1 ×H2

⇒ (g1, g2)−1(g′1, g
′
2) ∈ H1 ×H2

⇒ (g1, g2)H1 ×H2 = (g′1, g
′
2)H1 ×H2.

Na sliqan naqin se proverava da je f ,,1–1”.

f(g1H1, g2H2) = f(g′1H1, g
′
2H2)

⇒ (g1, g2)H1 ×H2 = (g′1, g
′
2)H1 ×H2

⇒ (g1, g2)−1(g′1, g
′
2) ∈ H1 ×H2

⇒ (g−1
1 g′1, g

−1
2 g′2) ∈ H1 ×H2

⇒ g−1
1 g′1 ∈ H1, g

−1
2 g′2 ∈ H2

⇒ g1H1 = g′1H1, g2H2 = g′2H2.

Kako je f oqigledno ,,na” (zaxto je f ,,na”?), to ostaje da se proveri
da se f sla�e sa operacijama.

f((g1H1, g2H2)(g′1H1, g
′
2H2) = f((g1g′1)H1, (g2g′2)H2)

= (g1g′1, g2g
′
2)H1 ×H2

= ((g1, g2)(g′1, g
′
2))H1 ×H2

= (g1, g2)H1 ×H2 · (g′1, g′2)H1 ×H2

= f(g1H1, g2H2)f(g′1H
′
1, g
′
2H2).

2
Definiximo jednu va�nu podgrupu svake Abelove grupe. To je

torziona podgrupa.

Definicija 104 Neka je A Abelova grupa. Sa T (A) oznaqavamo skup svih
elemenata iz A koji su konaqnog reda.

Poka�imo da je T (A) zaista podgrupa od A (u odnosu na restrikciju
operacije sa A). Naime, 0 ∈ T (A). Osim toga, ako x, y ∈ T (A), to
znaqi da postoje m,n > 0 za koje je mx = 0 i ny = 0. No, tada je
mn(x−y) = mnx−mny = nmx−mny = n0−m0 = 0, te je i element x−y
konaqnog reda.

Stav 105 Neka su A i B izomorfne Abelove grupe. Tada je i T (A) ∼= T (B)
i A

/
T (A) ∼= B

/
T (B).
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Dokaz. Neka je f :A→ B izomorfizam. Poka�imo da je f [T (A)] = T (B),
iz qega �e slediti da restrikcija f na T (A) uspostavǉa prvi tra�eni
izomorfizam. No, kako je f izomorfizam, to za svaki element x ∈ A
va�i: ω(x) = ω(f(x)) ovo pokazuje da se element konaqnog reda slika
u element konaqnog reda, tj. da je f [T (A)] ⊆ T (B). Neka je y ∈ T (B).
Kako je f ,,na”, to postoji x ∈ A za koji je f(x) = y. No, kako je ω(y) =
ω(f(x)) = ω(x), to je i x konaqnog reda, tj. x ∈ T (A). Zakǉuqujemo da
je zaista f [T (A)] = T (B).

Doka�imo da je i A
/
T (A) ∼= B

/
T (B). Definixemo f̃ :A

/
T (A) →

B
/
T (B) sa: f̃(a+ T (A)) := f(a) + T (B). Funkcija f̃ jeste dobro defini-

sana. Naime, ako je a + T (A) = a′ + T (A), to znaqi da je a − a′ ∈ T (A).
No, tada je i f(a)−f(a′) = f(a−a′) ∈ f [T (A)] = T (B), te je f(a)+T (B) =
f(a′) + T (B).

Poka�imo da je f̃ ,,1–1”. Neka je f̃(a+T (A)) = f̃(a′+T (A)). To znaqi
da je f(a) + T (B) = f(a′) + T (B), te je f(a− a′) = f(a)− f(a′) ∈ T (B), te
je i element a − a′ konaqnog reda (zaxto?), tj. a − a′ ∈ T (A), pa sledi
da je a+ T (A) = a′ + T (A).

Neka je b+T (B) proizvoǉan element iz B
/
T (B). Kako je f ,,na”, to

postoji a ∈ A tako da je b = f(a). No, tada je b+ T (B) = f(a) + T (B) =
f̃(a+ T (A)). Zakǉuqujemo da je f̃ i ,,na”.

Ostaje da se poka�e da se f̃ sla�e sa operacijama.

f̃((a+ T (A)) + (a′ + T (A))) = f̃((a+ a′) + T (A))
= f(a+ a′) + T (B)
= (f(a) + f(a′)) + T (B)
= (f(a) + T (B)) + (f(a′) + T (B))
= f̃(a+ T (A)) + f̃(a′ + T (A)).

2
Slede�i jednostavan stav je veoma koristan.

Stav 106 Neka je q ∈ Z \ {0} i n ≥ 2. Tada je broj rexeǌa jednaqine qx = 0
u grupi Zn jednak NZD(q, n).

Dokaz. Neka je x ∈ Zn = {0, 1, . . . , n− 1}. Tada je

qx = 0 u grupi Zn akko n | qx u Z.

Neka je d = NZD(q, n). To znaqi da je q = dq1 i n = dn1, pri qemu je
NZD(q1, n1) = 1. Kako n | qx, to dn1 | dq1x, pa n1 | q1x. Kako su n1 i
q1 uzajamno prosti, dobijamo da n1 | x. Dakle, za x ∈ {0, 1, . . . , n − 1}
va�i: qx = 0 u grupi Zn ako i samo ako je x ∈ {0, n1, 2n1, . . . , (d− 1)n1}.
Zakǉuqujemo da jednaqina qx = 0 u grupi Zn zaista ima d = NZD(q, n)
rexeǌa. 2

Posledica 107 Broj rexeǌa jednaqine qx = 0 u grupi Zn1×Zn2×· · ·×Znk

jednak je NZD(q, n1)NZD(q, n2) · · ·NZD(q, nk).
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Dokaz. Ovaj rezultat neposredno sledi iz prethodnog stava. Naime,
ako je x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Zn1 × Zn2 × · · ·Znk

, to je qx = 0 ako i samo
ako je za sve i = 1, k: qxi = 0. S obzirom da je, prema prethodnom
stavu, broj rexeǌa jednaqine qxi = 0 u grupi Zni

jednak NZD(q, ni), to
tra�eni rezultat sledi. 2

Uradimo jedan primer primene prethodno dokazanog.

Primer 108 U grupi Z5×Z10×Z60 odrediti broj elemenata reda 3, 6 i 12.

Oznaqimo naxu grupu sa A. Tada je broj elemenata reda 3 u A za jedan
maǌi od broja rexeǌa jednaqine 3x = 0 u A (poxto je 0 tako�e jedno
rexeǌe ove jednaqine, a to je neutral, te nije element reda 3). Dakle,
broj elemenata reda 3 u ovoj grupi jednak je:

NZD(3, 5)NZD(3, 10)NZD(3, 60)− 1 = 1 · 1 · 3− 1 = 2.

Nexto je slo�enije odre�ivaǌe elemenata reda 6. Naime svaki
element reda 6 jeste rexeǌe jednaqine 6x = 0 u A, ali su i elementi
reda 2 i reda 3 tako�e rexeǌa ove jednaqine. Zapravo:

{x ∈ A : ω(x) = 6} = {x ∈ A : 6x = 0, 2x 6= 0, 3x 6= 0}.

Dakle, treba odrediti broj elemenata u skupu

{x ∈ A : 6x = 0} \ ({x ∈ A : 2x = 0}︸ ︷︷ ︸
B

∪{x ∈ A : 3x = 0}︸ ︷︷ ︸
C

).

Po dobro poznatoj formuli: |B ∪ C| = |B|+ |C| − |B ∩ C|. No,

x ∈ B ∩ C akko 2x = 0 i 3x = 0.

Zakǉuqujemo da je B∩C = {0}. Broj elemenata u B je, prema prethodnoj
posledici, jednak NZD(2, 5)NZD(2, 10)NZD(2, 60) = 1 · 2 · 2 = 4. Na isti
naqin se dobije da je |C| = 1·1·3 = 3, dok je |{x ∈ A : 6x = 0}| = 1·2·6 = 12.
Dobijamo da je broj elemenata reda 6 u grupi A jednak 12−(4+3−1) = 6.

Najslo�enije je odre�ivaǌe broja elemenata reda 12. Naime,

{x ∈ A : ω(x) = 12} = {x ∈ A : 12x = 0 ∧ (∀d)(1 ≤ d < 12⇒ dx 6= 0)}.

Nije texko uveriti se da se ovo mo�e pojednostaviti, tj. da je

{x ∈ A : (∃d)(1 ≤ d < 12 ∧ dx = 0)} = {x ∈ A : 4x = 0}︸ ︷︷ ︸
D

∪{x ∈ A : 6x = 0}︸ ︷︷ ︸
E

.

Primetimo da je D ∩ E = {x ∈ A : 6x = 0, 4x = 0} = {x ∈ A : 2x = 0}.
Kako je

|{x ∈ A : 12x = 0}| = NZD(12, 5)NZD(12, 10)NZD(12, 60) = 1 · 2 · 12 = 24
|{x ∈ A : 4x = 0}| = NZD(4, 5)NZD(4, 10)NZD(4, 60) = 1 · 2 · 4 = 8
|{x ∈ A : 6x = 0}| = NZD(6, 5)NZD(6, 10)NZD(6, 60) = 1 · 2 · 6 = 12
|{x ∈ A : 2x = 0}| = NZD(2, 5)NZD(2, 10)NZD(2, 60) = 1 · 2 · 2 = 4,
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to je broj elemenata reda 12 u grupi A jednak: 24− (8 + 12− 4) = 8. ♣
Koriste�i do sada ura�eno, mo�emo dokazati slede�i stav.

Stav 109 Neka su k, l, s, t ≥ 0 i d1, . . . , dk, r1, . . . , rl prirodni brojevi takvi
da je d1 > 1, r1 > 1, di | di+1, za i = 1, k − 1 i rj | rj+1, za j = 1, l − 1. Tada
iz

Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
× Zs ∼= Zr1 × Zr2 × · · · × Zrl

× Zt

sledi: s = t, k = l i di = ri za sve i = 1, k.

Dokaz. U dokazu �emo koristiti stav ??. U tu svrhu, odredimo
torzione podgrupe navedenih grupa. Va�i slede�e:

T (Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
× Zs) = Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk

× {0}s.

Naime, neka je x = (x1, . . . , xk, y1, . . . , ys) ∈ Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
× Zs.

Ukoliko je za bar jedno j0: yj0 6= 0, onda za ma koje n ≥ 1 va�i:
n(x1, . . . , xk, y1, . . . , ys) = (nx1, . . . , nxk, ny1, . . . , nys) 6= (0, . . . , 0, 0, . . . , 0), jer
nyj0 6= 0. Dakle, takav element ne mo�e biti konaqnog reda. S druge
strane, jasno je da je dk(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) = (0, . . . , 0, 0, . . . , 0) te za-
kǉuqujemo da je torziona grupa zaista gorenavedena podgrupa. Iz
stava ?? sledi da su za date grupe izomorfne ǌihove torzione pod-
grupe i odgovaraju�e koliqniqke grupe, xto, uz primenu stava ??
(kako se taqno taj stav primeǌuje?) sledi da je

Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
∼= Zr1 × Zr2 × · · · × Zrl

i Zs ∼= Zt.

Na osnovu stava ?? dobijamo da je s = t. Koncentriximo se sada na
izomorfizam

Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
∼= Zr1 × Zr2 × · · · × Zrl

.

Pretpostavimo, na primer, da je k ≥ l. Ako sa L oznaqimo grupu sa
leve strane, a sa D grupu sa desne strane, posmatrajmo broj rexeǌa
jednaqine d1x = 0 u ovim grupama. Kako su one izomorfne, to postoji
i bijekcija izme�u skupa rexeǌa ovih jednaqina (uverite se u to!).
No, broj rexeǌa ove jednaqine u grupi L jednak je

NZD(d1, d1)NZD(d1, d2) · · ·NZD(d1, dk) = d1 · d1 · · · d1 = dk1 ,

s obzirom na qiǌenicu da d1 | di za sve i ≥ 1. U grupi D, broj rexeǌa
ove jednaqine jednak je

NZD(d1, r1)NZD(d1, r2) · · ·NZD(d1, rl),

pri qemu je svaki od faktora u proizvodu ne ve�i od d1. S obzirom da
je ovaj proizvod jednak dk1 i da je k ≥ l, mora biti k = l i moraju svi
faktori u ovom proizvodu biti jednaki d1. Odavde sledi da d1 | r1.
Ukoliko bismo sada posmatrali broj rexeǌa jednaqine r1x = 0 u ovim
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grupama, na isti naqin bismo dobili da r1 | d1. Zakǉuqujemo da smo
dobili da je k = l i d1 = r1.

Posmatrajmo sada broj rexeǌa jednaqine d2x = 0 u ovim grupama.
Broj rexeǌa ove jednaqine u grupi L je d1d

k−1
2 , dok je u grupi D

taj broj d1s2 . . . sk pri qemu je si ≤ di za sve i ≥ 2. Dobijamo da je
d1d

k−1
2 = d1s2 . . . sk. Skra�ivaǌem sa d1 i korix�eǌem qiǌenice da

je si ≤ di, dobijamo da mora biti si = di za sve i ≥ 2. To posebno
znaqi da d2 | r2. Na isti naqin kao i pre, posmatraǌem broja rexeǌa
jednaqine r2x = 0 u ovim grupama, dobijamo da r2 | d2, pa mora biti
d2 = r2. Nastavǉaǌem ovog postupka dobijamo da je za sve i = 1, k:
di = ri, xto je i trebalo dokazati. 2

Pre�imo sada na naxu glavnu teoremu.

Teorema 110 Neka je A konaqno generisana Abelova grupa. Tada je A izo-
morfna taqno jednoj grupi oblika Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk

× Zl, gde je k ≥ 0,
l ≥ 0, d1 > 1 i di | di+1 za i = 1, k − 1.

Dokaz. Iz prethodnih rezultata sledi jedinstvenost grupe navedenog
oblika. Doka�imo sada egzistenciju.

Izvodimo dokaz indukcijom po minimalnom broju generatora. Ozna-
qimo taj minimalan broj generatora sa n. Naravno, grupa generisana
praznim skupom generatora je trivijalna grupa {0}. Prema tome,
n ≥ 1.

n = 1. U ovom sluqaju je sve jasno – radi se o cikliqnoj grupi i mi
znamo da je svaka cikliqna grupa izomorfna ili grupi Z, ili grupi
Zd za neko d > 1.

Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno za sve grupe sa maǌe
od n generatora. Imamo dve mogu�nosti.
1. Me�u n generatora grupe A nema netrivijalnih relacija. Na osno-
vu prethodnog stava zakǉuqujemo da je A izomorfna grupi Zn.
2. Me�u generatorima grupe A ima netrivijalnih relacija. Oznaqimo
sa d1 > 0 najmaǌi ceo broj za koji postoji sistem generatora [x1, . . . , xn]
grupe A, za koji va�i relacija

d1x1 +m2x2 + · · ·+mnxn = 0 (12)

za neke cele brojeve m2, . . . ,mn. Tvrdimo da va�i slede�e.

Ako je [y1, y2, . . . , yn] ma koji sistem generatora za koji va�i
d1y1 + r2y2 + · · · + rnyn = 0, za neke cele brojeve r2, . . . , rn, onda
d1 | ri za sve i = 2, n.

U suprotnom, pretpostavimo da ovo nije taqno za neke cele ri i neka,
na primer, d1 ne deli r2. To znaqi da je r2 = qd1 + s, pri qemu je
0 < s < r2. Dakle,

d1y1 + (qd1 + s)y2 + · · ·+ rnyn = 0,
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pa je i
d1(y1 + qy2) + sy2 + · · ·+ rnyn = 0.

Prema ranijoj napomeni, [y1+qy2, y2, . . . , yn] je tako�e jedan sistem gene-
ratora, a to je onda, naravno, i [y2, y1 + qy2, . . . , yn], no za taj sistem
generatora postoji (netrivijalna) relacija

sy2 + d1(y1 + qy2) + · · ·+ rnyn = 0,

pri qemu je 0 < s < d1. To protivreqi definicionom svojstvu koefi-
cijenta d1 te na taj naqin dobijamo kontradikciju.

Vratimo se na relaciju (??). Prema dokazanom, d1 | m2, . . . , d1 | mn.
Dakle, za neke cele brojeve qi je mi = d1qi za i = 2, n. Relacija (??)
svodi se na

d1x1 + d1q2x2 + · · ·+ d1qnxn = 0,

tj. na
d1(x1 + q2x2 + · · ·+ qnxn) = 0.

Dobijamo novi sistem generatora [z1, x2, . . . , xn] (gde je z1 = x1 + q2x2 +
· · · + qnxn) kod koga je d1z1 = 0. Ukoliko bi d1 bio jednak 1, onda
bi i naxa grupa imala maǌe od n generatora, a to protivreqi pret-
postavci. Stoga je d1 > 1. Posmatrajmo dve podgrupe grupe A:

A1 = 〈z1〉, B1 = 〈x2, . . . , xn〉.

Jasno je da je A1
∼= Zd1 (zaxto je to jasno?). Primetimo da je A1 +B1 =

A. Doka�imo da je ova suma zapravo direktna, tj. da je A1 ∩B1 = {0}.
U suprotnom, postoji netrivijalan element u ovom preseku, tj. za neko
s1 ∈ {1, . . . , d1 − 1} i neke cele s2, . . . , sn va�i:

s1z1 = s2x2 + · · ·+ snxn.

Dobijamo da je

s1z1 + (−s2)x2 + · · ·+ (−sn)xn = 0,

pri qemu je 0 < s1 < d1. To je, naravno, u kontradikciji sa defini-
cionim svojstvom broja d1, te tako nexto nije mogu�e i presek ovih
podgrupa je trivijalan. Dobili smo da je

A = A1 ⊕B1
∼= A1 ×B1

∼= Zd1 ×B1.

Abelova grupa B1 ima maǌe od n generatora, pa je po induktivnoj
hipotezi izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa (kao xto je
navedeno u formulaciji teoreme). Ako je ona izomorfna grupi Zn−1,
dokaz je zavrxen. U suprotnom, pojavǉuju se i konaqne cikliqne grupe
u proizvodu:

B1
∼= Zd2 × · · · × Zdk

× Zl,
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pri qemu je k ≥ 2 i di | di+1 za i = 2, k − 1. Tvrdimo da d1 | d2. U
suprotnom, grupa A ima sistem generatora [z1, z2, . . . , zn] (gde su gen-
eratori zi, za i ≥ 2, generatori podgrupa koje odgovaraju preostalim
faktorima u direktnom proizvodu), pri qemu je d2z2 = 0. No, tada je
d1z1 + d2z2 + 0z3 + · · ·+ 0zn = 0, te na osnovu ranije dokazanog sledi da
d1 | d2 (na osnovu qega ovo sledi?). Time je zavrxen dokaz da je svaka
konaqno generisana Abelova grupa izomorfna direktnom proizvodu
cikliqnih grupa tra�enog oblika. 2

Grupu navedenog oblika, izomorfnu grupi A, zovemo i normalna
forma te grupe, a brojeve di invarijantnim deliteǉima. Osim ove
forme, postoji i elementarna forma te grupe. Naime, korix�eǌem
qiǌenice da va�i izomorfizam Zmn ∼= Zm ×Zn, ukoliko su m i n uza-
jamno prosti, dobijamo da se svaka konaqno generisana Abelova grupa
mo�e predstaviti u obliku proizvoda cikliqnih grupa, pri qemu je
svaka konaqna cikliqna grupa, koja se pojavǉuje u tom proizvodu, reda
jednakog stepenu nekog prostog broja. Na primer, za grupu Z2×Z10×Z60

va�i izomorfizam

Z2×Z10×Z60
∼= Z2× (Z2×Z5)× (Z4×Z3×Z5) ∼= Z2×Z2×Z4×Z3×Z5×Z5

i tako je dobijena elementarna forma te grupe.
Na samom poqetku izlagaǌa o konaqno generisanim Abelovim gru-

pama, bilo je reqi o primeru Abelizacije diedarske grupe, koja je
bila zadata pomo�u generatora i relacija me�u tim generatorima.
Prodiskutujmo sada opxti sluqaj.

Xta zapravo znaqi kada ka�emo da je grupa zadata generatorima
i relacijama? Neka je, na primer, grupa A zadata generatorima
x1, . . . , xn i relacijama

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (13)

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

Ako je rj = aj1x1+aj2x2+· · ·+ajnxn, onda je zapravo grupa A izomorfna
koliqniqkoj grupi

Fn
/
〈r1, . . . , rm〉,

gde je sa Fn oznaqena slobodna Abelova grupa sa n generatora x1, . . . , xn.
Naime, znamo da u slobodnoj Abelovoj grupi sa n generatora x1, . . . , xn
(gde je n minimalan broj generatora) nema relacija me�u genera-
torima. Da bismo mi uveli neke relacije, mi tu grupi ,,seqemo” po
elementima koji definixu relacije (tako da ti elementi postaju neu-
tral u koliqniqkoj grupi), odnosno sa grupom generisanom tim ele-
mentima.
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Pogledajmo kako to izgleda u posebno jednostavnom sluqaju kada
su relacije oblika

d1x1 = 0
d2x2 = 0
· · · ·

dkxk = 0.

Tada je A ∼= 〈x1, . . . , xk, . . . , xn〉
/
〈d1x1, . . . , dkxk〉. No, s obzirom da su

x1, . . . , xn slobodni generatori grupe 〈x1, . . . , xn〉, tj. generatori me�u
kojima nema relacija, to je 〈x1, . . . , xn〉 = 〈x1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xn〉, te je

A ∼= 〈x1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xk〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xn〉
/

(〈d1x1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈dkxk〉)
∼= 〈x1〉 × · · · × 〈xk〉 × · · · × 〈xn〉

/
(〈d1x1〉 × · · · × 〈dkxk〉)

∼= 〈x1〉 × · · · × 〈xk〉 × 〈xk+1〉 × · · · × 〈xn〉
/
〈d1x1〉 × · · · × 〈dkxk〉 × {0} × · · · × {0}

∼= 〈x1〉
/
〈d1x1〉 × · · · × 〈xk〉

/
〈dkxk〉 × 〈xk+1〉

/
{0} × · · · × 〈xn〉

/
{0}.

S obzirom da je 〈xi〉
/
〈dixi〉 ∼= Zdi

i da je 〈xi〉
/
{0} ∼= Z, to dobijamo da

je A ∼= Zd1 × · · · × Zdk
× Z× · · · × Z.

Postavǉa se pitaǌe da li mo�emo transformisati poqetne relacije
me�u generatorima u ovako jednostavne relacije me�u (mo�da nekim
drugim generatorima), poxto bismo na taj naqin oqigledno mogli da
dobijemo normalnu formu date grupe. Odgovor je da je to mogu�e
uraditi.

Preformuliximo najpre nax problem na problem u vezi matrica
nad prstenom celih brojeva. Relacije (??) oqigledno se mogu i ovako
zapisati:

AX = 0,

gde je A matrica A = [aij ]m×n ∈ Mmn(Z), X = [x1, . . . , xn]T i 0 =
[0, . . . , 0]T . (Doduxe, ovde koristimo slovo A da oznaqimo i matricu i
Abelovu grupu, ali texko da mo�e da bude neke konfuzije!)

U linearnoj algebri koristili smo elementarne vrsta (kolona)
transformacije. Imali smo transformacije dva tipa. Prvi tip je
transformacija koja se sastoji od mno�eǌa neke vrste (kolone) date
matrice nekim invertibilnim skalarom (oznaka Vr := αVr (Kr := αKr)
oznaqava da r-tu vrstu (kolonu) mno�imo skalarom α). Drugi tip je
transformacija koja nekoj vrsti (koloni) dodaje drugu vrstu (kolonu)
pomno�enu nekim skalarom (oznaka: Vr := Vr + αVr za vrste, odnosno
Kr := Kr + αKs za kolone, gde je obavezno r 6= s). U sluqaju kada
radimo, kao xto je sada, sa celobrojnim matricama, onda je u prvom
tipu dopuxteno mno�eǌe samo sa 1 i −1 (poxto su to jedini celi
brojevi koji imaju inverz u odnosu na mno�eǌe), dok je u drugom
sluqaju isto kao i kod vektorskih prostora (imaju�i naravno u vidu
da su brojevi kojima mno�imo celi brojevi). Uz ove elementarne
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transformacije, mo�e se dodati i transformacija koja permutuje dve
vrste (kolone), a koja se mo�e izvesti kompozicijom prethodno nave-
denih (ovo je verovatno pravi trenutak da potra�ite neki u
benik
ili svesku iz Linearne algebre).

Ove operacije se mogu izvesti i mno�eǌem date matrice elemen-
tarnim matricama (podsetite se ovoga) i to mno�eǌem sleva ako ,,bara-
tamo” sa vrstama, odnosno zdesna, ako radimo sa kolonama. Sve ele-
mentarne matrice su invertibilne u prstenu Ms(Z) (matrica A ∈
Ms(Z) je invertibilna u Ms(Z) ukoliko postoji matrica B ∈ Ms(Z)
za koju je A · B = Is, gde je sa Is oznaqena jediniqna matrica reda s;
kvadratna matrica iz Ms(Z) je invertibilna akko joj je determinanta
jednaka 1 ili −1). Navodimo sada, bez dokaza, teoremu koja utvr�uje
da postoje tra�ene transformacije (ǌen dokaz nije te�i od dokaza
da je svaka konaqno generisana Abelova grupa izomorfna direktnom
proizvodu cikliqnih, ali rezultat koji daje je zapravo to, a tako
nexto smo ve� dokazali, pa nema potrebe da izvodimo i ovaj dokaz –
verovatno qitaocima ne�e previxe nedostajati jox jedan dokaz ,).

Teorema 111 Neka je A ∈ Mmn(Z). Tada postoje invertibilne matrice
P ∈Mm(Z) i Q ∈Mn(Z) tako da je PAQ = A0, pri qemu je

A0 =


d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · dk

0

0 0


i di | di+1 za i = 1, k − 1. 2

Kako je mno�eǌe invertibilnim matricama ekvivalentno vixestrukoj
primeni elementarnih transformacija, to zakǉuqujemo da ǌihovom
primenom mo�emo dobiti matricu tra�enog oblika, odnosno relacije
me�u poqetnim generatorima svesti na jednostavne relacije me�u (naj-
verovatnije) nekim drugim generatorima.

Mno�eǌe elementarnim matricama sleva odgovara elementarnim
transformacijama na vrstama, dok mno�eǌe zdesna odgovara trans-
formacijama na kolonama. Transformacije vrsta meǌaju relacije
me�u generatorima, ali ne i same generatore, dok transformacije na
kolonama meǌaju generatore.

Neka su generatori x1, . . . , xn i relacije me�u generatorima zadate
matricom A, tj. relacije su zadate sa

AX = 0.

Ukoliko je PAQ = A0, onda mno�eǌem gorǌe relacije matricom P
sleva dobijamo

PAX = 0.
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Sada, umetaǌem proizvoda Q ·Q−1 dobijamo

(PAQ)(Q−1X) = 0.

Stoga, ako sa Y = Q−1X oznaqimo novi sistem generatora, dobijamo

A0Y = 0.

Poka�imo kako ovo u praksi mo�emo izvesti, tj. kako da pogodno regi-
strujemo i nove relacije i nove generatore. Formirajmo matricu

R =


A 0

In

x1

...
xn

 .
Ciǉ je na poziciji matrice A dobiti matricu A0 transformacijom
vrsta i kolona. Naravno u toku rada izvodi�emo i transformacije
vrsta i kolona u proizvoǉnom poretku, ali da bismo pojasnili xta
se dexava, mo�emo pretpostaviti da smo prvo izveli sve potrebne
transformacije na vrstama, a potom na kolonama. Transformacije
na vrstama (i to naravno samo na prvih m vrsta ,,velike” matrice,
poxto �elimo matricu A da dovedemo na tra�en oblik) dovode do
ekvivalentne matrice

R1 =


PA 0

In

x1

...
xn

 .
Sada vrximo transformaciju na kolonama da bismo dobili matricu
A0, ali time meǌamo i kolone u jediniqnoj matrici. Tako dobijamo
novu matricu

R2 =


PAQ 0

Q

x1

...
xn

 .
Sada �elimo da ponovo dobijemo jediniqnu matricu umesto matrice
Q, tj. da identifikujemo nove generatore i to izvodimo transformaci-
jom na vrstama, ali samo na ,,doǌim” vrstama. Tako napokon dobijamo
matricu

R =


A0 0

In

y1
...
yn

 ,
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gde je A0 = PAQ, a Y = Q−1X (In dobijamo mno�eǌem sleva matricom
Q−1).

Uradimo par primera.

Primer 112 Neka je Abelova grupaA zadata generatorima x1, x2, x3 i relaci-
jama

2x1 − 4x2 + 2x3 = 0
4x1 + 4x2 − 8x3 = 0.

Odrediti normalnu formu ove grupe.

Rexeǌe. Polazimo od matrice

R =


2 −4 2 0
4 4 −8 0
1 0 0 x1

0 1 0 x2

0 0 1 x3


Transformacijom V2 := V2 − 2V1, dobijamo matricu

R1 =


2 −4 2 0
0 12 −12 0
1 0 0 x1

0 1 0 x2

0 0 1 x3


Transformacijama K2 := K2 + 2K1 i K3 := K3 −K1, dobijamo

R2 =


2 0 0 0
0 12 −12 0
1 2 −1 x1

0 1 0 x2

0 0 1 x3


Transformacija K3 := K3 +K2 dovodi do matrice

R3 =


2 0 0 0
0 12 0 0
1 2 1 x1

0 1 1 x2

0 0 1 x3


S obzirom da 2 | 12, dobili smo tra�enu matricu A0. Preostaje da
identifikujemo generatore. Transformacije V3 := V3−V5 i V4 := V4−V5

daju matricu

R4 =


2 0 0 0
0 12 0 0
1 2 0 x1 − x3

0 1 0 x2 − x3

0 0 1 x3


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Najzad, transformacija V3 := V3 − 2V4 dovodi do matrice

R5 =


2 0 0 0
0 12 0 0
1 0 0 x1 − 2x2 + x3

0 1 0 x2 − x3

0 0 1 x3


Dakle, novi generatori su y1 = x1 − 2x2 + x3, y2 = x2 − x3 i y3 = x3, a
relacije me�u ǌima su 2y1 = 0, 12y2 = 0. Zakǉuqujemo da je normalna
forma date grupe: Z2 × Z12 × Z. ♣

Primer 113 Grupa je zadata generatorima x1, x2, x3, x4 i relacijama

5x1 + 3x2 − 3x4 = 0
2x1 + 4x2 − 2x3 = 0

7x1 + 7x2 − 2x3 − 3x4 = 0.

Odrediti ǌenu normalnu formu.

Rexeǌe. Polazimo od matrice (obratite pa�ǌu da li neki generator
uqestvuje u datoj relaciji!).

R =



5 3 0 −3 0
2 4 −2 0 0
7 7 −2 −3 0
1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


Uvek je korisno odrediti najve�i zajedniqki delilac svih kompone-
nata matrice A. Taj broj �e zapravo biti tra�eni d1. ǋega treba
postaviti na poziciju (1, 1) i onda ga iskoristiti da se ,,poqiste” ele-
menti prve vrste i prve kolone. Posle toga se prelazi na podmatricu
koja ima jednu vrstu i jednu kolonu maǌe i postupak se nastavǉa.

U naxem sluqaju lako je uveriti se da je taj najve�i zajedniqki
delilac jednak 1. Transformacijom V1 := V1 − 2V2, dobijamo matricu

R1 =



1 −5 4 −3 0
2 4 −2 0 0
7 7 −2 −3 0
1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


.
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Transformacije V2 := V2 − 2V1 i V3 := V3 − 7V1 daju matricu

R2 =



1 −5 4 −3 0
0 14 −10 6 0
0 42 −30 18 0
1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


.

Transformacije K2 := K2 + 5K1, K3 := K3 − 4K1 i K4 = K4 + 3K1 daju
matricu

R3 =



1 0 0 0 0
0 14 −10 6 0
0 42 −30 18 0
1 5 −4 3 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


.

Sada se mo�emo koncentrisati na matricu[
14 −10 6
42 −30 18

]
.

Jasno je da je ovde najve�i zajedniqki delilac 2. Posle transforma-
cije K2 := K2 − 2K4 dobijamo matricu

R4 =



1 0 0 0 0
0 2 −10 6 0
0 6 −30 18 0
1 −1 −4 3 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 −2 0 1 x4


.

Primenimo transformaciju V3 := V3 − 3V2. Dobijamo

R5 =



1 0 0 0 0
0 2 −10 6 0
0 0 0 0 0
1 −1 −4 3 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 −2 0 1 x4


.

Transformacije K3 := K3 + 5K2 i K4 := K4 − 3K2 zavrxavaju prvi deo
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(odre�ivaǌe matrice A0):

R6 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 −1 −9 6 x1

0 1 5 −3 x2

0 0 1 0 x3

0 −2 −10 7 x4


.

Transformacije V4 := V4 + V5 i V7 := V7 + 2V5 daju

R7 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 −4 3 x1 + x2

0 1 5 −3 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 2x2 + x4


.

Posle transformacija V4 := V4 − 3V7 i V5 := V5 + 3V7, dobijamo

R8 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 −4 0 x1 − 5x2 − 3x4

0 1 5 0 7x2 + 3x4

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 2x2 + x4


.

Zavrxavamo nax rad primenom transformacija V4 := V4 + 4V6 i V5 :=
V5 − 5V6:

R9 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 x1 − 5x2 + 4x3 − 3x4

0 1 0 0 7x2 − 5x3 + 3x4

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 2x2 + x4


.

Dakle, novi generatori su

y1 = x1 − 5x2 + 4x3 − 3x4

y2 = 7x2 − 5x3 + 3x4

y3 = x3

y4 = 2x2 + x4,

dok su relacije me�u tim generatorima: y1 = 0, 2y2 = 0. Vidimo da
je jedan generator suvixan, tj. poqetni sistem nije bio minimalan
sistem generatora. Normalna forma date grupe je Z2 × Z× Z. ♣
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Komutativni prsteni sa jedinicom; poǉa

Zavrxni deo kursa zapoqiǌemo definicijom pojma komutativnog
prstena sa jedinicom.

Definicija 114 Komutativan prsten sa jedinicom je struktura (A,+, ·) za
koju va�i:

1. (A,+) je Abelova grupa;

2. (A, ·) je komutativan monoid;

3. za sve x, y, z ∈ A: x · (y + z) = x · y + x · z.

Neutral u odnosu na sabiraǌe oznaqavamo sa 0, ili sa 0A ukoliko je
potrebno da izbegnemo nedoumice, dok neutral u odnosu na mno�eǌe
oznaqavamo sa 1, odnosno 1A. Neutral u odnosu na sabiraǌe zove se
nula, a neutral u odnosu na mno�eǌe jedinica prstena. Kako �emo
se iskǉuqivo baviti komutativnim prstenima sa jedinicom, to �emo,
radi kratko�e, ponekad koristiti samo termin prstem (podrazumevaju-
�i da se radi o komutativnom prstenu sa jedinicom).

Primetimo da je proizvod ma kog elementa prstena i nule jednak
nuli. Naime, a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0. Kako je prsten Abelova
grupa u odnosu na sabiraǌe, to element a · 0 ima inverz (u odnosu na
sabiraǌe) i dobijamo da je 0 = a · 0. Postavǉa se pitaǌe: mo�e li u
nekom prstenu A va�iti jednakost 0A = 1A? Ukoliko je to tako i ako
je x ∈ A proizvoǉan element, dobijamo da je

x = x · 1A = x · 0A = 0A.

Dakle, u tom sluqaju bismo dobili da je A = {0A}. Takav prsten
nazivamo i nula prsten. U daǉem �emo pretpostaviti da prsteni sa
kojima radimo nisu nula prsteni, tj. da je 0 6= 1 u prstenu.

U proizvoǉnom prstenu mo�e se desiti da je x · y = 0, a da je i
x 6= 0 i y 6= 0. Na primer, u prstenu Z6 (u kome su operacije sabiraǌe
po modulu 6 i mno�eǌe po modulu 6) va�i: 2 · 3 = 0, a 2, 3 6= 0. Imamo
poseban naziv za takve elemente.

Definicija 115 Element a prstena A je deliteǉ nule ukoliko postoji
element b 6= 0 za koji je a · b = 0. Ukoliko je a deliteǉ nule i a 6= 0, onda je
a pravi deliteǉ nule.

Skup svih deliteǉa nule u prstenu A oznaqavamo sa Z(A).

Definicija 116 Element a prstena A je regularan ukoliko za sve x, y ∈ A
va�i: ako je a · x = a · y, onda je x = y.
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Dakle, regularni su oni elementi koje mo�emo da ,,skratimo”. Prime-
timo da je element regularan ako i samo ako on nije deliteǉ nule.
Naime, pretpostavimo da je a regularan element. Ukoliko bi on bio
deliteǉ nule, onda bi sledilo da je a · b = 0 za neki b 6= 0. No, iz
jednakosti a · b = a · 0 sledi da je b = 0. S druge strane, ako a nije
deliteǉ nule i ako je a · x = a · y, dobijamo da je a · (x − y) = 0. Iz
qiǌenice da a nije deliteǉ nule, sledi da mora biti x − y = 0, te
zakǉuqujemo da je a regularan element.

Skup svih regularnih elemenata prstena A oznaqavamo sa R(A). Na
osnovu prethodne analize, dobijamo da je A = Z(A) tR(A).

Definicija 117 Element a prstena A je invertibilan ukoliko postoji
element b ∈ A za koji je a · b = 1.

Ukoliko je a invertibilan, onda je element b za koji va�i a · b = 1
jedinstveno odre�en (zaxto?) i oznaqavamo ga sa a−1. Skup svih
invertibilnih elemenata prstena A oznaqavamo sa U(A). Jasno je da
je (U(A), ·) jedna Abelova grupa. Zovemo je multiplikativna grupa
prstena. Primetimo da je U(A) ⊆ R(A). Naime, ako je a ∈ U(A) i
a · x = a · y, onda je a−1 · a · x = a−1 · a · y, pa je 1 · x = 1 · y, te je x = y.

U opxtem sluqaju je R(A) 6= U(A). Na primer, R(Z) = Z \ {0}, dok je
U(Z) = {−1, 1}. No, zanimǉiv je slede�i stav.

Stav 118 U konaqnom prstenu svaki regularan element je invertibilan.

Dokaz. Neka je prsten A konaqan i a ∈ R(A). Definiximo La:A → A
sa: La(x) := a · x. Iz regularnosti elementa a sledi da je La ,,1–1”.
Naime, ako je La(x) = La(y), to znaqi da je a · x = a · y, a kako je a
regularan, dobijamo da je x = y. Kako je A konaqan, iz qiǌenice da je
La:A → A ,,1–1” sledi da je La i ,,na”. Stoga postoji b ∈ A za koje je
La(b) = 1, tj. a · b = 1, te zakǉuqujemo da je a invertibilan. 2

Definicija 119 Komutativan prsten sa jedinicom A je domen, ako on ne
sadr�i prave deliteǉe nule, tj. ako je Z(A) = {0}. Komutativan prsten sa
jedinicom A je poǉe ukoliko je svaki nenula element u A invertibilan, tj.
ako je U(A) = A \ {0}.

Oqigledno je da je svako poǉe i domen, dok kao posledicu prethodnog
stava dobijamo da je svaki konaqan domen i poǉe. Naravno, u opxtem
sluqaju ta dva pojma se ne poklapaju. Na primer, Z jeste domen, ali
nije poǉe. U narednom kursu vide�emo kako se svakom domenu mo�e
pridru�iti jedno poǉe, ali to ostaje za kasnije.

Primetimo da je U(Zn) = Φ(n) i da je Zn poǉe ako i samo ako je n
prost broj (uverite se da je to zaista tako!).

Pre�imo sada na pojam potprstena.

Definicija 120 Neka su (A,+A, ·A) i (B,+b, ·B) dva komutativna prstena
sa jedinicom pri qemu je B ⊆ A. Ka�emo da je B potprsten sa jedinicom
prstena A ukoliko je B ukoliko je
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1. za sve x, y ∈ B: x+B y = x+A y;

2. za sve x, y ∈ B: x ·B y = x ·A y;

3. 1B = 1A.

Dobro nam je poznato (zar ne?) da iz prvog uslova sledi da je 0B =
0A. No, moramo dodati uslov da je 1B = 1A. Naime, to ne sledi iz
prethodna dva uslova, kao xto slede�i primer jasno pokazuje.

Primer 121 Neka je A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}, B = {(0, 0), (1, 0)}, a
operacije su definisane po koordinatama, koriste�i sabiraǌe i mno�eǌe po
modulu 2. Preciznije:

(a, b) + (c, d) := (a+2 c, b+2 d);

(a, b) · (c, d) := (a ·2 c, b ·2 d);

Operacije na B su restrikcije operacija na A. Tada su i A i B komutativni
prsteni sa jedinicom, no, dok je 0A = (0, 0) = 0B , to je 1A = (1, 1) 6= (1, 0) =
1B . 2

Razmotrimo sada direktan proizvod prstena.

Definicija 122 Neka su (A1,+1, ·1), (A1,+2, ·2) . . . , (An,+n, ·n) komutativni
prsteni sa jedinicom. Na skupu A = A1×A2×· · ·×An definixemo strukturu
(A,+, ·) sa:

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) := (x1 +1 y1, x2 +2 y2, . . . , xn +n yn)
(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) := (x1 ·1 y1, x2 ·2 y2, . . . , xn ·n yn)

Ova struktura jeste komutativan prsten sa jedinicom i predstavǉa
direktan proizvod prstena A1, . . . , An. Ovde je 0A = (0A1 , . . . , 0An) i
1A = (1A1 , . . . , 1An). Ukoliko imamo bar dva faktora u proizvodu, u
ǌemu uvek ima pravih deliteǉa nule: (0A1 , . . . , 1An

) ·(1A1 , . . . , 0An
) = 0A.

Kako u poǉu nema pravih deliteǉa nule (zaxto?) zakǉuqujemo da
proizvod bar dva komutativna prstena sa jedinicom (qak i ako su svi
faktori poǉa) ne mo�e biti poǉe.

Slede�i stav utvr�uje strukturu multiplikativne grupe direk-
tnog proizvoda prstena.

Stav 123 Ako je A = A1 × · · · ×An, onda je U(A) = U(A1)× · · · × U(An).

Dokaz. Ovo nije texko pokazati.

⊆: Neka je a ∈ U(A). To znaqi da postoji b ∈ A takav da je a · b = 1A.
Drugim reqima, ako je a = (a1, . . . , an), onda postoje bi ∈ Ai takvi da je

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (1A1 , . . . , 1An).
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No, ova jednakost je ekvivalentna sa: ai ·i bi = 1Ai
za i = 1, n. To upravo

znaqi da ai ∈ U(Ai) za i = 1, n, tj. a ∈ U(A1)× · · · × U(An).

⊇: Neka a ∈ U(A1) × · · · × U(An). Dakle, a = (a1, . . . , an) ∈ U(A1) × · · · ×
U(An). Prema tome, ai ∈ U(Ai) za i = 1, n, pa postoje bi ∈ Ai takvi da je
ai ·ibi = 1Ai , za i = 1, n. No, odatle sledi da za element b−(b1, . . . , bn) ∈ A
va�i: a · b = 1A, te zakǉuqujemo da a ∈ U(A). 2

Stav 124 Ukoliko je (A,+A, ·A) ∼= (B,+B , ·B), onda je (U(A), ·A) ∼= (U(B), ·B).

Dokaz. Neka je f :A → B izomorfizam prstena. Dokaza�emo da je
f [U(A)] = U(B). Odatle sledi da restrikcija f na U(A) indukuje
tra�eni izomorfizam multiplikativnih grupa datih prstena.

⊆: Neka je a ∈ U(A). To znaqi da postoji a1 ∈ A tako da je a ·A a1 = 1A.
No, tada je f(a·Aa1) = f(1A), pa je f(a)·Bf(a1) = 1B. Dakle, f(a) ∈ U(B).

⊇: Neka b ∈ U(B). To znaqi da postoji b1 ∈ B tako da je b ·B b1 = 1B.
Kako je f ,,na”, postoje a, a1 za koje je f(a) = b i f(a1) = b1. Tako
dobijamo

f(1A) = 1B = b ·B b1 = f(a) ·B f(a1) = f(a ·A a1).

S obzirom na to da je f i ,,1–1”, sledi da je 1A = a ·A a1, tj. a ∈ U(A),
pa b ∈ f [U(A)]. 2

Pre�imo na neke konkretne primere prstena. Prethodni pojmovi
i rezultati da�e nam, uz malo rada, neke rezultate iz elementarne
teorije brojeva.

Teorema 125 Neka su m1,m2, . . . ,mn ≥ 2 celi brojevi za koje je ispuǌeno:
NZD(mi,mj) = 1 za i 6= j. Tada su prsteni Zm1m2···mn

i Zm1×Zm2×· · ·×Zmn

izomorfni.

Dokaz. Neka je m = m1m2 · · ·mn. Primetimo da oba prstena imaju m
elemenata. Stoga je, za dokaz postojaǌa izomorfizma, dovoǉno kon-
struisati jednu ,,1–1” funkciju iz jednog u drugi, koja se sla�e sa
operacijama, jer �e ta funkcija sigurno biti i ,,na”, tj. izomorfizam
(to su konaqni skupovi sa istim brojem elemenata). Ako sa ρk(x)
oznaqimo ostatak pri (euklidskom) deǉeǌu x sa k, onda je tra�ena
funkcija f : Zm → Zm1 × Zm2 × · · · × Zmn

definisana sa:

f(x) := (ρm1(x), ρm2(x), . . . , ρmn
(x)).

Doka�imo da je f ,,1–1”. Neka je f(x) = f(y). To znaqi da za i = 1, n
va�i: ρmi(x) = ρmi(y). No, ako dva broja imaju isti ostatak pri
deǉeǌu brojem mi, onda je ǌihova razlika deǉiva sa mi. Dakle, za
i = 1, n va�i: mi | (x − y). Kako su brojevi mi uzajamno prosti, sledi
da m | (x− y). S obzirom da x, y ∈ Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}, dobijamo da je
x− y = 0, tj. x = y.
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Doka�imo da se f sla�e sa operacijama, tj. da je za sve x, y ∈ Zm:
f(x +m y) = f(x) + f(y) i f(x ·m y) = f(x) · f(y) (gde je sa +, odnosno
· oznaqena operacija u direktnom proizvodu, za koju znamo kako se
definixe). Dokaza�emo to za operaciju mno�eǌa, dok sliqan dokaz
za sabiraǌe ostavǉamo za ve�bu.

Dakle, treba dokazati da je f(x ·m y) = f(x) · f(y) za sve x, y ∈ Zm.
S obzirom na definiciju funkcije f i definiciju operacije ·, ovo se
svodi na dokaz qiǌenice da je za sve i = 1, n ispuǌeno:

ρmi(x ·m y) = ρmi(x) ·mi ρmi(y).

Dokaz �emo izvesti tako xto �emo pokazati da su i leva i desna
strana ove jednakosti zapravo ostaci pri deǉeǌu x·y sa m (gde je ovde
· operacija mno�eǌa celih brojeva). Naime, po definiciji operacije
·m imamo da je

x · y ≡ x ·m y (mod m).

Primetimo da va�i slede�e: ako je a ≡ b (mod m) i ako k | m, onda je i
a ≡ b (mod k). Naime, a ≡ b (mod m) je ekvivalentno sa m | (a− b). Kako
k | m, to sledi da je i k | (a− b), xto je ekvivalentno sa a ≡ b (mod k).
Stoga, iz

x · y ≡ x ·m y (mod m),

sledi da za sve i = 1, n va�i:

x · y ≡ x ·m y (mod mi).

S obzirom da je
x ≡ ρk(x) (mod k),

dobijamo da je
x ·m y ≡ ρmi

(x ·m y) (mod mi),

te, napokon, dobijamo da je

x · y ≡ ρmi(x ·m y) (mod mi).

S obzirom da je ρmi(x ·m y) ∈ Zmi , sledi da je taj broj zapravo ostatak
pri deǉeǌu x · y sa mi.

Kako je x ≡ ρmi
(x) (mod mi) i y ≡ ρmi

(y) (mod mi), to je

ρmi(x) ·mi ρmi(y) ≡ x ·mi y (mod mi).

No,
x ·mi y ≡ x · y (mod mi),

te je i
x · y ≡ ρmi(x) ·mi ρmi(y) (mod mi).
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S obzirom da ρmi
(x) ·mi

ρmi
(y) ∈ {0, . . . ,mi − 1}, sledi da je ρmi

(x) ·mi

ρmi
(y) ∈ {0, . . . ,mi− 1} ostatak pri deǉeǌu x · y sa mi. Zakǉuqujemo da

mora biti
ρmi

(x) ·mi
ρmi

(y) = ρmi
(x ·m y),

jer je i jedan i drugi broj ostatak pri deǉeǌu x · y sa mi. 2

Posledica 126 (Kineska teorema o ostacima) Neka su m1,m2, . . . ,mn ≥
2 celi brojevi za koje je NZD(mi,mj) = 1 za i 6= j. Tada za proizvoǉne
xi ∈ Z, i = 1, n, sistem kongruencija

x ≡ x1 (mod m1)
x ≡ x2 (mod m2)

... (14)
x ≡ xn (mod mn)

ima jedinstveno rexeǌe po modulu m1m2 · · ·mn.

Dokaz. Funkcija f , definisana u prethodnoj teoremi, je izomor-
fizam. Mi �emo iskoristiti qiǌenicu da je ona ,,na”. Neka su
x1, x2, . . . , xn ∈ Z. Sa ri oznaqimo ostatak pri deǉeǌu broja xi sa mi.
Jasno je da tada va�i xi ≡ ri (mod mi), za i = 1, n. Formirajmo n-torku
(r1, r2, . . . , rn) ∈ Zm1 ×Zm2 ×· · ·×Zmn

. Kako je f ,,na”, to postoji x ∈ Zm
(gde je m = m1m2 · · ·mn) za koje je f(x) = (r1, r2, . . . , rn). No, s obzirom
na definiciju f , to zapravo znaqi da je x ≡ ri (mod mi) za i = 1, n
(uverite se da je to zaista tako!), te je i x ≡ xi (mod mi) za i = 1, n.
Dakle, sistem kongruencija ima rexeǌe. Proverimo i jedinstvenost
rexeǌa. Neka je x′ ∈ Z neki drugi ceo broj za koji je x′ ≡ xi (mod mi)
za i = 1, n. Dobijamo da je x ≡ x′ (mod mi) za i = 1, n. To znaqi da
mi | (x−x′) za i = 1, n. Kako su mi uzajamno prosti to daje: m | (x−x′),
te je rexeǌe zaista jedinstveno po modulu m (jedinstvenost rexeǌa
sledi i iz qiǌenice da je f ,,1–1” – proverite kako sledi). 2

Posledica 127 Ako sum1,m2, . . . ,mn celi brojevi za koje je NZD(mi,mj) =
1, za i 6= j, onda je ϕ(m1m2 · · ·mn) = ϕ(m1)ϕ(m2) · · ·ϕ(mn).

Dokaz. Na osnovu pretpostavki iz dokazane teoreme sledi da va�i
izomorfizam prstena Zm ∼= Zm1×· · ·×Zmn

. Na osnovu stava ?? i stava
?? dobijamo da je U(Zm) ∼= U(Zm1) × · · · × U(Zmn). S obzirom da je
U(Zk) = Φ(k) i da je ϕ(k) = |Φ(k)|, tra�eni rezultat sledi (uverite se
u to!). 2

Kao xto znamo, ukoliko je F poǉe, onda je U(F ) = F \ {0}. Ova
grupa, naravno, mo�e biti i beskonaqna (ako je poǉe F beskonaqno).
Ono xto je zanimǉivo je da imamo vrlo jednostavan opis za konaqne
podgrupe grupe U(F ). Najpre doka�imo jedan pomo�ni stav.
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Stav 128 Neka je A Abelova grupa reda m i neka je za svaki pozitivan ceo
broj d takav da d | m broj rexeǌa jednaqine dx = 0 u grupi A najvixe d, tj.

|{x ∈ A : dx = 0}| ≤ d. (∗)

Tada je grupa A cikliqna.

Dokaz. Na osnovu teoreme o karakterizaciji konaqnih Abelovih grupa,
A ∼= Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk

za neko k ≥ 1, pri qemu je d1 > 1 i di | di+1

za i = 1, k − 1. Da bismo dokazali da je A cikliqna dovoǉno je (a i
potrebno) da doka�emo da je k = 1. Na osnovu ranije leme o broju
rexeǌa jednaqine d1x = 0 u ovakvom proizvodu, znamo da je taj broj
jednak NZD(d1, d1)·NZD(d1, d2) · · ·NZD(d1, dk) = dk1. No, na osnovu uslova
(∗), taj broj ne sme biti ve�i od d1, te mora biti k = 1. 2

Teorema 129 Neka je F poǉe i (A, ·) konaqna podgrupa grupe (U(F ), ·). Tada
je A cikliqna grupa.

Dokaz. Neka je red grupe A jednak m i neka d | m. Kako je grupa A za-
data multiplikativno, to �emo u primeni prethodnog stava koristiti
multiplikativan zapis. Da bismo dokazali da je A cikliqna, dovoǉno
je da doka�emo da je ∣∣{a ∈ A : ad = 1}

∣∣ ≤ d.
No, svako rexeǌe jednaqine ad = 1 u poǉu F je zapravo nula polinoma
p(X) = Xd − 1 ∈ F [X]. Sada mo�emo iskoristiti dobro poznatu qi-
ǌenicu da nenula polinom sa koeficijentima u poǉu ne mo�e imati
vixe nula nego xto je ǌegov stepen. S obzirom da je stepen ovog
polinoma jednak d, va�i tra�ena nejednakost i rezultat sledi. 2

Kako je Zp poǉe ukoliko je p prost broj, to je grupa (Zp \{0}, ·p) ci-
kliqna grupa reda p−1. Na osnovu jedinstvenosti (do na izomorfizam)
cikliqnih grupa datog reda sledi da je ova grupa izomorfna grupi
(Zp−1,+p−1). No, zanimǉivo je (i korisno) eksplicitnije zadati taj
izomorfizam. U tu svrhu uvodimo slede�u definiciju.

Definicija 130 Ma koji generator cikliqne grupe (Zp \ {0}, ·p) naziva se
primitivni koren po modulu p.

Qitalac se mo�e zapitati ,,primitivni koren iz qega?” Zapravo je
to primitivni koren iz jedinice (jer u Zp va�i: xp = 1 za sve x ∈
Zp). Ovo je povezano sa ,,obiqnim” korenima iz jedinice (u poǉu C) –
podsetite se primera grupe Cn sa poqetka kursa!

Stav 131 Neka je p prost broj i r ma koji primitivan koren iz jedinice po
modulu p. Tada je sa:

indr(a) = x akko rx = a,

definisan jedan izomorfizam indr: (Zp \ {0}, ·p)→ (Zp−1,+p−1).
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(Texko je ne primetiti sliqnost sa definicijom logaritma za osnovu
r, zar ne?)

Dokaz. Kako je Zp \ {0} = 〈r〉 = {r0, r1, . . . , rp−2}, to je jasno da je indr
jedna bijekcija. Treba pokazati da se sla�e sa operacijama, tj. da je

indr(a ·p b) = indr +p−1 indr(b),

za sve a, b ∈ Zp. U tu svrhu, neka je indr(a) = x i indr(b) = y. To znaqi
da je rx = a i ry = b. Dakle,

a ·p b = rx ·p ry = rx+y.

S obzirom da je rp−1 = 1 u grupi Zp, to je i

rx+y = rx+p−1y

(x+ y i x+p−1 y razlikuju za umno�ak broja p− 1). Stoga je

a ·p b = rx+p−1y.

Na osnovu definicije indr, dobijamo da je x +p−1 y = indr(a ·p b). Ako
se podsetimo xta su x i y, dobijamo da je zaista indr(a) +p−1 indr(b) =
indr(a ·p b), xto se i tra�ilo. 2

Pogledajmo jedan primer primene primivnih korena.

Primer 132 a) Na�i sve primitivne korene po modulu 13.
b) Rexiti kongruenciju x5 ≡ 7 (mod 13).

Rexeǌe. a) Metod je jednostavan. Direktnom proverom na�imo jedan
primitivni koren. Neka je to r. Tada su svi ostali primitivni
koreni jednaki rx, gde je x uzajamno prost sa 12 (multiplikativna
grupa je reda 12, ǌen generator je r – podsetite se reda elementa rx).

U ovom sluqaju, direktnom proverom dobijamo da je jedan primi-
tivni koren jednak 2 (raqunamo u Z13):

21 = 2
22 = 4
23 = 8
24 = 3
25 = 6
26 = 12
27 = 11
28 = 5

210 = 10
211 = 7
212 = 1.
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Dakle, primitivni koreni su jox i 25 = 6, 27 = 11 i 211 = 7. Zbog
primene na rexavaǌe kongruencija, pogodno je napraviti i slede�u
tabelu.

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
indr(a) 0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6

b) Neka je x ostatak pri deǉeǌu x sa 13 i y = ind2(x). Tada se

x5 ≡ 7 (mod 13)

svodi na
5y ≡ ind2(7) (mod 12),

(x5 ≡ x5 (mod 13)), tj. na

5y ≡ 11 (mod 12).

S obzirom da je 5 · 5 ≡ 1 (mod 12) i da je 55 ≡ 7 (mod 12), dobijamo da
je y = 7 (y ∈ Z12). S obzirom da iz ind2(x) = 7 sledi da je x = 11
(pogledajte tablicu), dobijamo i tra�eno rexeǌe: x ≡ 11 (mod 13) ♣

Za sam kraj kursa ostavili smo jednu poznatu teoremu iz elemen-
tarne teorije brojeva.

Teorema 133 (Vilsonova teorema) Neka je p prost broj. Tada je

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Dokaz. Ako je p = 2, sve je jasno. Pretpostavimo da je p neparan prost
broj. Uoqimo polinom q(X) = Xp−1 − 1 ∈ Zp[X]. To je polinom stepena
p−1 i u poǉu on mo�e imati najvixe p−1 razliqitu nulu. S obzirom
da je za sve a ∈ {1, . . . , p− 1}: ap−1 ≡ 1 (mod p), to su sve nule polinoma
q(X) zapravo 1, 2, . . . , p− 1 (iz poǉa Zp). Stoga je

q(X) = (X − 1)(X − 2) · · · (X − (p− 1)).

Dobijamo da je

q(0) = (0− 1)(0− 2) · · · (0− (p− 1)),

odnosno
−1 = (−1)(−2) · · · (−(p− 1)),

u poǉu Zp. Prelaskom na cele brojeve dobijamo da je

−1 ≡ (−1)(−2) · · · (−(p− 1)) (mod p),

tj.
−1 ≡ (−1)p−11 · 2 · · · (p− 1) (mod p),

S obzirom da je p neparan, dobijamo da je

−1 ≡ (p− 1)! (mod p),

xto je i tra�eno. 2
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