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I'pyne

OCHOBHU TIOjMOBUY U TPUMEPU

I'pyme cy jeman onm meHTpajHuUX O0jekaTa y OBOM KYPCY U HEKOJIUKO
Henmesdma he Outu mocseheno ynpaso muma. Ilojam rpyme moske ce yBecTu
Ha N1Ba €KBUBAJICHTHA HAUUHA.

He¢pununnuja 1 Mpyna je anreBapcka crpykTypa (G, +), rBe je G HenpasaH ckyr,
a - GuHapHa onepauuja Ha ckyny (G, 3a KOje Baxu:

l.saceez,y,2€G: (z-y)-z=x-(y-2);
2. noctoju e € G Tako fAa je 3a cBakM & € (G UCMYHEHO: T € =T =€ - T;

3.3acBakm z € Gnocrojnz € GTako pajexr-T=e=2-x.

IHedounuanmuja 2 Mpyna je anrebapcka ctpyktypa (G,-,,1), roe je G HenpasaH
ckyn, - BuHapHa onepauuja Ha ckyny G, ' yHapHa onepauuja Ha ckyny G un 1
n3abpaHu enemeHT 13 (G, 3a KOje BaXu:

l.saceez,y,2€G: (z-y)-z=x-(y-2),
2.3aceezrz €G- 1=2=1- -z
3.3aceez G-’ =1=2"-2.

ITorasxkumo na cy oBe mepumHUNNje €KBUBAJIEHTHE.

Axo je (G,-/,1) rpyna y cMmucay apyre mneduHUNZje OHAA je TPaKEHU
eJIeMEeHT e U3 IpBe neduHUNMje 3ampaBo 1, ok je 3a x € G TpakeHU e-
eMeHT T 3ampaso z’. Ilakie, TO je OmOCTa jeAHOCTaBHO. HemTo je Texke
IIOKA3aTU KAKO Ce Ha OCHOBY CTPYKTYP€ M3 IpBe nepuHUNMje 100uja CTPYK-
Typa u3 Apyre.

IMpernocrasumo na je crpykrypa (G,-) rpymna y CMUCILy TpBe mneduHu-
muje. IIpumerumo na je exemeHT e (KOju ce 30Be HEyTpaJ I'PyIe), U3 OBE
nebuaunuje, jenumacreeno onpeben. Hawmme, npermocraBuMmo na mocToju u
eneMenT [ KOju 3a00BOJbAaBa UCTE yCJIOBE Kao u e. Tanma mobujamo ma je
e-f = f momro je e meyTpad, anu je u e- f = e momro je f meyrpaia. Ilakie,
e = f. 3a uzabpaHu ejxeMeHT, KOju HaM Tpeba y APYroj AepUHUNUJUA Y3U-
MaMO eJIEMEHT €.

Ila 6ucmo umanu nepuHECAHYy yHADHY onepaunjy ' Ha ckyny G, koja
3a00BOJbABa yCJIOBE U3 Apyre Ne@umHUIMje, IOKAKUMO Ia je 3a JaTU elle-
MeHT = € G enemenT T (KOjU ce 30BE WMHBED3 €JIEMEHTA ) jeANHCTBEHO
onpeben. To ce mokasyje Ha cIWYaH HAYMH KaO U je IMHCTBEHOCT HEYTPAJIA.
I[IpernocTaBuMO ma, ocuM T, TOCTOjU U €JIEMEHT I, KOjU 3a0BOJLABA UCTE



ycaose. Tana je - (x-Z) =% -e =%, no takobe je &- (z-Z) = (Z-x)-T =
e-T = T u gobujamo ma je ¥ = T. Ilawme ca: 2z’ := T, npu uemy je T
jeIMHCTBEHM eJIeMEHT 13 IpBe AepurHunuje, nobujamo mo6po gedprHUCAHY
YHaApHY ollepanujy, Koja 3aI0BOJbaBa CBOJCTBA U3 Apyre NeUHUIUT]E.

Yoynyhe hemo vemhe xopuctutu npBy neduHUNU]Y, TP deMy hemo
3HAK ollepanuje - yecTo m3ocrasibaru (makie mucahiemo xy, a He = -y), a
n ymecto ,nara je rpyma (G,-)”, mucahemo xpatro ,mara je rpyma G”.
Ocum ToTa, MHBEP3 eJeMeHTa & 0OMYHO heMo 3ammcuBaT OBaKo: T L.

okaskmMO caza HEKa jeTHOCTAaBHA CBOjCTBa KOja CJIene M3 aKCHUOMa
rpyme. ¥YBemmMo Hajupe jemny momohlimy osmary. IIpomsson [[I, z; (rame
x; € G) meuHUAMEMO PEKYyPEHTHOM (OPMYJIIOM

n
Ha:i :=e, aro je n =0,
i=1

n+1 n
H T; = Hml “Tpt1, 321 2> 0.
i=1 i=1
IlocebHoO, ako je 1 = x9 = -+ = &, = &, YMECTO H?:l x numemo z". Yecto

hemo ymecro [[1; z; mucaru (z1 - - - ,,).
e 3a cBako n > 2 U CBako T, 3a Koje je 1 < r < n Baxku:

(1 2p) (T ) = (21 20).

OBo 3ampaBo 3HAUM [a 3arpa,ie MOKEMO IIPOU3BOJHHO 18 TOCTABILAMO,
na ux Mu yecto Hehemo Hu nucatu. Pesynrar ce 6e3 Temkoha moka-
3yje MHAYKIUjOM TIO n. &Y CAydYajy Oa Cy CBU X; jeIHAKUA AOOUjamo ma
je 3a cee m,n € N: g™Mg" = ™",

e 3acBaku z € G :
(z71) 1 = o

OsBaj pesynrar cjenu U3 je IMHCTBEHOCTU UHBep3a. Haume, u eaeMeHT

x u enement (v 1)~! 3am0BOMmaBAjy yCTOBe 3a WHBEP3 eJIeMeHTa T !,
Ila Cy CTOra jenHaKU.

e 3a cee z,y € G:

—1 1

(zy) =y a7l
Ob6pature naxmwy Ha penocaen paxkropal! IIposepumo na nu je y~

UHBEP3 €JIEeMEHTa TY:

1 1

T

1 1 -1

(e (ay) =y ey =y ey =y Ty =e,

(xy)(y e ) =x(yy DN =zer =z = e



e Cpaxka jemmauuHa OO0JIUKA
ar =05 (*)
nMa TavyHO jenHo pememe vy G. To je Tauno m 3a jemqHauumny o0JMKA

xa = b. (o)

Huje Temko mposepuTu na je a”'b jemmo pememe jemmadmue (*):

a(a™'b) = (aa™ b =eb=b.

1 1

Pememe je jemuncTBeHno: m3 ar; = ars cjienw Oa je a” ar; = a” aTs,

Tj. ex; = exg, A MOpa OuTU T1 = Ts.
e 3acea,r e Gun>1:

(axa™")" = az"a™'.

Iloka3 ce m3BOAM WHIYKIXjOM TIO 7.

Axo je n =1, onga je rBpheme TpuBmjasno Ttauno. [IpermocraBumo
na je TBpbheme TayHO 3a N W HOKaKMMO ra 3a n+ 1.

(aza™")"" = (aza )" (aza™') = az"a taza™! = az"za"! = az" a1t

VHAYKTVUBHA XUIIOTE3a

Crenen emementa '™ MOKe ce MeGUHUCATH U 38 HETATUBHE 1M

"= (z7H", zan > 1.

0

Hapasno, ako je n =0 y3umamo z° = e. 3a BexkOy HOKA3aTU Oa BAKU:

e 3a cako z € G u cBako n > 1: z7" = (z") 7L,
e 3a cBako x € G u cBe m,n € Z: z™a" = ™",

e 3a cBako z € G u cBe m,n € Z: (a™)" =™,

[Ipebumo cana wa npumepe rpyna. [IpBu u HajjenHOCTABHUjU TpUMEDPU
rpymna cy mpuMmepu rpyna koje ¢popmupajy Gpojesu. To cy rpyme (Z,+),
(Q,+), (R,+), (C,+), a rarkobe u (Q\ {0},), (Q+v 9, (R\{0},), (R+v )5
kao u (C\ {0},-). Hapasmno, oBne cy + u - yobuuajene omeparmje cabu-
pama 1 MHOEeHma Opojesa, nok cy ca Qf (RT) osmauenu cBu nozutusnu
pammonasuu (peanau) O6pojesu. Ho, HapaBHO Oa mOjaM pyle HUje yBeIeH
360T rpyna Koje unHe OpojeBu.

[MTocmaTpajMo HEKM MpaBOyraoHUK, KOju Huje kBagpar. CeM maeHTUUHE
TpaHchopManuje, OH MMa jOII CaMO TPU CHUMETDUje: [Be OCHe pedek-
cuje (y omHOCY Ha OCe KOje Cy CUMeTpaJie HACIPAMHAX CTPAHUIA) U jeqHy
nenTpaany pediexcujy (y OTHOCY Ha HEHTAp MPABOYTaOHUKA). JACHO je



a, KOMIIO3UNUja T€ ABE OCHe pediekcuje naje nenrpasny. O3HAUNMO OBY
IPYIy U HEHE eJIEeMEHTEe Ca

V = {Ea 01, Uva}v

rie je ca € O3HaYEHa UIEHTUYHA TpPaHCPOpMaIUja, 0] U 03 Cy OCHE pe-
¢duercuje, a p menrpassa pediercuja. Hwuje Temro cacraButy Tabaumy
MHOKE€Hha y OBOj I'DYIN.

ole o1 a2 p
9 9 g1 02 P
g1 | 01 e P g2
g9 | 02 P g o1
pl p 02 01 €

IIprMeTnMO [a 3a CBAKU €JIeMEHT T OBe TPYIIe BaXKW: T2 = € U [a je TpyTa

roMyTaTuBHA. RacHuje hemo BumeTu na U3 IpBe YMHEHUIE CJIEAU U APYTa.
I'pyna V 30Be ce u Kinajuosa rpyna.

[Ipebumo cana Ha cnoskeHuje mpumepe.

I[TocmarpajmMo HEKr TpPaBUIHM MHOIOYrao y PaBHU W MOTPYIWMO CE Oa
nabeMmo kKoje cBe OH cuMerpuje uMma. Y Ty CBPXY, 3a MMOYETaK, HUjE JIOIIe
mocMaTpaTd HEKM KOHKPETaH ciyvaj U MU NeMo ce KOHIEHTPUCATU Ha ABa
npuMepa. Ha mpaBuiHM METOYrao M NPaABUJIHU IIECTOYTAO0.

Cumerpuje Koje mocToje y paBHU Cy: TpaHCJIalWje, pOTaluje, OCHE pe-
¢duercuje um kausajyhe pedaekcuje. Aro uurasan Huje uyo 3a kau3ajyhe
petdrexcuje, To My mumra Hehe cmeratu. Hawmme, knuzajyha pediercuja
je Kommosumuja jenHe TpaHclaluje M jemHe ocHe pediekcuje, ma je mo-
BOJLHO IOTJIENATH IITa Ce JellaBa Ca TPAHCIAIUjaMa U OCHUM pedIeKCu-
jama. JacHo je ma Tpancianuje He moJsiaze y 003UpP KaO CUMETPUje HEKOT
MuOroyria. CamdvHo ce Mory m30anuTy u CBe POTalrje CeM OHE OKO IEHTPA
MmHOroyria. HapaBuo, He mosna3e y 0063up HU CBe pOTaIKje OKO IEHTPA MHO-
royryaa. ¥ ciaydajy TpaBUIHOT N-TOyTJa, y ,ATPpU Cy CaMO pOTaluje 3a
yraose obswnka 2kmw/n. Tako mobujaMo n pa3InUATAX POTANMja, OTHOCHO
CUMeTpHja IPaBUJIHOT n-Toyriaa. [lakime, y ciaydajy ODpaBUJIHOD IETOYIJIa
nMaMo 5 poTanuja, IOK y CIAydajy MIPaBUIHOL MIECTOYTJIa UMaMo 6 poTanmja
(me 3abopaBuMO ma je poramuja 3a yrao 2nm/n, OZHOCHO poTalyja 3a
yrao 2w 3ampaBo uaeHTuuHa Tpanchopmanuja). IlrTo ce tmye ocHux pe-
¢iexcuja, Ty je moOpO pa3NMKOBATH CIydaj IEeTOyIJa ¥ ImecToyriaa. Y
CIy4ajy IeToyrJja, MMaMO IIeT OCHUX pe(JIeKCHja M TO OKO IPaBUX KOje
mpoJia3e Kpo3 jeqHO TeMe U CPENUINTEe HacIpaMHE CTPaHUIe. Y CIaydajy
NPaBWJHOD MIECTOYIJIa MMaMO TPU PedieKCHuje y OTHOCY Ha IpaBe Koje
mpoJia3e Kpo3 HACIPAMHA TEMEHA W jOII TPW y OLHOCY Ha IpaBe KOje IMpo-
ja3e KpO3 CpeauInTa HACIPaMHUX cTpaHuna. HapaBHO, IpemopydyjeMo
YUTAOIY Ja HaupTa oaroBapajyhe mpresxe.

OsnaunMmo ca p poramujy 3a yrao 27/n y cMepy CyIPOTHOM KDPETaHY
Ka3aJ/bKe Ha JYACOBHUKY. BumuMo ma cy Tamga cBe poramuje obmuka pF 3a



ek k xoju Moske y3umaru Bpennocty ox 0 no n— 1 (roBopumo o npasuii-
HOM m-toyriay). Ilpumermmo na je p" = e. Ca o o3HAUMMO OUIO KOjy
O HaBENEHUX OCHUX pediekcuja. Hwuje Temko mpoBepurm na je cBaka
comenyTa peduekcuja obmuka opt rme je 0 < k < n. Osme je mo6po pa-
3JMKOBATHU CJIYyYaj MApHOT U HEMAPHOT N, OMHOCHO jeTHOCTABHE CJIyYajeBe
IPaBUJIHOT IETOYTJIA U IPABMJIHOT MECTOyTIa. llpumerumo ma je o2 = e.
ITocmarpajmo crym

{e,p,....p" Y ao,0p,...,0p" 1)

Y omHOCYy Ha Omepamnujy KOMIIO3WIUje IpPEeCInKaBamha, OBaj CKYI MPel-
cTaBma rpymy. Ta rpyna mMa 2n eneMenara, Ha3uBa ce Juedapcka TPYyIa
u o3HauyaBa ca D,.

IIpoBepuMmo ma je oBO 3amcrTa rpyma. JacHO je #a je HeyTpaJ Tpyme
UIEHTUYHO npecaukaBame €. Ocraje HAM ma MIPOBEPUMO IBE CTBADU.

1) Ila je xoMmosuimja qO0OpPO JepUHMCAHA HA TOPEHABEAECHOM CKYILY.
2) Ila cBaky ejJeMeHT U3 FOPEHABENEHOr CKyIa UMa MHBEP3.

Hawmme, mumje jacHo 300r uera, Ha HpuUMEp, €JIEMEHT PO MIPUIALA TOM
crymy. A u 3a MHOre apyre kommosunuje To Huje jacHo. Mcmocrasma ce
Ia je DOBOJHHO na Ce IPOBePU KOJWKO je po; M3 TOr pesyiarara he cse
CIIeTUTU.

IluperTHOM TpPOBEPOM HOOUja ce aa je

po =op" L.

W3pauyHajMo cama KOJUKO je po:

p2(7 _ papn—l _ O_pn—lpn—l _ 0_p2n—2 — o,pn—Z.

Huje temko mobutwu m ommTu pe3yaTar:

pk(T:O'pni

k
To ce jemnoctaBHO MOOUja, HA TPUMEP, UHIYKIUjOM IO K.

[Ipumernmo ma je zampaso p"~ ! = p~!. To mam omoryhasa ma ropme
UOEHTUTETE 3AIUIIEMO HA j€ JTHOCTABHUJU HAYUWH:

po=op "t plo=op7",

a MMaMO U

ka = p*ko.

Capna ce MOXKe IPOBEPUTHU [a je TOPHU CKYI 3aTBOPEH y OQHOCY Ha KOMIIO-
3UIjY TPECIUKABAKA.

k1 opFtt,  ako je k+1l<n
optpl =
opkti=n. ako je k+1>n.



—k+l . <
opkapl:{ P , akro je k<l

PR ako je k> L.

ke -
k1 op , ako je k <
pop = { op L ako je k> L.

Hapasuo na je

6l PPl ako je k+1l<n
pp = k+l—n ;
p , ako jek+1>n.

3aHUMJBPVBO j€ HANUCATU [eJIy Tabauiy MHOKEma 3a rpyiy Dg:

ol e p p P pt p o ap op® op® ap' op®
el e p o P ot P o op op® ap’ op' op’
pl p P P pt p e o o op op? op® op!
Pl o ot P e p opt ap® o op op® op’
PPl et pt p® e p pP oop® apt op® o op op?
ptl et e p P PP op® opt op® o op
PPl e p pP P Pt ap op® op® op' 0p® o
ol o ap op® op® op* op® e p p P pt P
ap | op op* op® op' op® o p° e p p p p
op® | op* ap® op op® o op pt P e p P PP
op® | op® ap* op® o op ap® p* pt P e p PP
op* |opt op® o op op® op* P2 PP pt PP e p
op® | ap® ae ap ap® ap® op* p p P pt P e

Buno 6u mobpo ma ymraouum mcmumry Tabiauie MHOKeHma 3a rpyme Ds, Dy
u D5. Ako morsenamo ,,ropmu JeBu yrao”’ HaBemeHe TabJiuIie, MOKEMO na
IPUMETHMO Ja Ce Ty HaJja3u TabJuna MHOKEma Y CKyIy {g, p, p2, p3, p*, p°}.
3ampaBo je To jemua nodzpyna rpyne Dg.

He¢punnuja 3 Axo cy (G,-) n (H, x) pse rpyne, onfa je rpyna (H, ) nogrpyna
rpyne (G, -) ykonuko je:

HCG wn zxy=x-y3aceeuzx,yc€ H.

Yxonuko je H nmonrpymna rpymne G, to 3anucyjemo oBako: H < G.

[Iprcerumo ce ma cMoO mojaMm rpymne AeGUHHCAJN HA OBA €KBUBAJEHTHA
HAYMHA — KA0 CTPYKTYPY Ca CaMO jeTHOM OMHADHOM ONEePAaIjoM, OZHOCHO
Ka0 CTPYKTYPY Ca jeTHOM OWHAPHOM, jeTHOM YHAPHOM U jeTHOM HYJIAPHOM
omepamnujoM. YKOJIMKO Ce IPUCETUMO IIojMa Iomajredpe, 3HaMO IITa MOPa
OuTH MCOymeHO Oa Ou HeKa CTPYKTypa Ouiaa mOACTPYKTypa apyre. Y
HaIleM cJydvajy, m3abpaHu eJIeMEeHTU Ce MOpajy MOKJIamarTv, a Takobhe u
MHBEP3U ejgeMeHaTa u3 H Mopajy OUTH je IHAKU MHBEP3UMa TUX eJeMeHaTa
Kala ce mocMaTpajy kao exementu rpyne G. Ilakie, ako je e eytpan y G,
¢ meyrpan y H, x~! unBeps enemenra = € G, 2’ unBep3 enementa v € H,
OHIA MOpa ouTu:



® c=c¢;

eszaceez e H: 2 1=2g.

Jokasxkmumo na je to 3amcra Ttako. Heka je h € H ma roju esnement u3 H.
Tana Basku:
h*e = h.

Ho, Tana je u
h-e=h,

IomTo je x -y = x *xy 3a cBe x,y € H, a h,e € H. MuoxemeM ropme
jemmaxocTu ca h~! mobujamo

ht h-e=h"t.h,
a ¢ 063uMop ma je h™!-h =e, cremn
e-e=e,

Te je 3auUcTa € = €.

Ila Gucmo mokaszanu na je 3a c¢se x € H menymeno -1 = 2/, manumumo
mTa 3HaYM TO Aa je x~ ' maBep3 emementa ¥ y G u ma je ¥’ MHBEP3 eJeMeHTa
xy H (emement x npunana H):

1

rxzr' =1 xx=¢. (2)

Ho, ¢ o63upom na z,x’ npunanajy H u ma je e = £, nobujamo 1a je
- =a"-z=e. (3)

N3 (1) u (3) HA OCHOBY jeOMHCTBEHOCTM WHBEDP3a y Ipymu mobujamMo na
Mopa 6utu &’ = 7',

HaBenumo cana jemam KOpuCTaH CTaB.

Cras 4 Henpasan ckyn H rpyne G je noarpyna rpyne G y 0fHOCY Ha pecTpukunjy
onepaumje 13 G ako 1 camo ako je xy~! € H 3a cre x,y € H.

Iloxka3. JacHo je ma cBaka moArpymna 3aJA0BOJbaBa HABEIEHO CBOjCTBO.
Hamme, axo cy z,y € H, xako je H momrpyma, To u y~ ' € H. Ocum
Tora, omepanuja y H je 3ampaBo pecTpukrnuja omeparmuje y G, ma mopa
6utu zy~ ' € H, nomro x € H my~' € H.

[IpernocraBumo na je H Hempa3aH CKyI U Ja 3a0BOJbaBA TPAKEHU
yenos. Kaxo je H # (), To mocroju h € H. Tazma mo mpermocTaBmu U
e =hh™! € H. Axo je x € H npou3Bo/baH, U3 MPETIOCTABEE U ULEHCHUIE
ma e € H, cnemr na n = ! = ex™! Taxobe npunana H. Komauno, ako cy
x,y € H, ouma o Beh mokasamom, y ' € H,majeuay=x2(y ')"* € H. O



Cras 5 Ako cy H v K nogrpyne rpyne G, onga je H N K nogrpyna rpyne G,
ok je HU K nogrpyna rpyne G ako u camo ako je H C K vnn K C H.

Ioka3. [loka:xkuMoO HajIpe na je mpecek aBe moArpyie Takobhe moarpyna.
Kako u H u K mopajy canpskatu HeyTpad, To je H N K # (0. Ilper-
nocraBumo na x,y € HN K. To 3naun na xz,y € H u x,y € K. Ha ocuoBy
pamnmje mokazamor, ry ' € H mzy ! € K, ma zy~! € HN K. 3axmyuyjemo
na je HN K nonrpymna rpymne G.

IlozabaBumo ce yHuUjoM mBe moarpyme. JacHO je ma ako je jemHa Of
BUX DOACKYI APYyre, BUXOBA yHUja Ce MOKJAaIla ca jeJHOM O BUX, T€ jecTe
nonrpyna rpyne G. Ilpernocrasumo na je HUK noarpyna rpyne G u Heka
H ¢ K. Hokazahemo ma je K C H. Kako H ¢ K, 1o mocroju ejieMeHT
h xoju jecte y H, a muje y K. ¥Y3mumo mpousBomHuU emement k € K.
Ilorkaszahemo na je om y H u tume nokasatu na je K C H. Ilocmarpajmo
enement k-h. Kako cym ku h uz KUH, a KUH je nonrpyna rpymne G,
to curypuo k-h € KUH. Ho, ako k-h € K, xopucrehu ynmenuny na k
opunana K, nobujamo na je m h = k~'kh u3 K, a To muje moryhe. axie,
k-h mopa 6utu y H, na xaxo je h€ Hu k=kh-h™!, 1o k € H. O

Ha canuanm mHauwH ce MOKe IIOKA3aTU Oa je IPeCeK IPOU3BOJbHE (hamu-
Juje MOArpyma Heke rpymne Takohe moarpyna te rpymne. Hawmme, mexa cy H;
noarpyne on G, rue i € I. Kakxo 3a cBe i € [ meyrpads e npunana H;, To je

() H: # 0.

i€l

Hera x,y € ﬂiGIHi' Tana 3a cBe 1 € I: x € H;, m y € H;. KRaro cy H;
noarpyne, To xy ' € H;, 3a cBe i € I, Te 3ancra xy~ ' € ﬂiel H;.
Crora mma cmucaa ciaenehe nurame.

IMurame: Axo je G rpymna u X mOACKyNI Te Tpyle, [a JU IOCTOjU HajMaHa
noarpyna rpyne G, koja caapsxu X (kao ¢BOj mOACKy)?

OaroBop je mMOTBpJAH—TO je MPECEK CBUX MOArPyIa Koje caapske X.
Hauwme, curypuo mocroju Gap jemma moarpyma rpymne G, koja canpxu X
(cama rpyma G!), ma mMa cMuciIa TOBOPUTU O OpeceKy. Hajmama mom-
rpyna koja canp:ku X o3HauaBa ce ca (X) U 30Be ce nodzpyna 2€HepucaHa
cxynom X. Cryn X je ckym remeparopa Te rpyme. Yrommuko je X = (),
ouga je (X) = {e}. Yromuro je X = {a}, omna je (X) yurxauuna nodzpyna
reHeprCaHa eJIEMEHTOM G U 03HAUYaBaMo je ca (a).

Bparumo ce muenapckoj rpymu D,. Aro je X = {p,o}, mra je (X)?
Jacuo je ma je zampaso (X) =D,. Iakxe, rpyna D, je remepucana ca nsa
reHeparTopa.

Axo ca X! o3maumMo CKyI CBUX MHBep3a ejeMeHara u3 X,

X t={z7':2€ X},



OHJla HUj€ TEIIKO IIOKa3aTHU 1a je
(X)={ay---an:neNg; € XUX 1}

(y cayuajy ma je n =0, npousBox a; - - - a, je HapaBHO HeyTpaJ ¢). Haume,
aKO CY @i ---ay ¥ by -+ b, mpowssomm enemenata u3 X U X! jacho je ma
je To u

al...an.(bl...bm)_l:al...an.b’r_nl...bII.

Crora ckyn ca JecHe CTpaHe FOpPHE jeTHAKOCTHU 3aWCTa YWHU IOATPYIY Y
OIHOCY HA PECTPUKIU]y OIepaluje, a jacHO je ma cBaka moarpymna H 3a
kojy je X C H mopa canpskaTtu Taj CKyHn Kao cBoj moackyn. IIpema Tome,
3aKiCTa je TO HAajMama MOArpyna Koja camap:ku CKym X Kao CBOj IIOICKYII.

I[IpumeTumo Ha Kpajy Oa, Maga ce CTaB 7 MOKE IPOIMIUPUTHU y CIyYa]y
npeceka Ha MPOUW3BOJLHY KOJIEKIN]Y MOJICKYIOBA, TO Ce HE MOMKE YPAIUTHU
3a yuuje. JemmocraBaH npumep HaMm maje Kaajuosa rpyma V. Hawmwme,
Hy, = {e,01}, Hy = {e,02} u H3 = {e,p}, cy noarpyne on V u 3a mux
BaYKU:

V =H; UH,U Hs,

a HUjenHA OJ BUX HUje CaIp:KaHa Y HEKO] OPYroj.

Huknuyree rpyne; n3oMOpOU3IMUA IPyIa

Bunenu cmo na je {g, p, p2, p3, pt, p°} jemna noarpyna rpymne Dg. pume-
TUMO 1a je y OBOj I'DYIHM CBAKW eJeMeHT obimka pF 3a mekm meo 6poj k.
I'pyme ca oBuM CBOjCTBOM Ha3UBAajy Ce IUKJIUYHE I'DYIIE.

Hepunumuja 6 pyna G je yurauwka rpyna yKonvko noctoju enemeHt x € G
TakaB fAa je cBaku enemeHT u3 G obnvka = 3a Hekn Leo 6poj m, OAHOCHO

G={2":meZ}
Takas enemeHT 30BEMO reHepaTop LUMKIMUHE rpyne.

Y crinany ca neUHUIM]OM IDYyIle TeHePUCAHE HEKUM IIOICKYIIOM, ITUKIN-
YHa TpPyIa je OHA I'pyla Koja je TeHepUuCaHa jeTHOUJAHUM IMOJICKYIIOM, Tj.
jemHUM eJEeMEHTOM. Y KOJIMKO JKEJMMO O3 MCTaKHEMO na je (G IMUKINYHA
rpyma 4uju je TeHepaTop a, OHAA TO mumeMo oBako: G = (a).

I'pyma poramuja mpaBuIHOr n-TOyria, je Takohe NUKINYHA IpyHa u
OHa je reHepucana poranujoMm 3a yrao 27/n. Hasemumo jom Heke mpumepe
OUKJINYHUX TPYyIa.

® 7y = (Zn,+n) je murauuHa rpymna remepucana exementoMm 1. OBme je
+, cabupame mo Monyay n, a Z, ={0,1,...,n— 1}, rme je n > 2.



e C, = {2z € C: 2" = 1} je takobe nmrmuuna rpyma y OIHOCY Ha
MHOKeme KOMILIEKCHUX OpojeBa. 1o je rpymna CBUX M-TUX KOpeHa
U3 jeIVHHUIIE U TeHEpHCAHA je ejeMeHTOM e2™/™(= cos 2% + jsin 2T).

TenepaTop Te TpPyTe ce 30BE U NPUMUMUEHY N-TA KOPEH U3 jeINHUTIE.

e (Z,4) je uurauuHAa rpyna reHEePUCAHA €JIEMEHTOM 1.

[Ipumernmo na mocToje M MUKIAWYHE IPYyNe ca KOHAYHO MHOTO eJjieMe-
HaTa, KA0 U IUKJIUNYHE I'pyne ca OECKOHAYHO MHOTO €JIeMeHATa. 3alpaBo
3a CBaku mpuponaH 6poj n > 1 mMOCTOju NUKIANYHA TPYyMIa ca N eJeMeHaTa
(y cnyuajy na je n = 1 nobujamMo TpUBMjaJHy TPYIY YMjU je jeInHU eje-
MEHT HeyTpaJ). [IpupomHo ce mocTaBba NUTAKE: 14 JU Cy OBE NUKINYHE
rpyme ca ucTuM OpojeM esieMeHaTa CymTUHCKU pasnuunrte? Mcmocrasipa
ce na je OArOBOD HETATWMBAH — CBAKE ABE IUKJIWYHE IPYyIE Ca UCTUM Opo-
jeM eneMenaTra cy m30MOD(QHe, aju he BuUlle peyn O TOMe OUTH HA KPajy
OBe JIeKNuje.

YBomuMO cana mojaM pena I'pyle U pela eJIeMeHTa IpyIe.

Iedunumnuja 7 Ako je rpyna G KoHauHa oHJa Bpoj HeHUX efleMeHaTa 30BEMO
pel rpyne n o3Havasamo ca |G|. Y cnyuajy fa je rpyna GeckoHauHa, Kaxemo Aa
je oHa BeckoHauHor pefa.

Heka je a enemeHT Heke rpyne. YKonuko He nocTtoju nmpupodaH 6poj n > 1
3a KOju je a” = e, KaXeMO Aa je enemeHT a BeckoHauHor pefa. YKONMKO Takae
eNeMEHT MOCTOjW, OHAA je pefl eNeMeHTa a, y 03Haun w(a) 3apaT ca:

w(a) :=min{m > 1:a™ = e}.

CraB 8 Pef ma kor enemeHTa Heke rpyne jefiHak je pefly NOArpyne reHepucaHe
TUM ENEMEHTOM.

IToka3. YKOJIUKO je elleMeHT a OeckoHauHOT pema, ouzaa je a® # a! 3a cme

k # 1. Hamwve, axo je a* = a! 3a mexe k u | npu wemy je k > [, onma je

a*~!=e, a k—1>1, mro mpoTUBpeYN IPETIOCTABIU A2 je 0 GeCKOHAUHOT
pena. Ho, u3 uumenune na je a* # a' 3a k # | cnemu ma je noarpyma (a)
OeckoHaYHA.

Ilakse, emeMeHT OECKOHAUYHOT pena TeHepuine OeCKOHAUHY MOACPYILY.
O6GpaTHO, aKO je HOArpyna reHePUCAHA €JIEMEHTOM ¢ DECKOHAUHA OHIA €JIe-
MeHT a Mopa Gurtn Geckonaunor pena. [Ipernocrasumo na je w(a) =n > 1.

Tepaumo na je Tana
(a) ={e,...,a" "'}

¥ Ia Cy CBU OBU €JIEMEHTHU pa3iaumuuru. Hawmme, cBaku enement us (a) je
obauka a” 3a Heku 1meo 6poj m. Ilomeaumo ca ocratkoMm m ca n. lobujamo
na jem=gqgn+r, roe je 0 <r <n. Tana je

a™ = (a")a" =ela" =a" € {e,...,a" "}

akmyuyjemo ma je {a) = {e,...,a" '}, Yromuko 6u Gumo a” = a°® 3a
vHerke 0 < r < s < n, ouma 6u Baxkuno um a®~ " = e, a TO HuUje moryhe, jep

10



je0 <s—r <n, an=wn). 3armpydyjeMo ma Cy CBU OBU €JIEMEHTU
pa3IuuUTHU, Te je pel] Te MOArpyIe 3aucTa M, a TO je U pen ejeMenTa a.O

CraB 9 Ako je enemeHT a GeckoHauHor pefa u m # 0, oHja je n a™ GeckoHauHor
peda. Ykonvko je w(a) =n n m # 0 oHja je

n

my __
“(0") = 7D imn)
IHoxka3. Ipeu meo tephema ce maxo morasyje. Haume, arxo je (a™)" = e,
ouma je u a™” = e, ma 6u u a 6uo KoHavHor pemna. Jlokasz mpyror mema je
TEKU.

Heka je d = NZD(m,n). Tana je m = myd u n = nid, upu yemy cy mj
un ny y3ajamao npoctu. Mu tpeba ma mokaskemo na je w(a™) =ng.

(&m)nl — M — amldnl = g™ — (an)ml — ™M — .

[pernocrasuvo na je k > 0 Takas na je (a™)* = e. Tpeba ma nokaxemo
na je ny < k. Hakre, a™F = e u a” = e (momro je n = w(a)). IMoctoje menn
OpojeBu q u r TakBu na je mk =qn+r, rae je 0 <r < n. Hobujamo na je
a™* = (a™)%a", Te cnemu ma je a” =e. Ho, n =w(a) u 0 < r < n, ma mopa
ouru r = 0. Hakne, n | mk. Hobujamo dny | dmik, na ny | mik. Kaxo cy
mi U Ny y3ajaMHO mpoctu mobujamo xa ni | k, ma mopa 6utu ny < k, mro
Ce U TPAYKUIIO. O

. UMETUMO [T BOM I uje” u 1 aenehier
Hamomena. II e O Ja ce y OBOM IOKa3y ,kKpuje”’ oka3 ciaenehe
pe3yJiaTrara: ako je n pel eJeMeHTa ¢, OHIA 3a CBaku | € Z Baku

a' = e ako u camo axo n | I.

Kako je oBaj pesyarar on moceGHOT 3Hadaja, nalieMo M HEeroB KOMILJIETAH
IOKa3.

e Ilpernmocrasumo ma je n = w(a) u ma je a' = e. Iomemumo | ca n.

Iobujamo na je l =qn+r, roe je 0 <r <n. Ho, rana je
ezal:aq”+T:(a”)q~ r q.,T

Te nobujamo na je a” = e. Kaxo je 0 < r < n = w(a), To je moryhe
jemuno axo je r = 0. Haxue, n|l.

e Herka n|l. Tanma je | = gqn, 3a Heku neo 6poj ¢ u nobujamo

at = a? = (") = el =e.

IIpumep 10 OppenuTtu ped enemenTa 18 y rpynu Zqog.
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Pememe. Kako je 1 reameparop rpyme Zisg,

18=1+4---+1
|
18

u NZD(18,120) = 6, 10 je pex enementa 18 jemnar 20 = 20. &
okaskmMo caga TeopeMy O MOATPYyMaMa IUKJINJHE I'PYIIE.

Teopema 11 1) Ceaka nofrpyna uMkAUYHE rpyne 1 cama je UiKauMyHa.
2) Ako je G umkiMuHa rpyna KoHauHor pefla n 1 ako k | n, oHfla NOCTOjU TauHO
jeaHa nogrpyna H rpyne G, koja je pegfa k.

Hoxa3. 1) Heka je G = (a) u H < G. Arxo je H = {e}, Hemamo mra 1a
IOKasyjemMo. Y CympoTHOM Heka je s = min{n > 0 :a™ € H}. Ilokazahemo
na je H = (a®). Kako je a® € H, To je n (a®*)™ € H 3a cBe m € Z, na je
(a®) C H.

I[Ipernocrasumo na x € H. Kako je G mukanuna rpyna, To je x = a” 3a
Heku 11e0 6poj k. Tama mocroje menu OpojeBu g u r 3a koje je k = gs + r,
npu uemy je 0 < r < s. Iakme, r = k — gs u nobujamo a” = a*(a®)~*. Kaxo
jea* =x € Hwua® € H, 10 cnems na a” € H. Ho, 0 < r < s u o u3zbopy
6poja s Mopa 6utu 7 = 0. Harae, z = a* = (a*)? € (a®).

k

2) Kako je w(a) =n u k | n, To je mpema mperxomsom crasy w(a™*) = k
u noxrpyna H, remepucana enementom a'/* je pema k. IlpermocraBumo
ma mocrtoju jom jemna moarpymna Hy ucror pema k. Kako je, mpema Beh
nokazanoM, moarpyna H; mukmmuna, omna je Hy = (a'). Kako je w(a!) =
|Hi| = k, 10 je (a')* = e. Iarme, a* = e, a w(a) = n, ma mobujamo ma
n | kl. Kako k | n, nobujamo ma 7 | I, Te je | = 1, 3a mexo [;. Ho, Tana
je at = (a™*)r ¢ Huw Hy C H. Kaxo je |H,| =k = |H|, to je H = H u
TpasKkeHa NOATPYIa je 3aucCTa jeOWHCTBEHA. O

ITpumep 12 OpgpeauTu jepnHcTeeny nogrpyny H pepa 6 y rpynun Zqs.

Pememe. Kako je 18/6 = 3, 1o je Tpakena noarpyna H renepucana eie-
mentom 3 u H = {0,3,6,9,12,15}. Hamummmo u tabauny cabupama y TOj
MOATPYTIN.

+18| 0 3 6 9 12 15
00 3 6 9 12 15
313 6 9 12 15 0
6|6 9 12 15 0 3
919 12 15 0 3 6

12112 15 0 3 6 9
15115 0 3 6 9 12

Ynopemure oBy Tabauily ca TabaurmoMm cabupama y rpynu Zg.
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160 1 2 3 4 5
00 1T 2 3 4 5
111 23 45 0
212 3 4 5 0 1
33 4501 2
414 5 01 2 3
505 012 3 4

EBunentHo je ma oBe Tabiuie BpJIO CAUYHO U3TIENajy. 10 HUje CIyYajHO.

[Ipebumo canma Ha mojam m3oMopdusma rpyma.

JHepuuunuja 13 Hekacy (G,-) v (H, *) rpyne. Kaxemo fga cy ose rpyne nsomopgHe
YKONMKO noctoju 6ujekumja f: G — H Takea fa je 3a cee z,y € G:

flx-y) = f(z)* f(y).

Bujexknunja n3 ose medunmimje 30Be ce msomopmsam rpyna G u H. Yn-
wmeHuny aa je rpyna G msomopdua rpynu H 3amnucyjemo oBako: G = H.

Yronuko je e ueyrpany G, a € ueyrpany H u f: G — H uzomopdusam,
Bayku ciaenehe:

o fle)=¢;
o fla™h) =f(a)".

Haunme, f(e) = f(e-e) = f(e) * f(e), Te cnemn ma je f(e) = . Camuno,
e=fle) = flaa™") = f(x)*f(27"), ma saxmyuyjemo xa je f(z~1) = f(z)~".

CraB 14 Ako je f: G — H usomop¢usam rpyna, onga je u f~': H — G, Takobe
nsomopgusam.

Iokas. Jacuo je na f~!': H — G mocroju, nomro je f Gujexnuja. Tpeba
nokazaru aa je fl(ukv) = f~ (u)- f~1(v) 3a cBe u,v € H. Kako je f ,ma’,
TO mocToje * u y Tako ma je u= f(x) u v = f(y). Ho, Tana je

FHuxv) = fTH(f(2) * f() = FH(flz-y) =
=(fTof)ey) =ida(z-y)=z-y=f""(u) [ (v).

WM3zomopdusam uyBa pen eseMeHTa y IPyIu.
CraB 15 Ako je f:G — H unzomopguzam n x € G, onpa je w(f(x)) = w(x).

Iloka3. Paszmorpumo majupe ciayuaj kana je x 6eckonaunor pena. [lokaskum-
Mo ma je u f(x) Takobe Geckonaunor pema. Y cyunpotsoM, je (f(x))" =&
3a Heko n > 0. Ho, razna je f(z") = f(e), a rako je f ,1-1” 3armydyjemo
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na je x" = e, MTO MPOTUBPEYN MPETIOCTABIU M4 je & OECKOHAUHOT pena.
3akmyuyjemo ma ma je u f(x) 6eckoHAUHOT pena.

Heka je n = w(z). Tama je f(z)" = f(2") = f(e) = ¢, na mobujamo
na je u f(z) xomaumor pema m m ma m | n. Ho, 2™ = (f~1(f(z)))™ =
Y f(@)™) = f~Ye) =e, ma n|m. lakme, m = n. a

Hamomena. OBme ¢MO MCKOPUCTUIM DAHUje MOKA3aHU PE3YJITAT Oa je 3a
€JIEMEHT 2z HEKe IPyIe UCHYHEeHO: 2™ = e ako U caMo ako w(z) | n.

3amnpaBo, ABe 30MOpP(HE IPyIe Cy NOTIYHO UAECHTUYHE IO CBOjUM aJire-
OapCKyMM CBOjCTBUMA; jEAWHO CE€ MOTY PA3JIMKOBATU IO NPUPOAU CBOJUX
eJeMeHaTa.

Cama moskemMo na mokaskeMmo cienehy Teopewmy.

Teopema 16 Csaka UMKAWYHA rpyna M3oMOpGHa je uan rpynn Z unun rpynu Zy,
3a Heko n > 1.

Ioxka3z. IIpernocraBumo Hajupe na je G GeCKOHAUHA NUKJIUYHA Ipyma. 10
3HAYM 14 MOCTOju ejeMeHT a € G TakaB ma je

G={a":meZ}
Ocum tora, a® # a' yxommko je k # 1. Y oBoM ciydajy aeuUHUIIIMO
f:Z — G ca: f(m) = a™. Jacuo je ma je f Gujexknmja (3amro?). Tpeba
camo nposeputu 1a je f(m+mn) = f(m)- f(n) 3a cee m,n € Z. Ho, 10 je
3amlpaBoO paHUje HaBEIEHO CBOjCTBO: a™T™ = a™ . a". Baxmyuyjemo ma je
y oBoM cayuajy G = Z.
[IpernocraBumo na je G KOHAUYHA IMUKJIWNYHA T'pyla, Tj. Oa je 3a HEKU
eneMmenT a € G

G={ea,...,a" '},
3a Heku npupoma 6poj n > 2 (cayuaj n =1 je jemHocrasaH, Ty mobujamo

camo Tpusujanny rpyny {e}). Horkazahiemo na je y oBom cayuajy G = Z,.

Hedwaumemo ¢ynrmmjy f:Z, — G ca: f(k) := a¥. Kao u y mperxommom

cayuajy, jacHo je ma je f bujeknmja. Tpeba camo mokasaTu Oa je
flk+nl) = f(k) - (D).
IMoxcermmo ce na je, 3a k,l € {0,1,...,n—1}:

B k+l, k+l<n
’””l_{ k4l—n, k+1>n.

Yronuko je k+ 1 < n, nobujamo na je
FR) - f() =a"dl =" = f(k+1) = f(k+n ).
Y cayuajy nma je k+1>n,

f(k)f(l) _ ak_al — akJrl — a(k+nl)+n — ak+nl_an _ ak+"l-e — ak+nl — f(k+nl)
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Haxrme, f je 3amcra m3oMopdusaMm u 3akbydyjeMo na je Z, = G. ]

Capna 3HaMO Ha je jenrHCTBEHA mOArpymna pena 6 y rpynu Zig, 4ujy cMO
Tabuuny cabupama paHuje 3amucanu, n3oMopduHa rpymnu Zg, MmMTO 00ja-
IHAaBa CIMYHOCT HUXOBUX Tabiuna cabupama.

['pyne mepmyTamnuja

Y oBoj mernumju obpabyjemo Beoma 3HAaUajaH mpUMEDP rpyme — CPYIY
nepmyranuja (Ipymy cuMerpuja).

Hepuaumuja 17 Heka je X Henpaszan ckyn. [NocmaTpajmo ckyn Sx 3apat ca:
Sx ={m: X — X | 7 je 6ujekunja }.

Tapa je Sx = (Sx,0), rAe je ca o o3HaueHa onepauuja KoMnosuumnje GyHKUUja,
jelHa rpyna 1 30BeMO je rpynom nepmyTaumja ckyna X.

Eanemente rpyme Sy 30BeMo um mepMmyTanujama ckyma X. Ako mocroju
oujerkmuja mameby X um Y, omma cy omrosapajyhe rpyme mepmyTaimja
u30MOpQHE.

Cras 18 Ako noctoju 6ujekumja nsmehy X n Y, onga je Sx = Sy.

Iloka3. Heka je g: X — Y Oujernuja. lepunumwnmo f:Sx — Sy ca:

J(m)i=gomog .

Jacho je ma je gomog™! jemma mepmyramuja ckyma Y yKOJIZKO je T mepMy-
rammja ckyma X. Ocwum Tora, ako je o € Sy, omna je f(g-loocog) = o,
te je f ,ua”. Jacuo je ma je f u ,,1-17. Tpeba camo nmpoBepuTu na je
flpom) = f(p)o f(r), yromuko p,m € Sx. YuuaUMO TO:

flpom)=go(pom)og t=(gopog t)o(gomog™) = f(p)o f(m).
Hakme, f 3aucra ycnocrassma uzomopduzam usmehy Sx u Sy. O

Ywromuko je X = {1,2,...,n}, ouma ymecro Sy g . ») mamemo kpahe S,,.
Ha ocHOBY mperxomHOr cTaBa, CBakKa KOHAUYHA T'PYyIa IEePMyTAalja HEKOT
ckyna m3oMopdHa je jemuoj on rpymna S,. Crora ce cana KOHIEHTPUIIEMO
Ha rpymy S,.

[MTounumo jemuum mpumepom. Heka je n = 9 u mepmyranuja o € Sg

3a71aTa Cca:
(123456789
7 \4 5382716 9)
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MoskeMo a1 OBy HepMyTallijy HEKAKO jeqHOCTaBHUje 3amucaru’! EjeMeHT
lcomurkacey 4,4y 8, 8y 6,6y 7, a7y l. Hekako cmo ,,3aTBOpUIN KPYT” !

1—4—8—6—7—1.

Sanumumo o oako: (14867). Ipeunsuuje, (14867) o3nauasa nepmyranmjy
ckyma {1,2,...,9} y kojoj ce 1 cnura y 4,4y 8,8y 6,6y 7, a7y 1, nok
ce ocTaJiM eJIeMeHTHU ciukajy camu y cebe. Kako ce ocranu enemenTtu He
ojaBJbyjy y OBOM 3aIUCy, & CJIMKAjy ce camu y cebe, To ce (14867) moske
BUIETU U KAO eJIeMeHT rpyme S, 3a Ma koje n > 8. OBakBa mepMmyTamnuja
HA3WBa Ce UMKNYC mam umkn ayskuee . [lepmyramuja y K0joj

a1 = ag = - = ag—1 — G — a1,

IpU YeMy Cy eJIEMEHTH a; PA3JUYUTH, O3HAUaBa ce ca (ajas...ag), 30Be ce
UKIyC ayskue k (nuin k-nuki).

Bparumo ce mepmyramuju o. IIpBu egeMeHT KOjU HUCMO ,,TIOKYTIMJIA’
oo cana je exeMeHT 2. Bumumo ma

2+ 5 2.

Iaxkae, nobujamo HOBY UK (25), koju je ayskune 2. [lukam ny:xune 2 30By
ce u TpaHcnosuumje (caMo IBa eJEeMEHTa 3aMeHe CBOja MecTa). Bumumo na
ce IPEeOoCTall eJeMeHTH 3 1 9 He moMepajy IpU ONepMyTaluju o: 3 — 3,
omaocHO 9 — 9. To ce mowke 3amucatu u y OOJIMKY OUKIyca OysKuHE 1:
(3), ommocuo (9). Ho, To cy, mo HAmO] AePUHUNM]U, 3AMIPABO UICHTUYHE
nepmyranuje (3 ce camka y 3, a ocramu takobe camu y cebel), Te ux yecto
u He mumeMo. IIposepumo ma nu je

o = (14867)(25).

OBne Tpeba HAOMEHYTH Ia 3HAK 3a KOMIO3UIMjy o Hajuemhe mehiemo
nucatu. OcuMm TOra, HOACETMMO YMTAOLA Ja Cy OBO (YHKIHje, Te OBa
O3HAKa 3Hauu Oa upBo meayje (25), a morom (14867). Huje remko mpose-
puUTH Oa ropma jeaHakKoCT 3amcTa Basku. OBAKO CMO HAILY MEPMYTAIM]y
IPUKA3aJIN O OBJIUKY IPOU3BOAA AUCJYHKTHUX umKnyca (nukaycu (ajas . .. ag)
n (bibe...b)) Cy MMCjyHKTHM YKOIMKO Cy {ai,as,...,ap} m {b1,ba, ..., b}
NUCjYHKTHUA CKyTOBM). 3ampaBo Basku ciaeznelia teopema.

Teopema 19 Csaka nepmyTaumja 13 S,, MOXe Ce Ha jeAUHCTBEH HauuH, A0 Ha
pepocnef dakTopa, NpeAcTaBUTU y 06NNKY NponsBofa AUCJYHKTHUX LMKYCa.

OBy Teopemy Hehemo mokasuBartu. Ilpmmerumo na Basku ciaemehe. Yko-
JINKO Cy IWKIYCH p U 7 AUCjYHKTHU, OHIA je pm = mp. 1o Huje Temko
OUPEKTHO MPOBEPUTH aHAJIMU3WPajynu rme ce CAuKajy mojequHU €JIeMEHTH.

Y KOJIMKO MaK MUKJIYCU HUCY MUCjYHKTHU, OHU HE MOPAjy A& KOMYTHUPA]y:

(12)(23) = (123), (23)(12) = (132).
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I[Tpumerumo ma je
(aras...a) = (ag...aga1) == (ag...a10z2 ... ax—1).

Y xomkperHOM ciayduajy k = 4:
(ar1a2a3a4) = (azasagar) = (azasaiaz) = (asaia2as).

Y Be3u ca OBHMM, NPUPOAHO C€ HOCTAB/bA NUTAME KOJUKO y S, mMa
pasauuuTux muriayca ayxkuse k, rme je k < n. Ha 1o nurame Huje Temro
omrosoputu. Hawmme, Hajupe je moTpebHO M3 CKyIa O n eJeMeHaTa U3a-
opatu mux k. To ce Moske m3BeCTH HA (2) HaunHa. 1U €JIeMEeHTHU Ce Me-
bycobuo mory mopebaru y mukayc nysxune k ua k! mauuna. Ho, Bumenu cmo
[a HEeKe ON TUX MepMyTalrja 3ampaBo 3a4ajy ucTu murayc. Ilpemusnuje,
on maTtux k ejeMeHATa MO¥Ke ce (POPMUPATHU ’% = (k — 1)! pasauunrux
nurayca. Jlakie, pazauuuTux MUKIyca Ay:kuHe k y S, uMma (Z)(k -l =
w HapasHO, 0BO ce MO¥e NOKa3aTH U Ha APyre HadUHe.
PazMmucaute xaxo.

IlozabaBuMo ce Maso pauyHameM ca IuEIycuMa. Hajupe, mako je
npoBepUTU Oa je, ako ¢y a,b,c¢ mebhycobuo paszmuuuru, (ab)(be) = (abc).
Omnmrruju pesynarar je caemehim. Ako cy aj,as,...,ax; Mmebhycobuo pasznu-
YUTU OHIA j€:

(a1a2 ce ak)(akak+1 . ak+l) = (a1a2 e ak_H),

3a cBe k > 2,1 > 1. Kopucrehu oBaj pesynarar, Jako ce MOKa3dyje ma je
CBaKM NUKJIYC MPOU3BOM TPAHCIO3UI]jA:

(ara2)(agas) -+ - (ag—1ax) = (a1az . .. ak).

Kako je cBaka mepmyTaiuja IPOU3BOJ HUKIYyCa TO 3aKDYUYyjeMO Na BAKU
caenehu cras.

Cras 20 Ceaka nepmyTauumja U3 S,, MOXe ce npeAcTaBuTn y obnmKky npomseoma
TpaHcnosunyuja.

Ospne Tpeba ucrahwu ma mpencrasibame HUje jeaunHcTBeHO. Hup.
(12)(23)(34) = (14)(13)(12).

OHO WTO jecTe jeMUHCTBEHO je MapHOCT Opoja TPAaHCIO3UIMja KOje Ce IOo-
jaBibyjy y ¢parropmzanmju gate nepmyranuje. Taj pesyarat takobe mehemo
JOKa3MBaTU. Y KAXKUMO CaMO na IepMyTalrje Koje ce MOrY IPeICTaBUTU
y 00NmMKy mpom3BOOa HMAPHOr Opoja TPAHCIO3WUNMja 30BEMO IAPHE MEePMY-
Tanuje, MOK Ce MepMyTaluje Koje ce MpPeACTaBibajy y OOJNMKYy HemapHOT
Opoja TpaHcnosuija 30BYy HemapHe mepumyrtamuje. CKyo CBUX IapHUX
nmepMyTanuja YuMHM Ipymy. Ta rpyma ce o3HayaBa ca A, u Baxku caemehu
cTaB.
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Cras 21 3aceakon >2je A, <S, un |A,| = %'

Joka3. Kako je nunenTryna mepMmyTanuja o4urienqso napua (3amro?), o je
A, # 0. Ocum Tora, axo Cy ¢ 1 T mapHe IepMyTaumuje, To je u on ' mapHa
nepmyTtanuja. Hawmme, ako je 0 = 74Ty -+ - Tog, & T = @1¢2 - - - P97, MPEACTAB-
Jbalhe OBUX IepMyTalyja y OOJNMKY IpPOM3BOJa HApHOI Opoja TpaHCIO3U-
mja 1o je o = 7Ty - - - Top o - - - P IPEACTABIBAIE y ODIUKY IPOU3BOIA
napHor 6poja rpancnosunuja (IojacHuT OBy nocienmy jeanaroct). Crora
3aKkbydyjeMo na je A, s3aucra moarpymna rpyme S, .

Ia 6ucmo ompemuiu pen noarpyne A,, mzabepumo OHUIO KOjy TpamHC-
nosunujy 7. Tama moxkemo mnedpumucaru ¢ymrmujy ®: A4, — S, \ A4, ca:
®(7) := 7. Huje Temro ysepuru ce na je ¢ 6ujeknuja. Pesyarar onasue
caenu (npoBeputu aa je ¢ Oujernuja u 06jaCHUTE KAKO ce qo0uja TpaskeHu
pe3yJiITaT). ]

Axo je 1 €S, u (a1az...ax) jenan k-nura rana je

-1

m(aras...ap)m " = (w(ar)w(az) ... w(ak)).

OBo ce nako Moske nposeput. CIOMEHMMO y3Tpend na je
-1
(arag...a5) " = (agag—1...a1).

Bumenu cmo ma je rpyma S, remepucana TpaHcnosunujama. 1o je
OPUINYHO BEJUKA TEHEePATOPHU CKyI. J3ampaBo ce Mory Hahu 3HATHO
jeIHOCTaBHUJU CKYIIOBU TeHepaTopa 3a S,.

Cras 22 [pyna S,, reHepucana je:
1. TpaHcnosuumjama (12),(13),...,(1n);
2. Tpancnosuumjama (12), (23), (34),...(n — 1,n);
3. nepmyTaumjama (12) n (123...n).

Jlokas.
1. Jlako ce moxe nposepuru axa je (ab) = (1la)(1b)(la). Haxne, cBe Tpanc-
MO3UIKje ceé MOTy AOOWUTU MOMONY HaBEIEHUX.

2. [loBO/HO je moka3aTu na MOKEMO na AoOUjeMO CBe TPAHCIO3UI]je
obnuka (la) 3a 2 < a < n. Hapasmuo, (12) je Beh ma cmnucky! Eso kako
nmobujamo (13):

(13) = (12)(23)(12).

Cana rana umamo (13) Huje Temro noburtu u (14):
(14) = (13)(34)(13).
YouaBaMO IPABUJIHOCT:

(1,k+1) = (1k)(k, k + 1)(1k).
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Ha oBaj maumn mobumjamMo cBe TPAHCHO3UIKjE 3a KOje 3HAMO A TEHEPUIITY
S,. Crora u moyerHe TPAHCHIO3UNUje TEHEPUILY S,,.

3. Tloacermmo ce ¢opmyne: w(ay...ap)m + = (m(a1)...7(ax)) (Beoma

NaKIBUB YATAJIAIL j€ MO Aa IPUMETHO Ja ce 0Ba (pOpPMyJia KpUje U Y UICHTU-
rery (13) = (12)(23)(12)). Yrouuro je m = (12...n) mobujamo

(12...n)(12)(12...n)"" = (23).
Kana cmo mobunu (23), nuje nam temko na mobujemo u (34):
(12...n)(23)(12...n)"" = (34).
YouaBaMO MPABUJIHOCT:
(12...0)(k,k+1)(12...n) " = (k+ 1,k +2),

3a 1 <k <n-—2. Tako mobujamMo cBe TpaHCHIO3UIje 3a KOje 3HAMO Oa
reHepuiry S,, Ia OpeMa TOME 3aK/bydyjeMo na W AaTe Be IepMyTalje
takobe remepunry S,. a

I[Ipumerumo ma mapuocT k-tmkiaa 3asucu om k. 3ampaBo je k-IUKI
napHa mepMyTalyja ako U caMo ako je k HemapaH (morienajre KakO CMO
k-mukia npencraBunu y obiMKy HpousBoxa TpaHcmosuimja). To moceGHo
3HAUM [ je CBAKM IUKJ AyKUHE TpU (TpUIUKI!) jeqHa napHa mepMyTanyja.
Baxu cnenehu cras.

Cras 23 Axko je n > 3, oHfa je A, reHepucaHa umknycmuma AyxuHe 3.

Iloka3. OBo 3ampaBO HUje TEmKO MNOKA3aTU. Y KOJIUKO je n = 3 U He-
MaMo mTa ga gokasyjemo. Hamme, S3 = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)}
((1) npencraBma nnenTruny nepmyraunjy). lakie, opue je 3anpaBo Az =
{(1),(123),(132)}. TIpermocrasumo crtora ma je n > 4. Kako je, mpema
nperxonaoM craBy, ckyn {(12),(13),...,(1n)} jenan ckyn remeparopa rpyme
S,, TO ce 1 cBaku eneMeHT u3 A, MOKe OIPEACTABUTU y OOJIUKY IPOU3BOIA
oBux eixemeHara. Ho, Kako je y nmuramy eleMeHT u3 A,, OH je mpencTaBbeH
y OOJIMKYy TpOM3BOJa MAPHOr Opoja TAKBUX TpaHcmo3unuja. | pynumryhu
uX ABe TO OBe, moOujaMo 1a je MOBOJLHO Ma MOKaKeMO 1a Ce MepMyTalluje
obumka (la)(1b), rme je a # b Mory mpencrasutu y OGJIMKY TPOU3BOAA
mukayca aysxuae 3. Ho, sampaso je (1a)(1b) = (al)(1d) = (alb)! Haxne, To
je Beh muknyc ny:xwmue 3. OBUM je mOKa3 3aBpIIEH. |

[TozabaBumo ce canma murameMm oapebumBama pena esnemMeHATa U3 Sy.
IupexraoM mpoBepoM ce nobuja na je w((ay...ax)) = k. Kako ce csaka
nepMyTanuja MOKe IPEeICTABUTU Y OOIUKY NPOU3BOAA ANCjYHKTHUAX IIAKIIY-
ca, ToO O MOpaJIo OUTU KOPUCHO 3a onpebhuBame pema IpoOU3BOJLHE TEPMY-
ranuje. lokazahemo jeman ommTu CTaB.

CraB 24 Heka je G npoussossHa rpyna u a,b € G Taksu aa je:
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1. w(a) =m, w(b) =n;
2. ab = ba;

3. {(a) N (b) = {e}.
Tapa je w(ab) = NZS(m,n).

ITokas. Kaxo je ab = ba, To je 3a cBakm k € N: (ab)® = a*b*. To ce
JAKO HoKa3yje nHayknujoM (mokaskure TO 3a BeskOy!). Pamnu kpaher zanuca
yBenuMmo o3Hake: s = w(ab), t = NZS(m,n). Ocum tora, t = mt; = nts.
Kako je

(ab)t — atbt — amtlbnt2 — (am)tl (bn)tg _ et1et2 =e,

TOo nobujamo s | t.
C o63upom na je s =w(ab),

e = (ab)® = a®b°.

Iobujamo ma je a® = (b*)~1. Ho, a® € (a), a (b*)~! € (b) Te cMo mobumM
esementT u3 npeceka {(a)N{b). Kako je oBaj mpecek Tpusujasan, Mopa outu
a®* =emu (b°)7! =e, 1j. b* = e. Ho, ¢ oB63upom Ha TO na je m = w(a) u
n = w(b), cnenr na m | s u n | s. Umajyhu y Buny na je t = NZS(m,n),
mobujamo na t | s. 3akmyuyjemo xa je s =t. ]

W3 oBor pesynrara MOKEMO HOOUTU ABE MOCJIEIUIE.

IMocsmenuua 25 Ao cy 0 U T OUCJYHKTHU UMKaycu u3 S,, oHia je w(oT) =
NZS(w(71),w(0)).

Iloka3. /la OucMO IpUMEHUIN IPETXOIHU CTAB, HOBOJRHO je IOKa3aTh Ia
je (1) N (o) = {(1)}. Tpermocrasmmo ma je m € (1) N (o). Hera je o =
(ar...ar), a7 = (by...b). Hera je i € {1,...,n} OIpON3BOBAH €JIEMEHT.
Ako i & {ay,...,ax}, c ob63upom ma je m = 0°, 3a HEKO S, MOpa OuTu
(i) =4. Aro nak i € {ai,...,ar}, ouna i € {b1,...,b;}, Te c 063upoM na je
7 = 7', 3a meko t, Mopa 6utu (i) = i. 3akmydyjemMo Aa je T MACHTUUHA
nepMyTaluja, Te je IpeceK TPUBUjaJIaH. O

Cunenehu pesynrar je remepanusanuja TpPeTXOTHOL.

Ilocnemumia 26 Ako je m = 07 -+ -0} NpeAcTaB/batbe NepmyTauyumje ™ y obnmky
npouseofa AUCjyHKHUX umknyca, oHfa je w(m) = NZS(w(oq),. .., w(ok)).
VickopucTuMO ynpaBO DOKA3aHO Ha jeIHOM IPUMEDPY.

IIpumep 27 a) Vicnutatn ga nuy S; noctoju enemeHT pefa 12.
6) Vicnutatn fa nu y S; noctoju enemeHT peda 8.
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a) Enement (1234)(567) je HA OCHOBY NpETXOMHWX pe3yaTara pexa 12.

6) Turame ce ceomu mHa cuaemehe. Ila au 6poj 8 Moke OUTH HajMamU
3ajeIHUYKU canaps;kajgal 6pojeBa Mamux on wmera? Jla To muje moryhe,
MOKE C€ YCTAHOBUTU jeTHOCTABHOM aHAJIM30M. OCTaB/HAMO UMTAOIUMA, &
ce y TO yBepe.

Mu cmo ce no cana 0aBMIM MUKJINYHUAM, OUETAPCKUM U IPyIaMa IepMy-
ranja. a au ce moxga Heke ox oBuX rpyna noxynapajy? Hwuje remxo
BuZeTU Aa cy rpyne So u Az mukauuse rpyne (pema 2 oxaocuo 3). Muoro
je 3ammMibuBUja caeneha YW EeHUIA:

Dy & Sg.

Hauwme, rpyna D3 je rpyna cumerpuja jeaaakocTpanuduor Tpoyriaa. Os3na-
YMMO TeMeHa TOT Tpoyria OpojeBuma 1, 2 u 3. CBaka cuMmerpuja Tpoyria
WHIYKYj€e jelHy IepMyTalujy CKyla CBAX TeMeHa, a TuMme u ckyma {1,2 3}.
Huje Temko yBepuTu ce Koja mepMmyTaliija oaropapa K0joj CUMETPUju TPO-
yraa. IlpemopyuyjemMo umraounmma [na HapTajy HIPTEX U CAMU OAPENe
naBenene cuMerpuje. Tarkobe 3a BexOy ocTaBmaMO 1 YUTAONU CAMU
NOKaKy Ha HUjemHa ox rpyna S,, D,, 3a n > 3, HAje UKINYHA.

Pasmorpumo nBa 3aHMMIBUBA IpPUMEDPA U3 T€OMETPH]E.

ITpumep 28 [pyna poTaumoHMX cMMeTpuja NpaBUITHOT TeTpaeApa N3oMopdHa je
rpynu Ay.

U oBme je mobGpo temena Terpaenpa HyMmepucatu OpojeBuma ox 1 mo 4.
Cpaka poTammoHa CUMETPHUja MHAYKYje MepPMyTalrjy CKyla TeMeHa. 1ako
nobujamo QYHKUU]y U3 rpyne cuMerpuja Terpaenpa y rpyny Ay (yBepure
ce ma nobujamo camo mapee mepmyranuje). Ho, ta ¢pyHkimmja He camo na
je Oujernuja, HEro je u M3oMOp@U3aM, IOMTO je y 0ba ciaydaja omepanuja
y TPyIM 3ampaBO KOMIIO3UIN]ja MPECINKABAA. &

IIpumep 29 [pyna poTaumoHux cUMeTpuja Kouke n3oMopgHa je rpynn Sy.

Pasmorpumo Hajupe KOJIMKO MMa POTAIMOHUX CUMETPHja KOIKe. Kako
KOIKa nMa 6 cTpaHa, TO 3a CBAKU IIap CTPaHAa IIOCTO]je IO TPYU HETPUBU]jaJIHE
poTamnuje KOIKe OKO 0Ca KOoje IpoJa3e KPO3 IeHTPe HACIPAMHUX CTPAaHA.
Poramuje cy 3a 7/2, m u 3r/2. Tako mobujamo 9 poranuja.

Komka nva u 4 nujaroHase m OKO CBake OujaroHaje MOCTOje JBE He-
TpuBHKjaJHe poranuje — 3a yriaose on 2mw/3 u 4n/3. Ilakne, nobujamo jour
8 poramnuja.

Komka nma u 12 uBuna. Iloctoju 6 poramuja 3a m OKO oca Koje mpoJiaze
KPO3 CpeIUIITa HACIPAMHUX MBUIA KOIKE.

Yrynao cmo nobunu 9484641 = 24 poranuje (qomaau CMO U UACHTUYHY
TpaHchopManujy).

Csaka oI poranuja IepMyTyje ArjaroHajie Kouke. Tako ce cBaka pora-
nuja MOKe BUOETH M Kao mepMmyTanuja ckyma on 4 ejxemenrta. CBe one
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cy pasjauumre, a uMa ux 24 Koauko u ejemenara rpyme S;. C o63upom
na cy y oba ciydaja rpymHe omepaluje KOMIO3UIUja (yHKIUja TOOMjamMo
na je TpaskeHa rpymna cumerpuja m3oMopdua rpymu Sy. I[Ipemopyuyjemo
yuTaouuMa Oa OeTaJbHUje IMPoydYe OBaj MPUMED U MPOBepe Koje poTanuje
OAroBapajy KOjUM €JIEMEHTUMA U3 Sj. &

3a Kpaj OBe JIeKIUje MNOKAKMMO jJeIHY jeTHOCTABHY, aJii BEOMa BasKHY
TeopeMy, KOja MOKa3yje 3aIITO T'PyIe MepMyTalrja UMajy 3HAUAjHO MECTO
y Teopwuju rpymna.

Teopema 30 (KejimjeBa teopema) Ceaka rpyna G nzomopdHa je Hekoj nog-
rpynu rpyne Sg.

Jokas. Axo je g € G, ca Ly:G — G o3HaUMMO Oujeknujy nepuHUCAHY Ca:

Ly(z):=g-x.
Jacwo je ma je L, Gujexmmja momro je Ly o L, = idg(= L.). axkie,
(Lg)™* = Ly~1. Ocum rora:

Lg o Lh = Lg-h-

Haxne, suoumo ma je G' = {L,: g € G} jenma moarpymna rpyme Sg.
dyurmuja f: G — G medunncana ca f(g) = L, octBapyje m3oMoppusam
mveby G u G'. m]

Y caydajy ma je rpymna kKoHauHa mobujamo ciaemehy mocienuiry.

ITocnenuna 31 Ceaka koHauHa rpyna pefa n M3oMopdHa je Hekoj MoArpynu
rpyne S,.

Huperkran npousBon rpyna; JlarpamkoBa Teopema

Jenan on HaymHa Ha Koju on Beh nmocrojehux rpyna MosxkemMo popMuparu
HOBE TpYIIe je Jupexmar npoussoo 2pynda.

Hedpunannuja 32 Heka cy (G, +*1), (G2, *2),...,(G1,*,) rpyne. Hedunnwemo
AvipekTan npoussog (P, *) oBux rpyna ca:

° P::G1XG2X"'Gn;
L4 (917927“'7971)*(gllvgéa"'ag;z) = (gl *1 9/1792 *29/27'~'7gn *ng;,)

Huje remko nposeputu na je (P, *) 3aucra rpyna. Haume, aconujaruBHOCT
ce JaKO IpoBepaBa, MOK je HeyTPaJHU ejieMeHT e € P mat ca:

€= (61,62,...,(3”)7
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e je e; HeyTpaJauu ejaeMmenT y rpynu G;. Takobe je jacHo mra je mHBEP3HU
€JIEMEHT:
-1 _ ( —1 -1 —1)

=(zy ,2q ..., T,

(xl,xg,...,xn)

[Tornemajmo 3a moueTak HEKe jeTHOCTABHE IPUMEpPE.
IIpumep 33 [pyna Zs X Zs3 je uMknu4Ha rpyna.

[Ipumerumo Hajupe ma je CKym HOCAd CTPYKType Zo X Zg, CKyI

{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1), (1,2)}.

Ila bucMmo mokasaian fa je rpymna IuKIngHa, Mopamo Hahu exeMenT, koju je
remepurie, Tj. eaeMeHT pena 6. Huje Temko yBeputu ce ma je jemas Takas
enemenT, enement (1,1):

(L) +(1,1) = (1421,1+31)=(0,2);

(1,1) 4+ (1,1) +(1,1) = (1420,1+32) = (1,0);

LD+ (1,1)+(1,1)+(1,1) = (1+421,1+30)=(0,1);

(L) + (LD +(1,1) +(1,1) + (1,1) = (1+4+20,1431) = (1,2);
L+ (1L, + (L, D)+(1L,1)+ (1, 1) +(1,1) = (1421,1+432)=(0,0).

OcTaBmamMo ynTaOmUMAa & TPOBEPE N2 JIX j€ JOUI HEKU €JIEMEHT TeHEPATOP
OBe TpyIIe. &

IIpumep 34 [pyna Zs X Zo HWje UMKNMYHA Fpyna.

Ckyn Hocau je ckyn {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Ho, Huje Temro yBepuru ce
Ia je CBaAKM eJeMEHT Yy OBOM CKYILy, OCUM HeyTpaJja, pena 2:

(Ov 1) + (Oa 1) = (O 420,142 1) = (070),
1,0)+(1,0) = (1421,0450) = (0,0);
(L, 1)+ (1,1) = (1 421,145 1) = (0,0).

IIpupomro ce mocraBma TUTamE: 3a KOoje m,n > 2 je rpyna Zy, X Ly
nukauyHa rpyma’? OaroBop Ha OBO nuTame naje ciaenehwu cras.

Cras 35 Ipyna Z,, X Z,, je unknnuHa ako n camo ako je NZD(m,n) = 1.

Jloka3s.
—: [IpernocraBumo na je NZD(m,n) =d > 1. HOK&H(I/IMO oa Tanga rpyna
Ly X Ly, He MOske OuTu mukauuHa. Heka je r = ™% < mn. Ilorkaxumo na
je

r4+--+x=0,
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3a cBe & € Ly XLy, Hera je x = (s,t), IPOU3BOLAH €IEMEHT IPYIE Ly X L.
Iaxkae, saamo na je s € {0,1,....m—1} nut € {0,1,...,n— 1} u na Baxn:

SHm-Ams=0, tdn,---+p,t=0.
—_——— —_——

m n

Ho, Tana je

S+m"'+m5:(S+m"'+m3)+m"'+m(3+m"'+m8):0+m"'+m0207

T m m

al3

al3

Kao n

t+n..._|_nt:(t_|_n...+nt)+n...+n(t+n...+nt>:0+n...+n0:0.

T n n

a3

SH

OmaBne cienu na je
(s,t)+ -+ (s,t) =0,

T

Te je pem CBAKOT eJieMeHTAa Y TPynu Z,, X Z, HAJBUIIE T, OAKJIE MAMU O
mmn, Te Tpyla He MOKe OUTU IUKINYHA.

<=: IIpermocraumo gna je NZD(m,n) = 1. JlokaskMMO Oa je eJIeMeHT
(1,1) remeparop rpyne Z, X Z,, Tj. Aa je pem TOT eJEeMEHTA jeIHAK MMN.
Oszmaunmo ca r pen exementa (1,1). Haxkuie,

(1,1)+---+(1,1) = (0,0).

r

To 3naum ma je
1+ +m1=0
—_———

r

y rpynu Z,,, U3 dera cieiu ma m | r, Kao u

T4y 40 1 =0
—_————
T
y rpymu Z,, u3 dera ciaemu na n | r. Haxme, NZS(m,n) | r. Ho, kako cy
m U n ysajaMHO npocTu, TO je NZS(m,n) = mn u 3armpydyjeMo ga mn | r.

Iakne, pen exementa (1,1) y rpymu Z,, X Z, je 6ap mn Te 3aKbY4yjeMO
Ia je Ta rpyla OUKIAYIHA. O

Hanowmena. Y ciayuajy na je rpyna G KOMyTaTUBHA, Tj. Ia 3a cBe Z,y € G
BasKU: TY = yr, yoOUUAjeHO je 3a O3HAKy Olepallije Yy TPynu KOPUCTUTHU
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O3HaKy +. Y TOM ciyd4ajy O3HaKa mx, rae je m € 7 oarosapa o3Hanu x'".
Hop.

Kako je cBaka mukauvba rpymna pena n m3oMop¢Ha rpynu Z,, TO 3a-
KJbYUyjEMO Ma je OQUPEKTaH IIPOU3BOJ IUKINYHE TPYIE Pela 1M U IMUKINIHE
rpyle pena n IUKIMYHA Ipyna (pena mn) ako M CAMO aKO Cy M U N y3a-
jamuo mpoctu. IIpumerumo ma ce y oBoM TBphewmy MMIIUIUTHO ,Kpuje”’
crenehim pesyarar: ako je G =2 G' v H = H', onna je G x H = G' x H'.
Pasmucaure kako 6mcTe 0BO MOKa3aJiu.

VuayknujoMm HUje TENKO MOoKa3aTu na Basku ciaemehu pesysarar. Ako cy
my,Ma,..., M, Tap MO AP y3ajaMHO IPOCTU, OHIA MMAMO H30MOPOU3aM
rpymna

Loy = Loy X Ly X+ X Ly, -

OcuM mTO ce KOHCTPYKIUja MUPEKTHOT IMPOMU3BOIA MOMKE MCKOPUCTUTU
3a nobujame HOBUX IPYya O CTaApUX, OHA Ce MO:KEe YIOTPEOUTHU U 3a UCIU-
THUBalE€ CTPYKType Heke narte rpyne. Hawme, KOPUCHO je 3HATU na je HEKA
rpyna n3oMop$Ha JUPEKTHOM IPOM3BOLY APYTHUX Ipyna. Y Ty CBPXY KO-
pucras je caenehu cras.

Cras 36 Heka je G rpyna, a H n K noarpyne rpyne G 3a Koje Baxu:
1. G=H-K;
2. 3aceex € Hunceeye K: zy =yx;
3. HNK ={e}.

Tapaje G= H x K.

JHoxa3. Hanmomernumo Hajupe na je H- K ={h-k:h e H k€ K}.
Heduraumemo ¢pyurnujy f: H x K — G ca:

f(h, k) := hk.
Iokaxxknmo na je f wmzomopo¢uszam rpyma. IIpe csera, kako je G = H - K,
jacHo je ma je f ,ma”. Ila Gucmo morazanm ga je XoMoMOp(du3aM, MOPAMO
npoBeputu na Baxku cienehie:
3a cee h,h' € H u ce k, k' € K : f((h,k)- (W', k")) = f(h,k) - f(W K,
Tj. ma 3a cee h,h' € H k, k' € K:
hh'kk’ = hkh'K'.

Ho, rako mo mpermocraBiu enementu u3 H u enementu u3z K mebhycobuo
KOMYTHUPA]jy, TO HABEACHA jeTHAKOCT jeCTe UCIYHCHA.
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Ocraje ma nposepumo na je f ,, 1-17. IlpermocraBumo na je
f(h,k) = f(RK).

To 3mauwm na je
hk = h'E,

OJHOCHO
(R)"'h =Kk

Ho, rako (h')~'h mpunama momrpyms H, a k'k~! momrpymsz K, To cmo

nobunu emement u3 H N K, a Ta moarpyna je TpuBUjaHA. 3aKIbYUIYjeMO

na mopa 6utn (h')"*h=eu k'k™! =e, Te cnemn na je h=h' u k =k, j.

(h. k) = (W, K"). 0

Pamu unycrpamnuje npumene oBe Teopeme, ypaauMoO OBa MPUMEPA.
IIpumep 37 Dg = D3 X Zs.

Iakne, y rpymu Dg Tpeba mahwu jemny moarpymy umszomopdury ca Ds u
jemHy m30MOpGQHY ca Zg 4YMju je IpeceKk TPUBMjaJiaH, a ejleMeHTu MeDhy-
cobuo komyTupajy. I'pyna Dg je rpyna cumeTrpuja IpaBUIHOT MIECTOYTIIA,
1ok je rpyme D3 rpyma cumeTpuja je AHAKOCTPAHUIHOT Tpoyriaa. me ce y
NPaBUJIHOM IIECTOYTIY ,Kpuje’ jemHaxkocTpanuuau Tpoyrao? Huje remrko
BUIETU na, aKo cy TeMeHa mpasuisor mectoyriaa A, B,C, D, E, F, majaro-
nase AC,CFE, EA obpa3syjy jemHaKOCTpaHUYHU Tpoyrao. Poramnuja mecro-
yriaa 3a yrao 27/3, Tj. poramaja p?, jecte cumerpuja TOr Tpoyraa. AKo
3a 0 y3MeMO OCHY pe(JIeKCHjy OKO ImpaBe Koja canp:xku aujaroHany BE,
OHZIA ce JIAKO MOMeMO yBepuTu ma je momarpyma H = {e,p? p* 0,00 op*},
uzoMmopoua rpynu Ds. Ako 3a rpymy K y3meMo I'pyIy reHepUCAHY eJe-
merToM p?, Tj. ako je K = {¢,p%}, To nako mposepasamo ma je H - K = Dg.
Ocum Tora, ememenT p? wKomyTmpa ca cBuM eaementuma usz H (op® =
p~30 = p30, ma 3anpaso p® komyTupa ca cBuM exementuma u3 Dg). Kaxo je
HNK = {e}, na 0OCHOBY mpeTXOIHOT cTaBa 3akbydyjemo na je Dg =2 H X K|
Tj. D6gD3XZQ. *

IIpumep 38 Ako je G KOHauHa rpymna umju je CBakKM ENIEMEHT, CEM HeyTpana, peaa
2, oHpa je G n3omopdHa AMPEKTHOM NPOM3BOAY LMKINUHKX rpyna pepa 2.

JlokasxkmMo HAjUpe na je rpyma y KOjoOj je CBAKU €JIEMEHT pena 2 KOMyTa-
tuBHa. Heka cy a u b npousBossau enementu u3 G. Ilo mpermocraBuu je
a’=e, V> =e, (ab)? = e. Omanne cnemu ma je

(ab)? = ab?,
Tj.
abab = aabb,
mTo, nocyue ckpahusama, naje
ab = ba.
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Heka je 7 # e mpousBo/ban eneMmedT rpyme (G, pasidduT O HEyTpaJa.
I[Mocmarpajmo moarpymy H; remepucamy tmm eiementoMm. Omna je pena 2
MOIITO je eJIeMEeHT pena r1 pena 2. Yrouuko je Hy = G, moka3 je 3aBpiieH.
Y cynpotHOM, uzabepumo eneMment xo € G\ Hy u veka je Ko = (x3). Tana
je Hy = Hy - Ky = {e, 21,22, 2122} jenna noarpyna rpyne G (nposepure!).
IMoarpyne Hy u Ky ucnymasajy yciioBe HPeTXOIHOr cTaBa (3amTo?), Te
nobujamo na je Ho =2 Hy X K. Yroauro je Ho = G, nokas je 3aBpiied. Y
cynpoTHOM, Gupamo esement x3 € G\ Hy m mocmarpamo noarpymy Kz =
(x3). Kao m y mperxomuom cayuajy Hs = Hs - K3 je moarpyna rpyne G
u H3 =2 Hy x K3 & H; X K3 x K3. OBakaB mocTymak MOpa Ce 3aBpIIUTHU
nomTo je rpyna G konauna, a |Hy| = 2F. Crora mo6ujamo ma je 3a HEKo n
ucnymeno G = Hy x Ko X --+ x K,,, a cBu 0BU (pAKTOPU Cy IUKIUYHE TPYIIE
pena 2. &

ITomaceTumo ce ma cMoO yBesu mojaM pema rpyle u pena ejeMeHra. ¥y
cllydajy UMKJIWYHE I'DyIe, Pel caMe I'PYIe jeqHaK je peny eJIeMeHTa KOju
resepuire Ty rpymny. I[lpuponso je mocraBuTu nurame o Be3u usMmelhy pena
eJIeMEeHTa W pelna KOHAYHE IPyNe U y CIydYajy Oa Ipyla HUje IUKJINYHA.
Jom ommrTuje, kakBa je Beza uameDy pema KOoHAUHE IDyle W Pena HEKe
wmene noarpymne? Vcmocrasma ce ma je oQroBOp jeAHOCTABAH U caja hemMo
ce TuMe M03a0aBUTH.

Hepuaumuja 39 Ako je H < G unz € G, ckyn
xH={x-h:he H},

Ha3uBa ce jeBu KoceT nogrpyne H y rpynn G. AnanorHo, ckyn
Hx={h-x:he H},

Ha3nBa Cce IECHU KOCET.

Kako e € H, rocer ©H (Hz) canp:xu egeMeHT . Y ONIITEM CIyUajy
xH # Hx. Hup. ako je G =D3 u H = {e,0}, ouna je

Hp={p,op} # {p,po} = pH,

nomro je po = op?. Ckyn cBux JneBux kKocera moarpyme H y G o3-
Hauasaliemo ca G/H, a cBux necuux rocera ca H\G. Kao mro cmo Buzenn,
JIEBU KOCET, KOJU CAIPKU €JIEMEHT T, He MOpa OWUTHU jeTHAK JeCHOM KOCETY
KOJII CAIPIKU Taj eJeMeHT, Ia je y ommreM caydajy G/H # H\G. Y napen-
HUM Jeknujama Bugehemo kajga cy OBU CKYIOBHU jenHAKW, &Iy TO je Apyra
nprda. 3a caga caMO MOMKEMO [a 3aKJbYYNMO & IOCTOju Oujermuja nuamebhy
BUX KOja JeBoM KoceTy xrH mpumpy:kyje mecau rocer Hx.

CraB 40 Baxun cnepehe:

1. xH = yH ako n camo ako je 'y € H;
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2. ako je xH # yH, onpa je vH NyH = (.

Iloxkas.
1. = IIpernocraBumo na je cH = yH. To nmocebuo 3uaum na y € cH, 1j.
nocroju h € H 3a xoju je y = zh. Ho, tana je h = ™'y, na 3axmyuayjemo
ma x ty € H.

<=: Heka z~ 'y € H. Ilpernocrasumo na z € vH. Ilakne, z = zh, 3a
wexko h € H. Tana je z = z(z 7 'y)(x " y) " h = y((#71y) " h), Bo, Rako je
H noarpymna on G u o=ty € H, To u (v~ 'y)~'h € H, ma 3axmyuyjemo ma
z € yH. Ob6patno, ako z € yH, ouna mocroju h' € H, takas na je z = yh'.
Tana je z = z((z~ty)h'), a raro je 2~y € H u xaxo je H moarpymna ox G,
To 2z € xH. 3akmyuyjemo ma je tH = yH ykommko 'y € H.

2. Ilpernocrasumo na je xH NyH # (). To 3mauum na 3a mere h,h' € H
paskn: vh = yh'. Omasme ciemu ma je v~ 'y = h(h')™1, a xaro je H < G, To
h(h')~! € H. Ha ocroBy mpeTxoaHo mokasasor, ciemu aa je tH = yH. O

akie, pa3auuuTy JeBU KOCETU Ma Koje moarpymne H cy OucjyHKTHH.
Kako cBakm emnement x nexu y kocery xH, TO 3akmbydyjeMo ma BaKu
caenehu cras.

CraB 41 Heka je G rpyna u H < G. Taga je G AWUCjyHKTHa yHM]ja pasnnumTmnx
neBux koceTa nogrpyne H.

Jepunuunmuja 42 Ykonuvko je ckyn nesux koceta G/ H BeckoHauaH, Kaxemo Aa
je moarpyna H GeckoHauHor vHAekca y rpynn (G. YKOMWKO je Taj CKym KOHauaH,
oHAa ce ungekc noarpyne H y rpynu G, y osvaum [G : H|, AepuHuwe kao 6poj
enemeHata y G/H, 7j. [G : H] je 6poj paznuunTux nesux koceta noarpyne H y
rpynu G.

Hanowmena. Kaxrxo moctoju 6ujexnmja usmeby G/H u H\G, 1o je [G : H]
takobe u 6poj pasauunTux necaux kocera H y G. Ocum Tora, GeckoHauHA
rpymna MOKe CaAp:KaTh NOATrPyIe KOHAYHOT MHAEKca. Ha mpumep, mom-
rpyna on Z reHepucaHa eJIeMeHTOM 3 je mHaekca 3 (HpoBepUTH OBO).

Teopema 43 (JlarpamkoBa teopema) Heka je G kowauwa rpyna u H < G.
Tapa je

|G| = |H|- |G : H].
Moce6Ho, pen noarpyne H pgenw pep rpyne G.

IToka3s. Kaxko je rpyna G koHauHa, TO je ounrienHo (G KOHauHa yHUja JIEBUX
rocera nmoarpyne H, Tj. 3a Heke x1,...,r, € G BaxRM:

G=xHUxHU- - --UxH,

npu uemy je k = [G : H|. Ho, |zH| = |yH| 3a cBe z,y € G. Hanwme,
oyurmmja f:xH — yH nedpumucanma ca: f(zh) = yh 3amaje Gujeruujy
u3meDhy oBa mBa ckyna (mposepute oBo). lobujamo ma je |G| = |H| -k =
|H|-[G: H]. O

Haemumo neke mocaenune JlarpamkoBe TeopeMe.
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Ilocnemuma 44 Pep cBakor enemeHTa KOHauHe rpyne Aenu pef Te rpyne.

ITorka3. Hera je G romaumna rpyna m ¢ € G. JacHo je ma pen esemeHTa
x mopa 6uru komauan. Ocum Tora, w(z) = |[(z)|, a npema Jlarpamkosoj
reopemu |(z)| | |G|. Harxe, w(z) | |G|. O

Tlocanemuma 45 Cgaka rpyna npocTor pefa je UMkamuHa.

Hoxa3. Hexa je |G| = p, rme je p npoct 6poj. Ako je 2 Guio Koju eseMeHT
n3 G pazmumyut oxn HeyTpasa, oHma je w(x) # 1 u w(x) | p. 3armydyjemo
na je w(z) =p, te je (z) =G. O

Iocaemama 46 Ako je G koHauna rpyna v = € G, onfa je z!¢l = e.

Hoxa3. Ilpucerumo ce ma je 2 = e ako m camo ako w(z) | n. Karo
w(z) | |G|, pesyarar cnenu. O
Y cryny Z, =90,1,...,n— 1}, rae je n > 2 MOKEMO yBECTHU ONEPAI]yY

n (MHONKEmE O Momyy n). HapasHo, y omHOCy Ha OBy onepaiyjy Z, He
uuau rpyny (3amTo?). [locmarpajmo crora caemehu crym.

O(n):={k:1<k<n,NZD(k,n) =1}.
Basxu cinenehu cras.

Cras 47 3a cee n > 2, (®(n), ;) je kKOMyTaTMBHA rpyna.

Iloxa3. Hajope TtpeGa mpoBepuTy ga Ju MHOKEHE MO MOLYJIY N 3aUCTa
3amaje bunapHy onepanujy Ha ckymy ®(n), Tj. ma au je ncmymeno ciaenehe:

ako z,y € ®(n) onna = - y € ®(n).

Yroauko je NZD(xz,n) =1 = NZD(y,n), ouga je u NZD(z-y,n) = 1. Hauwme,
nobpo HaMm je mo3zuarTo ciaenehe:

NZD(a,b) = 1 akko nocroje p,q € Z taxo na je ap + bg = 1.

Ilakne, mocToje p,q € Z 3a xoje je xp+ng = 1, xao u p',q € Z 3a roje je
yp' +ng’ = 1. MuosxkemeM oBe IBe penanuje, nobujamo na je

zy(pp’) + nlqyp’ + 2pgd’ +nqq’) = 1,
e Mopa 6utu NZD(z - y,n) = 1. C o63upom xa je
z-y=x-p,y (modn),

to je u NZD(z -, y,n) = 1.

[Tosunaro HaM je ma je omeparuja -, aconujaTuBHa u komyTaTuBHa. Ocum
Tora, 1 € ®(n), ma mMoCTOjU M HEYTPAJHU eleMeHT 3a OBy omepaunujy. Ho,
cBaku enemeHT u3 P(n) samcra mma masep3. Hamme, axko x € ®(n), onma
nocroje p,q € Z 3a koje je xp+yq = 1. AKO ca p 03HAUNMO €JIEMEHT U3 Z,,
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KOJU je KOHIDYEHTaH eJEMEHTY P [0 MOLyJy 1, oua je p € ®(n) m ocum
Tora je x - p = 1. O

Pen rpyne ®(n) osuauasamo ca p(n). Osa ¢pyuruuja ¢ 3ose ce Ojreposa
¢yHKOMI]Q.

ITocnemuna 48 (Ojneposa teopema) Heka je n > 2 n x yeo 6poj, yzajamHo
npocT ca n, oHAa je
29" =1 (mod n).

Iloka3. Kako je x y3ajamMHO mpPOCT ca M, TO jé T KOHI'DYEHTaH IO MOIYJLY
n HeKoM 6pojy T € ®(n). Ho, |®(n)| = ¢(n) n va ocuosy Ilocnenune 77
smamo ga y rpyma ®(n) Bamu jemmarxoct 29" = 1. To 3ampaso 3HauM Ia
je z#(") xoHrpyenTHO ca 1 mo MOLyIy n. O

Y cayuajy na je p upoct 6poj, ounraenso je ga je ¢(p) = p—1. Crora
mobujamo jorn jemry mociaemuity Jlarpam:koBe TeopeMe.

IMocnemuua 49 (Masna Pepmaosa Teopema) Ako je p npocT 6poj, Koju He
Jenu ueo 6poj x, oHAa je
PP =1 (mod p).

IIpumep 50 Heka je p npoct v n > 2. Taga n | o(p"™ —1).

Kako ce y ¢popmynanuju npuMepa mojasisyje ¢o(p™ —1), 10 je ouuraento
na tpeba ma uckopuctuMmo rpymy P(p” —1) (uuju je pex p(p™ —1)). Homro
je moTpebHO ma moraskemo na n | p(p" — 1), TO je HpUPOmHO mA y TpyIH
O(p" — 1) morpaskumo enement pena n. Ho, Huje ra temko malim — To je
sanpaso esement p. Hawmme, NZD(p,p" — 1) = 1, Te p € ®(p" — 1). Ocum
tora, exementu p* 3a 1 < k < n — 1 ounrmenso Hucy jemHakm 1 y rpymu
(I)(pn - 1)7 MOK je

pt =14+ (" —1)=pm_1 1.

Crora je 3aucrTa pen eIeMeHTa p JeHAK N, a KAKO PEJl eJIEMEHTa IeIU Pe
rpyme, qo06ujaMo TPpasKEHU Pe3yJITAaT. &

Kako m3pauynatu ¢(n) 3a mpousBomHO 1 > 27 3a (QyHKUU]Y @ Baku
caenehe:

1. yromuko cy m u n ysajamMHO mpocTu, oHzxa je p(mn) = p(m)e(n);
2. 3a cBakm mpocT 6poj p um > 1: ¢(p™) =p™m —p™m L.

[IpBy ocobuny norazahemo rkana ce OymeMo GABUIM KOMYTATUBHUM IIPCTE-
HUMa Ca jJeJUHHUIOM, IOK ce Apyra Jako nokasyje. Hamme, z € Z,m \ {0}
Huje y ®(p™) ako u camo ako p | x. arie,

r ¢ &(p™) axko x € {p,2p,..., ("t —1)p}.
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I[Tpema Towme,

e(@™) = |2
= |Zym \ {0} — {p,2p,....(P™ " = 1)p}|
(" -1 — (" -1)

m m—1

= p —-p

Kopumhemem oBa nBa cBojcTBa, mobujamMo ma BasKu ciaenenu pe3yarar.
Axo je n = p{"'py"?---p"* dakropmsammja G6poja n Ha mpocTe (aKTOpe,
OHIA je

mq , M2

p(n) = @@ py* - pp*)
= o)ePy?) - e(pp*)

mzfl

= p" ' - )Py N — 1) P T (e — 1)

)
- o (- ) (-2)
(-2)(-2)

I'pyne masor pena; Kinace KOHjyramuje

JlarpamxoBa Teopema HaM IOKa3yje Ia, Ha IpuUMep, rpyna pena 20 He
MOke ma mMa moarpymy pena 12 m caumuno. OHa HaM HE TOBOPU HUIITA O
TOMEe [a Ju, HA IpuMep, rpyna peaa 20 uma noarpyny peaa 10 (mocrojame
TakBe HOArpyIe He Ou O6uiIo y cynporHocTu ca JlarpamkoBoM TeOpeMoM).
OsBakBa nmuTama Cy 3HATHO CJO/KEHUja U MU ce muMa Hehemo cana 6aButu.
Camo hemo HaBectu jenny teopemy (3a cana Ge3 mokasa), KOja TOBOPHU O
nocTojamy HmoArpyna oapeheHOr pena M HaBeCTH HEKE H-€HE MOCIEIUIe y
ObJIMKY TpUMepa.

Teopema 51 (Komujesa Teopema) Ako je G koHauHa rpyna v p npocTt 6poj
Takae Aa p | |G|, onfa y G noctoju enemeHT peda p.

Ilakne, yrkoauko je p mpocT 6poj, koju menu pen rpyne G, y G mocroju
€JIEMEHT pela P, & CAMUM TUM U MOArPyIa pena p.

IIpumep 52 Csaka rpyna pefia 6 nsomopoHa je unu rpynun Zg nav rpynu Ds.

Heka je |G| = 6. Ykouuko y G nocroju eixement pena 6, ouna je G = Zg.
I[Ipernocrasumo crora ma y G He mocrtoju ememenT pema 6. Ha ocmoBy
KomujeBe teopeme y G mocToju emeMeHT T pena 3 W €JIEMEHT Y pena
2 (moGpa je Beskba mokazatu 0BO 0e3 kopumhema Komujese teopeme —
norymajre!). Kako je 3 = w(z) = w(z?) (3amro?), o y & (z). Crora je

G={(x)Uylz) = {e,m,xQ,y,ya:,yacQ}.
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Eaement zy je y G u jenHak je HEKOM OJ HaBeIeHUX ejeMeHara. Huje
remko yseputu ce (yBepure ce!) nma cy jeamue moryhuocTm:

1. zy = yz;
2. xy = yx?.

Ho, ako je zy = yx, nobujamo ma je

(3amTo?), mTO MpoTUBpeun mpermocTaBmu na y G HeMa eseMeHaTa pena
6. IIpeocraje moryhmoct ry = yr? m y ToM ciydajy je G = D3 (mpnm
“30MOPOU3MY KOJjU & CIUKA Y P, A Y Y 7). &

3appmulieMo OBy JekIujy onmcoMm rpyna pexa 8. Ila Gucmo moruau na
je u3ppmwumo, 6uhe HaM nmorpebaH joIn jemaH mpuMep IpyIie.

IHobpo HaM je mMO3HATO pavyHame Ca KOMIUIEKCHUM OpojeBuma. CBaru
KOMILJIEKCAH OpOoj ce Moske HamucaTtu y obJuKy a + bi, rme ¢y a u b peayHu
OpojeBn, a i je UMarvHapHa jeavHuua, Tj. 3a i Baku ciaemehe: 2 = —1.
XaMUITOH je y MaTeMaTUKy yBeo KBaTepHuoHe. CBaku KBATEPHUOH MOKE
ce manucatu y obauky a + bi + ¢j + dk, rme cy a,b,c,d peasmrau 6pojeswu,
a 1,j,k mMmaruHapHe jenuHuile 3a Koje jom Baxku: ij = k = —ji,jk =1 =
—kj, ki = j = —ik. Kao mrTo ce MOKe BUIETU, MHOKEIE KBATEPHUOHA
HUje KOMyTaTWUBHO, HO MHOTAa JOPyTra CBOjCTBa, KOja BajKe 3a KOMIIJIEKCHE
OpojeBe Baske m 3a KBarepHuoHe. U mopen 3aHMMJBUBOCTU KBaTEPHUOHA,
Mu ce Hehemo muMma geramuo 6asutu. Ho, o3maummo ca Qg caenehu crym:

QS = {17 _17i7 _iaj7 _j7k7 _k}

Huje Temko ysepuru ce na je (Qs,-) rpyna. 30BeMO je KBATEPHUOHCKA rpyna.
HaBemumo Tabaumy oBe rpyrte.

1 -1 i =i -k —k
I 1 -1 @ —i j —j &k —k
I T A
il i o—i -1 1k —k —j
| - i 1 -1 -k k j —j
il i - -k k -1 1 i —i
il = i ok -k 1 -1 —i i
k| k -k j —j —i i -1 1
k| -k k —j j i —i 1 -1

[Ipumernmo na je (g reHEpUCAHA €IEMEHTUMA { U j U 13 33 OBE €JIEMEHTE
Bk 12 =42 m jij t =il
IIpumep 53 Csaka rpyna pefa 8 nsomopgHa je TauHO jeAHOj Of rpyna:

Ly, Lo XLy, ZLyXZlyxZlo, Dg, Qs
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Heka je G rpyma pema 8. Ykoauko y G mOCTOju ejeMeHT pena 8, OHIA
je G =2 Zg. Yrouuro je mak y (G CBakKu eJIeMEHT pena 2, IpeMa paHujeM
pesyarary ciaemu na je G = Zg X Zo X Zo. llpernocraBuMo y maseM Oa y
G mocroju esneMeHT pena 4 U Oa HE IMOCTOJU €JIEMEHT pena 8.

Heka je x pena 4 u vera y ¢ (x). Tana je

OnpenuMo KOju O OBUX ejieMeHaTa MO:ke OuTu jemnHak eixeMeHty xy. Ilpe

cpera, Kako y € (r) u Kako je x # e, To vy & {e,x, 2%, 23, y}. Yromuko je max

ry = ya?, nobujamo ma je x = yx?y~! u3z wera cmemu na je 2% = yxiy~! =

yey ! = e, ma 6u x 6uo pema 2, mTo HUje. 3akmydyjemo ma ry € {yx,yr3}.
Ompemavo jom xosmko je y?. Ilpe ceera, kako y ¢ (), To y? & y(x).

Ocum Tora, kako je w(r) = w(z?) =4, a y G mema enemenata pena 8 To 3>

He Moske Outu Hu z Hu 25 (Tama 6u y 6wo pena 8). Ilakme, y? € {e,2%}.
Iobunu cmo 4 cayuaja

1. 2y =yz, y* =¢;
2. xy =yx, y? = 2%

3. xy =yx3, y? =e;

4. zy =yx?, y? = 2.
Pasmorpumo cBaxku nocebHo.

1. Y oBoMm cayuajy je rpyna G romyraruBHa u GpyHrmuja f:Zs X Z4 — G
nepuaucana ca f(r,s) =y z° je msomoppusam. Jacuo je ma je f Gujernmja.
Camo Tpeba mpOBEPUTH Clarame ca OlepalujaMa.

flr+ar’ s+a8) =yt pstes,

!
Sx% . Iaxme,

Kaxo je y pema 2 u = pena 4, To je y™t2" = y'y" u a5t =g
fr+or s+48) =y y" 2°z%
Kako je xy = yx, To je
gy atet = ytaty e = f(r,s) f(r, ).
ITaxne, 3aucra je

f("' +2 7'/7 S +4 SI) = f(T‘, S)f(rlv SI)'

2. Y oBom cayuajy je takobe rpyma G romyratuBHa. lIpumerumo na je
cazma egeMentT y pena 4, HO emeMeHT Yy x je pema 2:

(sz)Q — y6x2 — 1761‘2 — $8 = e.
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Crora je msomopdusam f:Zs X Zy — G 3amar ca: f(r,s) = (y3x)"z%.
[Tposeputre merame!

3. Y oBowm cayuajy, curyamuja je jacua. Mzomopduzam f:Dy — G 3amar
jeca: f(o) =y, f(p) ==

4. N y oBoM ciayuajy HUje TemKO BuAeTu kako ¢pyHruuja f: Qg — G 3anara
ca: f(i) = z, f(j) = y 3amaje mzomopdusam (BAKHO je HPUMETUTU AA j€
ij = k= ji® u i = j2). &

yBe,III/IMO caga je,ﬂaH BeOMa BasKaH HOjaM.

Hedpunurnuja 54 EnemenT y je koHjyrosaH enemeHTy x (enemeHT y je KoHjyraT
enemenTa x) y rpynu G ykonuko noctoju g € G Tako pa je

y=gaxg .
JacHo je ma je Ha oBaj HaUMH Ne(PUHUCAHA jeNHA peJaluja eKBUBa-
seanuje Ha ckymy (. Hawmme, cBaku eseMeHT T je KOHjyrOBaH caMm cebu
HOImTO je & = exe” . YKOJMKO je Y KOHjyrOBaH CJCMEHTY &, Tj. IIOCTO-
ju g € G Tako ma je y = grg~', OHIA je M T KOHjyroBaH y, jep je T =
g ty(g71) 7. Axo je y xomjyrosan enementy x (y = grg~! 3a mero g € G),
a z KOHjyroBaH eqeMenTy y (z = hyh™!), oHzma je m z KOHjyroBan ejreMeHTy
z: z = (hg)z(hg)~t.
Krnacy ekBuBasieHmuje Ipu 0OBOj PEJALK)U 30BEMO Kjlaca KoHjyraumje (uiu
KJIaca KOHjyTOBAHOCTH).

IIpumep 55 OppeguTn knace konjyraumnje y rpynu D,,.

PaznmuroBahemo nBa ciaydaja.

n=204+1. U3
(0p°)o(0p®) " = op’oap® = ap*

S —s _ —2s __ 2l+1—2s
plop™t =op ¥ =oap

cleou Ia je jenHa Kjaca KOHjyTaluje

{o,0p,00%,...,0p”'}.

W3
(o_ps)pk(o_ps)—l _ o_pspkaps _ O_Op—sp—kps — p—k _ p2l+1—k7

S

Kao 1 U3 ummennte aa je p°pFp~% = pF, cnemn na cy

{p.0"}, {02077, o L)

rakobe rmace komjyrammje. Ocwmm Tora, {e} je jermma mpeocrana kixaca
KOHjyralyje.
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n = 2l. Kaxko je
(0p%)o(op®) "t =0p™ m (op*)op(op®)~t =0op™ 7,

s —2s 21—2s s 1-2

p°op~® =op =op u plopp =op = gp21+1*25

TO je KJaca KOHjyramuje eqementa o jemaaka {op®® : 0 < s <[—1}, a xnaca
koHjyramaje exementa op je {op?**t!1:0 < s <[l —1}. Ocum Tora, Kako je
pipkps =, a

(o,ps)pk(aps)—l — o,pspko_ps — p—k — le_k7
TO Cy AOBOYIAHE KJIACE KOHjyTaluje:

{p7 p2l—1}’ {P2,P21_2}7 o ,{pl—17pl+1}7

IIOK C€ jeVHE IPEeOCTaJie Kaace KOHjyTalllje jeTHOUJIAHE:

{e}, {o').

I[Ipumerumo Ha Kpajy ma y caydajy ma je n Hemapuo y D, mocToju camo
jemHa jemHOUYNIAHA KJaca KOHjyraluje, IOK UX Y CIyYajy Oa je n mapHO MMa
IBe. &

ITpumep 56 OnucaTu knace KoHjyraumje y rpynu S, 1 oApeAnTun 1Ux 3a rpyne Sy
n A4.

[IpumeTrMo Hajupe ma Cy Ma KOja OBa IUKJa UCTE Iy:KUHE KOHjyrOBaHA.
Hauwme, axo cy (ajag...ar) u (biby...by) nuknu nysxusme k us S, u axo je
7 HeKa nepMmyTanuja u3 S, 3a xojy je m(a;) = b; 3a cse i = 1,k, Tana je

m(aras .. .ap)n "t = (m(ar)m(az) ... 7(ag)) = (biby...by).

Omumrruje, Basku caenehe. JlBe mepmyramnuje o u p u3 S, Cy KOHjyroBane
aKO M CaMO aKO MMAajy KUCTY UWUKAYCHY CTPYKTYPY, Tj. aKO y pacTaBjbamby Ha
NPOU3BOM MVCjYHKTHUX IUKJIYCA Y MEPMYyTalUji 0 UMa UCTU OPOj MUKIyca
nysxxuae 1,2,3,... ka0 u y nmepmytanmuju p. OBO HHUje TEmKO TOKA3aTH,
anu 300r ymrene BpeMeHa, moka3 Hehemo mcnucuBatu. Ho, pesyarar Ou
Tpebaso ma Oyne ouMryIeNaH U3 MPETXOIHO HABEIEHE jeTHAKOCTMU.

[ToszabaBuMmo ce cama KiacaMa KOHjyramuje y rpymama S; u Ay.

Y ciayuajy rpyne S;, MOKEMO KOPUCTUTU HaBeleHu pesyiarar. JloGu-
jamMo ma cy kjace koujyramuje ciaenehe:

{(1234), (1324), (2134), (2314), (3124), (3214) };

{(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) };
{(12), (13)7 (14), (2?’)7 (24), (34)}5

35



{(12)(34), (13)(24), (14)(23) };
{)}
Bunumo pa mocToju camo jenmHa jenHOdsIaHA KiIaca KOHjyTraluje.

Y cayuajy rpymne A4 mopamo naskmpusuje pamutu. Hnop. y A, nukaycu
(123) u (132) mucy ronjyrosanu. Haume, ako je m mepmyTanuja 3a Kojy je

m(123)7 1 = (132),

oHa Huje mapHa mepmyrtanmuja. Haume, w(4) = 4, a ocum Tora mopa Gutu
(w(1)7w(2)7(3)) = (132), mrro ocrasma caenehie moryhuoctu 3a 7: m = (23),
i © = (13), nau 7 = (12). Hujenua on oBux mepmyTanuja HUje HapHA.
Iakne, enementu (123) u (132) Hucy y ucroj riaacu koujyramuje y Ay. Ho,
WIIaK HUje TEIIKO YBEPUTU Ce Na Cy KJace KOHjyraiuje maTe Cca:

{(123), (124), (134), (234) };

{(132), (142), (143), (243) };

{(12)(34), (13)(24), (14)(23) };
{(W)}
BuoyMo ma u y oBOM ciydajy IOCTOjU CaMoO jenHa jeHOUYJIaHA KJIaca KOH-

jyramuje. O

Hedpununuja 57 Heka je G rpyna. Llentap rpyne G, y osHaum Z(G) peduHuie
ce Kao CKyn CBUX enemeHaTa n3 (G, KOju KOMyTMpajy ca CBUM efIeMEHTMMA Te rpyne:

Z(G):={x e G: (Vg € G)gz = zg}.

Huje remko nposepuru na je Z(G) jenua noarpyna rpyune G. Haume, kako
je eg=ge 3a cBe g € G, 10 e € Z(G). Axro z,y € Z(G), ouna

(zy)g = =(yg) = z(g9y) = (zg)y = (92)y = g(xy),

na zy € Z(G). Ocum Tora, axo je x € Z(G), 1j. 3a cBe g € G Baxku
rg = gr, onna, mEO:xkehU OBy jemmakocT 3mecHa u cieBa ca x !, mobujamo
gx’l = ;L’flg. 3akmbydyjeMo na u x! npunaga IeHTpy.

Besa msmeby menTpa m kKomjyramumje marta je ciaemehum cTaBOM YMju

IOKa3 CJeqV HEIOCPEeNHO M3 He(pMHUIMje IeHTPA.
CraB 58 LleHTap rpyne G je yHuja CBUX jeAHOUNAHUX KNaca KOHjyrauuje.

ITpumep 59 Lentap rpyne D, je TpuBMjanaH yKonnko je n HenapaH 6poj, a jed-
Hak je {e, p"/?} ykonuko je n napaH 6poj.
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[IpernocTaBumo na je emement op® y menrpy rpyne D,. To 3maunm ma je

(0p")p = plop®),

Tj.
ottt = gph1,

OmaBnme ciemu ma je p? = e, mro Huje moryhe. Jlakime, MOxKEeMO aa 3a-
KLYUYMMO 12 HUjenaH eneMent obmuka op® me moswe 6utnu y Z(D,,).

[MocmaTpajmo ememente obmuka p* 3a 1 < k < n. YKOIUKO je Heku
TaKaB eJIeEMEHT y IEeHTDPY, Mopa Outnu

p*(ap) = (op)p",
mna je

oo p = gpktl.
Ilobujamo ma mopa 6utm p?* = . Kakro je n = w(p), nobujamo ma n | 2k.
YKonMKO je n memapas, nobwunu 6ucmo ma n | k, mro muje moryhe (1 <k <
n). Hakse, nenrap rpyne D, je TpuBujajaH YKOJIMKO je m Hemapas 6poj.
Ykoauko je mak n mapan, ouma (n/2) | k. Ho, ¢ o63upom na je k < n,
3akmbydyjemMo ga mopa outu k = n/2. Huje temko nposeputu (yduuHuTe

To!) ma je y OBOM Ciyyajy €JIeMEeHT p"/2 3amcra y mentpy. Jlakie, 3a
napue n je Z(D,) = {e, p"/?}. &

Hanomena. [entap rpyme D,, Moram cMO na OOpEAMMO W U3 YUNHCHUIE
Ia 3HAMO Kjace KoHjyrauuje (LEeHTAp je YHM]ja jeAHOUIAHUX KIaca KOH-
jyrauuje), anu je no6po TO yPAIUTU U AUPEKTHO.

JHegpunuurmuja 60 Lentpanusatop enementa g € G, y o3Haun, Z(g) je ckyn cBux
enemeHata rpyne G Koju KOMyTuMpajy ca g:

Z(g) :={z € G:xg = gz}.

Cras 61 Baxu cnegehie: a) Z(g) < G;
6) 6poj enemeHaTa y Knacu KoHjyrauuje enementa g € G jeAHaK je MHAeKCy
HEroBOI LiEHTpann3aTopa.

Ioka3. Ilposepa uumenune na je Z(g) moarpyna rpyne G usBomu ce Ha
IOTILyHO aHAJIOraH HauuH nposBepu na je Z((G) moarpyna.
Osunaunnmo ca C(g) knacy koHjyrauuje eneMmenra g. pyrum pedmma,

C(g) = {zgz': 2 € G).
Hedpunumenmo ¢pyurunjy f: G/Z(g) — C(g), ca
f(xZ(g)) = zga™".

Hokazxkumo na je f nobpo nedpunucana. lakie, Hera je xZ(g) = yZ(g).
Tpeba mokazatu xa je rgr~ ! = ygy . Ho, rako je xZ(g) = yZ(g), To je
y~lr € Z(g), na je

(y 'x)g =gy 'z).
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MHOMeHeM OBe jeIHAKOCTH CIeBa Ca Y, a 3/JeCHa ca ' m Kopumhemem

ACOIMjATUBHOCTY MHOKEHA NOOMjaMo TpaskeHu pesyarar (mposepurte!).
Jacuo je ma je f ,ma”. Iorasumo ma je f ,,1-1"7. Hera je f(zZ(g)) =

fyZ(g)), 1j. xgz~" = ygy~'. Omapne cremn na je (z'y)g = g(z~'y), Tj.

aty € Z(g), ma je 2Z(g) = yZ(9g). O

ITocnemuma 62 Ceaka koHauHa rpyna pefa p”, rAe je p npoct 6poj, a n > 2,
1Ma HeTpuBMjanaH UeHTap.

Iloka3. Kao m y cayuajy cBake pesanuje exkBuBaJieHiuje, rpyma G je
IUCjYHKTHA YHUja Pas3iIuunTUX Kjaaca kKoHjyranuje. Ocwum Tora, meHTap
rpymne GG je yHHja CBUX jeIHOWJIAHUX KJaca KoHjyramuje. Ilobujamo ma je

G=Z(G)UCiU...UCk, (1)
npu vemy kiace C; Hucy jemnousane. IIpyrum peumma,
Gl =1Z(G)|+|Ch] + -+ + |Cil,

npu uvemy je |C;| > 1. Karo je |C;| jemHako mHIEKCY HeHTpaams3aTopa
(mexor) emementa u3 C; u kako je |C;| # 1, mopa 6utu p | |C;|. U3 (77)
caequ na p | |Z(G)|, na neHTap 3aucra HUje TPUBUjAJIAH. |

ITocienuma 63 Ako je p npocT 6poj, oHAa je CBaka rpyna pefia p° Uan UMKANYHA
nnu nsomopdHa rpynu Zy, X Zy.

Hoxkas. Yromuko vy G mocToju enement perxa p’, rpyna G je NUKINYHA.
IIpermocrasuMo na y G HeMma eleMenaTa pea p?. Kako mpema IpeTxomHoM
Z(G) Huje TpuBHMjasHA rpyna, 3akdbydyjeMo na nocroju x € Z(G) )\ {e},
Koju je Hy:kHO pema p. Heka je H = (x). YKONUKO je y Ma KOjU €JIEMEHT
u3 G\ (z), ouma je y takobe pema p u mera je K = (y). Kako je H C
Z(@G), cBaku enement m3 H rkomyrtupa ca cBakuMm u3 K. Ocwum Tora, ako
je HNK # {e}, ouna je [HNK| = p, na je H = HNK = K, mro
nporuspeun npernocrasmu. Hakise, HNK = {e}. YKOIUKO jou DOKaskeMO
na je H- K = G, nmpema craBy 0 pasjiaramy Ha MIPOU3BOI, qo0OMjaMo na je
G=HxK=1Z,xZ, Jacuo je na je
H - K={z"y*:0<r<p0<s<p}

ITokazahemo ma meby oBuM eseMeHTMMA HEMA jenHAKUX. KakKO UX mMMa
p? = |G|, omarne nobujamo na je G = H - K. Ilpernoctasumo za je

xrys — xtyu
u na je, Ha npumep, r > t. Ilobujamo:

xrft — yufs
Taj emement jemy H nuy K. Kako je npecek 0Bux moarpymna TPUBUjaJIaH,
3akmyuyjemo na je 27 ' = e = y**. Ho, kako je 0 <7 —t < p = w(x),
3akmyuyjemo ma je r —t =0, vj. r = t. Cuemu ma je u s = u, te mehy
HAaBEIEHVM eJIeMEeHTUMa, 3aucTa Hema jemuarux. Jlakme, G = H - K, Te je
IOKa3 3aBPIIEH. O
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Hopmasuae moarpymne u KOJTUYHUYKE TPYIIE

Y cayuajy ma je H < G pasmarpanu cMo ckyn G/H, CKyll CBUX JIeBUX
rocera noarpyne H y rpymu G. WcmocraBma ce na ce y HEKAM CIyda-
jeBuMa Ha OBOM CKYIy MOMKe 3aTaTH CTPYKTypa Ipymne. Y BeIuMO Hajupe
caenehy meduHUIT]jY.

Iepunuruja 64 MNogrpyna H rpyne G je HopmanHa ykonuko je H yHuja Hekux
knaca koujyrauyuje. Ako je H Hopmanna nogrpyna of G oHJa nuwemo:

H<«G.

CraB 65 Heka je H < G. Cnegehu ycnosu cy eKkBMBaneHTHM:
1. H«G;
2.3acee g€ G: gHg ' C H,
3.3acBege G: gH=Hg.

Jloxa3s.

1 = 2. Hera cy g € G u h € H npoussosau. Exement ghg~! je komjyrar
enementa h € H. Kako je H HOpMmajiHa moarpyna, oHa je yHHja Kiaca
KOHjyraIuje, Ia CaMUM TUM MOpPAa Ja CAAPKU LNy KIAacy KOHjyraiuje eje-
menrta h. Crora je u ghg~' € H.

2 =—> 3. Heka je g € G npousBosman enement. Jloraxumo na je gH C Hg.
[Mocmarpajmo emement h € H. Ha ocroBy 2, ghg™' € H, ma je ghg~' =1/
3a mexko W' € H. Ho, Tana je u gh = hg € Hg, ma 3armydyjeMo na je
gH C Hg. O6parno, younmo enement hg € Hg. Enxement g 'h(g~!)~! na
ocuoBy 2 mpunana H, ma je g~ 'h(g~!)~! = hy 3a merxo hy € H. Crora je
hg = ghy € gH, e je Hg C gH.

3 = 1. IlpermocraBumo ma je C Heka kKjaca KOHjyramuje 3a KOjy je
CNH # (). Tpeba mokazatu xa je C C H. ¥Ysmumo erxement h € C N H.
Tana je cBaxm exement us C obmuka ghg ! 3a mexu g € G. Ho, kako je
o 3, gH = Hg, To je gh = h'g 3a mexko h' € H, ma je ghg~' = h/gg~* = I'.
3akmyuyjemo na ghg~! € H. Haxne, 3aucta je C C H. a

IIpumerumo ma, y caydajy ma je H <G, Baxu jemmaxoct gHg ' = H.
CraB 66 Csaka nofrpyna uHpekca 2 je HopmanHa.

Hoxa3. Hera je H < G u [G: H| = 2. To 3Haun na je 3a CBaKU €JEMEHT
a ¢ H n3 G ucnymeHo:
G=HUaH.

Ho, Takobe je u
G =HUHa.
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Kako je aH N H = (), mopa 6utu aH C Ha. Ho, u3 uctux pasiora je
Ha C aH. 3armyuyjemo nma je aH = Ha 3a cse a € G\ H. Axo mak
a € H, ouna je aH = H (H je moarpyma, ma je Tpou3BOJ Ma KOja IBa
enemenTa u3 H y H; ocum Tora, ako je h € H npon3BOJbaH €JIE€MEHT, OHIA
je h =a(a"'h) € aH), a Takobe je w Ha = H. Ilakme, u y OBOM ciyuajy
Bawku jemuakoct aH = Ha, na je H < G. a

IIpumep 67 Baxu cnegehe:
1. 3aceen>2: A,<S,;
2. 3a ceaky rpyny G: {e} < G;
3. 3a ceaky rpyny G: G« G,
4. 3a ceaky rpyny G: Z(G) < G;
5. 3acBen > 3: (p)<aD,.

Y cayuajy na cy X u Y monckynosu on G, medpunumemo X -Y ca:
XY={ry:zeX,yecY}

CraB 68 Ckyn cBux neBux koceta HopmanHe nogrpyne H rpyne G uvHn jefHy
rpyny y ofHOCy Ha yrnpaeo gedVHMCaAHO MHOXeHe nofckynosa o G.

Ioka3. Heka cy aH u bH npousBosmuu koceru. Jlorkaskumo ma je, mpu
ycaoBy na je H <G,
(aH) - (bH) = (ab)H.

OBo Huje Temko mokaszaru. Hawmme, mpumerumo na je HH = H. Jacuo je
na je HH C H (mpowusson nsa emementa u3 H rtarobe je y H momto je
H nomrpyna ox G). Ocum Tora, xako e € H, mobujamo H = eH C HH.
ITobujamo:

(aH) - (bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)(HH) = (ab)H.

OBge cMO KopucCTHIN YubeHUIly na je H <G m aconujaTuBHOCT MHOKCHA.
Cana mmje Temko mokaszaru na je (G/H,-) rpyna. Hauwme,

((aH) - (bH)) - (cH) = ((ab)H) - (cH) =

— (ab))H = (a(be))H = (aH) - (be)H) = (aH) - (bH) - (cH)).

Jacuo je ma je H = eH meyrpai:
(aH)-H = (aH)(eH) = (ae)H = aH,

Kao n

H-(aH)= (eH) - (aH) = (ea)H = aH.
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Nuseps enemenrta aH je a ' H:
(aH)-(a"*H) = (aa ") H = eH = H;
(a™'H)-(aH) = (a 'a)H = eH = H.
0O

Osaro nmobujeHa rpyma 30Be ce KONIMUHMYKA rpyna rpymne G o HOPMAJHO]
noarpynu H. Y6ynyhe, kama rosopumo o rpynv G/H nonpasymeBamo
na je H mopmasina moarpyna on G U na je MHOKEHE KOceTa He(UHUCAHO
Ha HaBeneHM HauumH. HapaBHo, uecTto HelieMoO mucaTu Heke HemoTpebHE
3arpajie 1 3HAK MHOMKeEHhA.

Hepuuurmuja 69 pyna G je npocTa yKONMKO Cy theHE jeiUHE HOPMaJiHE MOA-
rpyne G u {e}.

Yroauko rpyna G Huje KOMyTATHUBHA, TO HE MOPa OWUTW HU HEHA KOJIU-
yHnuka rpyna. Mmak mma ciayvajeBa y KOjuUMa KOJUYHUYKA I'PyIa jecte
KOMYTATWBHA, & caMa r'pyma TO HUje.

Hepuaumuja 70 Ako cy z,y € G, AedUHMLLIEMO KOMYTATOp eNemMeHaTa & U Y, Yy
osHauu [z, y] ca:

[2.y] == a2y ey
IIpumerunmo na je xy = yr akko [x,y] = e. Hoarpyny rpyne G remepucamy
KOMyTaTopuMa o3HadyaBaMo ca |G, G] u 30BeMO KOMyTaTOPCKA MOATPYIA O
G. Ocum oBe o3Hake, mojaBmyje ce m o3naka G’ (Te ce 3a Ty momrpymy
Kaske 1 ma je ussof rpyme G).

CraB 71 a) KomyTaTopcka noarpyna je HopmanHa nogrpyna.
6) Ako je H <G, oHpa je G/H xomyTaTusHa ako 1 camo ako je [G,G| C H.

Ioka3. a) IlpoussBon meBa KOMyTaTopa HE MOPa OUTH KOMYTATOpP, aiu
WHBEP3 Ma KOT KOMYyTATOPAa jeCTe KOMYTaTOp:

[2,y) 7 = (a7 ay) T =y e ) T @) T =y e e = [y, )

Y cBakoM ciyvajy, MU MOCMATPaMO MOATrPYILy T€HEePUCAHY KOMYTATOPUMA
u Tpeba ma mokaskeMo na je oHa HopmadHa. (CBaku egeMeHT MOArpyIe
reHepucaHe HEKUM CKymnoM X je CKyI CBUX MOrynNux mpom3BOIa eJeMeHATa
3 X ¥ BUXOBUX MHBep3a. Kako je mHBEpP3 KOMyTaTopa W CaM KOMYyTa-
TOP, TO je CBAKU €JIEMEHT U3 KOMYTATOPCKE IPYyIle IMPOU3BOA KOMYTATOPA.
Crora, HEKA CY ¢, T1,Y1,---,Tn, Y TPOU3BOMBEU ernementTy rpyne G. Tana
je

glzr )2, ye] - [on, ynlg ™t = (gler, valg™ ) (gl v2lg ™) - (9l2ns ynlg ™)
Ho,

—1 1 1

glz,ylg™ =gy tayg ™t = (927 g ) gy o ) (grg T ) (gyg ) =
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= (g9~ ") Hayg™ ") Ngzg ") gyg™") = lgzg~ " gyg "],

Te mobujamo

gz, 1] [Tnynlg ™ = lgr1ig7  gyi97 ] [9mng  gyng Y] € [GL G

6) =: IlpermocraBumo na je rpymna G/H womyrarusaa. To 3mauu na
je 3a cBe z,y € G UCOYHEHO:

zH -yH =yH -zH.

Hpyrum peunma,
zyH = yxH,

ma Mopa ouTu
(yz)~'(yx) € H,

TC

1

[z,y] =2~ 'y tay € H.

Ilakrse, kKoMyTaTOp Ma KOja IOBa ejeMeHTa je y H, ma 3akmpbydyjeMo Ia je
[G,G] C H.

«: Ilpernocrasumo ma je [G,G] C H. Tpeba nokaszaru na je rpyna G/H
KoMyTaTuBHa. Heka cy x,y € G mpousBosHU eneMeHTH. 110 mpeTmocTaBmu
[z,y] € H, tj. 2 'y try € H. To 3maum na je (yx)~'(zy) € H, ma mopa
outu (yx)H = (zy)H, Tj. (yH) - (xH) = (zH) - (yH). 3armyuyjemo ma je
G/H roMyTaTUBHA TPYIA. |

I'pyna G/[G,G] masusa ce AbGemmsanuja rpyne G u o3mauasa ca GAP
(koMyTaTUBHE rpyTIe HAa3uBajy ce u AGenose rpymne). IlOHEKU TyT je TOTOIHO
3a UCTIUTUBAImE Na JU Cy IBe rpyle uzomopdue npehu na muxose Abenu-
3aIuUje, 3aTO MTO Baxku cienehin cTas.

Crae 72 Ako je G = H onpa je u GAP =2 HAP,

Hera je f:G — H wmsomop¢usam. Tana je f([z,y]) = [f(x), f(y)], mTo ce
Jako Moske ycranosutu. Qmasme ciaenu ma

flG.G] € [H, H]. (2)

IeduarmmmMo ¢yHRIMA]Y R
f: GAb N HAb,

ca:

[Torazahemo naje f nobpo medpuHMCAHA QYHKIHM]a, KOja OCTBAPYj€ U30MOD-
¢uzam uameby G/|G,G| n H/[H, H].

Ho6pa peduHucanoct: Hexra je

z[G, G] = y|G, G].

42



Tpeba mokaszatu na je
f()H, H] = f(y)[H, H].

Ho, xaxo je z[G, G| = y|G, G], mopa 6utu z~ 'y € [G,G], na ma ocuosy (?7?)
cremn nma f(z)"1f(y) = f(z~'y) € [H, H]. Hakne, 3aucra je

fje na": Heka je z[H, H] npon3BO/LAH eJeMeHT I/I3~HAb. Kako je f ,,ma”, To
nocroju x € G 3a koju je f(r) = z. Ho, Tana je f(x[G,G]) = f(x)[H, H] =
z[H, H], na je f 3awucra ,Ha”.

fje ,1-17: Axko je

f(l‘[G, G]) = f(y[Gv G])a
TO 3HAYU 14 je

f(‘r)[HvH] = f(y)[HvHL

na je
fla™ty) € [H, H].
JIpyruM peumMa, 38 HEKE 21, UL, - - ., 2n, Uy € H je
f(x_ly) = [Zlvul] toe [vaun]
Kako je f ,ma”, To mocroje z1,y1,...,Tn,Yn € G TakBU Oa je

f(Il):Zla---7f($n):Zn7 f(yl):ula"'vf(yn):un~

To 3naum na je

Fl™y) = [f @), fn)] - [f @n), fya)] = flz1,1] - [0, y0]).

Kako je f ,,1-1”, mopa butn;

x_ly = [$17yﬂ te [xnvyn]

Cnemn ma z~'y € [G,G], ma je z[G,G] = y|G,G] u saxmyuyjemo ma je u
¢yuruuja f ,,1-17.
f ce cnaxe ca onepauwjama:

F((@[G.G)) - (WIG. Q) = f((ey)[G. G)) = f(xy)[H, H] = (f(x)f(y))[H, H] =
= (f(=)[H, H)(f(y)[H, H]) = [(2[G, G]) [ (]G, C)).

3akrmydyjemMo 1a je f 3aKcTa U30MOp(U3aM. |

ITpumep 73 3a cee n > 2: SAP = 7,
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[Mokazahemo ma je [S,,S,] = A, 3a cse n > 2. Jacno je ma je 7 lo lmo

nmapHa mepMyTaunuja 3a CBake ABe mepumyranuje m u o (3amro?). IIpema
ToMme, [S,,S,] C A,.

Cnyuaj n = 2 je tpusujaman. IlpermocraBumo crora ma je n > 3.
Jloka:kUMO nma CBAKM LMKJ AyskuHe 3 mnpunazna [S,,S,]. Kako tu nukaun
remepumy A, mobuhemo na je [S,,S,] = A,. Ho,

(abe) = (ab)(be) = (ab)(ac)(ab)(ac) = (ab)~(ac) " (ab)(ac) = [(ab), (ac)]

Kako je [S, : A,] =2, To je rpyna S, /A, pena 2 u kao TakBa je u30MopQHa
rpynu Zs. &

ITpumep 74 3a cee s > 2:
1. (]D)QS)Ab = ZQ X ZQ;
2. (Dgs_1)AP = Zy.

[Mokazahemo majupe na je [D,,D,] = (p?). Ilposepumo cBe cayuajese:

k

L [p% 0] =¢;

2. [op*, p'] = (o) ()M (op*)p = apptoptpt = p~Fpl Pt = p?h;

3. [pF,00'] = (0*) M (op") " pF(op') = pFap'pFap! = pFptpRpt = p2H;
4. Lglpfélgpl} = (0p") M op')opkop' = apFaplapFapt = pTFplpTFph =

Bummvo na je zaucta [D,,D,] = (p?). Cana ce pasnuryjy ciydajeBn kama
je n mapmo, omEocHO Hemapuo. Hamme, ako je n = 2s — 1, pen enemenra p?
je n (zamTo?), ma je (p?) = (p). Crora je [Dos_1,D2,_ 1] = {p) u 3amcra je
(Das—1)AP = Zs.

Y cayuajy n = 2s, pen eIeMeHTa p? je s u

(D2s) 2 = {(p*), 0(p?). p(p*), op(p*)}-

OBo je rpyna ca 4 enemMeHTa y KOjO] je CBAKU eJeMeHT pena 2 (HpoBepuTu
0BO!), Ia HA OCHOBY paHMjuX pe3yirara (a MOkKe U AUPEKTHO), M0OujaMo

aa je (Dgs)Ab = ZQ X ZQ. *

IokaskmMO Ha Kpajy jOIl jefaH cTaB, KOjU HAM Oaje KapaKTePU3AIU]y
rpyna onpebenor pena.

Cras 75 Ako je p Henapax npocT 6poj, oHa je cBaka rpyna pefa 2p nunmn umknu-
YHa unu je nsomopdHa rpynu D,.

Iloka3. Heka je G rpyna pena 2p. Ha ocuoBy Komujese Teopeme, y rpynu
G mocToju eNIeMEeHT ¥ pelia p U eJIeMeHT y pena 2. Kako pen eireMeHTa neiu
pexn rpyue, o y ¢ (x). Crora je

G=(x)uylx)={e,x,.... 2Py, yx,... ,yzP 1}
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Pen enementa yx moxke 6utu 2, p unu 2p (yx # e). Yroauko je w(yx) = 2p,
rpyna G je MUKIUYHA.

Mokaskumo nma w(yz) # p. Ilpermocrasumo ma je w(yx) = p. Tana
nobujamo (pauynamo y rpymu G/{x) — moarpyna () je HOpMaJHA IIOMTO
je nunerca 2):

(z) = efz) = (yz)"(x) = (yz(2))’ = (y(x))" = y"(x).

Haxkae, y? € (x). Kako je p menapan 6poj, a w(y) = 2, mopa 6utn y € (),
mTo HUje TavyHo. /loOuau cMO KOHTPAIUKIU]Y, T€ MOKEMO 3aKJLYUUTHU 114
w(yx) # p. Ocraje cayuaj w(yr) = 2. Tama nobujamo ma je (yz)? = e,
ma je yryr = e u3 dera ciaemu ma je yr = x 'y. C ob3upom ma je xP = e
u y? = e, BumuMO ma ce mzomopduszam msmeby G u D, moxe ocTBapUTH
OPUIPYERUBAKLEM Y — 0, T — p. O

Ayromopduzmu rpymna

Heka je G rpyna. Ca Aut(G) o3HauaBaMO CKyI CBUX ayTOMODQu3zama
rpyue G:
Aut(G) :={f: G — G| f je ayromopopusam}.

Kako je komnosunuja gBa ayToMopduaMa ayToMOp(U3aM, a U UHBEP3 ayTO-
Mopdusma je ayromopduszam 1o je (Aut(G),o) jemma rpyma (WOeHTUYIHO
[IpECINKaBabhe je HADaBHO ayTOMOP(U3aM), KOjy 30BEMO 2pyna aymomop fiu-
sama epyne G.

Herxa g € G. Hepunmmmmo uy: G — G cas:

ug(z) = grg™".

Huje Temro yBeputnu ce nma je ug ayromopusam rpymne G. Hanwme,

1

ug(zy) = gryg~" = (grg™")(gyg™") = ug(x)ug(y).

Ocum Tora,
(ug 0 up) (@) = ug(up(x)) = ug(heh™") = gheh™'g™" = (gh)z(gh) ™" = ugn(x).

Ilakne, ugoup = ugy. Kako je, ounrnenso, u. = idg, T0o nobujamo na je, 3a
cBako g € G: ugous—1 = u, = idg. Barmyuyjemo na je uy Oujexnuja u 1a je,

3ampaBo, u, 1= ug-1. Ha oBaj HaumH cMoO moKa3asu HE CaMO 1 je CBAKH Uy
jemaH ayromopdu3aM, HETO U Aa CKYIl CBUX ayToMOp¢m3ama TOr ODIuEKA,
YUHU jeAHY TMOATrPYyIy T'pyne CBUX ayToMopdusama. AyroMopdusme oBOT

obnuka 3Bahemo ynympawmny aymomopPusmu 1 kopucTuheMo O3HAKY

Inn(G) = {uy| g € G},
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3a MOATrPYIy CBUX YHYTpAIIbUX ayToMopduzama rpyme G.

3uamo zxa je (Inn(G),o) < (Aut(G),o), HO mocTaBmba ce NUTAKE AA JIU
je To m HopmasHa noarpyna. Iposepumo to. Hera je ¢ € Aut(G). Tpeba
MOKA3aTU Oa je

$oInn(G)op! C Inn(G).

Hera g € G. Tana 3a cBaku x € G:

(pougop)(z) = ¢
= o(go ' (x)g")
= ¢(

= olg)xp(g)~!

= Up(g) ().

Iakne, ¢ougodp™' =uyy € Inn(G). Baxmyayjemo xa je Inn(G) < Aut(G).

Komununuuky rpyny Aut(G)/Inn(G), osmauasamo ca Out(G) u 30BEeMO
2PYNa CNoNHaUWRUT aymomopdusama epyne G- (CBaKK KOCET y OBOj IpyIH, pa-
smaaut ox Inn(G), 3amar je HEKUM ayTOMOP(U3MOM KOjU HUje YHY DALY,
Tj. KOju HUje 3a1aT HEKUM KOHKPETHUM esieMeHTOM rpyne (G Kao ImTo je 3a-
AT YHYTPAIILUA ayTOMOP(U3aM).

Cras 76 [llpugpyxusare
9Z(G)  ug

npeAcraemsa nsomopgusam rpyna G/Z(G) v Inn(G).
Ioxka3s. ITocmarpamo ¢pyuruujy ¢ : G/Z(G) — Inn(G) 3amaty ca:

V(9Z(G)) = ug.

Tpeba mokazatu xa je ¢ uzomopduszam (kakxo je Z(G) HOpMaIHA TOATPYIA
oxn G, To 3aucra umamo KouumdHudky rpyny G/Z(G)).

HoraskrMo Hajupe na je ¥ nobpo medunmcana. Y Ty CBPXY, HEKa je
9Z(G) = hZ(G). Tpeba mokasaru na je ug = up. VI3 gZ(G) = hZ(G) cnenn
na je g th € Z(GQ), Tj. na 3a cBakm x € G BaEn

g the = xg 'h.

MHo:kemeM OBe jeJHAKOCTH CJIeBAa ca ¢, a 37ecHa ca h~ ' mobmjamo ma 3a
cBaku T € G:
hzh™t = gxg™!,

Tj. ma je 3a cBako ¥ € G: up(xr) = ug(x). BarmydyjeMmo ma je 3amcra
Ug = Up-

Ha canuan mauvs ce mposepasa na je ¢ ,,1-17. Hera je ¥(9Z(G)) =
Y(hZ(G)). To smaum ma je uy = up, Te je 3a cBe & € G: ug(x) = up(x).
Iakne, 3a cse x € G Baxku:

grg~t = hah™ L.
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1 a 3mecma ca h mobujamo na 3a

MHOKEHmEeM OBe je THAKOCTHU CJEBa Ca §
cBako T € G BaKM:

g the = zg~'h,

mTo 3ampapo 3Haun 1a ¢ 'h € Z(G), Te 3akmyuyjemo na je gZ(G) = hZ(G).
Taxo cmo mobunu na je ¢ ,,1-17.

dyurmmja 1) je ouuraenno ,Ha” (3amTo?), Te HAM CAMO MpEocTaje ma
MMOKAYKEMO [a Ce CJajkKe ca omepamnujama, Tj. ma je 3a ce g,h € G

P((92(G)(hZ(G))) = ¥(9Z(G)) o p(hZ(G)).

(Ilpucerumo ce ga je onepanuja y Inn(G) 3anpaso koMmno3unuja GyHKIA]jA. )
Ho,

v((92(G)(hZ(G) = ¥((gh)Z(G))

ugh

= UgOUp
= ¥(9Z(G)) o p(hZ(G)).
0O

[TocTaBma ce murame na U rpyla YHYTPALIBLUX ayTOMOP(r3aMa MOKe
Outu nukanuaa. HapaBHO, yKOJIMKO je rpyna G KOMyTATUBHA, CBAKU yHY-
Tpallmby ayToMopdusaM je nnerrurer (3amro? ), Te je tana Inn(G) = {idg},
HO TO je TpuBujanua rpymna. Ciaenehu cras Ham maje oaroBop Ha TO M-
Tame.

Cras 77 Ipyna Inn(G) Hukapa Huje (HeTpuBMjanHa) UMKAMYHA rpyna.

Hoxa3s. IIpernocrasumo na je Inn(G) nurnnusna rpyna. Ha 0CHOBY mpeTxomHor
craBa mobujamo na je u G/Z(G) mukauuna, Tj. na nocroju x € G 3a Koju je
G/Z(G) = (xZ(Q)). Tlorazahemo ma omarie ciaeau na je G KOMyTaTUBHA
rpyna. Y Ty CBDPXyY, HEKa Cy ¥,z npousBomHU ememenTu u3 G. Kaxko j
xZ(@G) remeparop rpyne G/Z(G), To nocroje m,n € 7Z 3a roje je

YZ(G) = @Z(G)™  w  2Z(G) = (2Z(G))".
Ho, To 3ampaso 3mauu na nocroje ¢,d € Z(G) TakBu na je
y=zamc mu z=2z"d.
(3amro?) Ho, Tana nobujamo na je

yz = zMex"d
= z™z"d (ce Z(G))
= z"z"cd
2"dz™e (de€ Z(Q))
= zy.
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Haxne, G je komyraruBHa rpymna, na je G = Z(G), te je G/Z(G) Tpusn-
jamHa rpyma, Te je TpusmjasHa u rpymna Inn(G). ]

Onpebusame rpyne ayromMop¢uzamMa ITPOU3BOJLHE I'DYyIE HUje JIak 3a-
marak, crora NemMo ce MU OBIE OUDAHUYUTU CAMO Ha HEKe jeTHOCTABHU]jE
clyyajeBe W IpuMepe.

[TozabaBumo ce Hajupe nurameM onpebuBama rpyme ayroMopduzama
NUKJINYHE TPYIIE.

Cpaka OeckOHauHA IURIANYHA rpyna m3oMmopdHa je rpymu Z. Huje
TEIKO YBEPUTU C€ na Cy jJeAUHU ayTOMOP(YU3MU OBE Ipyle UACHTUTET U
x — —x (uposepure 0Bo). Crora je Aut(Z) = Z,.

Heka je n > 2 u f € Aut(Z,) (raxo je jacmo ma uz G = H cuenn na
je Aut(G) =2 Aut(H) (yBepute ce y To!), Kao 1 na je cBaka HETPUBUjaJIHA
KOHAYHA [UKJUYHA TPylIa M30MOP(HA TAYHO jemHoj rpynu Z,, 3a n > 2,
MU paszmarpamMo Taj cuaydaj). Esement 1 je remeparop rpymne Z, u ay-
tomopouzam f je mormyHo onpeben ciaukom ememenrta 1. Haume, mHeka je
f(1) =r. Yronuko je z € Z,, TO je

x:1+n"'+n17
—_————

Te mobujamMo

f@)=fQ4n Ao D) =fW) 4n-An f) =7 4n - 4nr.

x T T

Ho,
T+p o tn? =17nT.
xr
Haume, u meBa m mecHa cTpaHa OBe jeQHAKOCTU CY 3alPAaBO OCTATAK IIPU
nememy rr ca n. llpema Tome, mobujaMo ma je 3a CBAKO T € Zny:

flx)=r-, .

Ilakne, u3 ynmeHune ga ce f ciaske ca omeparujamMa BUIEIA CMO KAKBOT je
obmurka f. IlocraBma ce murame: KAKBO MOpa OUTU T" € Z, [ CA T+ T 5 T
Oynme 3amat ayromop¢usam rpyne Z,?7 Ilpe cBera, ¢ 063upomM Ha CBOjCTBA
omepanuja +, " -, OBAKBO IPUIAPYKUBAE YBEK C€ CJIAKEe Ca OMEPAIjOM.
Kako je rpyna Z, roHa4Ha, TO je HOBOJLHO MPOBEPUTH 3a KOje I je OBAKBO
npuapysusBame ,Ha” (3amro?). Ho, To Huje Temrko. J[0BOWHO je mcouraTu
kana je 1 cuwuka Hekor esemenra (momro je 1 remeparop rpyune Z,). To
3Hayn na Tpeba yCTaHOBUTHU 3a Koje r € Z, mocrtoju § € Z, Tako ma je

r-,s = 1. Ho, mobpo Ham je mo3HATO Ma TO BAKM aKO U CAMO aKO je
r y3ajamMHO mpocto ca n. Ilomcerumo ce ma cmo ca ®(n) ozHaunmam cse
eseMenTe u3 ckyna {1,...,n — 1} xoju cy y3sajamuo npocru ca n. Ilakie,

NPUADYERUBAKE T > T -, T 3a0aje ayToMopdusaMm rpyme Z, ako U CaMO aKO
r € ®(n). Ho, (®(n),-,) je rpyma m HA OCHOBY NMPETXOAHOT Da3MATPAama,
MOKE C€ OUEKMBATHU & MOCTOjU Be3a oBe rpyte u rpyne Aut(Z,). 3ampaso
Basku caenehu cras.
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Cras 78 ®ynkuuja ¥: Aut(Z,) — ®(n), 3apata ca:

je nsomopouzam rpyna (Aut(G),o) n (®(n), ).

Ioka3z. Ha ocmoBy mperxomuor pasMarpama, U je Oujermuja (3amTo?).
ITorpebuo je camo mpoBepuUTH ciarame ca omepanujama. Ho, To Huje
TEIIKO:

U(fog) = (fog)1)

= [flg(1))

= f(1)-ng().
(ropucTraI cMO mOKa3aHW pesyarar no kome je f(z) = f(1) -, x 3a ayTo-
Mopduzam f u exement x). OBUM je NOKA3 3aBPIIEH. O

IMornenajMo cama HEKe MpUMEPE.
IIpumep 79 lMNokazatu ga je Aut(Zy x Zso) = Ss.

Zs x Zy = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Csu enementn oBe rpyme (ceMm Hey-
Tpasa) cy pena 2. Osmauumo ca X CKyn CBUX ejleMeHATa pena 2 y OBOj
rpynu. ITocmarpajmo ¢yHEIN)Y

U: Aut(Zy x Zs) — Sk,

meuHUCaHY ca:
U(¢) := dlx-

Jacuo je ma je oBo moOpo meduHMCaHA QYHKIMUja DOMTO ayTOMOpU3aM He
Mema pel ejgeMeHnta, ma je zaucra ¢[X] = X 3a cBaku ayroMopduszam ¢
(masxspuB yurasan fe mpuMeTuTy KA OBO HUje Oaml mpaBa pPeCTPUKIM]A,
MOIITO IPU PECTPUKNUJU ,,CMAKyjeMo”’ caMO JOMEH, a He U KOJOMEH, AJIu
jacHO je mTa skeaumo ma ypamumo). CBaku ayToMopdu3aM je HOTILYHO
onpeben BpenHocTrMa y eIeMEeHTHMA pela 2, HOUITO ce HeyTpaJ 00aBe3HO
canka y veyrpasa. Crora je ¥ ,1-17. Ho, ¥ je m ,ma” momrTo cBaka
nepmyranuja ckyna X 3angaje jemad ayroMop¢usam (IpOU3BOA CBaka ABa
pasznuuuTa eseMenta u3 X jenHak je tpehiem esnementy). Crora je ¥ u
,Ha”. C 0b3upom gma je y obe rpyme omepamuja o, To ce ¥ caaxke u ca
omepanujoM, Te je 3amcra jemaH m3omopduszam. Karo je X crynm on Tpu
eJIeMeHTa, TO je TBpheme IOKa3aHo. &

IIpumep 80 Oppeantu rpyny Aut(Ss).

Sy = {(1),(12), (13), (23), (123), (132)}. Hexa je X = {(12), (13), (23)}. Kao
U y IPeTXOomHOM IpuUMepy, momTo cy y X CBU eJeMeHTH pela 2 y TpyIu
S3, To 3a cBaku ¢ € Aut(S3) Basm: ¢[X]| = X. Ocwmm Tora, BpemHOCTH
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KOje ayToMop¢u3aMm ,,y3uMa’ Ha eJeMeHTVMa CKyna X jeAMHCTBEHO onpe-
byjy Taj ayromopdusam (emementu u3 X remepumy Sz). U He camo To —
BPEOHOCTU Ha CKymy X MOIY Ce y3eTH IPOU3BOJLHO M TaKO NOOUTH jenaH
ayroMopousam (pasMucaure u nposepure Ha npumepy!). akie, kao u y
IPETXOQHOM IIPUMEDY, ,pecTpuknuja’ 3anaje nzomopousam rpyna Aut(Ss)
n SX7 IIa je Aut(Sd) = S3 &

Hamomena. Ilpumerumo na rpyme Zo X Zo m S3 HUCY M30MOD(HE, ayu
BUXOBE I'Pyle ayToMopduzaMa TO jecy.

Heka cy G u H npousBosmue rpyne. Ako je ¢ € Aut(G) u ¢ € Aut(H),
OHZa je JaKO NMPOBEPUTH Ha je (YHKIHMja ¢ X ), nedpuHmcaHa ca:

(@ x ) (g, h) = (6(g), ¥ (h)),

3a g € G uh e H ayromoppuzam rpyne G x H. JacHo je ma y ommrem
ciydJajy He Mopa cBaku ayroMmop¢mzam rpyme G x H na Oyme tor obnu-
ka (jemuru ayrtomopduzam rpyme Zs je WICHTUTET, a BUAEIUA CMO 14 je
Aut(Zy X Zo) = S3). Cunemehu craB HaAM naje HOBOJbHE YCJIOBE Ha CBAKU
ayromopduzaMm Oyme oBor obanka.

CraB 81 Heka je |G| =m, |[H| = n v Heka cy m v n y3ajamHo npoctu. Tafa je
Aut(G x H) =2 Aut(G) x Aut(H).

Iloxka3. ['maBHU meo mOka3a cacToju ce y TOME na ce MOKaKe na je Ipu
[aTUM ycJoBUMa cBaku ayToMmopduszam O € Aut(G x H) obauka ¢ X 1, 3a
uexu ¢ u3 Aut(G) u nexu ¢ u3 Aut(H). Hexra je e seyrpan y G u € HeyTpan
y H. Tspmumo ma Baku caenehe:

@(9’5) = (¢(g)7€)7

rae je ¢ mekm ayromop¢usam rpyme G. IlpermocraBuMo na je 3a HEKO
g € G ucnymeno: O(g,e) = (¢(g),ho), me je hy emement uz H pazmuaut
on HeyTpaia (jacHO je ma je mpBa KOMIOHEHTA 3a0aTa HekoM (YHKIU)OM
on g — kacuuje hemo mokazatu na je 3amara ayromopdusmom). Kako je
m = |G|, 1o je ¢™ = e u mobujamo na je (g,€)™ = (e,e). Crora je

(¢(9), ho)™ = O©(g,6)™ = O((g,¢)™) = O(e, ) = (e, ).

Haxne, hy* = e. Crora w(hg) | m. Kako hg € H, a |H| = n, 10 Basku u
w(hg) | n. Tlo mpernocrasuu je hg # €, Te je w(hg) # 1. Hobujamo ma m u
n uMajy 3ajemHuuku nesuian Behu onx 1, mro nporuepedn npermocraBuu
na cy ysajamuo npoctu. To mokasyje ma je 3aucta

O(g.¢) = (¢(9)¢)

3a cee g € G. Ilpumerumo na ¢ mopa butu ,1-17, jep je © ,,1-17. Kaxo je
(G koHauHa rpyna, ciemu na je ¢ u ,Ha” . Ho, ¢ ce cnaske u ca onepanujama:

(#(9192),€) = O(9192,¢¢) = O(g1,2)O(g2,¢) = (¢(91),€)(P(92),€) = (¢(91)9(g2); €),
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na je 3aucra ¢(g192) = ¢(g1)d(g2).
Ha mornymo uctu HaumH ce mOKa3yje ma je

O(e, h) = (e,9(h)),

3a ek ¢ € Aut(H). Kormauno mobujamo:

©(g,h) = ©((g,¢)(e, h)) = ©(g,£)O(e, h) = (d(g),£)(e,b(h)) = (¢(g9), ¥ (h)).
Canma je mako mIpoBepUTH Oa je jemaH M3oMopdusam
F:Aut(G x H) — Aut(G) x Aut(H)

samar ca F(¢,1) = ¢ x ¢. OcraBmamo ynraonmma na 0BO IPOBEDE. O
OsBaj pesynrat, y3 paHuje pe3yaTare O ayTOMOPPU3MUMA HUKINIHIX
rpymna mMa jemaHy, IOMAaJI0 HEOUEKUBAHY IOCJIEIUILY.

Ilocnemuma 82 Heka cy m n n y3ajamHo npocTtu npupofdHu bpojesn. Tapa je
p(mn) = (m)p(n).

Hoxra3. Ilpucernmo ce na je p(n) = |®(n)|, rme je (n) ={k:1 <k <
n, NZD(k,n) = 1}. Kakro cy m u n y3ajaMHO IPOCTH, UMAMO M30MODP(pUI3aM
Lnn, = Loy X L. Crora je

O(mn) 2 Aut(Zmn) = Aut(Zy, X Zy) = Aut(Zy,) x Aut(Zy,) =2 &(m) x &(n).
Hobujano p(mn) = |@(mn)| = [®(m) x ®(n)| = [®(m)[|®(n)| = ¢(m)p(n). O

HapasHo, OBIe ¢CMO y IOKA3y KOPUCTUJIMA jeTHOCTABHY UMHCHUILY & U3
GGy u HXH, cnemu G x H= G, x Hi. Horaxkure je 3a BexOYy.

XoMoMOp(U3MHI U TeOpeMe O M30MOPPU3IMUMA

Beh cmo ynosmaru ca mojmom mzomopéusma rpymna. Ommrruju mojam je
rnojaM XOoMoMOD@uU3Ma.

Hepunnunrnuja 83 Heka cy (G,-) v (H,x*) rpyne. ®yukumja f:G — H je xomo-
Mop®Mr3aM yKOIMKO 3a cBe z,y € G Baxu:

flx-y) = f(z)* f(y).

Ilakne, m3omopdur3aM je oHaj xXoMOMOpm3aM Koju je u bujexnuja. IIpume-
TUMO [Ja Ce JIAKO IIOKa3yje, Ha MCTU HAUMH Ka0 M Y CJIydYajy U30MOp-
¢m3Ma, ma ce Ipu CBAKOM XOMOMOpQuU3My HeyTpaJ rpyne G ciuka y Hey-
Tpax rpyne H, a muBep3 enemenra u3 rpyme (G y MHBEDP3 HErOBE CIIUKE
y rpymu H (momcerure ce Tor mokasa). Kako xoMmomopduszam HEe Mopa
Outu Oujexnuja, IPUPOAHO je UCIUTATH y KOjOj MePU ATy XOMOMODP(pU3aM
,omeryna’ on m3omopduima. BaskaH mojaMm y Be3u ca TUM je W HOjaM jeszpa
XOMOMOD (pu3Ma.
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Hepuaumuja 84 Heka je f: G — H xomomopgousam rpyna. Jesarpo xomomoporzma
f, y osHaum Ker(f) pedununwe ce ca:

Ker(f):={9€G: f(g) =en},
rhe je ca ey O3HaueH HeyTpany H.
CraB 85 Jesrpo ceakor xomopdusma f: G — H je HopmanHa noarpyna rpyne G.

Hoxa3. Kaxo je f(eg) = emy, 1o eq € Ker(f), na Ker(f) # 0. IIpermo-
craBumo na .,y € Ker(f). Tpeba mokazatu na 'y € Ker(f). Ho,

flay) = fa) " x fly) = et xen = en,

te 3aucra r~ 'y € Ker(f). Harne, nokazam cmo ma je Ker(f) < G.
Ila OGucMmO mOKa3aJM Oa je je3arpo HOPMaJlHa HOArPYyIa, MIOCMATPajMO
npoussosHe enemente x € Ker(f) u g € G. Tana je

flgzg™) = fg)* f(a)* f(9)~" = flg) xem * f(9)~" = en,

Te 3armyuyjemo ma je gKer(f)g~! C Ker(f), 3a ce g € G, Te je 3aucra
Ker(f)<«G. m|

CraB 86 Xomomopdusam rpyna f:G — H je ,,1-1" ako n camo ako je

Ker(f) = {ec}

Joxa3s.

—: IIpernocrasumo na je f ,1-17 u mera = € Ker(f). To 3maunm na je
f(x) =en = flea).

Kaxko je f ,1-1”, Mmopa 6utu = = e¢. 3armyuyjemo na je Ker(f) = {ec}.
<=: Hexa je Ker(f) = {eg}. IIpernocrasumo na je f(z) = f(y). To 3naun
na je

flaty) = fla )« fly) = f@) " * fy) = ey *en = en,

na je 27ty € Ker(f) = {eg}. lobujamo ma je x =y, Te 3akmydyjemo mna je
Fa1-17. 0

Yromuro je Ker(f) = {eg}, raskemo u ma je jesrpo tpusmjasso. Ako je
f »1-1”7 xomoMop¢u3aM, KaxkeMo 1 13 je f MoHOoMOpPu3aMm.

Hedrannuja 87 Cnuka xomomopousma f: G — H, y osHaum Im(f), neduHuwe
ce ca:
Im(f) :={y € H:(x € G)y = f(x)}.

Ilakrne, cniuka xoMop(du3Ma je 3ampaBo obuyHa cianka QyHKIuje f.
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CraB 88 Ako je f: G — H xomomopdusam, onga je Im(f) < H.

Hoxa3. Kako je ey = f(eg), To Im(f) # (. TIpernocrasumo ma yi,ys €
Im(f). To 3maum na mocroje x1,zs TakBu na je f(z1) = y1 u f(z2) = ya.
Ho, Tana je

yfl s yo = fx1) 7t * fx) = f(l';ll'g) € Im(f).

O
[Mprmernmo na ciamka xomMoMopdu3Ma He MOpa OUTH HOPMAaJIHA MOACPYIA
on H. Hanwme, ako je H < G ouma je ciura on H npwm murnysuju (koja je
xoMoMOp¢hu3am) cama moAarpyna H u ako OHA HEje HOPMAaJIHa, TO HAM Jaje
TPaKEHU MIPUMED.

XoMomoppu3aM, Koju je yjeqHo u ,Ha”, 30BeMo enumopguzam. OCHOBHU
npumep emumopdusma je ciaenehu. Heka je G rpyma m H ma koja meHa
HopmasuHa moarpyma. Tanma je ca p(a) = aH 3amar jeman enumopdusam
p:G — G/H. Hapasno, jacuo je na je p ,ua”. Ocum Tora

p(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = p(a)p(b),

TEe je p ¥ XOMOMODP(U3aM.
Hasenumo canma mpBy Teopemy O m3oMOpPU3MUMA CPyIa.

Teopema 89 (lNpea Teopema o nsomoppusmuma rpyna) Heka je f:G — H xo-
momopdusam rpyna. Taga f unaykyje usomopdusam f: G//Ker(f) — Im(f) nepu-
Hucan ca: f(z Ker(f)) := f(x).

Ioxa3z. ITlokaxkumo Hajmpe ma je f nobpo medpunucana ¢pyuknuja. Hawnwe,
ueka je & Ker(f) = yKer(f). To 3uaum na x~'y € Ker(f). Hakne, f(z~'y) =
ew, ma je f(x) = f(y), re je f(zKer(f)) = f(yKer(f)). Pymxmmja f je

XOMOMOD (hpr3aM:
F((zKer(f))(yKer(f))) = f((zy) Ker(f)) = f(ay) = f(z) * f(y) =
= f(xKer(f)) * f(yKer(f)).

N3 mepununuje xoMOMOpPPhuUMa f,~0q1/1rne,uHo je ma je Im(f) Im(f).
Ocraje ma ce mokame ma je f ,1-17, 1j. ma je Ker(f) Tpusumjasmno.

[Ipernocrasmo xa x Ker(f) € Ker(f). To snaun na je f(zKer(f)) = eg.

U3 nepumnmmje f, cremm na x € Ker(f), Te je x Ker(f) = Ker(f). ]

HaBenmumo Heke mpuMmepe mpuMeHe OBE TeOopeMe.
IIpumep 90 Axko ca p(x,n) 03HaUMMO OCTaTaK Npu fesberby Lenor 6poja = NpUpoA-
HuM Bpojem n > 2, oHfAa je ca f(x) = p(z,n) AedpuHncan xomomopdusam rpyna

f:Z — Z,, koju vHaykyje nsomopduzam Z/nZ = 7,.

[IpemopyuyjeMo yuTaonuMa ma ce CaMU yBEpe Yy HABEIEHU Pe3yJTarT.
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IIpumep 91 Ako ca V osHaummo nogrpyny rpyne S, AaTy ca:

vV ={(1),(12)(34), (13)(24

oHfla je V<Sy n Sy/V 2 8S;s.

);

(14)(23)},

Beh mam je mosmaro ma je V mopmasana moarpymna (3amTo TO 3HAMO?).
Ocraje ma ce mabe Tpaskenu uzomopduzam.
{(12)(34), (13)(24),(14)(23)}, medpmanmmmo xomomoppusam f : Sy — Sx ca:

f(m)(x) = mam ™,

3ax € X. Karo je V<S4, jacuo je ma je rzn~ ' € V,3aceez € X C V. Ho,

1 _

Y Ty cBpxy, ako je X =

He Moske Ouru maxm+ = (1), jep 6u Tama Guio x = (1), wTO HUje TAYHO.
Haxkae, f(r) sancra npunana Sx. IIposepumo ma nu je f xoMOMOp@dU3aM:

flom)(z) = (om)z(on) ™! = o(rar™")o ™" = f(o)(man™") = f(o)(f(m)(x)).

Hob6ujamo ma je f(om) = f(o)o f(r), Te je f 3amcra xoMOMOpU3aM.
Onpemumo jesrpo xomomopdusma f. Ilpe cmera, kako je V romyra-

tusHa, 10 je V C Ker(f) (3amro?). Iloraxxumo na Basku 1 00paTHO, Tj. Oa

je zampaso Ker(f) = V. IIpernocrasumo na m € Ker(f). To 3naun na je w

nepMyTanuja n3 Sy 3a KOjy BasKu:

m(12)(34) !
(13)(24)7 !
m(14)(23)7 !
)

™

IIpernocrasumo nxa je 7(1) =
u3 npernocraske xa je m(1)

(Im(2))(x(3)m(4)) =

Bumumo na mopa 6utn w(2) = 2 u w(3) € {3,4}. Ywrouuro je w(3) = 3,
nobujamo na je m = (1) € V. Ilpernocrasumo na je w(3) = 4. To 3uauu na
je zanpaBo 7 = (34). Ho, To 6u 3nauunno na je

m(13)(24) " = (r(1)7(3))(m(2)7(4)) =

1 Kako je 7(12)
=1 u jemuaroctu (7

(1

34)m—

2)(34).

(14

(3)
(4)
()
= (r(D)7(2)(7(3)7(4)),

), cremu ma je

)(23),

mro je y cynporumoctu ca (?7?). Iakime, mpermocrtaBra na je w(l) = 1,
MOBOIM MO 3aKJbyYKa N je T UACHTUYHA MEepPMyTalWja, T€ Oa 7 MPUIaIa
V. Ha ucru nHaums ce nokasyje ma, ykouauko je (k) = k 3a 6uso koje k,

Mopa outu 7 = (1).

IIpernocraBuMo na 7 HeMa (ukcHy Tauky . Cama MoxkeMo, 6e3 ryOuTka
onmrocTy, npernocrasury ga je (1) = 2. W3 (??) mobujamo

(12

Ouurnenno na mopa 6utn 7(2) = 1 u 7(3) € {3,4}. Kako 7 mema ¢urcuy
Tauky, nobujamo na je m(3) =4 u w(4) =3, tj. # = (12)(34) e V.

(27(2))(x(3)m(4)) =

94
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Ha osaj maumn cmo mnokasamu na je Ker(f) = V. IIpsa Teopema o
u3oMopduaMuMa Kake Ja je Tala

Sq/Ker(f) =1Im(f),

Tj. ma je rommuHMYka rpyna S4/V msomop¢ua jemHo] moarpymu ox Sx.
Ho, [S4/V] =24/4 = 6 = |Sx|. 3armyuyjemo na mopa outu Im(f) = Sx u
nobujamo mzomopousam Su/V = Sy = S3. &

HaBenmmo cama Teopemy, KOja ce mOKa3yje MPUMEHOM IPBE TeopeMe O
n30MOpPUIMUMa IPYyIIA.

Teopema 92 (PakTopujen Teopema) Heka je H noarpyna rpyne G KOHauHOT WH-
Zekca n. Taga noctoju HopmanHa nofrpyna N rpyne GG, koja je cafipxaHa y
noarpynu H n koja je n cama koHauHor nHgekca. Ocum Tora: [G : N] | nl.

JHoxka3s. Heka je X = G/H (marae, X je cKyl CBUX JIEBUX KOCETa HOATDPYIE
H y rpymu G). Hepunummmo xomomopdusam f: G — Sy ca:

f(9)(aH) = (ga)H,

3a a € G (enementn y X cy sesu roceru on H, makne moxckymosu onx G
obunka aH 3a Heko a € G). Ha ocHOBY mpBe Teopeme 0 M30MOD(PU3IMUMA,
G/Ker(f) 2 Im(f). Hpumernmo na Basku caenehe:

Ker(f) C H.

Hawnwme, axo g € Ker(f), onna mopa outu u f(g)(H) = H (H je jeman oxn
Kocera, a no nperunocrasimu je f(g) = idx), tj. gH = H. Ho, uz gH = H,
caemu na g npunana H. Iobuian cmo ga je rpyna G/Ker(f) mzomopdua
jemnoj momrpymu rpymne Sy. C o63upom na je |X| =n, nobujamo na

|G/Ker(f)] [n! . (6)
Tuwme je mokas 3aspmen — Ker(f) je Tpamkena HOpMAaJIHA HOATPYIIA. ]

ITocnemuma 93 Heka je p HajMawu npocT 6poj koju Aenun pea koHauHe rpyne G
n H nogrpyna of G vHpgekca p. Taga je noarpyna H HopmanHa.

Iloxa3. Ha ocuoBy Pakrtopujesn teopeme, H canpsku HOpMaJTIHY TOATPYILY
N rpyne G 3a kojy Baxku: [G : N] | plu [G: N] #1 (jep je NC H, a
H # G). Hera je g ma koju npoct ¢axrop ox [G : N|. Kako [G : N] | pl, To
jennu g =p, niau je ¢ < p. Ho, [G: N]||G|. re u ¢q | |G|. Ilo npernocrasuu
je p HajMamu IpocT Opoje Koju mesu pen rpyrne G, ma 3aKbydyjeMo Oa
Mopa Outu ¢ = p. Iakue, jemuau upoct 6poj koju memu [G : NJ je p.
Crora je [G : N] = p® 3a merxo s > 1. Kako p? me mesm p!, To mopa Gutn
[G: Nl = p =[G : H|]. 3armyuyjemo na je 3anpaso N = H, te je H
HOpMaJtHa noarpyna ox G. a

ITpumep 94 Csaka rpyna pefa 15 je umknuuna.
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Kommujesa teopema tBpau cienelie. Axo je G xkoHausa rpymna 1 p Ma KOju
npocT 6poj, Koju menu pen Te rpyne, oupa y G MOCTOjU €JeMeHT pena p.
OBy Teopemy hiemo mokaszaTu HEmITO KacHUje, caga NeMO je TPUMEHUTU Y
OBOM IIPUMEDY.

Ha ocuory KomujeBe Teopeme mocroju eneMeHT x pena 3 U €JIEMEHT Y
pexna 5. Iomrpyma H = (y) je crora mHzekca 3 U HAa OCHOBY NPETXOTHOI
craBa oHa je HopMmaaHa. Crora je

zyr ' =y" (7)

3a mero r € {1,2,3,4}. Yrommko je r = 1, oHma Ha cTaHZApIAH HAUMH
nobujamo ma je G = (x) X (y) & Zs X Zs = Zy5. Ilokaskumo ma ocraie
moryhnoctu 3a r mucy moryhe. Agro (??7) mOMHORUMO ciieBa ca T U 3A€CHA
ca 2”1, noGujamo

- r,.— —1\r T\T r?
Py =ayz = (ayx ) =) =y . (8)

Muoxemem (??) CJeBa Ca T W 3IECHA Cca T ' nooujaMo
3, .—3 _ 1 9
ziyx”~ =y . 9)

Ho, ¢ o63upom na je x® = e u3 (??) mobujamo

3

y=y", (10)

Tj.
yrgf1 =e. (11)
Iakme, ¢ o63upoM ma je w(y) = 5, mopa 6uru 5 | 73 — 1. Ho, mako ce moxe
IpOBEpUTH a5 He meiu HujemaH on O6pojesa 23 — 1, 3% — 1, 43 — 1. &

Ilpyra n Tpeha TteopeMa 0 m30MOPPU3MUMA YKILYUY]Y ¥ CBOjy (HOpMYy-
Janujy nBe moarpyue nare rpyue G.

Teopema 95 ([pyra Teopema o usomopdpusmmma) Heka je G rpyna, H < G u
K<aG. Tapaje HK <G, HNK<Hn

HK/K ~ H/HNK.

Ilokas. Ilpe cBera, Tpeba moraszatu na je HK < G. Kako e € HN K, T0
jee=cc € HK, na HK # (). TlpernmocTaBumo Oa Cy T U Y €JIEMEHTU U3
HK. Iakne, mocroje enementu h,h' € H u k, k' € K taxsu na je x = hk,
y=hk'. Tana je

x*ly — k*lhflhlk/ — kfl((h’/)flh)flk/ —_

eK
cH
/_/:\1_7T Nn—1 —1 n—1 —1 /
= ((h")""h) (W) 'h) E-L(W) " )~ | K € HE.
cH ceK
eK
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C 063upom 1a je K <G, 10 je u K <HK. lepmaummmo ¢yuruujy f: H —
HK/K ca: f(h)=hK. C oG3upom na je

f(al') = (WP )K = (hK)(W'K) = f(h) f(I),

f je xomomopduzam.
Hokaskumo na je f ,ua”. Heka je x K npousBosan exement u3z HK/K.
Hakmne, 3a veko h € H u k € K, v = hk. Tana je

2K = (hk)K = h(kK) = hK = f(h),

na je f 3aucra ,Ha”.

Oapenumo jesrpo xomomMopdusma f. ¥Y3MUMO NPOU3BOJLHU €JIEMEHT h €
H. Tana h € Ker(f) ako u camo axko je f(h) = K (K je weyrpany HK/K).
C o6Gsupom ma je f(h) = hK, nobujamo na je h € Ker(f) ako u camo
ako h € K, tj. Ker(f) = HN K. Tlpsa Teopema 0 m3oMopdusMmuMa naje:
H/Xer(f) = Im(f), tj. H/HNK =2 HK/K. Tlpumermmo na H N K <« H
cirenu n3 ymmenune na je [ N K je3arpo HEKOT XOMOMOD(dU3MA. O

IIpumep 96 Heka cy m,n > 2 npupogHu 6pojesn. [NpumennTn gpyry Teopemy
0 nsomopgusMuma Ha rpyne Z, mZ v nZ.

Ipyra Teopema o m3zomMoppm3MuMa maje
(mZ 4+ nZ)/nZ = mZ/(mZ N nZ).
Hera je d = NZD(m,n), a s = NZS(m,n), tazna je
mZ +nZ = d7Z, mZNnl = si.

Iaxkie,
dZ/nZ = mZ/sZ.

I'pyna dZ wnzomopdua je rpymu Z upu msomopdusmy f:7Z — dZ marom ca
f(z) = dz. locmaTpajMo KOMIO3UIU]Y

z L dz — dz/nZ.

Heka je n = dn’. Huje Temko mposepuTu ma je jearpo oBe KOMIIO3UIM]e
3anpaso moarpyna n'Z. IlpyruM pedmMma, uMamo M30MOpPu3am

Z/n'7 = dZ/nZ.

Suamo na je sd = mn, na je n' = n/d = s/m. 3anpaso je rpyna mZ/sZ
n3omophua rpymu Z/n'Z. &

IIpumep 97 Heka je G koHauna rpyna, H < G, K<G wNZD(|H|, |G : K]) = 1.
MokasaTtn pa je H C K.
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Hera je n = |HK/K|. Ha ocrOoBy mpyre Teopeme 0 M30MOD(PU3MUMA, BAKH
n3omopduszam HK/K = H/(HNK). Hobujamo na n | |[H|. C gpyre crpane,
HK/K < G/K, te n||G/K|. Kako je NZD(|H|,|G : K]) =1, nobujamo na
jen=1. To 3nauu na je HK = K. Kaxo je H C HK (3amT0?), cienu na
je HCK. &

Teopema 98 (Tpeha Teopema o mzomopdusmmuma) Heka cy H u K HopmanHe
noarpyne rpyne G 3a koje je H C K. Taga je K/H<G/H n

(G/H)/(K/H) = G/K.

Hoxa3. Hepunummmvo ¢ymrumjy f:G/H — G/K ca f(gH) = gK. Osa
dyHKIMja jecTe MOOPO meGUHUCAHA MMOMTO U3 IpeTnocTaBke na je gH = ¢’ H
cremu na je g 'g' € H, a xako je H C K, o u3 ¢~ '¢’ € H cinenu na
g 1¢ € K, na je gK = ¢’K. Ouurnenmso je na je f jeman emmMopdusam.
Oppenumo jesrpo ox f.

gH € Ker(f) axko gK = K axko g € K.

Bumnmo na je Ker(f) = K/H. Pesyarar ce cama no6uja IPUMEHOM TpPBe
TeopeMe O U30MOp(PU3IMUMA. O

3ampaBo, IMaMO U HEIlITO IPEeNU3HNI]y HHGOPMAIK]Y O HOArpyIaMa IpyIe
G/H — cBaka noarpyna L ose rpymue je obauka L/H 3a mexy moarpymny L
rpyne G, xoja canpsu noarpyny H u £L<G/H ako n camo ako je L<G.
PasMucaure kako 6ucte 0BO mHOKa3aiu.

IIpumep 99 Heka cy npupognu 6pojesn m,n > 2 Takeu fa m | n. Mpumenntn
Tpehy Teopemy o nsomopgusMuma Ha: Z, mZ wn nZ.

Hapasno, nZ je moarpyna ox Z remepucana ememeHtoM n. Kako m | n,
To je nZ C mZ. Hakne, Ha ocHOBY Tpehie Teopeme o m3oMop¢uaMuMa,
nodujamo

(Z/nZ)/(mZ/nZ) = Z/mZ.

Kao u y panuje HaBeneHoM npumepy,
mZ/nZ = 7/dZ,

rae je d =n/m. Mu 35aMO 1a je CBaka MUKINYHA CPYIa pela n u30MoppHa
ca Zp u Ly 2 7Z/nZ. Ocum Tora, 3a CBAKM NEJIWIIAIl PEIa MUKIUYHE TPYIIE,
IOCTOjU TAYHO je[HAa MOArPYyIa Te IPyIe TOT pena. Y KOJIUKO je G MUKINYHA
rpyna pexa n u d | n, opma mocroju TtadyHo jemsa monrpymna H rpymne G,
Koja je pena d u rana je G/H = Z,,, vne je m = n/d. &
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Konauno remepucane AGesnoBe rpyme

IToncerumo ce nuenapcke rpyie:

1

D,=(0o,p|o*=¢cp" =cop=p"""to).

Hoena abenusamnuja 3amara je ca:
DAY =(0,p|20=0,np=0,0+p=(n—1)p+0).
Tarko nobmjaMo cruCcTeM jenHaYNHA

200 = 0
np = 0
(n=2)p = 0
Ony3uMameM MOCHenne jeqHaurHe O IPETIOCIeIHhe T00njaMo CUCTeM
200 = 0
2p = 0
(n=2)p = 0
[Ipupomso je pasznuroBaTy mBa Ciaydaja.
n =2k + 1. Hobujamo cucrem
20 =
2p =
(2k—1)p = 0.

YKOJUKO O MOCIENE jeHAUNHE OMy3MEMO MPETIOCIENHhY TOMHOKEHY Ca
k — 1 mobujamo

20 =
20 =
p = 0.
Ilakie, cBe ce cBOIU HA
20 = 0
p = 0.

[Mpema Tome pamu ce o AGesoBOj TPynM FeHEPUCAHO] Ca IBa TEHEePaTopa
o u p, Ipu YyeMy je jemad ox Tux remeparopa (p) sampaso jemmak 0. Taj
HaM je reHepaTop u HemorpebaH m mobujamo AGesoBYy Tpymy ca jeTHuM
FeHePATOPOM 0, KOJU 3a0BOmaBa ycuaoB 20 = 0 u mujeman apyru (Koju
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HUje IOCJequIa OBOI U aKCHOMa rpyne). JacHo je ma ce paiy O UUKINYHO]
rpynu (DOmTO je y muTamy jelaH reHeparop) pena asa (IOWTO je pex Tor
remeparopa 2), Te je DZA,?H >~ 7.

n = 2k. OBme mobujamo cucrtem
20 = 0

2p =
(2k—2)p

Ony3uMameM O MOCIENE jeqHaAUNHe IPETIOCIeIHhe IOMHOKeHe ca k — 1
nmobujamo

200 = 0
2p = 0
0 = 0,
Tj. mobmjamMo cucTeM
200 = 0
20 = 0.

Ospme ce pamu o ABGesoBOj IpyNM IeHEPUCAHO] Ca ABA TE€HEpaTopa o U p
KOju 3amoBosbaBajy camo ycaose 20 = 0 u 2p = 0 (1 HapaBHO HUXOBE
mocienuue, Koje ciaene u3 axkcuoma rpymne). Jlakie, jequHU eseMeHTH y
oBoj rpynu cy 0,0, p,0 + p, npu yemy MeDy oBuMa HeMa jeTHAKUX U jOII je
2(o + p) = 0. Barmyuyjemo ma ce pamu o Kaajaosoj rpymm u nobujamo na
je ]D)?kb = ZQ X ZQ.

IIpumeTnmo ma cMo y OBOM pasMaTpamy KOPUCTHIN, Kao IITO je yO-
buuajeno 3a AGesoBe (KOMyTaTWBHE) IDyle AAUTUBHY HOTALWjy, Tj. OIe-
panuja y rpynu O3HaUeHA je ca +, HeyTpald ca 0, a n-TU CTENeH eJeMeHTa
T O3Ha4YaBa Ce Cca Nn.

Ham 3anmarak je ma mokra:keMo 1a je ceaka KoHauHO zenepucana Abenosa
2pyna M30MOp(HA AUPEKTHOM NPOM3BONY NUKIWYHUX rpyma. DBaxkHa je
NPETIOCTABKA 3 Ce PAIU O KOHAYHO reHepucanoj AGesoBoj rpynu, momTo
rpyna (Q,+) Huje M30MOp(pHA AUPEKTHOM NIPOU3BOLY LUKJIUUHUX CPYIa,
aJI OHA HeMa KOHAUAaH CKYI FeHepaTopa (pasMUCINTe KAKO OUCTe IOKa3aJIu
a OHA HUje M30MOp(HA TUPEKTHOM IPOM3BOLY IUKINYHUX, MOXIA e BaM
HACTABAK JIeKnuje momohu y Tome).

YBenuMmo jom Heke o3Hake 3a AGesoBe rpyme. Yrouuko je A AbGenoBa
rpyna, a B,C meHe moarpyine, oHIa je

B+C:={b+c:beB,ceC}.

Jacuo je ma je oo moarpyma rpymne A u TO je 3ampaBo HajMama MOArPYIIa
rpyne A, koja caapsxu B u C kao cBoje moarpyme (mokasure to!). Ha-
PaBHO Ja je HazuBaMo cyma nodepyna B u C. Yxromuro je BNC = {0}, onna
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je cyma B+ C muperrtna u numemo B @ C (npuceture ce cyMe BEKTOPCKUX
IpocTOpa u3 JuHeapHe anarebpe). Y ciaydajy AWPEKTHE CyMe, CBAKM eje-
MEHT T W3 T€ CyMe MOMKE Ce Ha jeduHCmeeN HAYUH TMPUKA3ATA Y OOIUKY
x = b+ ¢, roe b mpunaga moarpynu B, a ¢ moarpynu C. Hawmme, raro
je y muramy cyMa HOATpPyIa, jaCHO je Ha je CBAKU eJEeMEHT TOr OOJIMKA.
JToKaskMMO jeqUHCTBEHOCT. Y KOJIUKO je

I:b+c, x:b1+C1,

roe b,by € B, ¢,c; € C ouna je b— by = ¢; — ¢, HO OBaj €JIEeMEHT NpUMAIA U
noarpymu B m moarpynu C, a Kako je BUXOB MPECEK TPUBUjaJIaH TO MOPAa
butu b—by =0umcy —c=0, 1j. b=">b1 u ¢c =1, Te je IPUKA3 jeTUHCTBEH.

Csa oBa IUCKyCHja O OAUPEKTHO] CyMU OBE MOArPYIIE 3alpaBO IMOKA3yje
na Baxku cienehu mzomopduzam

BxC=B®C.

Hawuwme, naxo ce nposepu na je ca f(b,¢) = b+ ¢ 3anar jenan uzomopdusam
fiBx(C—BaC(C.

Kao m y ciyuajy BEKTOPCKUX HpPOCTOpa U OBIE CE MOYKE YBECTU IU-
PEKTHa CyMa KOHAYHO MHOTO noarpyna AGesnose rpymne (moaceTure ce ycio-
Ba) 1 MOKa3aTu na je Ay X -+ x A, 2 A1 ®--- P A,. Ypamare 10 3a BexOy.

Ilakmie, Mu ce y OBOj JIEKIUjU OABUMO KOHAUYHO MeHepucanuM AGesoBuM
rpynaMa. Ab6enoBa rpyna A je KOHAUHO TEHEPUCAHA YKOJIUKO HOCTOjU
KOHAUaH MOACKYI {Z1,...,2s} C A TakaB ma BasKu:

A:{m1x1—|—-~-—|—m5x3:miEZ,i:H}

(moncerure ce mepuHMUIMje MOArpyle NeGUHUCAHE HEKAM CKYIOM Y3 Ul-
mwenuny na je rpyna A AGenosa). Ipyrum peumMa,

A={z1)+ -+ (z5).

IIpema ToMe, cBaka KOHAUHO reHepucara AbGenoBa rpyna je cyma KOHAUHO
MHOIO HOUKJWYHUX rpyna. Ham 3anarak je y ToMe na IDOKakeMO Ia je
CBaKa KOHAYHO reHeprcaHa AGesoBa Ipyma 3aIpaBo AMPEKTHA CyMa KOHAYHO
MHOTO IUKINYHUX I'Pyna (Te je mpeMa IPeTXOIHUM HallOMeHaMa U30MOPpHA
NUPEKTHOM TIPOU3BOIY IUKINYHUX TPYyIA).

Y BeOUMO HEKe HEOIXOJHE MOjMOBE.

Axo je n majuamu Opoj 3a Koju maTa rpymna A umma cucrem om n reHe-
paropa (cucreM ox m remeparopa je ypebena n-topka enemenara rpyue
KOjU TeHepUILy [eJy TPYIy) U aKo je [T1,..., T, jelan TaKaB CUCTEM IeHe-
paTopa, OHZa 3a Hera KakeMO Ja je jeoaH MUWHMMANaH CUCTEM reHepaTopa.
Baskno je mpumernTu na Basku cieznehe.

Axo je [x1,x2, ..., %,] MUHUMAJIAH CUCTEM T€HEPATOPA U (2, - - - , §n Ma
KOju mesau OpOjeBu, OHAA je U [T1 + qao + * + GnTn, T, . . ., Ty jenan
MUHUMAJIAH CUCTEM TeHepaTopa.
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Y oBy uumenuny, Huje ce Temko yBepuru. Camo Tpeba mokasaTu Oa
je u HoBOmOOUMjeHu cucrteM Takobe cucrem remeparopa. 3a TO je JOBOJHHO
Ia ce TMOKayKe Na Ce CBAKU OJl eJIEMEHATA X1,..., L, MOMKE U3PA3UTU IIPEKO
OBUX I€HepaTopa, & jeOIWHO ITO Ty 3aucTa Tpeba IPOBEPUTH je Oa je T
TakaB. Ho, To je jacHo:

z1 = (21 + qaw2 + -+ @) — g2 — -+ — un.
Hedounuaunuja 100 Heka je [z1,...,x,] cuctem renepaTtopa. Popmyna obnuka
miTy + -+ mpx, =0,
roe cy my,...,my € 7Z, 30Be ce penarnuja mebhy remeparopuma. Penaumja je

HeTpuBMjaNiHa ykonuko je 6ap jeAaH oA koeduumjeHaTa m; PasNUUUT Of HyJe.

Hapasuo na 6u oBa nedunmizja TpedaJio ga Hac IOACETH Ha IIOjaM JIMHE-
apHe 3aBUCHOCTUA MeDy BekTOprMa y BEKTOPCKOM HpocTopy. Kako pammmo
ca AGenoBuM rpymnama, OBIe MMaMO IeJ00pojHe KoeduujeHTe.

Iedbunumnuja 101 KoHauHo reHepucaHa Abenosa rpyna je caobomHA YKOMKO
OHa MMa CUCTeM reHepaTopa Meby KojuMa Hema HeTpuBMjaNHUX penauuja.

CraB 102 Csaka koHauHO reHepucaHa cnobofHa AGenosa rpyna msomopdHa je
TauHo jeAHoj rpynu obnunka Z™ 3a Heko n > 1.

Hapasuo, ca Z™ o3HaueH je MUpEKTaH IPOU3BOI OX N rpyna Z.

Iloka3. Heka je A Hera KOHAUHO reHepucana ciaobomua AGemoBa rpymna
u [z1,...,Ty,] jenan cucreMm rerepatopa Meby kojuMa HeMa HETPUBU)AJHUX
penanuja. Hepuummumo ¢yuruujy f:Z" — A ca:

flmy, . ..omp) =mizy + -+ My,

Huje temro yBeputu ce na je f jeman uzomopousam. IIpe csera, jacuo je

na je f ,ma”, momro je [x1,...,T,| cUCTEeM reHepaTOpa, TE je 3aUCTa CBAKU
eJleMeHT y rpynu TpaskeHor obawmka. Ocum tora, f je m ,,1-17. Hamwme,
ako je f(my,...,my) = f(p1,...,pn) TO 3HAUM Hma je

mixy + -+ MpZTp =P121+ -+ + PnTn.

Cnenu na je
(ml —p1)£1?1 +o (mn _pn)xn =0.

Kako meby remeparopuma zi,...,T,, IO IPETIOCTABIU, HEMA HETPUBU-
jaJHUX pesanuja, 3aKDYyUyjeMO Oa je mp —p; = -+ = my — pp, = 0, TE
je f zaucra ,1-17. Ocrasmpa ce 3a (Bpio 1aky) BekOy HOKA3 UKMHCHULE
ma ce f ciaske ca omepamnujama.

Ilakne, nokazayu cMO Ia je CBaka KOHAYHO MeHepurcaHa ciobonna Abemo-
Ba rpymna m3oMopdHa Hekoj ox rpyma Z". Ocraje ma mOKaKeMO jeIuH-
CTBEHOCT, Tj. #a u3 Z™ = 7" cnemnu na je m =n.
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IIpermocraBumo, crora, na je Z™ = Z™ u na je m < n. Vcrkopucruhemo
3Hame JuHeapHe ajredbpe. Hawmme, y rpynu Z" mocTtoje KaHOHCKUA TeHEpa-
TOpU

€ = (170,.. 7O)
es = (0,1,...,0)
en = (0,0,...,1)

Nn- IMMEH3WOHAJIHOT BeKTOpcKor npoctopa R™. Heka je h:Z™ — Z" jemau
uzomopduzam. ['emeparopu rpyme Z™ cy HAPABHO

ef = (1,0,...,0)
e, = (0,1,...,0)
e = (0,0,...,1)

U uMa UX M. 3a CBaKU IeHepaTop e; rpyme Z" mocroje meau OpojeBu
A1y - - -, Qi TAKBU A j€

ei = h(anel + -+ amme,) = airh(e}) + -+ + aimh(el,).

W3 oBora cienu, ako caga moCMaTpaMoO PEaHu BEKTOPCKU npoctop R™, na
je cBaku o1 BeKTOpa 6a3e TOr mpocTopa M00ujeH Kao JuHepHa KOMOMHAIN]a
m Bexropa: h(e}),...,h(el,), Te TM BEKTOPU YMHE jeIHY T€HEPATPUCY TOT
npocropa. Ho, Mu 3HAMO na n-IVMEH3UOHAJHU BEKTOPCKU IPOCTOD HE
MO:ke OWTH TeHepruCaH ca Mame OX m BekTopa. [lpyruMm peumma, Mopa
Obut m > n, Te 3aKBYUyjeMO na je m = n ITO U 3aBPIIaBa TPaKEHU
IMOKa3. O

HoraskmMo Hajupe nOBa craBa, KOjU Cy OJ OIIITEr 3HaA4Yaja, a Owuhe
KOpUIINEHN U y JAJBEM U3JIaramy.

Cras 103 Heka cy Gy, G rpyne u H1 <G, Hy<Gs. Tapa je Hy X Ho <Gy X Go
n

G1 X GQ/Hl X H2 = Gl/Hl X GQ/HQ.

Hoxaz. Jacuo je ma Hy; x Hs # 0, jep (e1,es) € Hy x Hy (mapasno, ca e;
o3HaueH je HeyTpas y rpymu G;). Axo (hi, ho), (hY, hb) € Hy x Hy, ouzna je
u (h17h2>71( 1.ho) = (hl_lvhgl)( /1’h/2) = (hl_lhllahglhé) € Hi x Hy, e je,
zaucra, Hy X Hy moarpyna ox G; X G3. OBa moarpymna je u HOpMaJiHa, jep
n3 (hi,he) € Hy x Hy u (g1,92) € G1 X Gy cnemn na je

(91, 92) (h1,h2)(g1,92) " = (g1, 92)(h1, h2) (97 ', 95 ") = (g1higr ', g2hagy ),

a osaj emement npunazna Hy X Hsy, jep cy moarpyne H; u Hy HOpMasHe.
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Hegpunnmunmo f:G1/Hy x Gof/Hy — Gy % Gg/Hl x Hy ca:

f(91H1,92H2) = (g1,92)H1 x Ho.

IIpoBeprmo Hajupe nobpy medunucanoct f.

(91H1,92Ha) = (91 H1, g5 Ha)

= g1H1 =g Hy,92Hy = gy Hy

= gy 'gl € Hi,9,'95 € Hy

= (97'91,95 '95) € Hy x Hy

= (91,92) " (g1, 95) € Hy x Hy

= (91,92)H1 x H> = (91, 95)H1 x Hs.

Ha canvan mauun ce nmposepasa ma je f ,,1-17.

f(g1Hy, 9oHz2) = f(g1Hi, g2 Hz)
(91,92)H1 x Hy = (g1, 95)H1 x Ha
(g1,92) (91, 95) € Hy x Hy

(91 191,95 '95) € H1 x H

91 '9) € Hi,95"'gh € Hy

= g1Hy = g1 Hy, 92Hy = gy H>.

Pl

Kako je f ouursenso ,ma” (3amro je f ,Ha”?), TO ocTaje ma ce mposepu
na ce [ cuaaske ca omepanmjaMa.

f((g1Hy,92H2) (g1 Ha, 95 Hz) = f((9191)Hi, (9295) H2)
(9191, 9295) H1 x Hy
= ((91,92)(91,95))H1 x H>
= (91,92)H1 x Ha - (g, 95)H1 x Ho
= f(g1Hy,92Ha)f(g) Hy, g5 Hz).

O
Hedurnmumo jenuy BaskHy moarpymy cBake AGesnose rpyme. To je
TOpP31OHa MOArpyna.

Jedpuaunuja 104 Heka je A ABenosa rpyna. Ca T'(A) o3HauaBamo ckyn CBMX
enemeHata us A Koju Cy KOHauHOr pefa.

IMoraskumo ma je T(A) samcra noarpyna ox A (y omHOCY Ha PECTPUKIA]Y
omepamuje ca A). Haumme, 0 € T(A). Ocum tora, ako z,y € T(A), o
3Hayn na mocroje m,n > 0 3a koje je mx = 0 u ny = 0. Ho, tana je
mn(x —y) = mnz —mny = nmx —mny = n0—m0 = 0, Te je u exeMenT x —y
KOHAUHOT peja.

Cras 105 Heka cy A n B nzomopgHe ABenose rpyne. Tapa je n T(A) = T(B)
n A/T(A) = B/T(B).
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Hoxa3s. Heka je f: A — B usomopduzam. Iorazkumo na je f[T(A)] = T(B),
n3 yera he caenntu na pecrpurnuja f Ha T(A) yenocTaBmba IPBU TPAKEHN
n3omoppuszam. Ho, rako je f m3omop¢umsam, TO 3a CBAKU eJeMeHT T € A
Basku: w(zr) = w(f(x)) oBO mOKa3yje ma ce eeMEHT KOHAYHOI pela CJINKA
y elleMeHT koHauHOor pena, 1j. ma je f[T(A)] C T(B). Heka je y € T(B).
Kako je f ,uHa”, 1o mocroju = € A 3a koju je f(z) =y. Ho, rako je w(y) =
w(f(z)) = w(z), To je m x romauwor pena, 1j. © € T(A). Barmyuyjemo na
je saucra f[T(A)] =T (B). )

Horazmmo na je u A/T(A) = B/T(B). Iedummmemo f:A/T(A) —
B/T(B) ca: fla+T(A)):= f(a) + T(B). dynxmmja f jecte m06po medumw-
cana. Haumme, ako je a + T(A) = o' + T(A), To 3naun na je a —a’ € T(A).
Ho, rana je u f(a)~ /(&) = fla—a’) € fIT(A)] = T(B), e je f(a)+T(B) =
f(a') + T(B).

Horamumo na je f ,1-17. Hexa je f(a+T(A)) = f(a'+T(A)). To 3uaun
aa je f(a) +T(B) = f(a') + T(B), e je f(a—d') = f(a) - f(a') € T(B), re
je n enemeHT a — a’ koHausor pena (3amro?), Tj. a —a’ € T(A), na cuemu
naje a+T(A)=d +T(A).

Heka je b+ T(B) npousBo/maH €JIEeMEHT U3 B/T(B). Kaxko je f ,,ma”, To
nocroju a € A rako na je b= f(a). Ho, tana je b+ T(B) = f(a)+T(B) =
f(a+T(A)). 3akmyuyjemo na je f u ,ma’.

Ocraje ma ce mokase ma ce f ciase ca omeparmmjama.

fla+T(A) + (@ +T(4)) = [f(la+a)+T(A)
= fla+d)+T(B)
= (f(a) + f(a") + T(B)
= (f(a) +T(B)) + (f(a) + T(B))
= fla+T(A) + f(a' + T(A)).

O
Cnenehu jemHocraBaH cTaB je BeOMa KOPUCTAH.

CraB 106 Heka je ¢ € Z\ {0} n n > 2. Tapa je 6poj pewera jeaHaumHe gz = 0
y rpynu Z,, jeaHak NZD(q, n).

JHoxka3. Hexka je x € Z, ={0,1,...,n—1}. Tana je
gr =0y rpynu Z, akko n | qr y Z.

Heka je d = NZD(q,n). To 3uauum ma je ¢ = dg1 u n = dny, upu dyemy je
NZD(¢1,n1) = 1. Kako n | gz, To dn; | dyxz, na ny | ¢gz. Kako cy ny u

¢1 y3ajamHO mpoctu, mobmjamo ma np | x. IHakne, 3a z € {0,1,...,n — 1}
Basku: gr =0 y rpynu Z, ako u camo ako je x € {0,n1,2n1,...,(d — 1)ni}.
Sakmyuyjemo na jenuauuna qr = 0 y rpymu Z, 3aucta uma d = NZD(q, n)
pemrema. O

ITocnemuma 107 bEpoj pewetba jegHaunHe gz = 0y rpynut Zp, X Zp, X -+ = X Ly,
jeanak je NZD(q,n1)NZD(q, ng) - - - NZD(q, ng).
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IToka3. OBaj pe3yaTaT HEMOCPEIHO CJIeAM U3 IIPETXOAHOr cTaBa. Hauwme,
aro je © = (X1,%9,...,2%) € Zny X Zpy X =+ Zyn,, TO je qx = 0 aro u camo
axo je 3a cBe i = L,k: qr; = 0. C 063upoM ma je, Ipema IPETXOITHOM
craBy, Opoj pemema jenHauuse gr; = 0y rpymu Z,, jensaxk NZD(q,n;), To
TpaKE€HU pe3yJiTaT CJIenun. O

Y paguMo jemnaH IpuUMep IPUMEHE MPETXOTHO MOKA3AHOT.
IIpumep 108 Y rpynu Zs X Z1g X Zgo oBpeanTn Bpoj enemeHaTa pefa 3, 6 n 12.

Osnmauumo mamy rpymy ca A. Tanga je 6poj enemenara pena 3 y A 3a jenan
Mamu on Opoja pemema jennaunne 3x = 0y A (momro je 0 takobe jemuo
pelieme OBe jeHAUUHE, a TO je HeyTPaJl, Te Huje ejaeMeHT pena 3). Ilakie,
Opoj esemeHnara pena 3 y OBOj IPpynM je[HAK je:

NZD(3,5)NZD(3,10)NZD(3,60) —1 =1-1-3 -1 =2,

Hemro je cioxkenmje ompebuBame enemenara pena 6. Hawme cBaknm
eneMeHT pena 6 jecte pememe jennaunue 6x =0 y A, anu cy u enemenTu
pena 2 u pena 3 takobhe pemema OBe jenHAUYMHE. 3aMPaBO:

{reAd:w(x)=6}={zrecA:6z=0,2z#0,3z # 0}.
akne, Tpeba oapenutu O6pOj eneMeHATa y CKYIy

{red:62=0}\{reAd:22=0}U{z € A:3z=0}).

B C

ITo mo6po mozmaroj popmynu: |[BUC| = |B|+|C|—|BnC|. Ho,
r € BNC akro 2z =0 u 3z =0.

Sakmyuyjemo na je BNC = {0}. Bpoj ememenara y B je, mpema IpeTxomHO]
nocaemuuy, jennak NZD(2,5)NZD(2,10)NZD(2,60) = 1-2-2 = 4. Ha uctu
HauuH ce nobuje ma je |C| =1-1-3 =3, nok je |{z € A: 62 =0}| =1-2:6 = 12.
Ilo6ujamo na je O6poj enemenara pena 6 y rpynu A jennak 12—(4+3—1) = 6.
Hajcnoxenuje je ompebuBame Opoja ememenara pema 12. Hawmwe,

{red:wx)=12}={rcA:122=0A (Vd)(1 <d < 12=dz #0)}.
Huje temko yBepuTu ce ma ce OBO MOKE TOjeTHOCTABUTU, Tj. Oa je
{reAd:Fd(1<d<12ANdz=0)} ={xr e A:dx=0}U{xr € A:6x=0}.
D E

IIpumerumo na je DNE ={x € A: 6z = 0,4z =0} = {x € A: 2z = 0}.
Kako je

{z € A:12z =0} = NZD(12,5)NZD(12,10)NZD(12,60) =1 212 = 24
{z € A:4x =0} = NZD(4,5)NZD(4,10)NZD(4,60) =1-2-4 =38
{z € A:6x=0} = NZD(6,5)NZD(6,10)NZD(6,60) =1-2-6 = 12
{z € A:22 =0} = NZD(2,5)NZD(2,10)NZD(2,60) =1-2-2 =4,
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TO je 6poj ememenara pena 12 y rpymu A jemmak: 24 — (8+12—4)=8. &
Kopucrehn no cama ypabeno, mosxkemo moraszartu ciaenehn cras.

Cras 109 Heka cy k,l,s,t >0wu dy,...,dg, 71,...,7 NPUPOAHU BPOjeBU TaKBU

pajedy >1,m >1,d; |diy1,3ai=1,k—1wnr;|rj,3aj=1101—1. Tapa

n3

Ly X Lgy X =+ X Ly, X L° = Loy X Ly X =+ X Lipy X T

1

cnegu: s=t, k=Ilnd; =r;3aceei=1,k.

Ioka3. Y moraszy hemo ropuctuTtu craB 7. Y Ty CBPXYy, OApEANMO
TOP3WOHE MOATrpyIle HaBedeHux rpyna. Baskwu ciaenmehe:

T(Zg, X Lgy X -+ X Lgy, X L°) = Lgy X Lgy X -+ X Lg, x {0}°.

Hanme, mera je © = (@1,..., Tk, Y15+ Ys) € Lay X Lay X +++ X Lq, X Z°.
Yxonuko je 3a Gap jemHo jo: yj, 7 0, oHma 3a Ma koje n > 1 Bawm:
(X1, Ty Y1y -5 Ys) = (RT1, .« ., NTE, YT, -« ., Ys) 7 (0,...,0,0,...,0), jep
nyj, 7 0. axmne, TakaB ereMeHT He MO:xe Outu kKoHauHOr pena. C apyre
crpane, jacuo je na je dp(zi,...,7x,0,...,0) = (0,...,0,0,...,0) Te 3a-
KLYyUdyjeMO Ma je TOp3WOHa Tpyla 3aucTa TOPeHaBelneHa moarpymna. W3
craBa 7?7 caemm ma cy 3a maTe rpyle M30MOP(QHE BUXOBE TOP3UOHE IOI-
rpyme m omaropapajyhe KOJWYHWYKE Tpyle, INTO, y3 MPUMEHY cTaBa ?7
(kako ce TayHO Taj CTAB HpUMenyje?) ciaenu na je

ZLgy X Lgy X -+ X Ly, = Lopy X Lipy X+ X Ly 1 Z° 2 7L

1
Ha ocmoBy craBa 7?7 mobujamo ma je s = t. Koumenrpumwmmo ce cana Ha
n3oMopdur3am

Lg, X Ligy X -+ X Lgy, = Lipy X Lipy X -+ + X Ly,

[MpernocraBumo, Ha npumep, na je k > . Axo ca L o3mauummo rpymy ca
JeBe cTpase, a ca D rpymy ca JecHe cTpaHe, IoCMaTpajMo OpOj permema
jemmaumue dijx = 0 y oBuM rpynama. Kako cy oHe m30MOpQHE, TO IOCTOjU
n Gujernmja mameby ckyna pemema 0oBuX jemHauuHa (yBepure ce y Tol).

Ho, 6poj pemema oBe jemnauune y rpynu L jemHak je
NZD(dy,d)NZD(dy,dy) - - - NZD(dy,dy,) = dy - dy - - - dy = d¥,

¢ 063upoM Ha yumeHuly na di | d; 3a cBe ¢ > 1. Y rpymu D, Gpoj pemema
OB€ jeIHAUMHE jeNHAK je

I\IZ]D(dl7 Tl)NZD(dl, 7‘2) e NZD(dl, ’/‘l),

npu vyeMy je cBaku on ¢akropa y npousBony ue Behu on dy. C oB63upom na
je osaj mpomssox jemmax d¥ u ma je k > I, mopa 6utu k = | u Mopajy cBu
¢paxropu y oBoM mpomsBony Outu jemmaku di. Omasme cinemu ma dy | rq.
YKoIuKO OMCMO caja mocMaTpaau 0poj pemewma jemnauwnue r1z = 0 y oBuM
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rpymnama, Ha MCTM HAUMH OuCMO nobunm ma r1 | di. 3akmydyjeMo ma cMo
nobwiu na je k=1lwu dy =711.

I[Mocmarpajmo cana 6poj pemema jemnaunse dox = 0 y OBUM rpymama.
Bpoj pemema oBe jemnauwmue y rpymu L je dldlg_l, oK je y rpymu D
Taj 6poj disy...sp mpu yemy je s; < d; 3a cBe ¢ > 2. Jlobujamo ma je
d1d§71 = d183...8,. CrpahuBameMm ca di u KopumhemeMm YUmLEHUIE I
je s; < d;, mobujamo ma Mopa Outm s; = d; 3a cBe ¢ > 2. To mocebuo
3uauu na dy | ro. Ha mcTu HAUMH Kao U npe, mocMaTpameM Opoja permena
jemnaumue rox = 0 y oBuUM rpymnama, nobujamo ma rp | do, ma mMopa Ourtu
dy = ro. HacraBmameMm oBOr mocTymka mobujamo na je 3a cse ¢ = 1,k:
d; = r;, WTO je m Tpebayio MOKa3aTHU. O

IIpebumo cama Ha Hamy riIaBHY TEOpEMY.

Teopema 110 Heka je A koHauHo reHepucana Abenosa rpyna. Taga je A uzo-
MopdHa TauHo jefHoj rpynu obnuka Zg, X Zg, X --- X Zg, x Z!, roe je k > 0,
>0, d1>1l/ldi|di+1 33i=1,k‘—1.

Ioxa3. 3 npeTxonHux pe3ysiTaTa CIEAN je IMHCTBEHOCT I'PYyIle HABEAEHOT
obsuka. Jlokasxkumo cana er3uCTEeHIn]y.

W3BoauMo MOKa3 MHAYKIM]OM IO MUHUMAJHOM Opojy reaeparopa. O3Ha-
YuMO Taj MUHUMAaJaH 0poj remeparopa ca n. HapasHo, rpymna resmepucana
IpasHuM CKymoOM reHepartopa je tpuBmjasxa rpyma {0}. IIpema Towme,
n>1.

n = 1. Y oBoM ciay4dajy je CBe jaCHO — paIu C€ O IUKJIUIHO] TPYIU U MU
3HAMO Ja je CBaKa IUKJINYHA IPyla M30MOpQHA WIN I'Pynu Z, WIN IPYIN
Zg 3a HEero d > 1.

[IpernocraBumo na je n > 1 u na je rBpheme TadyHO 3a CBe rpyne ca Mame
on n reueparopa. Vimamo mBe MoryhHOCTH.

1. Meby n remeparopa rpymne A mema HeTpuBMjasHux peaainuja. Ha ocHo-
By IIPETXOMHOr CTaBa 3akpyuyjeMo na je A msomopdua rpymm Z".

2. Meby reneparopuma rpymne A uma HeTpuBUjasHux penaruja. O3HaUMMO
ca d; > 0 HajMamu 1eo 6POj 3a KOJU IOCTOJU CUCTEM MEHEPATODA (L1, . . ., Ty
rpymne A, 3a KOju Ba:Ku peJjanyja

dix1 +moxo + - +mux, =0 (12)
3a HEKe 1eje Opojese Mo, ..., M,. IBpaumo na Baxku cienehe.
Axo je [y1,Y2,...,Yn] Ma KOjU CHCTEM TeHEpPATOpA 3a KOJU BAKU
diy1 + roys + - -+ + rpy, = 0, 3a Heke neme O6pojese Ta,...,T,, OHIA

dy | r; 3a cBe i =2, n.

Y cympOTHOM, IPETHOCTABUMO Ia OBO HUje TAYHO 3a HEKe Ieje r; U HeKa,
Ha mpumep, di; He meau rp. 1o 3Haum ma je ro = qdi + S, IpU Uemy je
0 < s <rqe. lakne,

diyr + (qdi + s)y2 + -+ -+ 1yn = 0,
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na je u
di(y1 + qy2) + 8y2 + -+ ryn = 0.

IIpema panujoj Hanomenu, [y1+qysz, Y2, - - -, Yn] je Tarkobhe jenan cucrem reme-
paropa, a TO je OHZa, HAPABHO, U [Y2,Y1 + qYa,-..,Yn|, HO 32 Taj cucreMm
reHepaTopa HOCTOju (HeTPUBUjAJIHA) peJalyja

sya +di(y1 +qy2) + -+ 1pYn =0,

npu ueMmy je 0 < s < d;. To nmporuBpeun nepUHUIMOHOM CBOjCTBY KOehu-
nujeHTa dj Te Ha Taj HAYMH NOOMjaMO KOHTDAIAUKIN]Y.

Bpartumo ce ma peaanujy (?7?). IIpema morazanowm, dy | ma,...,d1 | my.
Iakne, 3a Heke nese 6pojese ¢; je m; = dig; 3a i = 2,n. Penaunuja (?77)
CBOIU Ce Ha

diyzy +digere + - -+ digpr, =0,

Tj. Ha

di(xy + qra + - - + gnxy) = 0.
IloBujaMO HOBM CHCTEM TEHEPATODA [21,ZTa, ..., Ty, (TOe je 21 = 21 + gaxa +
<+ 4 gnx,) ®KOX KOTA je diz; = 0. Yromuko 6u d; 6wo jemmax 1, omma

Ou u Hama rpymna UMaja Mame O N TeHepaTopa, a TO MPOTUBPEUM MPET-
nocrasiu. Crora je d; > 1. Tlocmarpajmo ase moarpyme rpyme A:

A1:<Z1>, Blz<$2,...,$n>.

Jacuo je na je Ay & Zg4, (3amro je to jacuo?). Ilpumernmo na je A;+ By =
A. IToraskmMo nma je OBa CyMa 3ampaBo mTUpPeKTHa, Tj. ma je A; N By = {0}.
Y cymnpoTHOM, OCTOjU HETPUBUjAJAH €JIEMEHT Y OBOM IIPECEKY, Tj. 38 HEKO
s1 €{1,...,d; — 1} u Heke meuse Sg,...,S, BAKU:

S$121 = S9&o + -+ - 4+ SpTn.
ITobujamo na je
s121 + (=s2)wa + - + (—sp)xn =0,

npu vyemy je 0 < s7 < dj. To je, HApaBHO, Yy KOHTPAAUKIUjU Ca OeOUHU-
IUOHUM CBOjCTBOM Opoja di, Teé TAKO HEIITO Huje Moryhie u mpecek OBUX
noarpyna je rpuBujanan. lobumm cmo nma je

A:A1@312A1X312Zd1XB1.

AGenosa rpyna By nMma Mame O n reHeparopa, IIa je 10 UHIYKTUBHO]
XUIIOTE3U U30MOD(HA IUPEKTHOM IPOU3BOLY UUKINYHUX rpyna (Kao mrTo je
HaBeJeHO y popMyaanuju Teopeme). Ako je oHa m3oMopdHa rpymm 2" 1,
IOKa3 je 3aBpIIeH. Y CYIPOTHOM, II0jaBJby]y Ce U KOHAUHE IUKIUYHE I'PYIIe
Yy IPOU3BOLY:

By = Zg, X -+ X Lg, X T,
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npu uemy je k > 2 wu d; | diyq1 3a i = 2,k—1. Tepmmmo ma dy | do. Y
CcympoTHOM, rpyna A mMma cucreM reHeparopa [z1,2s,...,%z,| (Tme cy re-
epaTopu z;, 3a 1 > 2, TeHepaTOpu MOArPyNa KOje OAroBapa]jy MPeOoCTaJuM
dakTopuMa y OUPEKTHOM NPOU3BOLY ), Ipu demy je doze = 0. Ho, Tanma je
d1z1 +daza + 0234 --- 4 0z, = 0, Te HA OCHOBY paHUje MOKA3AHOT CJCIU Oa
dy | d2 (ma ocHoBy uera oBo caemu?). Tume je 3aBpuIeH HOKa3 na je cBaka
KOHAUHO TeHepucana AGenoBa rpymna M30MOpPHA AUPEKTHOM MPOU3BOIY
OUKJIVYHUX TPYIIa TPasKeHOT OOJIMEA. |

I'pyny maBemeHor obGiuka, m3oMOp¢Hy rpymu A, 30BeMO M HOPMAJIHA
dopma Te rpyme, a 6pojeBe d; mHBapujaHTHUM geauresuma. OcuMm oBe
¢dopme, mocToju U esemeHTapHa Gopma Te rpyme. Hawmme, xopumliemem
YNHEHUIE & BaKU M3OMOPPU3AM Zyypy =2 Ly X Ly, YKOIUKO CY M U N Y3a-
jaMHO mpocTH, qobujaMo ma ce cBaka KOHauHO reHepucana Abesosa rpyma
MOKe NMPEINCTABUTUA Y OOJIUKY IPOM3BOJA HNUKINUYHUX I'PYIA, IPU YEMY je
CBaKa KOHAUHA NUKJINYHA TPyNa, KOja Ce MojaBJbyje Y TOM IPOU3BOLY, PeOa
jemHAKOT CcTemeHy HEKOT mpocTor Opoja. Ha mpumep, 3a rpyny Zo X Zig X Zgo
BayKU U30MOpPu3am

ZQXZlOXZGOgZQX(ZQXZ{))X(ZALXZgXZS)%Z2XZ2XZ4XZ3XZ5XZS

u Taro je mobujeHa ejreMeHTapHA (HOpMa Te IPyIeE.

Ha camom moueTky m3jarama O KOHAYHO reHepucaHuMm AGegoBUM Ipy-
maMma, 6mio je peum o mpumepy Abenusanuje muemapcke Tpyle, Koja je
Ouna 3amara momohy remeparopa u pesnamuja Mehy TuMm remeparopuma.
IIpomuckyTyjMO cana ONMITU CIydYaj.

[Ira 3ampaBo 3HAaYM Kaga KaKeMO Oa je TPyla 3a1aTa DeHepaTOpUMa
u penamujama? Heka je, ma mpumep, rpyna A 3amara resmepartopuma
ZT1,...,Ty W PEJaNMjaMa

a11x1 + a9xe + -+ apxr, = 0

a21T1 + G202 + -+ - +agpr, = 0
........................... ) (13)

Am1T1 + Q222 + -+ amnzy, = 0.

Axo je rj = aj121+a202+ - -+ ajnTy, OHOA je 3anpaBo rpyna A mzomoppHa
KOJUYHUYKO] TPy

Fn/<r1, cey T,
rze je ca F,, o3Hauena caobonuaa AGesoBa rpymna ca n T€HEPATOPA X1, . . ., Ty.
Hawnme, suamo ma y cinob6omauoj AGeroBoj rpynu ca n TeHEPpaToPa &, - - - , Tn

(rme je m MmMuHuMasan 6poj remeparopa) Hema penanuja mehy remepa-
Topuma. Jla GucMo My yBeJIn HEKe pejlanuje, MU Ty IPyOHd ,,cedeMo”’ o
€JIEMEHTUMAa KOjU AeUHULTY pesanuje (TAKO Ia TU eJIEMEHTHU [IOCTAjy Hey-
Tpaa y KOIWYHUYKO] IPYIN), OJHOCHO C& T'PYIOM TeHEPUCAHOM THUM eJie-
MEHTHUMA.
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ITornenajmo Kako TO mM3riaema y MOCEOHO jeIHOCTABHOM CIIyYajy Kaua
cy peianuje o0OJIMKa

dlxl
dg:l?g = 0
dkxk = 0.
Tana je A = (x1,...,Tk,... ,xn>/<d1x1, ...,dgzr). Ho, ¢ ob3upom ma cy
X1,...,ZT, CNOBOAHM TeHepaTOpU Tpyme (Ti,...,%,), Tj. remepaTtopu meby
KOjuMa HeMa pesanuja, To je (L1,...,Tn) = (x1) - D (xy,), Te je
A= (w)@ (o) @ @ (zn) /(i) @ - & (dia)
& (wy) X o X () X e X () /({daar) x - x (dyay))
& (@q) X X (@) X (@pg1) X o X (@) [{dimr) X e x (dpag) x {0} x -+ x {0}
& () [{dyzy) x - x (@g) /{dpwi) X (@p41) /{0} x -+ x (z,)/{0}.

C oGsupom na je (z;)/(d;ix;) = Zg, n ma je (x;)/{0} = Z, o mobujamo na
je A= Zg, X - X Lg, XL X --- X L.

[TocTaBma ce nuTame na I MOKEMO TPAHCHOPMUCATH IOUYETHE PeJIalu]je
meby remeparopuma y oBako jemuocraBhe penamuje Mehy (Moskma HekuMm
APYTUM T'eHepaTOPUMa ), HOMTO OUCMO HA TAj HAYMH OYUIJIEIHO MOLJIM Ia
nobujemo HOpMaJsiHy ¢opmy mare rpyme. Ogxarosop je ma je to moryhe
ypaauTu.

I[Ipepopmynumumo Hajupe Ham npobJieM Ha nTpobJseM y Be3u MaTpuUia
HaJ OpPCTEeHOM Ieaux Opojesa. Penamuje (?77) ouursiensHo ce MOT'y U OBAKO
3aMUCATH:

AX =0,
rae je A matpuna A = [aijlmxn € Mun(Z), X = [z1,...,2,)7 un 0 =
[0,...,0/T. (Homyme, oBne KOPUCTUMO CIOBO A Na O3HAYMMO W MATDUITY U

AGenoBy rpyly, ajau TEmKO Aa MOke Aa Oynxe Heke koHdyswuje!)

Y auHeapHOj anreGpy KOPUCTUIM CMO eJeMeHTapHe BpcTa (KOJIOHA)
Tpancpopmamuje. Mmamu cmo Ttpanchopmanuje nBa tuna. [IpBum Tunm je
TpaHchopManmja Koja ce CACTOjU O MHOMKEHA HEKe BpCTe (KOJIOHE) maTe
MATpUIE HEKUM MHBepTUOUIHUM ckajapoM (osmaka V. := aV, (K, := aK,)
O3HAYABA Ha T-Ty BPCTY (KOJOHY) MHOKUMO CKaJapoM «). Ipyru tum je
TpaHchopManuja Koja Hekoj BpCTu (KOJIOHU) NoAaje APYTY BPCTY (KOJIOHY )
[IOMHOKEHY HekuM ckasiapoMm (osmaka: V. := V,. 4+ oV, 3a Bpcre, omHOoCHO
K, := K, + aK; 3a ronoHe, rue je obaBe3Ho T # s). Y ciuayuajy Kana
paauMo, Kao MITO je caja, ca NeJOOpPOjHMM MATpUllaMa, OHAA je V MPBOM
TUIly AONIYIITEHO MHOKeHme caMo ca 1 m —1 (momTo cy TO jemunu neau
OpojeBM KOjU MMajy WHBEP3 y OMHOCY HA MHOMKEHE), HOK je y APYroM
CIlyJajy MCTO KA0 M KOZ BEKTODPCKUX mpocropa (umajyliu mapaBHO y BuLy
na cy OpojeBr KojuMa MHOKMMO Ienu OpojeBu). Y3 OBe eJeMEeHTapHe
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TpaHchopManuje, MOXe ce OONATU U TpaHcopManuja Koja IepMyTyje IBe
BpcTe (KOJIOHE), & KOja Ce MOKe M3BEeCTU KOMIIO3UIMjOM IPETXOMHO HaBe-
neaux (OBO je BEpPOBATHO NPABU TPEHYTAK Aa IMOTPAKUTE HEKU yIOEHUK
nnu cBecky u3 Jluneapue anre6pe).

Ose omepamnuje ce MOry U3BECTU U MHOMKECHEM NATE MATPUIE €IEeMEH-
TapHUM MaTpunaMa (II0ACEeTUTE Ce OBOra) U TO MHOMKEHEM CJIeBa aKo ,,6apa-
TaMo” ca BpcTama, ONHOCHO 3IeCHa, ako paamMo ca kosonama. Cse ese-
MeHTapHe Marpuie cy uHBepTubOuiaHe y upcreny M (Z) (marpuna A €
Ms(Z) je nuBeprubunna y My(Z) yrkonuko mocroju marpuna B € My (Z)
3a Kojy je A- B = I, rme je ca Iy o3HadeHa jeIMHWYHA MATPULA PEna S;
kBazaparHa Marpuna u3 My (Z) je uHBepTUOMIHA AKKO jO] je NeTepMUHAHTA
jemnaka 1 wnu —1). HaBomumo cana, Ge3 mokasa, reopeMmy koja yrBpbhyje
& TOCTOje TpakeHe TpaHchopmanuje (HeH NOKa3 HUje TEeRM O JOKa3a
Ia je cBaka KOHAUHO reHepucana AGesoBa rpymna m3oMOpQHA TUPEKTHOM
NPOM3BOAY HUWKIUYHUX, AU PE3YJITAT KOJU Haje je 3ampaBO TO, a TaKO
HemTo cMo Beh mokaszanu, ma Hema morpebe ma M3BOAMMO U OBaj JOKA3 —
BepOBATHO umraomuma Hehe mpesume memocrajarn jom jenam mokas @).

Teopema 111 Heka je A € M,,,(Z). Tapa noctoje vHBepTUBUIHE MaTpuLe
P eM,,(Z) v Q € M,,(Z) Tako ga je PAQ = A°, npn uemy je

d 0 - 0
0 dy - 0
AY = " 0
0 O dy,
0 |0
Mdi|di+13a’i:1,k‘—1. O

Kako je MHOKEH€ MHBEPTUOMIIHNM MaTPUIIAMa €KBUBAJEHTHO BUIMIECTPYKO]
OPUMEHN eJIEMEHTAPHUX TpaHCPOpMaIrja, TO 3aKbYyUyjeMO na HUXOBOM
MIPUMEHOM MOYKEMO AOOUTHU MATPUILy TPaKEHOr 00JMKa, OMHOCHO PEJIallje
Meby nouernuMm remeparopuma cBectu Ha jenHocTtasue pesanuje mehy (Haj-
BEPOBATHU]jE) HEKUM APYIUM [€HEPATOPUMA.

Muoskeme ejseMeHTAPHUM MaTpUIlaMa CJIeBa OATroBapa eJIeMEeHTAPHUM
TpaHcpopMaIyjaMa Ha BpPCTaMa, JOK MHOXKEHE€ 3JeCHa OArOBapa TPAaHC-
¢opmamujaMa Ha KOJIOHaMa. TpaHchopmanmje BpCTa MeEHmajy pesamnuje
Meby remeparopuma, anu He M came reHEpaTope, JOK TPaHChopMaluje Ha
KOJIOHAMa MEmajy reHepaTope.

Hexa cy remeparopu z1,...,2, u penanuje Mmehy remeparopmuma 3anare
MarpunoM A, Tj. pesanuje cy 3azare ca

AX =0.

Yromuro je PAQ = A°, omma MHOMeHmeM ropme pejanuje MarpuroMm P
cieBa nodujamo

PAX =0.
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Caga, ymeTameM npoussona Q - Q! mobujamo
(PAQ)(Q™'X) = 0.
Crora, axo ca Y = Q7 'X 03HauMMO HOBM CHCTEM TeHepaTopa, Xo0ujaMo
A’Y =o0.

[TokasknMoO KaKO OBO y MPAKCU MOXKEMO M3BECTHU, Tj. KAKO A& MOTOJHO PEru-
CTPYjeMO U HOBe peJjialiije W HOBe reHepartope. PopmMupajMo MaTpuiry

um je ma mosurmju marpune A moburu marpumy AY Tpamchopmarmjom
BpcTa u KoJioHa. HapaBHO y TOKy pana m3BoamlieMo u TpaHchoOpMauuje
BpPCTa U KOJIOHA y MPOU3BOJLHOM TMOPETKY, AU Ma OUCMO MOjaCHUIU IITa
ce gemaBa, MOKEMO IPETIOCTABUTH Ia CMO IIPBO U3BeJU CBe NOTpedbHE
TpaHcpopManMje Ha BpCTaMma, a IOTOM Ha KOJOHaMa. 1paHchopmanuje
Ha BpcraMma (M TO HAPABHO CAMO Ha NIPBUX 1M BPCTa ,Bejuke’ MaTpuUle,
momTo keauMo Marpurny A na noBemeMo Ha TpaskeH OOJIMK) HOBOXE IO
E€KBUBAJIEHTHE MATPUIE

Capna BpmmMo TpaHC(OpMANMjy Ha KOJOHAMA Oa OMCMO HOOUIM MaTpUILY
A anu TuMme MemaMO U KOJIOHE y jeauHMuYHOj MaTpumu. Tako mobujamo
HOBY MAaTPUIY

PAQ | ©
L1

Ry = 0
mn

Cama KeauMO na TOHOBO AOOUjEMO je IMHUYHY MaTPUIy YMECTO MaTPUIEe
@, Tj. na noeHTU(GUKYjeMO HOBE "eHePATOPE U TO U3BOAUMO TPAHCHOPMAIIN-
joM Ha BpcTama, ajud caMo Ha ,,JOmUM~ BpcTaMa. Tako HAIOKOH mobujamo
MAaTPUILY
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rae je A = PAQ, a Y = Q7' X (I, nobujamMo MHOMKEHEM clieBa MaTPUIOM
Q).

Y paguMo map mpuMmepa.

ITpumep 112 Heka je Abenoea rpyna A 3afjata reHepatopuma 1, To, T3 U pefaum-
jama

2x1 — 4xo + 213
4xy + 4xe — 8x3 =
OApeanTn HopmanHy GopMmy OBe rpyne.

Pememe. Ilonaszumo omx marpurie

[2 —4 210

4 4 -8)0
R=1|1 0 0]z
0 1 0 i)

0 0 1 I3

Tpancpopmanujom Vs := Vo — 2V}, mobujamo marpuiry
(2 —4 2|0

0 12 -12|0
Rl = 1 0 0 T

0 1 0] 22

0 0 1|3

Tpauchopmanujama Ky := Ko + 2K u K3 := K3 — K, nobujamo

2 0 00
0 12 -120
R2 = 1 2 -1 T
0 1 0 T2
0 0 1 I3

Tpancpopmanuja K3 := K3 + Ko noBoam no MaTpure

C o6zupom ma 2 | 12, nobumm cmo Tpaskeny matpuiy A°. Ilpeocraje ma
uneHTudukyjemo reaeparope. Tpanchopmanuje Vi :=Vs—Vsu Vy :=V;—V;
najy MaTpUILy

2 0 010
0 12 010

R4 = 1 2 0 X1 — I3
0 1 0 To9 — I3
0 0 1 T3
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Hajzan, rpancpopmammja Vs := V3 — 2V, moBoam no marpuie

2 0 0/0
0 12 010
R5 = 1 0 0 o 2$2 + 3
0 1 0 o — T3
0 0 1 I3

JIaKne, HOBU I'€HEpaATOpU Cy Y1 = T1 — 21’2 + T3, Yo = To2 — T3 U Yz = T3, a
penamuje meby muma cy 2y; = 0, 12y; = 0. 3arpbydyjeMo Oa je HOpMAJTHA
dopma mare rpyne: Zg X Zis X Z. &

ITpumep 113 [pyna je 3agata reHepaTtopuma 21, o, T3, T4 U penaumjama

5x1 + 3x9 — 324
2xy + 4dxg — 223 =
7.’E1 + 71’2 — 21’3 — 3554

OpfpeanTy eHy HopManHy dpopmy.

Pememe. ITonasumo ox marpune (06paTuTe NAKLY Aa U HEKU DEHEPATOP
yuecTByje y naro]j penamuju!).

(5 3 0 —-3[0 ]
2 4 -2 0|0
77 -2 —3/0
R=|1T 0 0 0|z
01 0 0
00 1 0as
(00 0 1|y |

YBek je kopucHO oxpenuTu Hajeln 3ajeHUYKU menmialn CBUX KOMIIOHE-
mara marpune A. Taj 6poj he zanpaso Ouru Tpasxkenu dy. Hbera Tpeba
nocrasuTy Ha no3unujy (1,1) u ogga ra UICKOPUCTUTH Aa ce ,nouncTe”’ ese-
MEHTU IIpBe BpcTe u IpBe KojoHe. [locie Tora ce mpena3y Ha MOIMATPUILLY
KOja MMa jeAHY BPCTY U jeOHY KOJOHY Mame U IOCTYNaK Ce HACTAaBJbA.

Y Hamem ciydajy JakKO je yBepuTu ce na je Taj HajBehu 3ajenHuuru
nenunarn jemak 1. Tpancpopmanujom Vi := V) — 2V,, mobujamo marpumry

1 -5 4 -3|0 ]
2 4 -2 010
7 7T -2 =310
R1 = 1 0 0 0 I
0 1 0 0| x2
0 0 1 0| x3
| O 0 0 1|z |
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Tpaucpopmanuje Vo := Vo —2V] u Vi := V3 — 7V} nmajy marpuny

1 -5 4 =310
0 14 -10 610
0 42 -30 18|0
R2 = 1 0 0 0 X1
0 1 0 0| z2
0 0 1 0|as
L0 0 0 1|y |

Tpancpopmanuje Ky := Ko + 5K, K3 := K3 — 4K, n K4y = K4 + 3K, majy
MaTPUILY

1 0 0 010
0 14 -10 6|0
0 42 -30 180
R3 = 1 5 —4 3 T
0 1 0 0]
0 0 1 023
0 0 0 1|z |

Cana ce MOKEMO KOHIEHTPUCATY HA MATPUILY

14 —-10 6
42 =30 18 |°

Jacuo je ma je onme majsehm 3ajemuuurm menwunarn 2. Ilocme Tpancdopma-
nuje Ky := Ko — 2K, mobujamo maTpuiy

1 0 0 00
0 2 -10 6|0
0 6 —-30 1810
R4 = 1 -1 —4 3 T
0 1 0 0| a
0 0 1 0|a;
L 0 -2 0 1 T4 i

[Mpumenumo tpanchopmarmjy Vi := V3 — 3V,. IloGujamo

1 0 00]/0
0 2 —-10 60
0 0 00]0

Rs=|1 -1 -4 3|m
0 1 0 0|z
0 0 1 0|
(0 -2 0 1| |

Tparcpopmanuje K3 := K3+ 5K9 u K4 := K4 — 3K, 3aBpmasajy npsu 1eo
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(ompebusame marpure A°):

Rg

1 0 0 010 ]
0 2 0 00
0 0 0 00
1 -1 -9 6 T
0 1 5 =3 | a2
0 0 1 0|as
0 -2 —10 7|y |

Tpaucpopmanuje Vy :=Vy+ V5 u V7 := V7 4+ 2V najy

10 0 010
0 2 0 010
0 0 0 010
R7 = 1 0 —4 3 T+ X2
0 1 5 —3| a2
0 0 1 0] x3
L 0 0 0 1 2.172 + x4 i
[Mocae Tpanchopmamuja Vy :=Vy — 3V u Vi := V5 + 3V7, mobujamo
(1 0 0 0|0 ]
0 2 0 0|0
0 0 0 0|0
Rg = 1 0 -4 0 xr1 — 5332 — 31‘4
0 1 5 0] Txa+ 324
0 0 1 0| a;

10 0 0 1] 2x9+4+ 24 |
3aBpiraBaMo HAIl pajx npuMeHoM Tpanchopmarmja Vi = Vi +4Vg u V5 =
Vs — 5Ve: _ -

1 0 0 0]0

0 2 0 010

0 0 0 010

Rg = 1 0 0 O T —5!E2+4$3—3.’£4

01 0 0 71‘2 — 51’3 + 31‘4

0 0 1 0]xs

L 0 0 0 1 2.732 + x4 i
Ilakse, HOBU reHepaTOpu Cy

Y1 r1 — 5x + 4x3 — 324

Y2 = Txa —5dz3+ 324

Ys = I3

Ya 2(E2 + 24,

nok cy penamuje meby tum remeparopuma: y; = 0, 2yo = 0. Bumumo na
je jemaH reHepaTOp CYBUIIAH, Tj. TOYETHU CUCTEM HUje OMO MUHUMAJIAH
cucreM remeparopa. Hopmamna ¢popma nare rpymne je Zg X Z X Z. &
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KoMyTaTuBHU mpCTEHM ca je IMHUIIOM; II0Jha

3aBpIIHN [0 Kypca 3alOYuibeMO MeGUHUNMjOM MOjMa KOMYTATUBHOT
IPCTEHA Ca jeIMHUIIOM.

Jepunauruja 114 KomyTaTusaH npcTeH ca jeAnHuuom je cTpyktypa (A, +,-) 3a
KOjy BaXu:

1. (A,+) je ABenosa rpyna;
2. (4,-) je KoMyTaTVMBaH MOHOUA;
3.3aceex,y,z2€A x-(y+z2)=z-y+z-z

Heyrpan y omaocy ma cabupame o3nauaBamo ca 0, nnm ca 04 yKOIUKO je
noTpebHO na n3berHeMo HeIOYMUIE, NOK HEyTPaJ y OIHOCY HA MHOMKEHE
ozHayaBaMo ca 1, omaocuo 14. Heyrpas y ommocy mHa cabupame 30Be ce
HyJa, a HEyTpaJ y OIZHOCY HAa MHOXKEHe jequHUuIa IpcTeHa. Kako hemo
Ce UCKJBYUMBO OABUTU KOMYTATUBHUM IPCTEHUMA Ca jeAUHUIIOM, TO NeMo,
pau kpaTtrolie, IOHEKa L KOPUCTUTU CaAMO TEPMUH IPCTeM (IIOAPAa3yMeBajy-
hu na ce pamu 0 KOMYTATUBHOM IPCTEHY Ca jeIUHULIOM ).

IIpumerumo ma je mpouw3BOA Ma KOT eJieMeHTa MPCTeHa U HyJie jeIHaK
mynu. Hawmme, a-0=a-(0+0) =a-0+a-0. Karo je npcren AGenosa
rpymna y omHOCy Ha cabupame, To exeMenT a - 0 uma muBep3 (y OOHOCY HA
cabupame) u gobujamo na je 0 = a-0. IlocraBma ce nurame: MOKe aU y
HeroM mpcTeny A Baskutu jemHarocT 04 = 147 YKOJMKO je TO TaKO U AKO
je x € A mpounsBobaH eJIeMeHT, nobujaMo ma je

r=x-1g=2-04=04.

Hakae, y Tom caydajy 6ucmo nobunm na je A = {04}. Takas mpcren
HA3MBaMO W HyJa IPCTEH. Y JajbeM [1eMO NPEeTIOCTABUTU & HPCTEHU Ca
KOjUMa PaguMO HUCY HyJa npctenu, Tj. na je 0 # 1 y mpcreny.

Y npom3BOJFHOM NIPCTEHY MOKe ce mecutu na je x -y = 0, a ma je m
x#0wny+#0. Ha npumep, y upcreny Zgs (y KoMe cy onepanuje cabuparme
o Moxyny 6 m MHOMXkeme 1o Moxyny 6) saxum: 2-3 =0, a 2,3 # 0. mamo
noceOaH HA3UB 3a TaKBE €JIEMEHTE.

Hepunumnuja 115 Enement a npcreHa A je mesnuresn Hye yKOAUKO MOCTOjU
enemeHT b # 0 3a koju je a - b = 0. Ykonuko je a fenutess Hyne n a # 0, oHfa je
a IIpaBU OEJIUTEJb HYJIEC.

Ckyn cBux menutesa Hyse y npcreny A osmauasamo ca Z(A).

Hepunumuja 116 EnemenT a npcteHa A je perymapan ykonvko 3a cee z,y € A
BaXMW: ako je a-T =a - Yy, OHAA je x = Y.

8



Iakne, perysapHu Cy OHU €JIEMEHTU KOje MOsKEeMO na ,,ckparumo’ . IIpume-
THUMO [a je eJIEMEHT peryJjapaH ako U CaMO aKO OH HUje HeJUTeJs HyJe.
Hawume, mpernocTtaBuMo na je a perynapaH eleMeHT. Y KOJIUKO Ou OH Ouo
menauTess HyJe, oHma O6u cuaemuio na je a-b = 0 3a mekm b # 0. Ho, uz
jemmakoctu a-b = a -0 caemu na je b = 0. C gpyre crpane, ako a HUje
JeauTess HyJe W ako je a-x = a -y, nobujamo na je a- (x —y) = 0. U3
UMEBEHUIE Aa ¢ HUje TeJuTesb Hyle, ciaend mna mopa obutm x —y = 0, Te
3aKJbYUYjEMO Ma je a peryjJapaH €JIEMEHT.

Ckyn cBux peryiaapHux exeMenara npcrena A ozmauasamo ca R(A). Ha
OCHOBY HpeTxolHe aHaiuse, nobujamo xa je A= Z(A)U R(A).

Hepuuumnuja 117 Enement a npcreHa A je uHBepTUOMIAH YKONUKO MOCTOjU
enemeHT b € A 3a koju jea - b= 1.

YKOMUKO je a MHBEPTUOUIAH, OHIA je eJeMeHT b 3a Koju Bakm a -b = 1
jemmmcreeno ompeben (3amro?) wu osmauasamo ra ca a !. Ckym cBux
MHBEPTUOUIHUX ejieMeHaTa npcreHa A osmauasamo ca U(A). Jacuo je ma
je (U(A),-) jemna ABGenoa rpyma. 30BeMO je MYJITUILIMKATUBHA TPYIA
npcrena. IIpumerumo na je U(A) € R(A). Hamme, ako je a € U(A) n
a-x=a-y,oumajea t-a-x=ala-y majel-z=1-y, e je x=1.

Y ommreMm ciyuajy je R(A) # U(A). Ha npumep, R(Z) = Z\ {0}, nox je
U(Z) ={-1,1}. Ho, 3aammmus je crenehu cras.

CraB 118 Y koHauHOM MPCTEHY CBAKW perynapaH efnemeHT je MHBepTubunaH.

Hoxa3. Hera je npcren A konauan u a € R(A). Hepununmmo L,: A — A
ca: Ly(x) := a-x. V3 perynapuoctu enemenra a ciaenu na je L, ,1-17.
Hanwme, aro je Lq(z) = Lo(y), To 3HAUM ma je a-x = a -y, & Kako je a
perymapan, nobujamo na je x = y. Kako je A KomauaH, U3 YUBHEHUAIE Oa j€
Lyg:A— A [1-17 cnemu na je L, u ,ua”. Crora mocroju b € A 3a koje je
L,(b) =1, 1j. a-b=1, Te 3aKmydyjeMo Ia je a UHBEPTUOUIAH. ]

Hepuuumuja 119 KomytaTtmeaH npcteH ca jeuHuuom A je LJOMEH, ako OH He
cafpxu npase AenuTtene Hyne, Tj. ako je Z(A) = {0}. KomyTaTusaH npcreH ca
jeAnHnLoM A je nosbe yKONIMKO je CBaKM HeHyna enemeHT y A nHeeptubuna, Tj.
ako je U(A) = A\ {0}.

OuurnenHo je ma je CBAKO MOJbE U HOMEH, JOK KAO MOCJIEIUILy TPETXOTHOT
cTraBa moOujaMo Oa je CBaKM KOHAYaH HOMEH W nojsbe. HapaBHO, y ommrem
caydJajy Ta mgBa mojMa ce He mokganajy. Ha mpumep, Z jecTte moMeH, ayu
HUje TIoJbe. Y HApPETHOM KypcCy BuaeheMo Kako ce CBAKOM IOMEHY MOKe
OPUAPYRUTHA jEIHO MOJbE, A TO OCTAaje 3a KacHH]E.

IIpumernmo na je U(Z,) = ®(n) n na je Z, mojke ako U CaMO ako je n
npoct 6poj (yBepure ce ma je To 3aucTta Tako!).

IIpebumo cama HA mOjaM TOTIpPCTEHA.

JHedpurunmja 120 Heka cy (A, +4,-4) u (B, +p, 5) BBa KOMyTaTUBHA NpCTeHa
ca jeavHuuom npu vemy je B C A. Kaxemo Aa je B noTnpcreH ca jeAVHULOM
npcreHa A ykonuko je B ykonuko je
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l.3acBez,ye€B: x+py=x+4Y;
2.3acBer,yEB: Tz pYy=2-4Y;
3. 1p=14.

Io6po maMm je mosmaTo (3ap He?) ma u3 mpBOr yciaoBa ciaenu xa je Op =
04. Ho, mopamo momatu ycioB na je lp = 14. Haume, To He cnenu u3
NpeTXO[Ha ABa YCJIOBa, KAO MTO cienehu mpuMmep jacHO MOKa3yje.

IIpumep 121 Heka je A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, B = {(0,0),(1,0)}, a
onepauuje cy AeduHMCaHe MO KOoopAMHaTaMa, kopuctefin cabrpare N MHOXeHE Mo
moayny 2. lNpeumnsHunje:

(a,b) + (¢,d) := (a+2¢,b+2 d);

(a,b) - (¢;d) == (a-2¢,b2d);

Onepauuje Ha B cy pectpukumje onepaumja Ha A. Taga cy u A n B komyTaTuBHA
npcTeHn ca jeAuHuLoMm, Ho, ok je 04 = (0,0) = 0p, To je 14 = (1,1) # (1,0) =
1p. O

Pa3MOTpI/IMO cala JUPEKTaH IIPOM3BOJA IIPCTEHA.

Iedununumja 122 Hekacy (Ay, +1, 1), (A1, +2,-2) ..., (A,, +7, ™) KOMyTaTUBHY
npcreHu ca jeanHuuom. Ha ckyny A = A3 X Ag X - - - X A,, AepuHuniemo CTpyKTypy
(Av =+, ) ca:

(1,22, .., xn) + (Y1, Y2, 5 Yn) = (21 + oy, 2 2 Y2,y " Yn)

($17$27~-~>$n)'(y1>3427--~7yn) = ($1 -1y1,m2 '2y27~--7xn nyn)

OBa CTPpYKTypa jecre KOMYyTATUBAH MPCTEH Ca jeIMHUIOM U MPEICTaBILA
MUPEKTaH NpousBox npcreHa Aj,...,A,. Osme je 04 = (04,,...,04,) u
1a = (1a,,---,14,). Yronuko mmamo Gap aBa (akropa y OPOU3BOLY, ¥
BeMy yBek nMa npasux geauressa Hyue: (0a,,...,1a,) (1a,,...,04,) =04.
Kako y mosy Hema mpaBux nejaurTessa Hyse (3amTo?) 3aKbydyjeMo na
npou3sBox 6ap ABa KOMYTATHBHA NPCTEHA CA jeAMHUNOM (YaK M 4KO Cy CBU
$arTOpU MoJHA) HE MOKE OUTU TOJLE.

Crnenehu cras yrBpDhyje CTPYKTYpPYy MYJITUILUIMKATABHE T'DYIE AUPEK-
THOT TPOU3BOJA MPCTEHA.

Cras 123 Akoje A=A} X --- X Ay, onga je U(A) =U (A1) X --- x U(Ap).
IToka3. OBO HUje TEWKO IMOKA3aTH.

C: Hera je a € U(A). To 3maum nma mocroju b € A takas ma je a-b = 14.
Ilpyrum peunma, ako je a = (ai,...,a,), OHAA mocToje b; € A; TakBu ma je

(al,...,an)-(bl,...,bn) = (1Al""71An)'
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Ho, oBa jemHakocT je ekBuBaJeHTHa ca: a;-'b; = 14, 3a i = 1,n. To ympaso
sHaum na a; € U(4;) 3ai=1,n, tj. a € U(A1) x -+ x U(A,).

D: Hera a € U(A;1) x -+ x U(Ay). Harne, a = (a1,...,a,) € U(A7) X --- X
U(A,). IIpema Towme, a; € U(A;) 3a i = 1,n, na nocroje b; € A; raxkBu na je
a;"'b; = 14,, 32 i = 1,n. Ho, omarie caenu na 3a exement b—(by,...,b,) € A
BaskmM: a-b= 1y, Te 3armyuyjemo ma a € U(A). |

CraB 124 Ykonuko je (A, +4,-4) = (B,+5, B), oHpaje (U(A),-4) = (U(B), B).

ITokas. Hexka je f: A — B uszomop¢uzam npcrena. Jlorazahemo ma je
fIlU(A)] = U(B). Opmarne cnemu na pecrpuknuja f Ha U(A) umnaykyje
TPaskeH! U30MOPPU3aAM MYJITUIIMKATABHUX CPyNa JATUX IPCTEHA.

C: Hera je a € U(A). To 3umaum na nocroju a; € A Tako na je a-4a1 = 14.
Ho, razna je f(a-aa1) = f(1a), ma je f(a)-pf(a1) = 1p. Hakne, f(a) € U(B).

D: Hera b € U(B). To 3mauu ma nocroju by € B Tako na je b-g by = 1p.
Kako je f ,ma”, mocroje a,a; 3a xoje je f(a) = b u f(a1) = by. Tako
nobujamo

f(la) =1p=b-pb1 = f(a) B f(a1) = f(a-aa1).

C o63upom Ha TO na je f u ,,1-17, cnequ na je 14 =a-4 a1, 1j. a € U(A),
na b e flU(A)]. O

IIpebumo Ha HEKe KOHKpeTHE HmpuMepe mpcreHa. lIpeTxomHm mojMoBU
u pesyaratu nalie HaM, y3 MaJiOo pala, HEKe Pe3yJiTaTre U3 eJeMeHTapHe
Teopuje 6pojena.

Teopema 125 Heka cy my, ma,...,my, > 2 uenn 6pojeBn 3a Koje je UCMYHEHO:
NZD(m;,m;) =13ai # j. Tapa cy npcTeHn Ly my-omy, W Ly X Ly X+ X Loy,
N30MOPGHM.

Ioxa3. Heka je m = mimsg---m,. [Ipumerumo na oba mpcremna mMajy m
enemenara. Crora je, 3a HOKa3 MOCTOjama M30MOP(U3MA, JOBOJLHO KOH-
crpyucatu jemuy ,1-17 ¢yHruujy n3 jemHor y ApYyru, KOja Ce ClIaske Ca
onepanujama, jep he ta ¢pyHKIUja CUTyPHO OUTH U ,HA”, Tj. ©30MOPHU3aAM
(To cy KOHAUYHM CKymOBU ca UCTUM OpojeM eixemenara). Ako ca pg(x)
03HAYMMO OCTaTak Opu (eyKJIUACKOM) nejbemy T ca k, OHOa je TpaskeHa
oyurnuja f:Zpy, — Ly X Ly X -+ X Ly, AeQUHECAHA CA:

f(l‘) = (pml (x)vpmz (.73), sy Pmy, (l‘))

Hoxasxumo na je f ,,1-17. Hexa je f(z) = f(y). To 3maum ma 3a i = 1,n
BKUA: P, (T) = pm,(y). Ho, ako nBa Opoja umajy HUCTH OCTATAK HOPU
nememy OpojeM m;, OHZA je IUXOBa pas3iumka aebuBa ca m;. llakie, 3a
i =1,n Basku: m,; | (x —y). Karo cy 6pojeBu m, y3ajamMHO mpoCTH, CJiean
ma m | (x—y). C obsupom na z,y € Z,, ={0,1,...,m — 1}, nobujamo na je
r—y=0,T1j. z=1y.
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HoraskuMo nma ce [ ciaaske ca omeparujama, Tj. Oa je 3a CBe T, Y € Ly
@ 4my) = f(@)+ F) u f@my) = f(2) - fy) (ee je ca +, omocko
- O3HAUEHa Olepallija y AUPEKTHOM MPOU3BOLY, 3& KOjy 3HAMO KAaKO Ce
nedunume). Torazaliemo TO 3a omepanujy MHOKEHA, NOK CJIAUYAH NOKA3
3a cabupame 0CTaBbAMO 3a BEKOY.

Hakne, tpeba nokazaru ma je f(x -, y) = f(z)- f(y) 3a cBe z,y € Z,,.
C o63upom Ha medpuHunmMjy ¢yuruuje f u meduHUNMjy omepanuje -, OBO Ce
CBOIU HA MOKA3 YUILEHUIIE Oa je 3a CBe ¢ = 1,n UCHyHEHO:

Pm; (CL‘ ‘m y) = Pm; ('T> ‘m; Pm; (y)

Iloka3z hemo m3BecTM TAkKO IMTO NeMO MOKA3aTW Oa Cy U JeBa W HeCHa
CTpaHa OBe jeIHAKOCTU 3allPaBO OCTALY DU Iejbeny -y ca m (rae je oBae
- omepamuja MHOKeHa neaux 6pojesa). Hanme, mo mepununmju omepamuje
“m UMaMO na je

Ty =2y (mod m).
ITpumerumo na Basku ciaenelie: ako je a = b(mod m) u ako k | m, onga je u
a = b(mod k). Haumve, a = b(mod m) je exBuBasentso ca m | (a —b). Kako
k| m, To ciemn ma je u k | (a —b), mTo je ekBuBasienTHO ca a = b (mod k).
Crora, u3

Ty =2 -my(mod m),

cilenu ma 3a cBe ¢ = 1,n BaKWU:
Ty =2y (mod my).

C oG3upom ga je
x = pi(x) (mod k),

nodbujaMo ma je
T mlY = Pmy; (LB ‘m y) (mOd mi)7

Te, HAIOKOH, nobujaMo ma je
T Y = pm, (T m y) (mod my).

C 063upoM ma je pm, (T my) € Zm,, caequ na je taj 6poj 3ampaBo ocTaTak
IpU JEJbEmY & - Y Ca M.
Kako je = ppm, (z) (mod m;) u y = pp, (y) (mod m;), To je

Pm; (.13) ‘m; Pm; (y) =T'm; Y (mOd ml)

Ho,
T m, Y = -y (mod my),

Te je n
T Y= Pmy ((ﬂ) ‘mi Pm; (y) (mOd ml)
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C O63MpOM A Pm; (‘T) ‘m; Pm; (y) € {07 cees My — 1}7 cuemm na je Pm; (:E) ‘m;
pm,; (y) € {0,...,m; — 1} ocrarak npu mememy & -y Ca m;. 3AKLYIYjeMO Aa
MoOpa OuTu

Pmi (T) my Pmi(Y) = P (T m Y),

jep je m jemam m apyru Opoj OCTATaK IPU OEBEHY T - Y Ca M. O
IMocnemuua 126 (Kunecka teopema o ocramuma) Heka cy my, ma, ..., my >

2 uenu 6pojesn 3a koje je NZD(m;,m;) = 1 3a ¢ # j. Tapa 3a npoussosbHe
x; € Z, 1 = 1,n, CUCTEM KOHrpyeHumja

= x1 (mod my)

o (mod mo)

(14)

x = x, (modm,)
MMa JeAVHCTBEHO PeLUere N0 MOLYNY MMMy -+ - My,

Ioka3. dyurmuja f, mepuHMCcaHA y OPETXOAHO] TEOPEMU, j& U3OMOP-
¢uzam. Mwu hemo wmckopucTtutu uumenuiyy na je ona ,Ha'. Hexka cy
X1,%2,...,%n € Z. Ca r; 03HAUMMO OCTATAK TPU NEJLemYy Opoja T; ca m;.
Jacuo je ma Tama Basu x; = r; (mod my), 3a i = 1,n. PopMupajmMo n-Topry
(r1,72, .. sTn) € Zimy X Zmy X -+ X Zp . Kako je f ,ma”, TO mocToju x € Z,,
(rme je m = myms---my,) 3a xoje je f(x) = (ri,re,...,m,). Ho, ¢ 063upom
Ha nedumHMNM]y f, TO 3ampaBo 3Hauu ma je ¥ = 7; (mod m;) 3a i = 1,n
(yBepute ce ma je To 3amcra Tako!), Te je m & = x; (mod my;) 3a i = 1,n.
ITakse, cucTeM KOHTPYEHIMja MMa pememne. [IpoBepuMo U jeIUHCTBEHOCT
pemema. Heka je &' € Z mexu npyru neo 6poj 3a koju je ' = x; (mod m;)
3a i = 1,n. Ilobujamo na je z = x’ (mod m;) 3a 4 = 1,n. To 3maum na
m; | (x—2') 3a i =1,n. Kako cy m; y3ajamno npoctu to maje: m | (z — '),
Te je pelleme 3aMCTa jeQUHCTBEHO IO MOLYJILY M (jeIUHCTBEHOCT peIlemha
caenu u u3 yumenune aa je f ,1-17 — nposepure Kako ciaeam). O

IMocnemuma 127 Ako cy mi,ma,. .., My Uenv 6pojesn 3a koje je NZD(m;, m;) =
1, 3a i # j, oHga je o(mims -+ -my) = @(my)p(ms) - o(my,).

Ioka3z. Ha oCHOBY mpeTmoCTaBKM W3 MOKa3aHE TEOPEeMe CIEeIN N4 Basku
u3oMop¢pu3aM IPCTeHa Zy, = Zpy, X - -+ X Ly, . Ha ocroBy craBa 77 u crasa
?? nobujamo ma je U(Zy) = U(Zpy,) X - X U(Zy,). C ob3upom ga je
U(Zy) = ®(k) u na je o(k) = |®(k)|, Tpaskenu pesynrar caenu (yBepure ce
y To!). O

Kao mro smamo, ykomuko je F mome, ouma je U(F) = F \ {0}. Osa
rpymna, HapaBHO, MOke OuTu u GeckoHauHa (ako je mosbe F GeCKOHAYHO).

OHO mWTO je 3aHMMJ/LUBO je a MMaMO BPJIO jeTHOCTABAH OIMC 3a KOHauHe
noarpymne rpyune U(F). Hajupe nokaskumo jeman nomolinu cras.
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Cras 128 Heka je A AGenosa rpyna pefja m 1 HEKa je 3a CBaKM MO3UTMBAH LEO
6poj d Takas Aa d | m 6poj pewera jegHauuHe dz = 0y rpynu A Hajsuwe d, Tj.

Hex e A:dex =0} <d. (%)
Tapa je rpyna A umknnuna.

IToka3. Ha ocHoBy Teopeme 0 KapakTepu3anuju KoHauyHux AOesoBux rpymna,
A2 74, X Lgy X -+ X ZLgq, 3a Hero k > 1, upu vemy je di > 1 u d; | dit1
3a ¢ =1,k—1. Ila 6ucmo morazauu na je A nukiaudsa KOBOBHO je (a u
norpebHO) ma moraxkemo na je k = 1. Ha ocmoBy pamuje neme o 6pojy
pemena jenHaunse dixz = (0 y 0OBaKBOM IPOM3BOLY, 3HAMO Ha je Taj OPOj
jemnax NZD(dy,dy)-NZD(dy,ds) - - - NZD(dy,d) = d¥. Ho, ma ocnoBy yciaosa
(), Taj 6poj He cme Gutu Behu ox dp, Te mopa Guru k = 1. ]

Teopema 129 Heka je F nome u (A, -) konauna nogrpyna rpyne (U(F'),-). Taga
je A umknuuna rpyna.

Ioka3. Hexka je pen rpyne A jemumax m u mera d | m. Kaxko je rpyna A 3a-
naTa MyJITUILIAKATABHO, TO NEMO y MPUMEHU MIPETXOAHOT CTaBa KOPUCTUTU
MYJITUILIMKATUBAH 3amuc. [la 6ucmo mokaszanu na je A NUKINYHA, JOBOJLHO
je nma moraskeMo na je

’{aGA:adlegd.

Ho, cBako pememe jemmaunse af = 1 y momy F je 3ampaBo Hy/Ia HOJIXHOMA
p(X) = X?—-1¢€ F[X]. Caga MO%eMO MCKOPUCTUTU AOOPO MO3HATY UM-
BEHUIY & HEHYJa IOJVWHOM Ca KOe(UUIUjeHTHMa y IOJbY HE MOKE MMATU
BUIIlE HyJla HEro mTo je meros cremed. C 0063upoM na je cTeneH OBOT
NIOJIMHOMA jeqHAK d, BaKU TParkeHa HejeTHAKOCT U pe3yJTaT CJEeNu. ]

Kako je Z, nome yronuko je p mpoct 6poj, To je rpyna (Z,\ {0}, ) un-
knuuHa rpyna pena p—1. Ha ocHoBy jemuuacrBeHocTu (10 Ha m3oMopdusam)
UKJINYHUX TPylla JATOT pela CIemd Aa je 0oBa I'pyla U30MOP(HA TDyIU
(Zp—1,+p-1). Ho, 3ammMibuBO je (X KOPUCHO) CKCILIMIUTHUjE 3aLATH Taj
uzoMopduzaM. Y Ty CBpPXy yBoaumo ciaenehy nepumuunyjy.

Hedruaunuja 130 Ma koju reHepatop umkanue rpyne (Z, \ {0}, -,) Hasuea ce
NPVYMUTUBHU KOPEH NO MOZYNY P.

Yuranalm ce MOKe 3alUTaTU ,IPUMUTHUBHUA KOpPeH u3 uera?” 3ampaso je
TO IPUMUTUBHU KOPEH u3 jemuuune (jep y Z, Baxu: zP = 1 3a cBe z €
Zp). OBo je moBesano ca ,,00munuM” kKopeHuMa u3 jexunune (y nony C) —
noncerute ce nmpumepa rpymne C, ca mouerka kypcal

Cras 131 Heka je p npoct 6poj 1 r Ma KOju NPUMUTUBAH KOPEH M3 jeJVUHNLE MO
moadyny p. Tapa je ca:
ind,(a) = =z akro r* = a,

AeduHncaH jefaH nsomopgusam ind,: (Z, \ {0}, -p) — (Zp—1, +p—1)-
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(Temmko je HE HPUMETUTH CIMYHOCT Ca JeGUHUANIjOM JOTAPUTMa 38 OCHOBY
r, 3ap He?)

Ilokas. Kako je Z, \ {0} = (r) = {r%r!,...,7P72} 10 je jacmo ma je ind,
jemma 6oujermuja. Tpeba morazaTu ma ce ciaske ca omepalujaMa, Tj. aa je
ind,(a -p b) = ind; +p_1 ind,(b),
3a cBe a,b € Z,. Y Ty cBpxy, Heka je ind,(a) =z u ind,(b) = y. To 3naun

na je r* =a ur¥ =b. Ilaxie,

P
apb=r",r¥ =r"TY,

C o63upom na je rP~! =1y rpymu Z,, T0 je u

,,,Ier — Tx+p71y

T+yux—+,_1Y pasauryjy 3a ymHO:KaK 6poja p —1). Crora je
p
a-p b= r®te-1Y,

Ha ocumoBy me¢uuurumje ind,, mobujamo na je « +,-1 y = ind,(a -, b). Aro
ce MOJACETHMO WITa Cy & U Y, mobujamo ma je 3aucra ind,(a) +p—1 ind,(b) =
ind,(a -p b), mTO CE M TPAKUIO. O

ITornenajmo jemam nmpumep NpuUMeHe MTPUMUBHUX KOPEHA.

IIpumep 132 a) Hafin cee npumuTmeHe kopere no mofyny 13.
6) Pewuntu kourpyeHumjy z° = 7 (mod 13).

Pememe. a) Meton je jennocrasan. lupekTHoMm nposepoMm Habumo jenan
npuMuTtuBHEU KOpeH. Heka je To r. Tama cy cBu ocTranim TpUMUTUBHU
KOpeHU jenHaku ¥, rge je x ysajaMHO mpocT ca 12 (MyJaTUIIMKATUBHA
rpyua je pena 12, meH remeparop je r — IOACETUTE Ce pela ejleMeHTa rv).

Y oBOM caydYajy, DTUPEKTHOM IPOBEPOM mobujaMo ma je jemaH TIpUMU-
TUBHU KOpeH jemHak 2 (paduyHamo y Ziz):

2l = 2
22 = 4
22 = 8
24 = 3
25 = 6
20 = 12
27T = 11
2 = 5
210 = 10
ol = 7
212_
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Iakne, TpuMUTUBEA Kopern cy jom u 25 = 6, 27 = 11 u 2! = 7. 36or
IprMeHe Ha pellaBalme KOHI'PYEHIMja, IOTOJHO je HAIpPaBUTU U ciaelehy
Tabeuy.

a |1|2[3|4[5]|6] 7|8[9]10]11]12
ind,(a) [0 1]4]2
6) Hera je T ocratak npu nebewmy = ca 13 u y = indy(Z). Tana ce
2% = 7 (mod 13)
CBOAM HA
5y = indy(7) (mod 12),
(z° = 7° (mod 13)), Tj. Ha
5y = 11 (mod 12).
C o063upom ma je 5-5 = 1(mod 12) u ma je 55 = 7 (mod 12), mobujamo na

jey =17 (y € Z12). C ob3upom ma u3 inds(T) = 7 caenu nma je T = 11
(mormenmajre Tabauny), nobujamo u Tpaskeno pememe: x = 11 (mod 13) &

3a caM Kpaj Kypca OCTABUJIM CMO jeIHY MO3HATY TEOPEMYy W3 €JIEMEH-
TapHe Teopuje Opojena.

Teopema 133 (Bunconosa teopema) Heka je p npoct 6poj. Taga je
(p—1)!=—1(mod p).

IToka3. Axo je p =2, cBe je jacuo. IIpermocTaBumo ma je p HemapaH MIPOCT
6poj. Yoummo nommuom ¢(X) = XP~1 —1 € Z,[X]. To je nonunom crenena
p—1my nomy oH MOke nMmaTy HajBume p— 1 pazanuury Hyiay. C o063upom
na je 3a cee a € {1,...,p—1}: a?~! =1 (mod p), To cy cBe HyJe moaMHOMA
¢(X) szampaso 1,2,...,p—1 (u3 noma Z,). Crora je

(X)) =X -1)(X=-2)--- (X = (p—1)).

Ilobujamo na je

q(0) = (0—-1)(0=2)--- (0= (p—1)),
OIHOCHO

—1=(=1)(=2)---(=(p—1)),

y nomy Z,. Ilpenackom Ha mene OpojeBe mobmjamo na je

—1=(-1)(=2)--- (=(p—1)) (mod p),
Tj.

—1=(-1)P"'1-2---(p—1) (mod p),
C o63upom na je p HenapaH, gobujaMo na je

—1=(p—1)! (mod p),

ITO je W TPaKeHO. O
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