Uvod u matematicku logiku

9. cas: Funkcije.




Funkcionalne relacije

Definicija. Relacija f< A x B je funkcionalna ako:
(Vae A, b1,b2 € B)(a fbl A a fb2 — b1 = b2>,
tj. iz svakog elementa a € A izlazi najvise jedna f-strelica.

U slucaju da f< A x B jeste funkcionalna relacija, ako za a€ A
postoji jedinstveni element b e B takav da a f b, obelezavamo ga

sa b = f(a) — slika elementa a; u tom sluéaju jos pisemo i f(a) |.
Ako za a € A takav element ne postoji, pisemo f(a) 1.
Domen funkcionalne relacije f < A x B je skup:

Dom(f) = {ac A| fa) |},

a slika je skup:

Im(f) = {f(a) | a€ Dom(f)}.



Primer. Da li su relacije f= {(x,¥*) | xe R},

g= {02 x| xe R} h={(¢,x) | x>0} i k={(E%) | x< ~2}
funkcionalne relacije na R?

Komentar. Ako su f€ A x Bi g< B x C funkcionalne, onda je i
go fc A x C funkcionalna. Takode, go f(a) | akko f(a) | i

g(f(a)) |, i vazi go fla) = g(fla)).



Definicija. Funkcija iz A u B, u oznaci f: A — B, je relacija
f< A x B za koju vazi:

e fje funkcionalna relacija i o Dom(f) = A,
tj. ako (VYae A)(31be B) a fb.
Skup A je domen, a B je kodomen funkcije f.
Funkcija f: A — B je injekcija ili 1-1 ako:
(Vai,ap € A)(a1 # ax — fla1) # flap)) ili ekvivalentno:
(Va, a2 € A)(fla1) = flag) — a1 = a2).
Funkcija f: A — B je surjekcija ili na, ako je Im = B, tj. ako:
(Vbe B)(Ja€ A) b= fla).

Funkcija je bijekcija ako je 1-1 i na. 3



Primer. Da li je funkcija f: IN — IN data sa f{n) = n+ (—1)" 1-1
ili na?

Primer. Dati primer funkcije f: IN — IN koja je:
e 1-1, ali nije na;
e na, ali nije 1-1.

Tvrdenje. Ako f: A—> Big:B— C,ondagof:A— C



Osobine kompozicije

Tvrdenje. Neka f: A— Big: B— C. Tada:

e akosu figl-1,ondajei gofl-1;

e ako su fi gna, onda jei go fna;

e ako su fi g bijekcije, onda je i go f bijekcija;
e ako je gof1-1, onda jei f1-1;

e ako je gofna, onda jei g na.
Primer. Dati primer funkcija takvih da:

e go fje bijekcija, fnije nai g nije 1-1.



Tvrdenje. Neka f: A— B.
e 1 < B x A je funkcionalna akko fje 1-1;
e f1:B— A akko fje bijekcija.
Definicija. Identiteta na A jeiday: A — A datasaida(a) = a—
ocigledno je bijekcija.
Definicija. Neka je f: A— B. Funkcija g: B— A je:
e levi inverz od fako go f=idy;

e desni inverz od fako fo g =idg;

e inverz ako je i levi i desni inverz.



Egzistencija inverza

Primer.

e Nacdi neki levi inverz funkcije f: Z — 7 date da f{m) = 2m.

e Naci neki desni inverz funkcije f: Z — 7 date sa f{m) = | 7].

Teorema. Neka je f: A— B.

e fima levi inverz akko f je 1-1;
e fima desni inverz akko f je na; (Aksioma izbora.)

e fima inverz akko f je bijekcija. Inverz je jedinstven i zapravo
jednak 1.



