Uvod u matematicku logiku

8. Cas: Ekvivalencije. Uredenja.




Ekvivalencija, klase, kolicnik, transverzale

Definicija. Relacija ~ na skupu S je ekvivalencija ako zadovoljava
(R), (8) i (T).

Definicija. Klasa elementa a€ S je skup [a]. = {xe S| x ~ a}.
Definicija. Koli¢ni¢ki skup je S/~ = {[a] | a€ S}.

Definicija. Transverzala je bilo koji skup T < S koji iz svake klase

sadrzi tacno jedan element.

Primer. Opisati [a]=,, i odrediti jednu transverzalu.

Primer. Na skupu S = {a, b, ¢, d, e, f} data je ekvivalencija ~.
Poznatojea~ b, ax c,a~d, ax e c# e e~ f lzraCunati ~,
odrediti klase i sve transverzale.



Dokazati da je relacija ~ ekvivalencija, odrediti klase i transverzalu.

e Na R, ~ je data sa x ~ y akko y — x€ Z.

e NaR x R, ~ je data sa (x,y) ~ (X,y) akko y = y.

e Na R x R, ~ je data sa (x,y) ~ (X,y) akko
X4y =X?+y2

e Na R, ~ je data sa x~ y akko y— x€ Q.

Aksioma izbora. Svaka ekvivalencija ima bar jednu transverzalu.



Vitalijev skup

e Neka je T transverzala relacije ~ na R date sa x ~ y akko
y — x€ Q. MozZemo pretpostaviti T < [0,1) zamenom T sa
{t—|t| | te T}. Pretpostavimo u(T) = e.

Qo0
e Neka je Q n (—1,1) ={ag,a1,az,...}, Ti=a;+TiS= U T
i=0
Imamo u(7T;) = w(T) = €. Imamo T;n T; = &, pa je

0 akoe=0
= I|m +1)e = .
o akoe>0

||
j_—
g3

E
HC:

e Primetimo T,- c (—1,2), paiSc (—1,2), sto znadi da u(S) < 3,
pa ¢ > 0.

e Primetimo (0,1) < S, $to znadi da 1 < u(S), pa € # 0.

e Dakle, T ne moze da ima meru.



Definicija. Relacija < na skupu S je (parcijalno) uredenje ako
zadovoljava (R), (A) i (T):

o (Vxe$) x<x
e (VxyeSx<yry<x—x=y);
o (Vx,y,zeS)(x<yAry<z— x< 2.

Relacija < je linearno uredenje ako dodatno vazi i:
o (VxyeS)(x<yvy<x). (L)
Primeri. < na R, < na P(S), | na IN.

Definicija. Relacija < na S je strogo uredenje ako zadovoljava (I)
i (T) (ekvivalentno, (a) i (T)).

Primeri. < na R, < na P(S).



Najmanji i minimalni elementi

Veza izmedu uredenja i strogog uredenja:
< v < N AG

< UAg e <

Definicija. Neka je < uredenjena 5, Ac Siae$S

e a je najmanji element skupa A ako a€ Ai (Vxe A) a<x x;
e a je minimalni element skupa A ako ae Ai (Vxe A) x £ a.

Dualno definiSemo najvedi i maksimalni element.

Tvrdenje. Ako je a najmanji element skupa A, on je jedini
najmanji i jedini minimalni element skupa A.

Najmanji (najvedi) element skupa A, ako postoji, obelezavamo sa
min(A) (max(A)). 5



Donje ogranicenje i infimum

Definicija. Neka je < uredenjena §, Ac Siaes:

e a je donje ogrnicenje skupa A ako (Vxe A) a < x;
e a je infimum skupa A ako je a najveci element skupa donjih
ogranicenja od A.
Dualno definiSemo gornje ogranicenje i supremum.

Ako je A~ (A™) skup donjih (gornjih) ogranicenja skupa A, onda
je inf(A) = max(A™) i sup(A) = min(A™).

Tvrdenje. Ako postoji min(A), onda inf(A) = min(A). Ako
inf(A) € A, onda min(A) = inf(A).

Primeri. Na tabli...



Funkcionalne relacije

Definicija. Relacija f< A x B je funkcionalna ako:
(Vae A, b1,b2 € B)(a fbl A a fb2 — b1 = b2>,
tj. iz svakog elementa a € A izlazi najvise jedna f-strelica.

U slucaju da f< A x B jeste funkcionalna relacija, ako za a€ A
postoji jedinstveni element b e B takav da a f b, obelezavamo ga
sa b = f(a) — slika elementa a. Ako za a € A takav element ne
postoji, pisemo fla) =1.

Domen funkcionalne relacije f< A x B je skup:
Dom(f) ={ae A| (3be B) b= fla)},

a slika je skup:

Im(f) = {f(a) | a€ Dom(f)}.



Primer. Da li su relacije f= {(x,x%) | xe R},

g={0¢, %) | xeR}, h={(Fx) | x>0} ik={(x |x< -2}
funkcionalne relacije na R?

Komentar. Ako su f€ A x Bi g< B x C funkcionalne, onda je i
go f< A x C funkcionalna. Takode, go f(a) postoji akko postoje

fla) i g(f(a)), i vazi go fla) = g(f(a)).
Primeri. Konstruisati primere fE A x Bi g< B x C takve da:
e gofigjesu, ali fnije funkcionalna;

e gofifjesu, ali gnije funkcionalna;

e go fjeste, ali fi g nisu funkcionalne.



Definicija. Funkcija iz A u B, u oznaci f: A — B, je relacija
f< A x B za koju vazi:

e fje funkcionalna relacija i o Dom(f) = A,
tj. ako (VYae A)(31be B) a fb.
Skup A je domen, a B je kodomen funkcije f.
Funkcija f: A — B je injekcija ili 1-1 ako:
(Vai,ap € A)(a1 # ax — fla1) # flap)) ili ekvivalentno:
(Va, a2 € A)(fla1) = flag) — a1 = a2).
Funkcija f: A — B je surjekcija ili na, ako je Im = B, tj. ako:
(Vbe B)(Ja€ A) b= fla).

Funkcija je bijekcija ako je 1-1 i na. 9



Primer. Da li je funkcija f: IN — IN data sa f{n) = n+ (—1)" 1-1
ili na?

Primer. Dati primer funkcije f: IN — IN koja je:

e 1-1, ali nije na;

e na, ali nije 1-1.

Tvrdenje. Ako f: A—> Big:B— C,ondagof:A— C
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Osobine kompozicije

Tvrdenje. Neka f: A— Big: B— C. Tada:

e akosu figl-1,ondajei gofl-1;

e ako su fi gna, onda jei go fna;

e ako su fi g bijekcije, onda je i go f bijekcija;
e ako je gof1-1, onda jei f1-1;

e ako je gofna, onda jei g na.

Primer. Dati primer funkcija takvih da:

e go fje bijekcija, fnije nai g nije 1-1.
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Tvrdenje. Neka f: A— B.

e 1 < B x A je funkcionalna akko fje 1-1;

e f1:B— A akko fje bijekcija.
Definicija. Identiteta na A jeiday: A — A datasaida(a) = a—
ocigledno je bijekcija.
Definicija. Neka je f: A— B. Funkcija g: B— A je:

e levi inverz od fako go f=idy;

e desni inverz od fako fo g =idg;

e inverz ako je i levi i desni inverz.
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Egzistencija inverza

Primer.

e Nacdi neki levi inverz funkcije f: Z — 7 date da f{m) = 2m.

e Naci neki desni inverz funkcije f: Z — 7 date sa f{m) = | 7].

Teorema. Neka je f: A— B.

e fima levi inverz akko f je 1-1;
e fima desni inverz akko f je na; (Aksioma izbora.)

e fima inverz akko f je bijekcija. Inverz je jedinstven i zapravo
jednak 1.
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