Uvod u matematicku logiku

7. Cas: Binarne relacije.




Binarna relacija

Definicija. Binarna relacija izmedu skupova A i B je bilo koji
podskup p € A x B.

Ako (a, b) € p pisemo a p b (,,a je u relaciji sa b"); ako (a,b) ¢ p
piSemo a p b (,,a nije u relaciji sa b").

Ako je A = B, za p kazemo da je relacija na A.

Relaciju p € A x B Cesto skiciramo kao usmeren graf izmedu
skupova A i B u kome crtamo strelicu a — b izmedu ae Ai be B
akko a p b. U slucaju A = B, crtamo graf izmedu elemenata skupa
A.

Primer. Nekasu A= {1,2,3,4} i B={a, b, c},
p={(1,b),(1,¢),(2,b),(4,¢c)} i 0 < Ax A data sa x 0 y akko
|x — y| < 1. Skicirati relacije p i ©.



Operacije sa relacijama

Medu relacijama izmedu A i B prirodno su definisane operacija
N, U, N, A (komplement u odnosu A x B).

Definicija. Inverz relacije p € A x B je relacija p~! < B x A data

1

sa b p " aakko ap b.

Definicija. Kompozicija relacija p € Ax Bi o € B x C je relacija
copE Ax Cdatasaaocop cakko (3beB) (apb A boc).

Primer. Zapisati i skicirati p~!

i 0op, gde:




Neka p,p1, 00 CAx B, o Bx C,t< Cx D.

e Dokazati (cop)t=plool

Dokazati p; € p2 povladi oo p; S oo pa.
e U kom su odnosu 0o (p1 np2)i(cop1)n(ocopy)?
e U kom su odnosu 0o (p; \p2)i(0op1)~(0copy)?

U kom su odnosu to (cop)i(too)op?



Osobine binarne relacije na skupu S

Neka je p € S x S. Kazemo da je p:

o refleksivna ako (Yx€ S) x p x; (R)
o irefleksivna ako (Vxe€ S) xp x; 0}
e simetri¢na ako (Vx,y€ S)(xp y — y p x); (S)
e asimetri¢na ako (Vx,ye S)(xp y— yp x); (a)
e antisimetri¢na ako (Vx,y€ S)(xpyAyp x— x=y); (A)
e antisimetri¢na ako (Vx,y,ze S)(xpyAypz—xpz). (T)

Pitanje. Sta znaci svaka od osobina na slici (grafu relacije)?



Pitanje. Koje osobine zadovoljavaju sledece relacije na skupu
{1,2,3,4}:

e p data sa:

30
Lo
e o data sa x 0 y akko 2x—y > 1;

e T datasa x T yakko [x—y| <1



Ekvivalencije

Na skupu {a, b, ¢} konstruisati relaciju p tako da:
e zadovoljava (R) i (S), ali ne (T);
e zadovoljava (R) i (T), ali ne (S);
e zadovoljava (S) i (T), ali ne (R).

Definicija. Relacija ~ na skupu S je ekvivalencija ako zadovoljava
(R), (S) i (T):

o (Vxe$) x~x

e (VxyeS)(x~y—y~x)

o (Vx,y,zeS)(x~yAy~z—> x~ 2z).
Primer. Za me NN, na Z definiS$emo x =p, y akko m | y — x, tj.
akko (Jk e IN) y — x = km. Dokazati =, je ekvivalencija. Sta su

=y i=.



Klasa, koli¢nicki skup, transverzala

Neka je ~ ekvivalencija na S.

Definicija. Klasa elementa a € S je skup:
[a]. = {xe S| x~ a}.
Definicija. Koli¢nicki skup je:
5/~ ={lal | a€ S}

Definicija. Transverzala je bilo koji skup T < S koji iz svake klase
sadrzi tacno jedan element.

Primer. Opisati [a]=,, i odrediti jednu transverzalu.

Primer. Na skupu S = {a, b, ¢, d, e, f} data je ekvivalencija ~.
Poznatojea~ b, ax c,a~d, ax e c# e e~ f lzraCunati ~,

odrediti klase i sve transverzale.



Osnovne osobine klasa

Tvrdenje.
e ac [a], pa specijalno [a] # ;
e a~ bakko [a] = [b];
e a % bakko [a] n[b] = &;
e | JS/. =S



Dokazati da je relacija ~ ekvivalencija, odrediti klase i transverzalu.

e Na R, ~ je data sa x ~ y akko y — x€ Z.

e NaR x R, ~ je data sa (x,y) ~ (X,y) akko y = y.

e Na R x R, ~ je data sa (x,y) ~ (X,y) akko
X4y =X?+y2

e Na R, ~ je data sa x~ y akko y— x€ Q.

Aksioma izbora. Svaka ekvivalencija ima bar jednu transverzalu.



