Uvod u matematicku logiku

5. ¢as: Teorema potpunosti.




Teorema saglasnosti

Definicija. Formula ¢ je logicka posledica skupa formula ¥, u
oznaci X |= @, ako za svaku valuaciju v vazi imaplikacija v = X
povladi V(@) = t.

Primer

o J = @ akko = o.
e Y je zadovoljiv akko X K L.

Teorema saglasnosti
Ako ¥ - @, onda ¥ = ¢.

Definicija. Skup X je konzistentan ako X £ L.
Posledica (Teorema saglasnosti)

Ako je skup X zadovoljiv, onda X je konzistentan.



Lindenbaumova teorema

Lema. ¢ >, @ > .

Lema. Ako X £ @ iy e F, onda X, ¥ 1~ @ ili X, =) t£ o.
Definicija. Skup formula ¥ je zatvoren za slova ako za svako slovo
pePvazipeXLili—pel.

Lindenbaumova teorema

Pretpostavimo P = {p, | ne IN}.1

Ako X £ ¢, onda postoji skup X* takavda X* 2 X, ¥* je

zatvoren za slova i £* (£ @.

'Ovo nije neophodan uslov. Za dokaz opsteg slu¢aja moramo da koristimo

aksiomu izbora.



Teorema potpunosti

Definicija. Za formulu ¢ i valuaciju v definisemo:

0¥ = { @ ako V(@) =t
—@ ako ¥(¢@)=n
Primetimo V(") = t.
Lema. ¢",Y" (¢ — V)"
Lema. Ako je @ = @(p1,...,pk), tada py,...,p - @".
Teorema potpunosti

e Y | @ akko X = o.

e 3 je zadovoljiv akko X je konzistentan.

o I @ akko = ¢.



Teorema kompaktnosti

Teorema kompaktnosti

Skup iskaznih formula X je zadovoljiv akko svaki konacan podskup
od X je zadovoljiv.



