
Uvod u matematičku logiku
5. čas: Teorema potpunosti.



Teorema saglasnosti

Definicija. Formula φ je logička posledica skupa formula Σ, u
oznaci Σ |ù φ, ako za svaku valuaciju v važi imaplikacija v |ù Σ

povlači v̂pφq “ t.
Primer

‚ H |ù φ akko |ù φ.
‚ Σ je zadovoljiv akko Σ * K.

Teorema saglasnosti
Ako Σ $ φ, onda Σ |ù φ.

Definicija. Skup Σ je konzistentan ako Σ & K.
Posledica (Teorema saglasnosti)
Ako je skup Σ zadovoljiv, onda Σ je konzistentan.
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Lindenbaumova teorema

Lema. φÑ ψ, ␣φÑ ψ $ ψ.

Lema. Ako Σ & φ i ψ P F, onda Σ,ψ & φ ili Σ,␣ψ & φ.

Definicija. Skup formula Σ je zatvoren za slova ako za svako slovo
p P P važi p P Σ ili ␣p P Σ.

Lindenbaumova teorema
Pretpostavimo P “ tpn | n P Nu.1

Ako Σ & φ, onda postoji skup Σ˚ takav da Σ˚ Ě Σ, Σ˚ je
zatvoren za slova i Σ˚ & φ.

1Ovo nije neophodan uslov. Za dokaz opšteg slučaja moramo da koristimo
aksiomu izbora.
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Teorema potpunosti

Definicija. Za formulu φ i valuaciju v definišemo:

φv :“

#

φ ako v̂pφq “ t
␣φ ako v̂pφq “ n

.

Primetimo v̂pφvq “ t.

Lema. φv,ψv $ pφÑ ψqv.

Lema. Ako je φ “ φpp1, . . . , pkq, tada pv
1, . . . , pv

k $ φ
v.

Teorema potpunosti

‚ Σ $ φ akko Σ |ù φ.
‚ Σ je zadovoljiv akko Σ je konzistentan.
‚ $ φ akko |ù φ.
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Teorema kompaktnosti

Teorema kompaktnosti
Skup iskaznih formula Σ je zadovoljiv akko svaki konačan podskup
od Σ je zadovoljiv.
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