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Ova lekcija je za dodatno Citanje za zainteresovane studente.
I. Uvod. Teorema kompaktnosti je sledece tvrdenje:

1. Teorema (Teorema kompaktnosti). Neka je 3 skup iskaznih formula. Skup ¥ je zadovoljiv
akko svaki konacan podskup od 3 je zadovoljiv.

Setimo se da je skup formula zadovoljiv ako postoji valuacija slova pri kojoj su sve for-
mule skupa tacne:

Y je zadovoljiv < (Ju)(Voe X)d(o) =t

Ovde ¢emo pokazati nekoliko primera primene teoreme 1. Generalna ideja je da po-
lazni problem, koji se odnosi na neku beskona¢nu konfiguraciju, pametno pretvorimo u
problem zadovoljivosti nekog skupa iskaznih formula. Samu zadovoljivost skupa dokazu-
jemo koriste¢i kompaktnost tako $to proverimo da su svi njegovi konac¢ni podskupovi zado-
voljivi. Za poslednje je obi¢no potrebno da reSimo polazni problem za konac¢ne konfigu-
racije, Sto je ponekad mnogo lakse nego resiti polazni problem.

Il. Izbegavanje aritmeti¢kog niza. Prvi problem je sledeci:

2. Problem. Dokazati da se racionalni brojevi mogu poredati tako da ne postoji rastuci (u
smislu uocenog poretka) aritmeticki niz duzine tri. Drugim re¢ima, moguce je definisati
linearni poredak < na Q tako da kadgod a < b < ¢, niz (a,b, ¢) nije aritmeticki niz (tj.
b—a #c—b).

Prethodni problem ¢emo resiti koriste¢i kompaktnost, za $ta ¢e nam biti potrebna sle-
deca (konac¢na) lema.

Datum trenutne verzije: 5. novembar 2023.
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3. Lema. Za svakon € N, elementi 0,1,2,...,2™ — 1 se mogu poredati tako da u ovom poretku
ne postoji rastuci aritmeticki niz duZine tri.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n.

Baza. Za n = 0 nemamo $ta da dokazemo jer imamo samo jedan element. Zan = 1
imamo samo dva elementa 0 i 1, pa bilo da ih poredamo 0 < 1ili 1 < 0, uslov je ispunjen.
Prvi zanimljiv slu¢aj je n = 2, i treba da poredamo elemente 0,1, 2,3 tako da nemamo
rastuci aritmeticki niz duzine tri. Jedan nacin da to uradimo je:

0<2<1<3.
Korak. Pretpostavimo da smo poredali 0,1,...,2" — 1 u niz:
apg < ayp <:--<agn_q

tako da u prethodnom nizu nemamo rastuci aritmeticki niz duZine tri. Sada ¢emo poredati
0,1,...,2"" —1unizkoji zadovoljava trazeni uslov. Primetimodaje {0,1,...,2" "1 -1} =
{2a0,2a1,...,2a9n_1}U{2a0+1,2a1+1,...,2a9n_1+1}. Trik je da ih poredamo na sledeci
nacin:

2a0 < 2a1 < - <2a9n_1<2a0+1<2a1+1<---<2a9m_1+ 1.

Primetimo da u prvoj polovini nemamo rastudi aritmeticki niz duzine trijerzai < j < k,
(2a;,2a;,2ay) je aritmeticki niz akko (a;, aj, ax) je aritmeticki niz, a poslednje ne vazi po
indukcijskoj hipotezi. Sli¢no, u drugoj polovini nemamo rastuci aritmeticki niz duzine tri
jerzai < j <k, (2a; +1,2a; +1,2a;+ 1) je aritmeticki niz akko (a;, aj, aj) je aritmeticki
niz. Zai < j ik, niz (2a;, 2a;, 2a; + 1) nije aritmeticki jer je razlika prva dva ¢lana parna,
a razlika druga dva neparna. Sli¢no, zaii j < k, (2a;,2a; + 1, 2aj + 1) nije aritmeticki jer
je razlika prva dva ¢lana neparna, a razlika druga dva parna. Prema tome, poredali smo
0,1,...,2"" — 1 na odgovarajuéi nacin. 9

Iskodirajmo sada na$ problem u iskaznoj logici. Uoci¢emo skup slova P = {p, | a,b €
Q, a # b} i slede¢i skup iskaznih formula:

o= {pa,b M Db,a | a,bE Q? a # b}
U {Pab A Dbec = Dac | a,b,c€Q, a#b+#c+#a}
U {_‘(pa,b N pb,C) ‘ (CL, b? C) € A}a
gde je A skup svih nekonstantnih, racionalnih, aritmetickih nizova duzine tri. Primetimo
da ako mozemo da poredamo Q na zeljeni nacin, onda imamo slede¢u valuaciju koja zado-
voljava skup X:
t akoa<b
v(pasp) = { n akob<a
Zaista, formule p,p v pp o su tacne jer vaziilia < bilib < a, formule pep A Ppc — Pac
su tacne jera < bib < cpovlate a < ¢, i na kraju formule —(pg A ppc) su tacne jer ako
(a,b,c) € A, kako poredak zadovoljava Zeljeni uslov, ne moze vazitia < bib < c.
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Sa druge strane, ako imamo valuciju v koja zadovoljava ¥, na skupu @ mozemo defin-
isati zeljeni poredak na slede¢i nacin:

a<b = v(p.p) =t zarazlicite a,be Q.

Ovo zaista jeste poredak jer v zadovoljava prva dva skupa formula, a takode ako (a, b, c) €
A, kako je p,p A pp Netacna, niz (a, b, c) nije rastuci.

Prema tome sveli smo problem na dokaz da je ¥ zadovoljiv skup. Po kompaktnosti, tj.
teoremi 1, dovoljno je da dokazemo da su konacni podskupovi od ¥ zadovoljivi. Pa neka je
3o proizvoljan konacan podskup od ¥. Samo kona¢no mnogo slova pojavljuje se u skupu
Yo, pa se i samo kona¢no mnogo racionalnih brojeva pojavljuje kao indeksi ovih slova.
Neka je Qo < Q konacan podskup racionalnih brojeva koji se pojavljuju kao indeksi slova
u skupu Xg; dakle, imamo:

Y0 S A{Pab X DbalabeQo, a#b}

Y {pa,b AN Pbec > Pa,c | a,b,cE Q07 a#b+#c# (I}

U A{=(Pap A Poe) | (a,b,¢) € A QR
Oznacimo sa 37 skup na desnoj strani. Dovoljno je da dokazemo da je on zadovoljiv, jer je
onda i manji skup X jasno zadovoljiv. Kako je Qg kona¢an moZemo da nademo prirodan
broj M takav da Ma € Z za sve a € Q (uzmimo M da bude NZS svih imenilaca brojeva
iz Qo zapisanih u obliku skra¢enog razlomka). Dalje nademo prirodan broj K takav da
Ma+ K > 0zasve a € Qyg. Kona¢no izaberimo prirodan broj N takavda Ma + K < N
za sve a € A. Prema lemi 3, brojeve 0,1,...,2" — 1 mozemo da poredamo tako da u
ovom poretku nemamo rastuci aritmeticki niz duzine tri; ozna¢imo ovaj poredak sa <.
Primetimo da su brojevi Ma + K, a € (g, poredani u ovom poretku. DefiniSimo valuaciju
vslova pgyp, a,b e Qo, a # b sa:

o) =1 Ma+K < Mb+ K
Pab) =V n Mb+ K < Ma+ K °

i primetimo da v zadovoljava 1. Zaista, formule p, p 7 Py o | Pab A Pbe = Da,c SU tacne jer
suMa+ K, a € Qo, poredani u odnosu na <. Formule p,, A ppc za (a,b,c) € An Q3 su
netacne jer je niz (a, b, ¢) aritmeticki akko je niz (Ma + K, Mb+ K, Mc+ K) aritmeticki,
panevaziMa+ K < Mb+ K < Mc+ K.

Dakle, 3; je zadovoljiv i time smo resili problem.

4. Zadatak. Dokazati da se realni brojevi mogu poredati tako da ne postoji rastuci ari-
tmeticki niz duzine tri. '

[11. Produzenje relacije podskupa.

1Ovoje teZi zadatak. MoZete da pokusate da ga resite na sledeci nacin. Skup R je vektorski prostor nad Q, pa moZzemo
da uocimo jednu njegovu bazu nad Q. Koristeci rezultat problema 2 i zapis realnog broja u uocenoj bazi, pokusajte da
konstruisite Zeljeni poredak.
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5. Problem. Dokazati da postoji strogo linerano uredenje < na P(IN) tako da A < B
povlaci A < B zasve A, B < IN. (Tj. dokazati da se relacija podskupa na P(IN) moze
dodefinisati do linearnog uredenja.)

Ponovo najpre dokazujemo odgovarajucu kona¢nu verziju problema.

6. Lema. Za proizvolinen > 1i Ay,..., A, < NN, Ay, ..., A, se mogu poredati tako da ako
A, S Aj,ondajei A; < Aj, zasvel < 1i,j <n.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n.

Baza. Ako jen = 1 nemamo $ta da dokazemo. Razmotrimo i slu¢aj (Sto nije neophodno)
n = 2. Ako imamo dva podskupa A, B < IN, postupamo na sledeci nac¢in. Ako je A < B,
stavili bismo A < B, a ako je B < A, stavili bismo B < A. Ako nijeni A< Bni B < A,
mozemo da definiSemo bilo A < B bilo B < A, u oba slucaja imamo zadovoljavajuce
redanje.

Korak. Pretpostavimo da imamo sada podskupove Ay, ..., A,, A,+1. Njih je samo kon-
acno mnogo, pa mozemo nademo A; tako da A; & A; za sve j # i. (Zaista, ako nijedan
A; ne zadovoljava ovaj uslov, onda za svaki A; mozemo da nademo A; takavda A; < A;.
Sada imamo A; 2 Aj;, za neko ji, pa Aj, 2 Aj, za neko jo, pa Aj, 2 A, itd. Un +1
koraka nalazimo niz medusobno razli¢itih n + 2 podskupova:

Ay QAjl QAJ‘Q QAjB 9"'214]'”“,

S$to nije moguce jerimamo samo n+1 skupova Ay, ..., A,, A,+1.) Poindukcijskoj hipotezi
skupove Ay,..., A;_1,Aiq1,..., Apy1 mozemo da poredamo tako da A; < A povlaci
Aj < Ay zasve j,k # i. Sada je dovoljno da dodefiniSemo ovo redanje tako $to skup A;
stavimo ispred svih. Zeljeni uslov o¢igledno je zadovoljen. Q

Sada ¢emo iskodirati problem 5 u iskaznoj logici. Uo¢imo skupslova®? = {pap | A, B <
IN, A # B} i skup iskaznih formula:

Y = {papvppal|A BN, A+ B}
U {paB ADBC —pac|ABCCSN, A#B#C# A}
v {pap|A<BcN}L

Ako mozemo da nademo resenje < problema 5, primetimo da mozemo da definiSemo i
valuaciju v koja zadovoljava X na sledeéi nacin:

t ako A< B
'U(pA,B) =

n ako B < A
Sa druge strane, ako je X zadovoljiv i ako je v neka valuacija koja ga zadovoljava, moZzemo
da definiSemo Zeljeno uredenje < na sledeci nacin:

A<B = v(pap)=t zaA, BelN, A+ B.

za A,BeN, A # B.

Zaista, kako su formule p4 g v pp 4 tacne, za svaka dva razli¢ita skupa A i B smo odredili
dalije A < Bilije B < A. Takode, kako su formule p4 g App,c — pa,c tacne, definisana
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relacija je i tranitivna, pa smo korektno definisali linearno uredenje. Konac¢no, za A <
B c NN, tac¢na je formula pa g, pa zaistavazii A < B.

Prema tome, dovoljno je da dokaZzemo da je X zadovoljiv skup formula. Po kompakt-
nosti (teorema 1), dovoljno je da dokazemo da je svaki konac¢an podskup >y < ¥ zado-
voljiv, pa uo¢imo proizvoljan konacan ¥y < X. Kako je ¥y kona¢an, samo kona¢no mnogo
skupova Ay, ..., A, < N pojavljuju se kao indeksi slova u skupu Xy. Dakle:

Yo S Apaja; ¥ pas A | 1<id,j<n,i#j}
U Apana; Apaj A, — A | 1G5k <n, i # 5 # k #d)
U {paa; [1<i,j<n, A ¢ A5}
Oznacimo sa X7 skup na desnoj strani i primetimo da je dovoljno da dokazemo da je on
zadovoljiv. Prema lemi 6 mozemo da uoc¢imo linearno uredenje < skupova A;,..., A,
koje proSiruje relaciju podskupa. Sada definisemo valuaciju v sa:

v(pa,A) = {

Sada direktno vidimo da v zadovoljava skup X1, $to zavr$ava reSenje problema 5.

t ako Az < Aj

zal<i,j<n,i#j.
n ako A; < A; ShlsmrEd

7. Zadatak. Dokazati da se (bilo koje) parcijalno uredenje na (bilo kom) skupu S moze
dodefinisati do linearnog uredenja.

IV. Obojivost grafa. Grafje (konacan ili beskonacan) skup tacaka (¢vorova grafa) od kojih
su neke povezane ivicama. Graf je planaran ako je moguce da ga nacrtamo u ravni tako da
se nikoje dve ivice ne preseku. Graf je k-obojiv ako svaki ¢vor grafa mozemo da obojimo
u jednu od k boja tako da jednako obojeni ¢vorovi nisu spojeni ivicom. (Pretpostavljamo
da nijedan ¢vor nije povezan ivicom sam sa sobom.)

8. Problem. Dokazati da je planaran graf 4-obojiv.
Konacni planarni grafovi jesu 4-obojivi:
9. Teorema (Teorema o Cetiri boje). Konacan planaran graf je 4-obojiv.

Prethodna teorema je ¢uvena jer je prva teorema koja je dokazana uz pomoc¢ ra¢unara
1976. godine.

Da bismo dokazali beskona¢nu verziju teoreme, tj. u potpunosti resili problem 8, isko-
risticemo kompaktnost. Uoc¢imo graf G koji je dat skupom ¢vorova V' i skupom ivica E.
Uocimo sledeci skup iskaznih slova:

P =A{pv,cv, 20,0y | v E VY,
i skup iskaznih formula:

Y o (pv AN TCy N T2y A _'bv) \% (_‘pv ACy N2y A _'bv)V
V(=Dpy A TCy A Zy A —by) Vv (TPy A ey A T2y A by)

UGV}

v,weV su }

U {*(pv A DPw) A =(co A cw) A =(20 A 2w) A = (by A by) ‘ povezani ivicom
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Ako je graf G 4-obojiv, npr. bojama plavom, crvenom, zelenom i belom, mozemo da
definiSemo valuaciju u koja zadovoljava 3 na sledeci nacin:

t ako je ¢vor v plav t ako je ¢vor v crven
u(py) = o , o u(ey) = o
n inace n inace
(24) t ako je ¢vor v zelen (by) t ako je ¢vor v beo
u = o u = .
Y n inace ’ Y n inace

za sve v € V. Formule prvog skupa su tacne jer je svaki ¢vor obojen u ta¢no jednu boju.
Formule drugog skupa su ta¢ne jer dva povezana ¢vora nisu obojena istom bojom.

Sa druge strane, pretpostavimo da je ¥ zadovoljiv i neka je u valuacija koja ga zadovol-
java. Tada mozemo da bojimo graf na sledeci nacin. Za ¢vor v € V obojimo:

vjeplav < wu(p,)=t, wvjecrven & u(c,) =t
vijezelen = wu(z,)=t, wvjebeo = wu(b,) =t

Kako su formule prvog skupa tac¢ne, za svako v ta¢no je tacno jedno od slova p,, ¢y, 2y, by,
pa smo prethodnom definicijom svakom ¢voru dodeli ta¢no jednu boju. Takode, kako su
formule drugog skupa ta¢ne, dva povezana ¢vora nismo obojili istom bojom. Prema tome,
dobili smo odgovarajuce bojenje.

Dakle, dovoljno je da dokazemo da je X zadovoljiv. Po kompaktnosti dovoljno je da
dokazemo da su kona¢ni podskupovi od ¥ zadovoljivi. Neka je 3y < ¥ proizvoljan kon-
acan podskup. Kako je ¥y konac¢an, samo kona¢no mnogo v € V pojavljuje se kao indeks
slova u Xy, pa neka je Vp < V konacan podskup onih v koji se pojavljuju kao indeksi u .
Dakle:

’ueVO}

v,w € Vysu
povezani ivicom |-

v (P A —Cy A =2y A —by) vV (mDy A Gy A 2y A —by) v
0 = V(mpy A Ty A zy A Tby) Vv (TPy A ey A T2y A by)

Y {_'(pv A pw) A ﬁ(cv N Cw) A _'(Zv N Zw) A _'(bv N bw) ’

Neka je 31 skup na desnoj strani; dovoljno je da dokazemo da je on zadovoljiv. Neka je Gg
konacan podgraf od G ¢iji su €vorovi Vy. Graf G jasno je konacan i planaran, pa prema
teoremi o Cetiri boje mozemo da ga 4-obojimo (recimo u boje plava, crvena, zelena i bela).
Sada defininiSemo valuaciju u koja zadovoljava ¥; sa:

t ako je ¢vor v plav t ako je ¢vor v crven
U(pv) = H x ) U(Cv) = . v
n inace n inace
() t ako je ¢vor v zelen (by) t ako je ¢vor v beo
U\ z = . . u = . v
v n inace ’ Y n inace

zasvev € V. Kaoi gore, lako vidimo da u zaista zadovoljava 3. Time smo zavrsili reSenje
problema.

10. Zadatak. Dokazatida je graf k-obojiv akko su svi njegovi kona¢ni podgrafovi k-obojivi.
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