Matematicka logika u racunarstvu

2. Cas: Prirodna dedukcija

Logicar: Macka ima Cetiri sape.

Stariji gospodin: Moj pas ima Cetiri Sape.
Logicar: Onda je macka.

Stariji gospodin: Dakle moj pas je macka?
Logicar: | obratno je takode tacno.

EZen Jonesko, Nosorog



S prethodnog casa

Ako je v valuacija u M, x promenljivaiae M, v, je:

var(y) = a akoy=x
A = v(y) akoy#x

Lema. (t[S/X])M[V] = t/\/l[VsM[v]/x]' Q

Tvrdenje. Tacnost formule zavisi od vrednosti njenih slobodnih
promenljivih. Q

Lema. Ako je @[s/x] regularna smena:

(M7 V) ‘: (p[S/X] & (M’ VSM[V]/X) ‘: @.

Definicija. Smena @[s/x] je regularna ako nakon smene nijedna
nova promenljiva nije postala vezana.



Zadovoljivi skupovi

Definicija
Neka je & < L.
e (M,v) =X ako (Vo e X) (M,v) = ¢;
e M EY, M je model za ¥, ako (Vo € ) M = o;
e Y je zadovoljiv ako (IM) M = L;
e ¥ =@, ¢ je logicka posledica od ¥, ako
(M) MEYL — M o).

Komentar. ¥ je zadovoljiv < ¥ k£ 1.

Y je L-teorija ako su sve formule iz X recenice.



Pravila PD

Prirodna dedukcija je sistem za formalno dokazivanje formula iz
polaznih premisa koji se bazira na uobicajenim deduktivnim
postupcima matematickog dokaza. Prva Cetiri pravila zakljucivanja

Su:
© pp —@ pp
_ 1
P i Y 5 =i
0} P ) 0}

Zovemo ih reiteracija, modus ponens, pravilo dedukcije i reductio
ad absurdum.



Pravila PD

Pravila za univerzalni kvantifikator su:

nova promenljiva

(e, . o[u/x] -

ot/ Vx) ¢

Zovemo ih instanciranje i generalizacija.

U pravilu / zahtevamo da je t term takav da je smena @[t/x]

regularna.

U pravilu G zahtevamo da je u nova (nekoris¢ena) promenljiva
(primetimo da je tada smena @[u/x] regularna); dovoljno je da
zahtevamo da je u promenljiva koja u dotadasnjem dokazu nema

slobodna pojavljivanja i smena @[u/x] je regularna.



Pravila PD

Pravila za jednakost su:

t=s o[t/x]
t=t I @[s/x] >

Zovemo ih refleksivnost jednakosti i supstitucija.
U pravilu r, t je proizvoljan term.

U pravilu S, zahtevamo da su ti s termi takvi da su smene @[t/x] i
@[s/x] regularne.



Dokaz u prirodnoj dedukciji

NekaX = Li@elL.

Dokaz u prirodnoj dedukciji formule ¢ iz skupa premisa ¥ je
konacan niz koraka u kojem koriste¢i premise (tj. formule skupa X))
i postujuci pravila prirodne dedukcije zaklju¢ujemo formulu ¢.

Pravilo r mozemo da koristimo u bilo kom koraku. Pravila R, MP,
I'i S izvode odgovarajuce zakljucke iz odgovarajuéih prethodno
izvedenih formula.

Pravila D i RAA zahtevaju pisanje odgovarajuéeg poddokaza sa
dodatnom pretpostavkom (pp).

Pravilo G zahteva pisanje poddokaza sa uvodenjem nove

promenljive.

Formule zaklju¢ene u poddokazima su lokalne, ne mozemo da ih
koristimo nakon zavrsetka poddokaza. 6



Dokaziv sekvent

Definicija
Ako se iz premisa X moze dokazati ¢, pisemo ¥ I @, ili kazemo
sekvent L @ je dokaziv; u suprotnom pisemo X t£ @.

Umesto (J - @ pisSemo samo | @ i kazemo da je @ teorema.
Primer
o >V, —>0F @ — 0, tj. imamo izvedeno pravilo:

o —P Pp—0
@ —0

HS

koje zovemo hipoteticki silogizam.



Izvedena pravila: negacija, EFQ i dupla negacija

Eliminacija i uvodenje negacije:

© pp
e ~o |4 _
1 E —¢ U
Ex falso quodlibet:
L Fro
©

Eliminacija i uvodenje duple negacije:

——Q : ®
——E |

Y -Te




Izvedena pravila: MT i K

Modus tollens: -
. S AV

-
Kontrapozicija:
Ll S Rl
- —¢ -



Izvedena pravila: disjunkcija, DS i TND

Uvodenje i eliminacija disjunkcije:

e, P vo i pvy ¢ —0 p—06
v v 0

Disjunktivni silogizmi:

vy —@ DS | ovy —p DS
) @

Tertium non datur — zakon inskljuéenja treceg:

—FTND
PV P
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Izvedena pravila: konjunkcija, ekvivalencija i DM

Eliminacija i uvodenje konjunkcije:

prp o @A® o, @0
(0 P oA
Eliminacija i uvodenje ekvivalencije:
® P o QP or (i 2 Bl N
¢ =Y Y- CReY

De Morganova pravila:

(@A) py —levd) 0 cev Y o —e A Y

DM
—@ v —@ A —(@ A1) —(p v )
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Izvedena pravila: jednakost, 1 i DM

Simetricnost i tranzitivnost jednakosti:

Uvodenje i eliminacija egzistencijalnog kvantifikatora:

el 5 . (e (WX)(e )
EN P

1

De Morganovi zakoni:

—(Vx) @ —(3x) @ (Ix) —o (Vx) —¢
@)= M W=e M —wHe M —@e M
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Teorema dedukcije

Tvrdenje
NekasuX < Li @, e L. Tada:

>, o1V akko X F @ — .
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Lema o novoj konstanti

Tvrdenje

Neka je ¥ < L, @ € L i ¢ simbol konstante koji se ne pojavljuje u
formulama skupa X i @. Ako X - @[c¢/x], onda X  (Vx) .
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Teorema saglasnosti

Lema

Nekasu X < Li @ e L. Ako ¥ I @, onda za svaku L-strukturu
M i valuaciju vu M vazi (M, v) = X povlaci (M, v) = o.

Posledica

Yo = YXEo.
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Konzistentnost i konacan karakter

Definicija
Skup X je konzistentan ako X t£ L.

Komentari

oZI—(p — (320 c Z) Zol—q);
kon.

e > je konzistentan <— (VZO kg Z) > je konzistentan.
on.

Teorema saglasnosti

> je zadovoljiv = X je konzistentan.
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