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Jezici prvog reda

Definicija
Jezik prvog reda L određuju:

‚ skup funkcijskih simbola F i brojem nf P N` za svaki f P F ;
‚ skup relacijskih simbola R i brojem nR P N` za svaki R P R;
‚ skup konstantnih simbola C.

Brojevi nf i nR su arnost, tj. dužina odgovarajućeg simbola.

Primeri

‚ jezik prstena Lr “ t`,´, ¨, 0, 1u, n` “ n¨ “ 2, n´ “ 1;
‚ jezik uređenih prstena Lor “ Lr Y tău, nă “ 2;
‚ jezik grupa Lgp “ t¨,´1 , eu, n¨ “ 2, n´1 “ 1;
‚ jezik grafova L “ tRu, nR “ 2;
‚ jezik čistog skupa L “ H. 1



Strukture prvog reda

Definicija
L-strukturu M “ pM, sMqsPL određuju:

‚ neprazan skup M – univerzum ili domen od M;
‚ funkcija fM : Mnf Ñ M za svaki f P F ;
‚ skup RM Ď MnR za svaki R P R;
‚ element cM P M za svaki c P C;

Primer

‚ pZ,`,´, ¨, 0, 1q, pQ,`,´, ¨, 0, 1q, pR,`,´, ¨, 0, 1q;
‚ pR,`,´, ¨,ă, 0, 1q;
‚ pN,ăq, pZ,ăq, pQ,ăq, pR,ăq, pN, |q, pZ, |q.
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Utapanja

Definicija
Neka su M i N dve L-strukture. L-utapanje η : MÑ N je 1-1
preslikavanje η : M Ñ N takvo da:

‚ ηpfMpa1, . . . , anfqq “ fN pηpa1q, . . . , ηpanfqq za sve f P F i
a1, . . . , anf P M;

‚ pa1, . . . , anRq P RM akko pηpa1q, . . . , ηpanRqq P RN za sve
R P R i a1, . . . , anf P M;

‚ ηpcMq “ cN .

Ako je M Ď N i ι : MÑ N , gde je ι inkluziono preslikavanje,
kažemo da je M podstruktura od N : M ď N .
Ako je η i na, kažemo da je izomorfizam: η : M –

Ñ N .
Izomorfizam M –

ÑM je automorfizam strukture M. Skup svih
automorfizam od M obeležavamo sa AutpMq. 3



Utapanja

Primeri

‚ pN,ăq ď pZ,ăq ď pQ,ăq ď pR,ăq;
‚ pZ,`, 0q ď pR,`, 0q;
‚ η : pZ,`,ă, 0q Ñ pR, ¨,ă, 1q gde ηpxq “ ex.

Tvrđenje
Neka su M,N ,K tri L-strukture.

‚ Ako η : MÑ N i ζ : N Ñ K, onda ζ ˝ η : MÑ K.
‚ Ako η : M –

Ñ N , onda η´1 : N –
ÑM.

‚ AutpMq je grupa u osnosu na kompoziciju funkcija.
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Podstrukture

Tvrđenje
M ď N akko:

‚ M Ď N;
‚ fMpa1, . . . , anfq “ fN pa1, . . . , anfq za sve f P F i

a1, . . . , anf P M (specijalno, M je zatvoreno za funkciju fN );
‚ RM “ MnR X RN za sve R P R;
‚ cM “ cN za sve c P C (specijalno, cN P M).
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Termi

L-terme zapisujemo koristeći simbole jezika L, simbole
promenljivih x, y, z, . . . , x0, x1, x2, . . . (skup promenljivih
obeležavamo sa Var) i pomoćne simbole zagrada i zapete.
Definicija
Skup L-terma je najmanji skup T takav da:

‚ C Ď T ;
‚ Var Ď T ;
‚ ako f P F i t1, . . . , tnf P T , onda fpt1, . . . , tnfq P T .

Alternativno, T “
Ť8

n“0 Tn gde:

‚ T0 “ C Y Var;
‚ Tn`1 “ Tn Y tfpt1, . . . , tnfq | f P F , t1, . . . , tnf P Tnu.
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Vrednost terma

Fiksirajmo L-strukturu M.

Definicija
Valuacija je (bilo koje) preslikavanje v : VarÑ M.

Definicija
Vrednost terma t u valuaciji v, tMrvs, definišemo rekurentno:

‚ tMrvs “ cM ako je t “ c P C;
‚ tMrvs “ vpxq ako je t “ x P Var;
‚ tMrvs “ fMptM1 rvs, . . . , tMnf rvsq ako je t “ fpt1, . . . , tnfq.
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Vrednost terma

Tvrđenje
Vrednost terma zavisi samo od vrednosti valuacije u promenljivama
koje se pojavljuju u termu.

U svakom termu pojavljuje se samo konačno mnogo promenljivih.
Pišemo t “ tpx̄q, gde x̄ “ px1, . . . , xmq, da naglasimo da su
promenljive koje se pojavljuju u termu t neke od x1, . . . , xm. Tada
pišemo tMpāq, ā “ pa1, . . . , amq P Mm, umesto tMrvs, gde je v bilo
koja valuacija takva da vpxiq “ ai.

Ako je t “ tpx̄q, |x̄| “ m, term t određuje funkciju tM : Mm Ñ M
sa ā ÞÑ tMpāq.
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Vrednost terma

Tvrđenje
Ako je η : MÑ N , t term i v valuacija, tada je

ηptMrvsq “ tN rη ˝ vs.

Specijalno, ako je t “ tpx̄q, ηptMpāqq “ tN pηpāqq.

Tvrđenje
Neka je A Ď M. Najmanja podstruktura od M koja sadrži A
definisana je na domenu:

xAy “ ttMrvs | t P T , v : VarÑ Au.

Za xAy kažemo da je podstruktura generisana sa A.
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Smena

Definicija
Ako su t, s termi i x promenljiva, sa trs{xs obeležavamo term t u
kome smo sva pojavljivanja promenljive x zamenili termom s.

Lema

ptrs{xsqMrvs “ tMrvsMrvs{xs,

gde sa va{x, a P M, obeležavamo valuaciju:

va{xpyq “
#

a ako y “ x
vpyq ako y ‰ x

.
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Formule

L-formule zapisujemo koristeći simbole za zapis terma, znak “,
veznik Ñ, konstantu K i kvantifikator @.
Definicija
Skup L-formula je najmanji skup, zloupotrebom notacije takođe
označen sa L (smisao oznake uvek će biti jasan iz konteksta),
takav da:

‚ K P L;
‚ t1 “ t2 pripada L, gde t1, t2 P T ;
‚ Rpt1, . . . , tnRq, gde R P R i t1, . . . , tnR P T ;
‚ ako φ,ψ P L, onda pφÑ ψq pripada L;
‚ ako φ P L i x P Var, onda p@xqφ pripada L.

Za formule iz prve tri tačke kažemo da su atomske.
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Formule

Alternativno, L “
Ť8

n“0 Ln gde:

‚ L0 “ tKu Y tt1 “ t2 | t1, t2 P T u Y tRpt1, . . . , tnRq | R P
R, t1, . . . , tnR P T u;

‚ Ln`1 “ Ln Y tpφÑ ψq | φ,ψ P Lnu Y tp@xqφ | φ P Ln, x P
Varu.

Skraćenice:

‚ J :“ K Ñ K;
‚ ␣φ :“ φÑ K;
‚ φ_ψ :“ ␣φÑ ψ;
‚ φ^ψ :“ ␣pφÑ ␣ψq;
‚ φØ ψ :“ pφÑ ψq ^ pψÑ φq;
‚ pDxqφ :“ ␣p@xq␣φ;
‚ t1 ‰ t2 :“ ␣ t1 “ t2;
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Tačnost formule

Fiksirajmo L-strukturu M. Oznake t{n čitamo kao tačno/netačno.

Definicija
Tačnost formule φ u valuaciji v, φMrvs, definišemo rekurentno:

‚ φMrvs “ n ako je φ “ K;
‚ φMrvs “ t akko tM1 rvs “ tM2 rvs, ako je φ formula t1 “ t2;
‚ φMrvs “ t akko ptM1 rvs, . . . , tMnR rvsq P RM, ako je φ formula

Rpt1, . . . , tnRq;
‚ φMrvs “ n akko ψMrvs “ t i θMrvs “ n, ako je φ formula
ψÑ θ;

‚ φMrvs “ t akko ψMrva{xs “ t za sve a P M, ako je φ
formula p@xqψ.
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Tačnost formule

Komentari

‚ Formule J, ␣φ, φ_ψ, φ^ψ, φØ ψ imaju očekivane
vrednosti.

‚ Ako je φ formula pDxqψ, φMrvs “ t akko ψMrva{xs “ t za
neko a P M.

Definicija
Pišemo:

‚ pM, vq |ù φ ako φMrvs “ t; inače, pM, vq * φ;
‚ M |ù φ, M je model za φ, ako pM, vq |ù φ za sve

v : VarÑ M; inače, M * φ, M je kontramodel za φ;
‚ |ù φ, φ je valjana, ako M |ù φ za sve M; inače, * φ, φ nije

valjana.
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Tačnost formule

Tvrđenje
Neka je η : MÑ N , φ beskvantorna formula i v : VarÑ M. Tada
pM, vq |ù φ akko pN ,η ˝ vq |ù φ.

Tvrđenje
Neka je M ď N , φ beskvantorna formula i v : VarÑ M. Tada
pM, vq |ù φ akko pN , vq |ù φ.

Zadatak
Dokazati da je bitno da je φ beskvantorna formula.

Zadatak
Dokazati |ù pDxqp@yqφÑ p@yqpDxqφ i dati primer formule φ
takav da * p@xqpDyqφÑ pDyqp@xqφ.
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Slobodno i vezano pojavljivanje promenljive

Definicija
Pojavljivanje promenljive u formuli je vezano ako je pod dejstvom
kvantifikatora; inače je slobodno. Primetimo da ista promenljiva
može da ima i slobodna i vezana pojavljivanja.

Ako formula φ nema slobodna pojavljivanja promenljivih, kažemo
da je φ rečenica.

Tvrđenje
Tačnost φMrvs zavisi samo od vrednosti valuacije v u
promenljivama koje imaju slobodna pojavljivanja u formuli φ.

Specijalno, tačnost rečenice ne zavisi od valuacije (samo od
strukture).
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