Matematicka logika u racunarstvu

1. ¢as: Strukture prvog reda

Logika je propast duha.

Antoan de Sent Egziperi, Vojni pilot



Jezici prvog reda

Definicija

Jezik prvog reda £ odreduju:
e skup funkcijskih simbola F i brojem nse NT za svaki fe F;
e skup relacijskih simbola R i brojem ng € Nt za svaki Re R;
e skup konstantnih simbola C.

Brojevi nfi ng su arnost, tj. duzina odgovarajuéeg simbola.

Primeri

o jezik prstena £, = {+,—,-,0,1}, n, =n. =2, n_ =1,

jezik uredenih prstena Lo = L, U {<}, nc = 2;

jezik grupa Lgp = {-,71,e}, n. =2, n.1 =1,

jezik grafova £ = {R}, ng = 2;

jezik Cistog skupa L = (.



Strukture prvog reda

Definicija
L-strukturu M = (M, sM) ¢, odreduju:
e neprazan skup M — univerzum ili domen od M,
funkcija P 0 M — M za svaki fe F;
skup RM < MR za svaki Re R;
element M € M za svaki ce C;

Primer
e (2,+,-,-,0,1), (Q,+,—,-,0,1), (R,+,—,-,0,1);
e R, +,—,-,<,0,1);
e (N, <), (Z,<). (@ <), R, <), (N,]), (Z]).



Definicija
Neka su M i N dve L-strukture. L-utapanjen : M — N je 1-1
preslikavanje n : M — N takvo da:

o n(M(ar,...,an)) = FY(M(a1),...,M(an,)) za sve fe Fi
at,...,an € M,

o (a1,...,ans) € RM akko (n(a1),...,M(any)) € RV za sve
ReRiai,...,an €M,

o n(cM) =V,

Ako je M= Nit: M — N, gde je t inkluziono preslikavanje,

kazemo da je M podstruktura od N: M < N.

Ako je n i na, kazemo da je izomorfizam: n : M SN,

Izomorfizam M = M je automorfizam strukture M. Skup svih
automorfizam od M obelezavamo sa Aut(M). 3



Primeri
e (N,<)<(2,<)<(@Q <) <(R,<);
e (Z,+,0) < (R,+,0);
e n:(Z,+,<,0) - (R,:,<,1) gde n(x) = €~

Tvrdenje
Neka su M, N, K tri L-strukture.

e Akon: M —->Ni(:N —K,ondaon: M — K.
e Akon: M SN, ondant: N 5 M.

e Aut(M) je grupa u osnosu na kompoziciju funkcija.



Podstrukture

Tvrdenje
M < N akko:
e MC N,
o M(ay,...,an) = M (a1,...,an) za sve fe Fi
ai,...,an, € M (specijalno, M je zatvoreno za funkciju IN);

o RM = M"" ~ RV za sve ReR;
o M =V zasve ce C (specijalno, ¥ e M).



Termi

L-terme zapisujemo koriste¢i simbole jezika £, simbole
promenljivih x,y, z, ..., xp, X1, X2, . .. (skup promenljivih
obelezavamo sa Var) i pomo¢éne simbole zagrada i zapete.

Definicija
Skup L-terma je najmanji skup 7 takav da:
e CC T,
e Varc T
e ako fe Fity,...,tn, €T, onda flty,... th) € T.

Alternativno, T = (i, Tn gde:

e 7o =C u Var;
o Tor1 =Tau{f(t1,...,ts) | fEF, t1,... , tn € Tn}.



Vrednost terma

Fiksirajmo L-strukturu M.

Definicija

Valuacija je (bilo koje) preslikavanje v: Var — M.

Definicija

Vrednost terma t u valuaciji v, t*[v], defini§emo rekurentno:
o tM[v]=Makojet=ceC;
o tM[v] = v(x) ako je t = x € Var;
o tM[v] = (th[v],,t,ﬁ‘:‘[v]) ako je t = f(t1,..., tn,).



Vrednost terma

Tvrdenje

Vrednost terma zavisi samo od vrednosti valuacije u promenljivama
koje se pojavljuju u termu.

U svakom termu pojavljuje se samo kona¢no mnogo promenljivih.
Pisemo t = t(x), gde X = (x1,...,Xm), da naglasimo da su
promenljive koje se pojavljuju u termu t neke od xi,...,Xxy,. Tada
pisemo tM(3), 3 = (a1,...,am) € M™, umesto t"[v], gde je v bilo
koja valuacija takva da v(x;) = a;.

Ako je t = t(x),
sa a— tM(3).

x| = m, term t odreduje funkciju t™ : M™ — M




Vrednost terma

Tvrdenje
Ako jen : M — N, tterm i v valuacija, tada je

(M) = Mo v.
Specijalno, ako je t = t(x), n(tM(3)) = N (n(a)).

Tvrdenje

Neka je A< M. Najmanja podstruktura od M koja sadrzi A
definisana je na domenu:

(Ay = {tM[V] | te T, v: Var — A}.

Za (A) kazemo da je podstruktura generisana sa A.



Definicija
Ako su t, s termi i x promenljiva, sa t[s/x] obelezavamo term t u

kome smo sva pojavljivanja promenljive x zamenili termom s.

Lema

(tls/>xD)™M [V = " [vermpy

gde sa v,/,, a€ M, obelezavamo valuaciju:

var(y) = a akoy=x
YR = v(y) akoy#x
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Formule

L-formule zapisujemo koriste¢i simbole za zapis terma, znak =,
veznik —, konstantu L i kvantifikator V.

Definicija
Skup L-formula je najmanji skup, zloupotrebom notacije takode

oznacen sa L (smisao oznake uvek ¢e biti jasan iz konteksta),
takav da:

o |l el;

o t; =t pripada £, gde t1,tr € T;

o R(t1,...,thy), gde ReRity,... . th,€T;
e ako @, € L, onda (¢ — ) pripada L;

e ako @ € L i xe Var, onda (Vx) @ pripada L.

Za formule iz prve tri tacke kazemo da su atomske. "



Formule

Alternativno, £ = UZO:O L, gde:

° ﬁOI{L}U{t1=t2|t1,t2€T}U{R(t1,...,tnR)‘RG
R, tl,...,tnRET};

o Lopi=Lau{(e—=V) | @, heLlyfu{(Vx)@|@eLl,,xe
Var}.

Skraéenice:

e [ =1 —1;

« —pi=¢— L

e pvi=—p -1

°* A= (¢ = )

s oY= (9 —>V) AW —9)
(3x) @ 1= =(Vx) —o;

th # 1=t =ty
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Tacnost formule

Fiksirajmo L-strukturu M. Oznake t/n ¢itamo kao taéno/netacno.
Definicija
Taénost formule @ u valuaciji v, @™ [v], definiemo rekurentno:

o oM[v] =n akoje ¢ = L;

o ™M[v] =t akko t![v] = t2[v], ako je ¢ formula t; = t;

o ™M[v] =t akko (tM[v], ..., nelV]) € RM. ako je @ formula
R(t1,. .., the);

o ™[v] = n akko YM[v] = t i OM[v] = n, ako je ¢ formula
Y —0;

o @M[v] =t akko YM[v,/,] =t za sve ae M, ako je ¢
formula (Vx).
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Tacnost formule

Komentari
e Formule T, =@, @ v, ® A, @ < P imaju ocekivane
vrednosti.
o Ako je ¢ formula (3x) ), @M [v] =t akko YM[v,,] =t za
neko ae M.
Definicija
Pisemo:
o (M,V) = @ ako @M[v] = t; inace, (M, V) # @;

e M E @, M je model za @, ako (M, V) = ¢ za sve
v:Var — M, inate, M ¥ @, M je kontramodel za o;

e = @, @ je valjana, ako M = @ za sve M; inade, ¥ @, @ nije

valjana.
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Tacnost formule

Tvrdenje

Neka jen : M — N, @ beskvantorna formula i v: Var - M. Tada
(M, v) = ¢ akko (N ,nov) = .

Tvrdenje

Neka je M < N, @ beskvantorna formula i v: Var —» M. Tada
(M, v) = @ akko (N, v) = ¢.

Zadatak

Dokazati da je bitno da je @ beskvantorna formula.

Zadatak

Dokazati = (3x)(Vy) ¢ — (Vy)(3x) @ i dati primer formule ¢
takav da # (Vx)(Jy) @ — (3y)(Vx) ¢.
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Slobodno i vezano pojavljivanje promenljive

Definicija
Pojavljivanje promenljive u formuli je vezano ako je pod dejstvom
kvantifikatora; inace je slobodno. Primetimo da ista promenljiva

moZze da ima i slobodna i vezana pojavljivanja.

Ako formula @ nema slobodna pojavljivanja promenljivih, kazemo
da je ¢ recenica.

Tvrdenje

Tac¢nost @”*![v] zavisi samo od vrednosti valuacije v u
promenljivama koje imaju slobodna pojavljivanja u formuli @.

Specijalno, taénost recenice ne zavisi od valuacije (samo od

strukture).
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