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I. Uvod. Pojam skupa je osnovni pojam u matematici. U uobicajenom formalnom za-
snivanju matematike skup je prvi pojam, pojam koji nema definiciju, ¢ije se osobine ak-
siomatski opisuju. Aksiomatsko zasnivanje skupova izlazi van okvira kursa za prvu godinu
studija, tako da ¢emo se zadrzati na necemu $to je intuitivno objasnjenje skupa, uvodeci
osnovne operacije za manipulaciju sa skupovima.

1. Definicija (Intuitivna definicija skupa). Skup je celina koja okuplja odredeni broj ob-
jekata koje nazivamo elementima tog skupa.

Cinjenicu da je objekat 2 element skupa A zapisujemo sa = € A (¢itamo ,z je element
od A" ili ,x pripada A"); u suprotnom, ako —x € A, piSemo x ¢ A (,x nije element od A"
ili ,x ne pripada A").

Ako je skup konacan, npr. skup koji sadrzi brojeve 1, 2, 5 i 8, zapisujemo koristeci vi-
ticaste zagrade izmedu kojih navedemo njegove elemente: {1,2,5,8}. Tada 2 € {1, 2,5, 8}
znaci da 2 jeste element skupa {1,2,5,8}, dok 3 ¢ {1,2,5,8} znaci da 3 nije element
ovog skupa. Ako je skup konacan, ali ima previSe elemenata da bi bilo racionalno sve ih
navesti, moZemo da ih nabrojimo koristeci ... ako je to moguce, tj. ako je jasan Sablon
po kome smo elemente nabrojali. Npr. {2,3,4,...,17} je skup prirodnih brojeva izmedu
2 17 (uklju€ujuci ova dva broja), {1, 3,5,...,997,999} je skup svih neparnih brojeva prve
hiljade. Takode, ... mozemo da koristimo i za zapis beskonacnih skupova koje je moguce
nabrojati po nekom $ablonu. Npr. {0,2,4,...} je skup svih parnih prirodnih brojeva,
{0,1,4,9,16, ...} je skup svih kvadrata prirodnih brojeva, {...,—3,—1,1,3,5,... } je skup
svih neparnih celih brojeva, i sl.

Datum trenutne verzije: 14. novembar 2023.
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Jedan od naj¢escih nacina za zapis skupa je zapis koji koristi tzv. operator okupljanja. To
znaci sledece. Ako je p(x) predikat gde = ima svoj univerzum diskursa, sa:

{e[p)} il {zels|ple)}
obelezavamo skup svih elemenata univerzuma diskursa za koje vazi predikat p. Npr. skup
{neIN| 2| n}jeskupsvih prirodnih brojeva deljivih sa dva, tj. skup svih parnih prirodnih
brojeva. lako u praksi ovu vrstu zapisa koristimo vrlo slobodno bez bilo kakvih problema,
formalno bi trebalo biti oprezan. Ako je nas predikat X ¢ X, gde je univerzum diskursa
promenljive X univerzum svih skupova, mozemo da uoc¢imo skup:

S={X|X¢X)

Dali S € S? Ako S € S, onda S zadovoljava predikat koji ga opisuje, tj. S ¢ S. Ako
S ¢ S, onda S zadovoljava predikat X ¢ X, pa po definiciju skupa S imamo S € S.
Dakle, S € S ako i samo ako S ¢ S. Ovo je kontradikcija. Ovaj primer zove se Raselov
paradoks, koji je posluzio kao polazna motivacija za strogo zasnivanje koncepta skupa.
Razresenje Raselovog paradoksa je sledece. Ne moZemo da dozvolimo da je kolekcija
S zapisana gore skup. Strogo zasnivanje dozvoljava formiranje skupa {z | p(z)}, pod
uslovom da je poznato da univerzum diskursa promenljive x jeste skup. S tim u vezi,
univerzum svih skupova ne moze da postoji (tj. ne moze da bude skup), kako bismo izbegli
Raselov paradoks.

Jo$ jedan od cestih nacina zapisa skupa je i sledeci. Ako za elemente x skupa S imamo
neki nacin f da izracunamo neku vrednost f(z), sa {f(z) | x € S} obelezavamo skup svih
elemenata f(x) kad = prode skup S. Npr. {2n | n € IN} je jo$ jedan nacin da zapiSemo skup
parnih brojeva.

2. Definicija. Skupovi A i B su jednaki, A = B, ako imaju iste elemente, tj. vazi iskaz:

(Vz)(r e A<z e B).

Jednakost skupova ima ocekivana svojstva:

o (VA)A=4;
e (VA,B)(A=B — B=A);
e (VA,B,C)(A=BAB=C— A=C).

3. Definicija. Prazan skup, u oznaci ¢, je skup koji nema elemente, tj. (Vx) z ¢ .

Po definiciji jednakosti dva skupa bez elemenata moraju biti jednaka, tako da je u redu
da mu damo ime prazan skup i oznaku 5.

[1. Podskup.

4. Definicija. Neka su A i B skupovi. Kazemo da je A podskup od B ili B je nadskup od A,
u oznaci A < B, ako su svi elementi skupa A ujedno i elementi skupa B, tj. vazZi iskaz:

(Vz)(xr € A— z € B).
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Skupovi su €esto zgodni za skiciranje, Sto u velikoj meri pomaze u razumevanju prob-
lema. Pa tako ¢injenicu da je A € B mozemo da skiciramo sa:

B

@

Skupove A i B skicirali smo kao krugove, zamisljamo da su elementi skupa A unutar kruga
A, elementi skupa B unutar kruga B, pa Cinjenicu da je A < B skiciramo tako $to je krug
A ceo unutar kruga B.

Po definiciji je jasno kako obi¢no dokazujemo da je A = B. NajceS¢e uocimo proizvol-
jan element z, pretpostavimo z € A i ciljamo da dokazemo z € B (kombinacija postupka
generalizacije i dedukcije). MoZzemo da dokazemo A < B i kombinacijom postupka gener-
alizacije i dedukcije kontrapozicije: uocimo proizvoljan element x, pretpostavimo x ¢ B
i ciliamo da dokazemo x ¢ A. Konac¢no, mozemo da koristimo i kombinaciju postupka
generalizacije i svodenja na protivre¢nost: uoc¢imo proizvoljan element z, pretpostavimo
x € Aix¢ B,iciljamo da nademo kontradikciju.

Direktno po definiciji vidimo nekoliko osobina relacije podskupa:

(VA) & < 4

(VA) Ac A;

(VA,B)(Ac BAB< A<~ A=B),

(VA,B,C)(Ac BAB<(C—-AcC(O).

Trec¢a osobina nam najc¢esce sluzi za dokaz jednakosti dva skupa. Naima, ako zelimo da
dokazemo A = B, najces¢e ¢emo dokazati A < Bi B < A.

[11. Osnovne skupovne operacije.

5. Definicija. Presek skupova A i B je skup zajednickih elemenata skupova A i B:
AnB={x|x€AAzxe B},
tze AnBakkoxe Aixe B.

Presek skupova A i B skiciramo sa (Srafiran deo):

A B

AnB

Prethodna slicica, dva kruga koja se seku, zove se Venov dijagram za sva skupa. Na
Venovom dijagramu moZemo verno da predstavimo odnos dva skupa.

Po definiciji preseka lako vidimo nekoliko osnovnih osobina preseka:
e (VA,B)AnB=DBn 4
e (VA,B,C)An(BnC)=(AnB)nC;



4 SLAVKO MOCONJA

e (VA,B)(AnB=A«< Ac B);
e specijalno, (VA) @ nA=g i (VA)AnA=A.

Zbog druge osobine, asocijativnosti preseka, zapis An BN C, ili presek vise od tri skupova,
ima smisla i predstavlja skup zajednickih elemenata svih skupova koji u¢estvuju u preseku.

6. Definicija. Unija skupova A i B je skup svih elemenata skupova A i B:
AuB={zx|xeAvuxe B},
tze Au Bakkoz e Ailix e B.

Na Venovom dijagramu uniju skupova A i B skiciramo sa:

B
AuB

Po definiciji diretno imamo slede¢e osnovne osobine unije:
e (VA,B)AuB=DBuUA4;
e (VA,B,C)Au(BuC)=(AuB)uC;
e (VA,B)(AuB=B«< AcC B);
e specijalno, (VA) g uA=A1 (VA)Au A=A
Zbog druge osobine, asocijativnosti unije, zapis A u B u C, ili unija vise od tri skupova,
ima smisla i predstavlja skup svih elemenata skupova koji u¢estvuju u uniji.

7. Zadatak. Dokazati sledece osobine:

o (VA,B)An (AU B)=A4;

e (VA,B)Au (An B) = A4;

e (YAB,C)An(BuC)=(AnB)u(An(O);
e (VA,B,C)Au(BnC)=(AuB)n(Au().

Jednakosti u kojima ucestvuju tri skupa mozemo da vidimo i na Venovom dijagramu za
tri skupa, koga skiciramo na sledeci nacin:
c

A B

Svaki element mozemo predstaviti na prethodnom dijagramu u jednoj od osam oblasti u
zavisnosti da li pripada ili ne datim skupovima.
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8. Primer. Za proizvoljne skupove A, B, C ispitacéemo u kom su odnosu skupovi A n (B u
C)i(An B)uC. Najpre ¢emo da skiciramo ove skupove na Venovom dijagramu:

C C C C

secemo Ai BuC An(Bu0) uniramo An BiC (AnB)uC

Venov dijagram nam sugerise slede¢u hipotezu:
(VA,B,C)An(BuC)< (AnB)uC.

(Tj. levi skup je deo desnog skupa.) Dokazimo prethodnu inkluziju i formalno.

Neka su A, B, C proizvoljni skupovi, neka je x proizvoljan elementinekaxz e An (B u
C); cilj je da dokazemozxz € (AnB)uC. lzz e An(BuC(C),ze Aize BuC. Iz
x € Bu Cimamo dva slucaja: z € Bilize C.

1°Akox e B,tadaze AnB,paze (AnB)uC.

2°AkozeC,tadaxze (An B)uC.

U svakom slucaju z € (A n B) u C, i zavrsili smo dokaz.

Odrdedimo sada i neki jednostavan potreban i dovoljan uslov da vazi jednakost A n
(BuCC)=(AnB)uC. Ako se vratimo na sliku, jednakost e vaziti ako je sledeci skup
prazan:

To znaci da su jedini elementi skupa C oni koji ve¢ pripadaju skupu A4, tj. C < A. Dakle,
moZemo da postavimo sledecu hipotezu:

(VA,B,C)(An(BuC)=(AnB)uC - CcA).

Dajemo formalni dokaz. Neka su A, B, C' proizvoljni skupovi.

(=) Preptostavimo A n (Bu C) = (An B) u Cidokazimo C < A. Neka jex € C
proizvoljan element, cilj je da dokazemo x € A. 1zz € C slediz € (A n B) u C. Kako je
An(BuC)=(AnB)uC,imamoz € An (B u (), pa specijalno z € A. Time smo
zavrsili dokaz smera (=).
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(«<) Pretpostavimo da je C < Aidokazimo An (Bu(C) = (An B)uC. Inkluzija (<€)
ve¢ smo dokazali u opStem slucaju, pa dokazujemo (2). Neka je x € (A n B) u C'icilj je
dadokazemox e An(BuC).lzze (AnB)uCimamodvasluajaze AnBiliz e C.

1°Akoz e AnB,xz € Aix € B. Izposlednjegjeiz e BuC,paimamox e An(BuC).

2°AkozeC,ondaxe BuC,aliixe AjerC < A. Dakle, opetjexe An (B u C).

U svakom slucaju jez € A n (B u (), i zavrsili smo dokaz.

9. Definicija. Razlika skupova A i B (tim redom) je skup elemenata iz A koji nisu u B:
ANB={z|xeAAzx¢ B},
tre ANBakkoxe Aix ¢ B.

Na Venovom dijagramu razlike A\ B i B \. A skiciramo sa:

A B A

AN B B\ A B

Prethodna skica ve¢ sugeriSe da komutativan zakon A ~ B = B ~ A ne vazi u opstem
slucaju (zapravo nije tesko videtida A ~ B = B ~ A vazi akko A = B).
Od osnovnih osobina izdvajamo:
e (VA,B)(ANB=g < Ac B);
e (VA BYANB=A~(AnB)=(AuB)\B;

e AN(BnC)=(ANB)u(ANC);
e AN(BuC)=(ANB)n(ANCO);
e (AnB)NC=(ANC)n(B\NCO);
e (AUB)NC=(ANC)u (BNC).

10. Zadatak. Ispitati u kom su odnosu skupovi AN (B~\.C)i (AN B)~C uopstem slucaju.
Odrediti neki jednaostavan potreban i dovoljan uslov da vazi jednakost.

11. Definicija. Simetricna razlika skupova A i B je skup onih elemenata koji su u tacnon
jednom od ovih skupova:
AAB={x|xeAvxe B},

tizre AABakkoilize Ailize B.

Venov dijagram simetri¢ne razlike je:

Od osnovnih osobina izdvajamo:
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e (VA,B) AAB=DBAA;

e (VA,B,C)AA(BAC)=(AAB)AC;

e (VA,BYAAB=(ANB)u(B~A)=(AuB)~(AnB).

Prema drugoj osobini, asocijativnosti simetri¢ne razlike, zapis A A B A C, kao i simetri¢na
razlika vise od tri skupova, ima smisla. Element pripada simetri¢noj razlici nekog broja
skupova akko je element neparno mnogo od njih.

12. Definicija. Komplement skupa A je skup svih elemenata koji nisuu A (ali jesu u unapred
poznatom podrazumevanom univerzumu):

AC={z |z ¢ A},
tj. z € A akko x ¢ A, za bilo koji element x iz univerzuma. Dakle, A¢ racunamo relativno

u odnosu na podrazumevani univerzum, i tada moZzemo da zapiSemo A° = U N A. U
formalnom zasnivanju skupova, apsolutni komplement ne mozZe da postoji.

Simetri¢nu razliku skiciramo sa:

0Od osobina izdvajamo:

(VA) (A°)° = 4;

(VA,B) AN B=An B
(VA,B) (An B)¢ = A° v B¢

e (VA,B) (AU B)¢ = A® n BS;
(VA,B) (AA B)¢ = A° A BC.

)C
° )C
IV. Veza za iskaznom logikom. Fiksirajmo simbole za skupove Ay, A,, ..., Ax. Skupovni
izraz nad ovim simbolima rekurentno gradimo u kona¢no mnogo koraka na sledeci nacin:

e svaki simbol A; je skupovni izraz;
e ako su o7 i 09 vec¢ izgradeni skupovni izrazi, onda sui 01 N 02, 07 U 02, 01 \ 03, 01 A 02

i 0f skupovni izrazi.

SloZenost skupovnog izraza o, sl(o), je broj skupovnih operacija u izrazu o, npr. sl(4;) =
0,sl(A; ~ Az) =1, sl((A; ~ A5) A Ap) =3, itd.

Svakom skupovnom izrazu o nad simbolima A1, As, ..., A pridruzujemo iskaznu for-
mulu ¢ nad slovima p1,pe,...,pr (iskazno slovo p; odgovara skupovnom simbolu A;)
rekurentno na sledeci nacin:

e akoje o0 = A;, ondaje 6 = p;;
e akoje 0 = 01 n 09, 0nda je 6 = G1 A Go;
e akoje 0 = 01 U 09, 0nda je 6 = 01 v 09
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ako je 0 = 01 \ 09, 0ndaje 6 = 61 A —09;
ako je 0 = 01 /A 09, onda je 6 = 61 v Go;
ako je 0 = of, onda je 6 = —0;

Npr.izrazu (A; N AS) A A pridruzimo (p1 A ——p2) vy, izrazu (A2 N Az)¢u As pridruzimo
—(p2 A p3) v ps, itd.

Fiksirajmo sada konkretne skupove A1, Ao, ..., A;x. Elementom x odredena je slededa
valuacija v,:
t akozxze A;
ve(pi) = { n akoz ¢ A;

Primetimo da valuacija v, ne zavisi samo od x, ve¢ i od izbora Ay, Ao, . .., Ag, ali kako smo
njih fiksirali, ne¢emo ih naglasavati u zapisu. Uvek ¢e biti jasno u odnosu na koje skupove
smo definisali v,.

13. Lema. Neka su Aj, Asa, ..., Ay proizvoljni skupovi, x proizvoljan element i ¢ proizvoljan
izraz nad Ay, As, ..., Ay. Tada:

TEO < 1,(0)=t.

Dokaz. Fiksirajmo Aj, Ag, ..., A ix. Potpunom indukcijom po slozenosti izraza o izvodi-
mo dokaz. Razmatramo sledece slucajeve:
1° 0 = A;: Tada je 6 = p;, pa je:

TEO0 <= we€ A, < vy(pi)) =t < 0;(0) =t,

i tvrdenje vazi u ovom slucaju.

2° 0 =01 no9: Tada je 6 = 61 A G2. Po indukcijskoj hipotezi imamo z € 07 <
@x(f)‘l) =tizeoy f)z(ffg) =t, pa:

TEC <> TEOITETy < 0,(01) =tivg(02) =t < 0,(61 A G2) =t,
\_\/A_/
=0

i tvrdenje vazi i u ovom slucaju.

Na slican nacin dokazujemo da tvrdenje vazi i u sluajevima 3° 0 = 01 U 09, 4° 0 =
01\ 02,5° 0 =01 A 02i6° 0 = 0of, ¢ime zavrSsavamo dokaz. Q

14. Zadatak. Zavrsiti dokaz prethodne leme.

15. Teorema. Neka su oy i 02 dva skupovna izraza nad Ay, As, ..., Ay. Tada:

(i) (VAl,AQ,. .. ,Ak) 01 € 09 akko ': 01 — 0O9;
(ll) (VAl,AQ,. .. ,Ak) 01 = 02 akko ’: 61 > 6‘2.

Dokaz. (i) (=) Pretpostavimo (VAy,...,Ax) 01 € o2 i dokazimo = 6; — 02. Pret-
postavimo suprotno, postoji valuacija v takvada v(61 — 62) = n, tj. 0(61) = ti9(62) = n.
Izaberimo proizvoljan element x i pridruzimo valuaciji v sledece skupove Ay, ..., Ag:

[ {z} akow(p;) =t
Ai = { & akowv(p;)) =n



SKUPOVI 9

Elementu x i skupovima Ay, ..., Ax sada mozemo da pridruZimo valuaciju v, kako smo

opisali ranije. Primetimo v, = v. (Zaista, ako je v(p;) = t, A; = {z}, pax € A;, paje

ve(pi) =t akoje v(p;)) = n, A; = &, pax ¢ A;, pajevy(p;) = n. Dakle, v(p;) = v (p:).)
Dakle, 0,(61) = ti0,(62) = n, papolemi 13, z € 01 ix ¢ o2. To znaci da o1 & o9,

$to nije moguce jer o; < 09 po pretpostavci vazi za proizvoljne skupove Ay, ..., Ax. Ova
kontradikcija zavrsava dokaz prvog smera.
(<) Pretpostavimo |= 67 — 02 i dokazimo (VA;i,..., Ax) 01 < 02. Nekasu Ay, ..., A

proizvoljni skupovi, i neka je z € o1 proizvoljno. Tada je 0,(61) = t po lemi 13, pa kako je

=61 — 62 tojei0,(62) =t, odakle je x € 09, opet po lemi 13. Prema tome, 0} < 09.
(ii) sledi direktno prema (i) imajuéi u vidu da je 07 = o2 akko 07 € 09 i 09 € 0y, i

):61<—>62akko)=61—>62i):62—>61. Q

16. Primer. Da bismo dokazali da je (A~ B)~ C < A~ (B~ C) za proizvoljne skupove
A, B,C, prema teoremi 15 dovoljno je da dokaZzemo:

F®A—g) A—r—pA—(gn-—r),

gde skupovima A, B, C redom dodelimo slova p,q,r. Prethodno mozemo da poverimo
tablicom:

p a0 A @ A =71 > p A - (g A=)
t t t n n n n t t t n n
t tn n n n t t n n t t
t nt t t n n t t t n n
t nn t t t t t t t n t
n t t n n n n t n t n n
n t n n n n t t n n t t
n n t n t n n t n t n n
n nn n t n t t n t n t

Razmotrimo obratnu inkluziju A ~
je:

—~

B~ C) < (A~ B)~C. Formula koja joj odgovara

pA—(gn—r) = (pA—g) A
Tablica ove formule je:

p g rip A —(gna —r) > (p A = qg A —r
t t t t t n n n n n n n
t t n n n t t t n n n t
t nt t t n n n t t n n
t nn t t n t t t t t t
n t t n t n n t n n n n
n t n n n t t t n n n t
n n t n t n n t n t n n
n n n n t n t t n t n t
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Jasno je da prethodna formula nije tautologija, pa prema teoremi 15 gornja inkluzija ne
vazi za proizvoljne A, B,C. Medutim, tablica moze da nam pomogne da odredimo neki
jednostavan potreban i dovoljan uslov da inkluzija vazi. Naime, pridruzena formula je
netacna u valuacijama (t,t,t) i (t,n,t), pa prema lemi 13 ne smemo da imamo element z
za koji je v, jedna od ove dve valuacije. Dakle, ne smemo da imamo element kojijeiu A
u BiuC, kao nielement koji jeu Ai C, ali nije u B. Dakle, ne smemo da imamo element
koji jeu Ai C, tj. mora biti A n C' = &. | zaista, sad moZemo da dokaZemo sledece:

AN(BNC)S(ANB)NC <= AnC=yg.

Dokaz ostavljamo za vezbu.

17. Primer. Koriste¢i teoremu 15 moZemo da dokazemo i identitet An (BAC) = (A n
B) A(A n C) koji ¢éemo kooristiti u slede¢em odeljku. Dovoljno je da proverimo:

Fpalgyer)<((prgvpar).

| ovo vidimo iz tablice:

P arip A (g xr)o ((pArqg v (@A)
t t t n n t t n t
t t n t t t t t n
t nt t t t n t t
t nn n n t n n n
n t t n n t n n n
n tn n t t n n n
n n t n t t n n n
n n n n n t n n n

V. Algebarska normalna forma. Sada ¢emo prikazati jedan aritmeticki na¢in za zapis i
racun sa skupovnim izrazima. Najpre definiSimo zbir i proizvod dva skupa:

A+B = AAB
A-B = AnB

Takode, definisimo 0 := ¥ i 1 := U, gde U univerzum iz koga izdvajamo sve skupove o
kojima govorimo.

Kao i obi¢no, umesto A - B piSemo samo AB. Koriste¢i + i - mozemo da predstavimo i
ostale skupovne operacije:

A = 144 jer A = UAA
ANB = A+ AB jer ANB = AA(AnB)
AuB = A+B+AB jer AuB = AABA(AnB)
Vec¢ znamo da su +i - (tj. A i n) komutativne i asocijativne operacije (zbog asocijativnosti

+ ne navodimo zagrade u gornjem zapisu), i takode izbegavamo da piSemo zagrade po-
drazumevajuci, kao $to je i uobicajeno, da je - prioritetnija operacija u odnosu na +.



SKUPOVI 11

Ovako definisano mnozZenje i sabiranje imaju sva ocekivana svojstva. Pored veé nave-
dene komutativnosti i asocijativnosti naglasimo i:

A+0 = A jer ANG = A
A0 = 0 jer Ang = O
A1 = A jer AnU = A

A(B+C) = AB+AC jer An(BAC) = (AnB)A(ANC)

Sto se tice trece osobine, setimo se da je U univerzum, pa je A < U, a $to se tice cetvrte
osobine, odgovarajuci identitet dokazali smo na kraju prethodnog odeljka.
Pored navedenih svojstava, definisano sabiranje i mnozenje imaju i dodatne osobine:

24 = A+A = 0 jer AAA = &
A2 = A-A = A jer AnA = A

18. Zadatak. Proveriti sve navedene osobine koris¢ene u prethodnim pasusima.

19. Definicija. Skupovni monom nad skupovima A;, As, ..., A jeili 1ili proizvod nekoliko
od ovih skupova, npr. A4, A1 As, A2 A3Ayg, itd. Skupovniizraz o nad A, As,..., A; jeu
algebarskoj normalnoj formi ili ANF ako je zbir razlic¢itih skupovnih monoma, npr. 1 + A; As,
A+ Ay A3 Ay, itd. Za skupovniizraz u ANF jo§ kazemo da je u obliku Zegalkinovog polinoma.

Svaki skupovni izraz moze se svesti na ANF koristec¢i jednakosti navedene gore. Do na
raspored sabiraka ANF je jedinstvena, pa mozemo da dokazemo identitet 0; = o2 ako
dokazemo da su ANF izraza o; i 09 jednake. Takode, mozemo da dokazemo o; < 05 ako
dokazemo ekvivalentnu jedankost o109 = 07.

20. Primer. ZapiSimo ANF izraza 0y = (A~ B) N C:
01=(A4+AB)~NC=A+AB+ (A+ AB)C = A+ AB+ AC + ABC.
Zapisimo i ANF izraza oo = AN (BN C):
o9 =A+AB~C)=A+A(B+BC)=A+ AB+ ABC.
Primetimo da dobijene ANF nisu jednake, pa 07 = 09 ne vazi u opstem slucaju. Takode

primetimo da jednakost vazi akko AC = 0 (visak monom u oy), tj. akko A n C = .
Pomnozimo o7 i 09:

0103 = (A+AB+AC+ABC)(A+AB+ABC) =
= A1 A’B+A’BC+A’B+A’B*+ A’B?C+
+A2C+A’BC+A’BC?*+A’BC+A’B*C+A’B%*C? =
= A+ AB+ABC+AB+AB+ABC+
+AC+ABC+ABC+ABC+ABC+ABC =
= A+3AB+AC+T7ABC = A+ AB+AC+ ABC = oy,

gde smo iskoristili A2 = A, B2 = B, C? = C,2AB = 0i2ABC = 0. Kako je 0,02 = 07,
to znaci da uvek vazi o1 € o5.
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21. Primer. Dokazimo identitet (A° U (A° \ B))¢ = A koriste¢i ANF. Racunamo:
(A°U(A°NB)) = 14+((1+A)u((1+A)\B)) = 1+((1+A)v(1+A+(1+A)B)) =
=1+((1+A)v(1+A+B+AB)) = 1+1+A+1+A+B+AB+(1+A)(1+ A+ B+ AB) =

3+2A+B+AB+1+A+B+AB+A+A+AB+AB = 4+5A+2B+4AB = A,
gde smo implicitno koristili Az = A, i gde4d=0,4A=0,2B=0i4AB =0.
VI. Partitivni skup.
22. Definicija. Partitivni skup skupa A, P(A), je skup svih podskupova od A:

P(A) = {X | X A},

tj. X € P(A) akko X < A.

Npr. podskupovi skupa {1, 2, 3} su: prazan skup, tri jednoclana podskupa {1}, {2} i {3},
tri dvoclana podskupa {1,2}, {1,3} i {2,3}, i jedan tro¢lan podskup — ceo skup {1, 2, 3}.
Dakle:

P({1,2,3}) = { &, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.
Jedini podskup praznog skupa je prazan skup: P(J) = {}. Primetite da poslednji skup

nije prazan, on ima jedan element — prazan skup. Skup {¢} je jednoclan, pa ima dva

podskupa: & i {&}, tj. P{}) = { &, {} }. Takode, dvoclani skup {, {}} ima pod-

skupove: prazan skup, dva jednoc¢lana podskupa {} i {{}} i jedan dvoclan podskup —
ceo skup {, {@}}:

P2, {2} ={a.{z}. {T}}, {D.{T}} }-
23. Zadatak. Dokazati da je P(A n B) = P(4) n P(B).

24.Zadatak. Dokazatidaje P(A)uP(B) < P(AuB), kaoida jednakostvaziakko A < B
ili B< A.

25. Zadatak. Ako je A konacan skup san elemenata, dokazati da P(A) ima 2" elemenata.
VIl. Dekartov proizvod.

26. Definicija. Uredeni par elemenata a i b je matematicki objekat, obi¢no obelezen sa
(a,b), koji zadovoljava slede¢u osobinu:

(a,b) = (d',b)) = a=d rb=1V.

Formalno, uredeni par moze da se definise kao (a,b) = {{a}, {a, b}}, i nije tesko proveriti
da ovako definisani objekat zadovoljava prethodnu osobinu, ali zaista formalna definicija
uredenog para nam nije od znacaja, jedino bitno je navedena osobina.

Element a u paru (a, b) je prva koordinata ili prva komponenta para, a element b je druga
koordinata ili druga komponenta para.

Na slican nacin definiSemo i uredenu n-torku ili vektor elemenata aq,ao,...,a,. To je
objekat (a1, aq,...,ay,) koji zadovoljava osobinu:

(a1,a2,...,a,) = (b1,bay...,by) <= a1 =birAag=Dba A Aa, =by,.
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Ako elementi u uredenim parovima Zive u univerzumu U, par (a,b) mozemo predstaviti
na uobic¢ajen nacin u ravni:
u

(a,b)

a u

Koordinatne ose su univerzum U, a ureden par je tacka u ravni koja se projektuje u svoje
koordinate na koordinatnim osama.

27. Definicija. Dekartov proizvod skupova A i B je skup:
Ax B={(a,b)|ae Anbe B}.
Sliéno, Dekartov proizvod skupova Ai, Ao, ..., A, je skup:
Ay x Ag x -+ x Ay ={(a1,a2,...,ap) | a1 € Ay Aag € Ag A -+ A ay € An}.

Npr. Ako je A = {1,2} i B = {a,b,c}, A x B = {(1,a), (1,b), (1,¢), (2,a), (2,b), (2,¢)},
aBxA={(a,1),(a2),(b1),b2),(c1),(c2)

28. Zadatak. Ako skup A ima m, a skup B ima n elemenata, dokazati da A x B ima mn
elemenata.

Dekartov proizvod predstavljamo na slici kao pravougaonik na sledeci nacin:

U
AXx B
B
A u
29. Zadatak. Dokazati:
e Ax(BnC)=(AxB)n(Ax(C); e Ax(BNC)=(AxB)~(Ax(C);
e Ax(BuC)=(AxB)u(AxC(C); e AX(BAC)=(AxB)A(AxC).

30. Primer. Ispitajmo u kom su odnosu skupovi (Au B) x (Cu D)i(AxC)u (B x D).
Skicirajmo date skupove:
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u u
(AuB)x (CuD) BxD
CuD 102
%)
X
<
© © AxC =
A u A U
[
AUB

Slika nam sugerise sledecu hipotezu: u opStem slucaju vazi:
(AxC)u(BxD)< (AuB)x(CuD).

Dokazimo je i formalno. Neka je (x,y) € (A x C) u (B x D) proizvoljan ureden par. Tada
imamo dva slucaja: (z,y) € A x C'ili (z,y) € B x D.

1° Ako (z,y) e Ax C,tadaze Aiye C,pasigurnoze Au Biye Cu D, odakle
(z,y) e (Au B) x (Cu D).

2° Ako (z,y) e Bx D,tadaz € Biye D, paponovoz € AuBiyeC u D, odakle
(x,y) e (Au B) x (Cu D).

U svakom slu¢aju (x,y) € (AuB) x (Cu D), $to znaci da smo dokazali zeljenu inkluziju.

Razmotrimo i uslove pod kojima vazi jednakost. Slika nam sugerise da bi sledece oblasti
trebalo da su prazne:

(A~ B) x (D~ C)

¢ (B~ A) x (C~ D)

Primetimo:
(ANB)x (DNC)=g i (BNA)x(C\D)=¢

akko (ANB=g ili DNC=g) i (BNA=g ili C~\D =)

akko (AcBiliDcC)i(BcAili CcD)

akko (AcBiBcAili(Ac<cBiCcD)ili
(DcCiBcAili(bcCiCcD)

akko A=Bili (AcBiCccD)ili(DcCiBgcA)il C=D.

Dakle, hipoteza je: Jednakost (A x C') u (B x D) = (A u B) x (C u D) vazi akko vazi
bar jedno od:
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° i CcD;
i DcC.
Dokazimo je i formalno.

Smer (=) dokazacemo kontrapozicijom. Pretpostavimo da ne vaZi nijedna od ponude-
nih opcija. Dakle, A # B,C # D, (A€ BiliC € D) i (BE AiliDE C). 1zA# B
preptostaviéemo da imamo element = takavdaz € Aix ¢ B; obratan slucaj je simetri¢an.
Svakakoz € AU B. 1z C # D imamo dva slucaja:

1° Imamo element y takavda y € C'iy ¢ D; svakako y € C u D. |z ¢etvrtog uslova,
B ¢ Aili D ¢ C razmotricemo dva podslucaja:

1°1° Vazi B ¢ A. Tada postoji i element 2’ takavda z’ € Bix' ¢ A; svakako 2’ € AU B.
Svakako (2/,y) € (AuB)x(CuD). Medutim, (2/,y) ¢ AxCjeraz’ ¢ A,alii(2',y) ¢ BxD
jery ¢ D. Prematome, (/,y) ¢ (Ax C)u (BxD),pa(AuB)x (CuD)# (AxC)u
(B x D).

1°2° Vazi D ¢ C. Tada postoji i element ¢/ takavday’ € D iy’ ¢ C; svakakoy’ € C U D.
Svakako (z,y’) € (AuB)x (CuD). Medutim, (x,y’) ¢ AxCjery ¢ C,alii(z,y’) ¢ BxD
jerz ¢ B. Prematome, (z,y') ¢ (AxC)u(BxD),pa(AuB)x(CuD) # (AxC)u(BxD).

2° Imamo element y takavday ¢ C iy € D; svakakoy € C u D. Tada (z,y) €
(Au B) x (Cu D). Medutim, (z,y) ¢ AxCijery¢ C,alii(x,y) ¢ Bx Dijerxz ¢ B.
Prema tome, (z,y) ¢ (Ax C)u (B x D),pa(AuB)x (CuD)+#(AxC)u(BxD,).

U svakom slucaju (A u B) x (Cu D) # (A x C) u (B x D), ¢ime smo dokazali prvi
smer.

(<) Inkluziju (Ax C)u (B x D) < (Au B) x (C v D) dokazali smo u opStem slucaju,
pa treba da dokaZzemo samo obratnu inkluziju. Razmotriéemo sva Cetiri slucaja.

1° Pretpostavimo A = B. Neka je (z,y) € (A u B) x (C v D) proizvoljan par. Kako je
A=B,xe AuBpovlatize Aix e B. lzye C u D imamo dva podslucaja:

1°1° Akoy € C, tada (z,y) € A x C, pai (z,y) € (Ax C) u (B x D).

1°2° Ako y € D, tada (z,y) € B x D,pai(z,y) € (A x C)u (B x D).

U oba podslucaja, (z,y) € (A x C) u (B x D), $to zavrsava dokaz u slu¢aju 1°.

2° Slu¢aj C' = D razmatramo analogno kao 1°. Detalje ostavljamo za vezbu.

3° Pretpostavimo A < BiC < D. Neka je (z,y) € (Au B) x (C u D) proizvoljan par.
KakojeAc B,AuB =B,paxze B. KakojeC < D,Cu D = D, pay e D. Dakle,
(x,y)e Bx D,pai(z,y) e (AxC)u (B x D),sto zavrSava slucaj 3°.

4° Sluc¢aj B <€ Ai D < C razmatramo analogno kao 3°. Detalje ostavljamo za vezbu.

Zavrsili smo dokaz i drugog smera.

A= B;
e C=0D;
AcCB
Bc A

N n

31. Zadatak. Ispitati odnos izmedu skupova:
e (AnB)x(CnD)i(AxC)n (B xD);
e (ANB)x(C~\D)i(AxC)~(BxD)
e (AAB)x (CAD)i(AxC)A(B x D).
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