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. Uvod.

1. Definicija. Binarna relacija izmedu skupova A i B je bilo koji podskup p € A x B.
Ax B

A

Ako par (a,b) pripada relaciji p, (a,b) € p, obicaj je da to zapisujemo sa a p b i ¢itamo ,a
je u relaciji p sa b". Sa druge strane, ako (a,b) ¢ p, obicaj je da piSemo a § b i ¢itamo ,a
nije u relaciji p sa b".

Ako je A = B, tj. ako je p € A x A, kazemo da je p binarna relacija na skupu A.

U slucaju da su skupovi A i B konacni, relaciju p izmedu skupova A i B mozemo da
predstavimo matricom relacije, tj. tablicom ¢ije su vrste oznacene elementima skupa A4, a
kolone elementima skupa B, i u polju indeksiranim sa a € A i b € B upiSemo istinitosnu
vrednost (tili n) iskaza a p b. Takode, p mozemo da skiciramo grafom relacije. Naime, ako
je element a € A u relaciji p sa elementom b € B, a p b, crtamo to kao strelicu a — b, dok
u slu¢aju a g b, ne crtamo nista.

Datum trenutne verzije: 26. novembar 2023.
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2. Primer. Neka su A = {a1,a2,a3,a4} i B = {b1,ba,bs}. Primer relacije p izmedu Ai B
je relacija:

p = {(a1,b1), (a1,b3), (a2, b1), (as,b1), (a4, b2)}.
Cinjenicu da npr. (ay,b1) € p zapisujemo sa aj p by, a da npr. (ay,b2) ¢ p zapisujemo sa
ay p be. Matrica i graf prethodne relacije su:

by by by
a1 |t n t
a| t n n
a3/ n n n
ag | £t t n

A

3. Primer. Neka je A = {1,2,3,4} i p relacija na A definisana sa = p y akko |z — y| < 1.
Lakovidimolp1l(jer|1—1]=0<1),1p2(er|1—2|<1),1p3(er|1—3]<1),1p4,
2p1,2p2,2p3,2p4,391,3p2,3p3,3p4,4p1,4p2,4p3i4p4. Matrica relacije
je zapisana ispod levo. Relaciju mozemo da skiciramo kao u prethodnom primeru (slika u
sredini):

LSOV R

S 3 ~+ |
= e SR
~ =~ =~ 3| W
~ =~ 3 3|

ali mozemo da skiciramo kao i graf na slici desno.

[l. Podrelacija i skupovne operacije sa relacijama. Neka su p,0 < A x B dve relacije
izmedu A i B. S obzirom da su p i o pre svega skupovi, moZzemo govoriti o tome da li je
p € 0, moZemo govoriti o preseku p ~ o, uniji pu o, razlici p~ o, simetri¢nojrazlicip A oi
komplementu p€. lako to nije obavezno, kada govorimo o prethodnim stvarima uvek ¢emo
podrazumevati da su p i 0 obe izmedu A i B (necemo posmatrati p izmedu A1 i By, a o
izmedu nekog As i Bs).

Do kraja ovog odeljka pretpostavljamo da su p i o dve relacije izmedu A i B.

4. Definicija. Ako je p < o kazemo da je p grublja od o, odnosno da je o finija od p. (Dakle,
¢ je najgrublja relacija izmedu Ai B, a A x B je najfinija relacija izmedu A i B.) To znaci
da a p b povlati a o b, tj. ako postoji strelica a > b, onda postoji i strelica a > b (slika
desno).
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Ax B
p o
B < : > g
o
A B A B

Sto se tice preseka, p n o su zajednicki parovi, tj. strelice, relacija p i o:

Ax B
p pNno
b=
o
A B A B

. . wags . nNo . . . .
Na slici desno smo nazna¢ili da strelica a °=5 b postoji ako i samo ako postoje obe strelice

A

abia>b,
Unija p U o su svi parovi, tj. strelice, relacije p i relacije o:

Ax B

A

Na grafu to znaci da strelica a P2S b postoji ako i samo ako postoje bar jedna od strelica

abbiaSb:
P P
X
ili ili - — b
[0} [0}
A B A B A B A B

(Cinjenicu sa neka strelica ne postoji naglasili smo prekrizenom tac¢kastom strelicom.)
Razlika p ~ o su svi parovi, tj. strelice, koje jesu p, ali nisu o:

pN O
—
A B A B

Simetri¢na razlika p A o su svi parovi, tj. strelice, koji su u tacno jedno od relacijap i o:

AXx B

A
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AXx B

pAo
—
B A B

Konacno, komplement relacije p, p¢, su svi parovi, tj. strelice, skupa A x B koji nisu u
relaciji p (dakle, komplement racunamo relativno u odnosu na A x B):

= AXxB I I I I

5. Primer. Komplement relacije p:

p= {(alv bl)a (a'la b3)7 (a27 bl)v (a4a bl)? (a47 b2)}

izmedu A = {a1, az2,as3,a4} i B = {b1,ba,bs} dobijamo uzimajuci sve strelice koje nisu p, i
samo njih:

Na grafu to znaci:

X©

Q

A B A

A

A A
Skupovno zapisano: pC = {(al, bz), (CLQ, bg), (ag, bg), (CL3, bl), (ag, bg), (CLg, bg), (CL4, bg)}

Sve osobine relacije < i operacija n, U, \, A i ¢ koje vaZze generalno za skupove, vaze i
za relacije.

[11. Inverzna relacija.

6. Definicija. Neka je p < A x B. Inverzna relacija relacije p ili inverz relacije p je relacija
p~! < B x A definisana sa:

pi1 - {(b7 a) ’ (a, b) € p}7
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1

tj. datasa b p~ a akko a p b, odnosno dobijena obrtanjem svih strelica na grafu:

p p!
=
B A B
7. Primer. Inverz relacije p:

p = {(a1,b1), (a1,b3), (az,b1), (as,b1), (a4, b2)}

izmedu A = {a1,a2,a3,a4} i B = {b1,be, b3} dobijamo obrtanjem svih strelica na grafu
relacije p:

A

Skupovno zapisano: p~' = {(by,a1), (b1, az), (b1, a4), (b2, as), (bs,a1)}.

8. Tvrdenje. Neka su p,o0 € A x B. Tada vazi:

(i) (p" )t =0p; (v) (p~o)t=ptNo};
(i) p S opoviacip= < o7 !; (vi) (pAo) t=ptAo Y
(i) (pro)t=ptnol; (vii) (p°)~" = (p71)"

(iv) (puo)t=ptuo}

Dokaz. Dokazisvih delova su pravolinijski po definicijama. Npr. da bismo dokazali posled-
nji deo, (p°)~! = (p~1)¢, mozemo da razmotrimo sledecu sliku:
po definiciji po definiciji po definiciji
inverza komplementa inverza

FOL0 00
007076

po definiciji 4 B po definiciji

inverza komplementa
Na slici smo razlicite relacije predstavili strelicama razlicitih boja. Prva ekvivalen-
cija dobija se samo obrtanjem strelica po definiciji inverza. Druga ekvivalencija sledi po
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definiciji komplementa, tj. leva strelica postoji akko desna ne postoji. Trec¢a ekvivalencija
ponovo vazi po definiciji inverza, a cetvrta po definiciji komplementa. Dakle, izmedu b
i a postoji crna strelica akko postoji narandzasta strelica, pa su ove dve relacije ((p¢)~!
predstavljena crnom i (p~1)¢ predstavljena narandzastom strelicom) jednake.
Formalno dokaz mozemo da zapiSemo na sledeci nacin: Nekasua e Aibe B. Imamo:
b(p)ta < apb po definiciji inverza
> —apb po definiciji komplementa
<~ —bpta podefinicijiinverza
< b(p~H)%a po definiciji komplementa.
Prema tome, relacije (p€)~!i (p~1)¢ sadrze iste parove, pa su jednake. Q

IV. Kompozicija relacija.

9. Definicija. Nekasup € Ax Bio < B x C relacije. Kompozicija relacija p i o je relacija
oopc A x C'definisana sa:

acopc <= (IbeB)apbibocg,

zaae Aice C. Na grafu to moZzemo predstaviti na sledeci nacin:

gop

B

. . 0o . . . .
Dakle, imamo strelicu a 9% ¢ akko imamo strelice a —> bib <> ¢ za neki element b € B.

10. Primer. Neka su A = {a1,a9,a3}, B = {b1,b2,b3,b4} i C = {c1,c2,c3,c4}, i relacije
p< Ax Bio< B x (C date grafovima na slici levo:

Kompoziciju oo p dobijamo nastavljajudi strelice polaze¢i od elemenata iz A i zavrsavajuci
u C. Npr. kako a1 —> by -5 ¢ imamo a1 —5 ¢;, kako a1 —> by —<> ¢, imamo
a1 =5 ¢y, itd. Dobijamo graf na slici desno. Skupovno zapisano kompozicija relacija p i
ojecop={(a,c1),(a,c2), (a1,cq), (az,c1), (as,c1), (as,c2)}.

1Obratite paznju na redosled zapisa: zapisujemo relacije s desna na levo!
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11. Tvrdenje. Nekasup € Ax B,oc < B x Cit< C x D relacije. Tada:

1 1

(i) (cop)t=p7loo}; (ii) To(cop)=(To0)o0Dp.

Dokaz. (i) Najpre primetimo da su obe strane jednakosti definisane relacije iz C'u A. Raz-
motrimo najpre inkluziju (<) na grafu:

po definiciji kompozicije

po definiciji inverza strelica levo se razlaze
obrnemo strelicu kroz B
(oop)!
—
A C A
B

A

po definiciji inverza B po definiciji kompozicije B
obrnemo strelice nadovezemo strelice

Dakle, ako imamo (o o p)~!-strelicu ¢ — a, onda imamo i p~! o o~ !-strelicu ¢ — a, pa

mozemo da zakljuéimo (cop)~! < p~! o o~ !. Nije tesko videti da prethodna slika ¢itana
zdesna na levo dokazuje i obratnu inkluziju. Sada mozemo zapisati i formalan dokaz:
Neka sua € Aice C proizvoljni elementi. Tada:

c(cop)™ta <= acopc po definiciji inverza
<= apbiboc,zanekobe B po definiciji kompozicije
— bpltaico'b zanekobe B po definiciji inverza
«— cploota po definiciji kompozicije

1 1

Prema tome, (cop) ' =ptoo L
(ii) Opet najpre primetimo da su obe relacije to (cop)i(too)opiz Au D, paima

smisla da ih uporedujemo. Razmotrimo inkluziju (<) na grafu:
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D D D
razlazemo strelicu tamno plavu strelicu
3 kroz C razlazemo kroz B
\60 l l
— — B
A C AP C
B B B
D D
o Q
< 6\
A
ESo o ESo
] q ]
AP C A C
nadoveZzemo narandzastu nadovezemo strelice

i svetlo plavu strelicu

Dakle, ako imamo t o (o o p)-strelicu @ — d, onda imamo i (T o o) o p-strelicu a — d, pa
To(o0op) S (Too0)op. Postupaju¢i unazad, prethodno razmatranje nam daje i obratnu
inkluziju. Zapisimo sada i formalno dokaz: Neka sua € A id € D proizvoljni. Imamo:
ato(cop)d <= acopcictd zanekoceC

< apbibocictd zanekebe B,ceC

<= apbibtood zanekobe B

< a(too)opd.
Svi koraci u prethodnom nizu su po definiciji kompozicije. Prema tome, To (0o p) =
(tToo)op. Q

12. Komentar. Akop € A x B,o € Bx Cit < C x D, prema prthodnom tvrdenju
(asocijativnosti kompozicije) mozemo da piSemo tooop. Iz dokaza vidimodaatocopd
znaci da postojebe Bice Ctakodaapb, bocictd, Sto kraée mozemo da zapisSemo i
saapboctd. Analogno vaziiako imamo definisanu kompoziciju vise od tri relacije.

13. Primer. Neka p1,p2 € A x Bio < B x C. lIspitajmo u kom su odnosu relacije
oo (p1 np2)i(oopi)n (oops2), koje suobeizmedu AiC.
Pretpostavimo najpre da imamo a o o (p1 N p2) ¢ i razmotrimo graf:
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razlazemo strelicu po definiciji
kroz B preseka
oo (p1Np2) ‘
B B B
A C
B

@/G \ @

nadovezemo strelice po defmlcul
dva puta preseka B

Prema tome, ako imamo o o (p1 N pa)-strelicu a — ¢, onda imamo i (00 p1) N (00 p2)-
strelicu a — ¢, pavazi 0o (p1 N p2) € (00p1) N (0o ps2). Formalno, dokaz ove inkluzije
zapisujemo sa: Neka sua € Aice C proizvoljne. Imamo:

aco(pinpa)c = apinp2biboc zanekobe B po def. kompozicije
=> api1biapebiboc zanekobe B podef. preseka
=> ao0opjciacopyc po def. kompozicije
= a(oop)n(ocops)c po def. preseka.

Dakle, u opstem slucaju vazi oo (p; N p2) S (00 p1) N (00 p2).
Po definiciji kompozicije, prva implikacija se mozZe obrnuti. Takode, po definiciji pre-
seka, druga i cetvrta implikacija se mogu obrnuti. Medutim, treca implikacija ne moZze.

Pogledajmo graf:
®/ A @ 'V'
O obe strehce se e

razlazu kroz B,
medutim ne obavezno
kroz isti element

Sada vidimo da ne moramo obavezno da predemo na presek p; N ps.

Poslednja slicica nam sugeriSe i kontraprimer za obratnu inkluziju. Naime, uzmimo ba$
A= {a}, B = {b1>b2}' C= {C}, P1 = {(a7 bl)}r P2 = {(a>b2)} o= {(blac)? (b27c)}' Tada
jepinpe = O, pajeioco(pinpe) = &. Sadruge strane, copy = {(a,c)}icops = {(a,c)},
paje (copi)n(ocop2)={(a,c)}. Dakle,imamo primer u kome vazi:

o(p1np2) S (00p1)n(00p2).

14. Zadatak. Neka p1,p2 € A x Bio < B x C. Dokazati:
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(i) p1 € p2 povlatiocop; S oo pg;
(i) oo (p1 U p2)=(00p1)u(0oops);
(i) 00 (p1 N p2) 2 (00 p1) \ (00 p2).
(iv) Primerom pokazati da u (i) ne mora da vaZi obratna implikacija.
(v) Primerom pokazati da u (iii) ne mora da vazi obratna inkluzija.

V. Osobine binarnih relacija na skupu S.

15. Definicija. Neka je p binarna relacija na skupu S. Isticemo nekoliko osobina koje
relacija p moze (i ne mora) da ima:

(R) VzeS)zpux; (refleksivnost)
() (VxeS)zpa; (irefeksivnost)
(S) (Vo,ye S)(xpy —ypx), (simetri¢nost)
(@) (Va,ye S)(zpy —ypx) (asimetri¢nost)
(A) (Vo,yeS)(zpyrypr—z=1y), (antisimetri¢nost)
(T) (Vz,y,zeS)(xpyrypz—zp2). (tranzitivnost)

Na grafu relacije p uslov refleksivnosti kaze da oko svakog elementa postoji petlja, dok
uslov irefleksivnosti ide u drugu krajnost: ni oko jednog elementa nema petlje. Uslov
simetri¢nosti kaze da ako imamo strelicu x — y, moramo da imamo i strelicu y — z:

S . .
ako * Y, ondamorabitii Y.

Uslov simetri¢nosti odnosi se i na potencijalno jednake x = y, ali ne daje nikakvu infor-
maciju (kaze samo da ako imamo petlju u z, onda imamo petlju u x, $to je uvek tacna
implikacija).

Uslov asimetri¢nosti kaze da ako imamo sterlicu  — y, onda nemamo strelicu y — x:

T
x

ako *~ v ,onda mora biti "¢~
| uslov asimetri¢nosti odnosi se na potencijalno jednake x i y. U tom slucaju uslov asime-
tricnosti kaze da je ta¢na implikacija: ako postoji petlja u z, onda ne postoji petlja u z, Sto
je tacno akko ni u jednom x nemamo petlju. Dakle, asimetri¢nost specijlno podrazumeva
irefleksivnost.
Uslov antisimetri¢nosti kaze da ako imamo obe strelicez — yiy — x, ondaz iy
moraju da budu jednaki. Drugim rec¢ima ako = # y, nemamo sledecu situaciju:

T
z Y
K

Primetimo da asimetrinost povlaci antisimetri¢nost. Oba uslova zabranjuju obe strelice
izmedu razlicitih elemenata. Jedina razlika je Sto asimetri¢nost zabranjuje petlje, dok
antisimetri¢nost dozvoljava da oko nekih elemenata postoji petlja.

Uslov tranzitivnosti kaze da ako postoje strelice x — y iy — z, mora da postoji i strelica
Tr — Z.

> e a s m
ako * Y z onda mora bitii = T——"
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| uslov tranzitivnosti odnosi se i na x,y, z od kojih su neki potencijalno jednaki. Ako je
x = yiliy = 2z, implikacija u uslovu tranzitivnosti ociglendo je zadovoljena. Isticemo
slu¢aj x # y iz = z. U ovom slucaju tranzitivnost kaze da ako imamo obe strelice izmedu
dva razli¢ita elementa x i y, moramo da imamo i obe petlje u z i y:

Ce v

—
ako “~_Y, onda mora biti i

16. Primer. Na skupu {1, 2, 3,4} uoc¢imo relacije skicirane sa:

> 50 30

—D
() | X ) ()
0 = 5

P o T

)

Cr—5D

Ispitajmo koje osobine imaju ove relacije.

Relacija p nije refleksivna (jer nema petlje oko 1i2), a nije ni irefleksivna (jer ima petlje
oko 3 i 4). Relacija nije simetri¢na jer imamo 1 — 4, ali nemamo 4 — 1. Relacija nije ni
asimetri¢na ni antisimetri¢na jerimamo 1 — 2i2 — 1i1 # 2; relacija nije asimetri¢na
jer nije ni irefleksivna. Konac¢no p nije ni tranzitivna jerimamo2 — 1i1 — 4, alinemamo
2 — 4.

Relacija o nije refleksivna (nema petlju oko 1) ni irefleksivna (ima sve ostale petlje).
Relacija nije simetri¢na jer npr. 2 — 1 ali nije 1 — 2. Relacija nije asimetri¢na niti an-
tisimetri¢na jer imamo 3 — 4 i4 — 3. Konacno relacija jeste tranzitivna. Nije tesko
izracunati da je 0 o 0 = 0, Sto znaci da o jeste trazitivna.

Relacija T jeste refleksivna i simetri¢na, ali ne zadovoljava ostale osobine.

17. Definicija. Dijagonala skupa S je relacija na S datasa Ag = {(z,z) | x € S}.

Primetimo da je Ag samo druga oznaka za relaciju jednakosti na S.

Sada mozemo da damo i sledece, skupovne karakterizacije gore uvedenih osobina.
Najpre, ocigledno relacija p na S je refleksivna akko Ag < p, a p je irefleksivna akko
AS Np= @

Kako je y p = akko 2 p~! 7, uslov simetri¢nosti ekvivalentan je sa p < p~ .
ekvivalentnoisap=pljerpc plpoviaciip~t < (p~H)~ ! =p.

Kako je y p x akko = p~! y akko x (p~1)¢ y, uslov asimetri¢nosti ekvivalentan je sa
pcs(pHtisapnp =g

Sad lako vidimo i da je uslov antisimetri¢nosti ekvivalentansa p n p~! < Ag.

Kona¢no, razmotrimo i tranzitivnost. Iskaz (Vx,y,z € S)(x py Aypz — xp 2)
ekvivalentan je sa: (Va,2€ S)((3ye S)(zpyrypz) >z pz). Kakoje (Gye S)(zpy A
y p z) ekvivalentno sa z p o p z, uslov tranzitivnosti ekvivalentan je sa po p < p.

Ovo je

V1. Ekvivalencije.

18. Zadatak. Na skupu {a, b, ¢} konstruisati relaciju p koja je:
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(i) refleksivna i simetri¢na, ali nije tranzitivna;
(ii) refleksivna i tranzitivna, ali nije simetri¢na;
(iii) simetri¢na i tranzitivna, ali nije refleksivna.

19. Definicija. Relacija ~ na skupu S je ekvivalencija ako je refleksivna, simetri¢na i tranz-
itivna.

Prvi primer ekvivalencije na bilo kom skupu je jednakost na tom skupu. Izborom sim-
bola ~ naglasavamo da ekvivalencije imaju iste osnovne osobine kao i jednakost.

20. Primer. Neka je m € IN. Na skupu Z definiSemo relaciju =,,, sa x =,,, y akkom | x —y,
tj. akko (3k € Z) x — y = mk.

Relacija =, je refleksivna jer za sve x € Z vazixz — x = m - 0. Ako je z =, y, tj.
x —y = mk za neko celo k, tada je y — x = m(—k) i —k € Z, pa y =, z, $to znaci da je
=,, simetri¢cna. Akojez =, yiy =, 2z, tjz —y =mkiy— z = ml zaneke cele ki,
sabiranjemjeiz —z=m(k+1)ik+ 1€ Z, pa je x =, z Sto dokazuje tranzitivnost.

Zam =0,z =pyakkoz—y =0-kzaneko k € Z, akko x = y, pa je relacija =q relacija
jednakosti na skupu Z. Zam =1, x =1 y akkox —y = 1 - k za neko k € Z, $to je tacno
za proizvoljne brojeve x i y. Dakle, =; je relacija Z x Z.

Zanimljivi slu¢ajevi su kada je m > 2.

21. Definicija. Neka je ~ ekvivalencija na skupu S ia € S. Klasa elementa a je skup u
oznaci [a]~, ili samo [a] ako je ekvivalencija ~ jasna iz konteksta, definisan sa:

[a] ={x €S|z~ a}.
Zbog simetri¢nosti direktno imamo i [a] = {x € S | a ~ z}.

22. Tvrdenje (Osnovne osobine klasa). Neka je ~ ekvivalencija na Sia,be S. Tada:
(i) a € [a]; specijalno, [a] # &,

(ii) a ~ b akko [a] = [b];

(i) a # b akko [a] N [b] = .

Dokaz. (i) Uslov a € [a] ekvivalentan je sa a ~ a, $to jeste tacno jer je ~ refleksivna.

(ii) (=) Pretpostavimo a ~ b. Dokazimo najpre [a] < [b]. Ako z € [a], tada = ~ a, pa
kako a ~ b, po tranzitivnosti xz ~ b, tj. z € [b]; dakle, [a] < [b]. Ovime smo dokazali da
a ~ b povlaci [a] < [b]. Kako a ~ b zbog simetri¢nosti povlaciib ~ a, prema prethodnom
imamo i [b] < [a]. Dakle, vazi [a] = [b].

(<) Pretpostavimo [a] = [b]. Kako a € [a] prema (i), vaziia € [b], $to znaci a ~ b.

(iii) (=) Dokazimo kontrapoziciju. Pretpostavimo [a] n [b] # & i neka je z € [a] N [b].
Tadaa ~ xix ~ b, paia~ bzbog tranzitivnosti, $to znaci da ne vazi a % b.

(<) Pretpostavimo [a] n [b] = &. Kako [a], [b] # ¢ prema (i), to povlaci [a] # [b],
odakle a # b prema (ii). Q

Prema (i) i (ii), = € [a] akko x ~ a akko [z] = [a], i = ¢ [a] akko = % a akko [x] N [a] = .
Dakle, svi elementi u klasi su u relaciji samo sa elementima te klase i ni sa jednim vise, i
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imaju tu istu klasu. Klase ekvivalencije dele skup S na medusobno disjunktne (presek je
prazan) neprazne delove. Ovakva podela skupa S naziva se particija skupa S.

23. Primer. Vratimo se na primer 20 i neka je m > 2. Izracunajmo klase relacije =,,. Za
a € Z,imamo:
rela] & x=pha

< x—a=mkzanekokeZ

< rz=a+mkzanekokeZ
pa je [a] = {a + mk | k € Z}. Nije teSko videti da imamo m razli¢itih klasa. Naime, klasa
[a] odredena je ostatkom pro deljenju broja a sa m. Zaista, ako jea = mqg+r, 0 <r <m,
tada a € [r], paje [a] = [r]. Sa druge strane, za 0 < r; < ro < m, jasnojedam{ry —ro,
pa ri %, ro, Sto znaci da [r1] # [re]. Dakle, imamo m razli¢itih klasa i one su odredene
ostacima pri deljenju sa m: [0], [1],...,[m — 1].

24. Definicija. Skup svih klasa ekvivalencije ~ na skupu S zove se kolicnicki skup i oznacava

sesa S/~
S/~ ={lal a € S}.

U prethodnom primeru Z /=, = {[0],[1],..., [m — 1]}

25. Definicija. Transverzala ili skup predstavnika ekvivalencije ~ na skupu S je bilo koji
podskup T' < S koji sadrzi po ta¢no jedan element iz svake klase.

Npr. u gornjem primeru skup {0,1,...,m — 1} je jedna prirodna transverzala ekviva-
lencije =,,.

26. Primer. Na skupu R x R definiSemo relaciju ~ sa:

(z1,91) = (22,92) = Y1 =192
Nije tesko videti da je ~ ekvivalencija. lzracunajmo klasu tacke (a,b):
(z,y) € [(a,0)] < (z,y) ~ (a,b)
< y=>b
kroz (a,b) paralelna sa x-osom:

tj. [(a,b)] = {(x,b) | z € R}. Prethodni skup je prava

(a,b)

[(a, )]

Prema tome koli¢nicki skup, (R x R)/~, je skup svih pravih paralelnih sa z-osom. Da
bismo uocili neku transverzalu treba sa svake od tih pravih da izaberemo po jednu tac¢ku.
Npr. y-osa je jedna transverzala. Ili bilo koja prava koja nije paralelna sa z-osomo. Ili graf
funkcije y = 23. Svi ovi skupovi seku prave paralelne sa z-osom u po jednoj tacki.
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27. Primer. Na skupu R x R definiSemo relaciju ~ sa:
(:Uhyl) ~ ($2,92) < iU%—Fy% :1’%"‘(@%
Ponovo lako vidimo da je ~ ekvivalencija, i racunamo klasu tacke (a, b):
(z,y) € [(a,0)] < (z,y) ~ (a,b) :

S ol e 0 l@h] = () [ 9?4yt = a? 182 e R).
Ako sa r oznacimo rastojanje (a,b) od koordinatnog pocetka, po Pitagorinoj teoremi je
a® + b = 12, pa je prethodni skup zapravo skup tacaka (z,y) za koje je 22 + 3> = 72, i
prepoznajemo da je u pitanju kruznica sa centrom u koordinatnom pocetku poluprecnika
r, tj. koja prolazi kroz (a, b):

a,b)

N

N

Prema tome koli¢nicki skup je skup svih kruznica sa centrom u koordinatnom pocetku
(uklju€ujuci i jedan degenerisan slucaj, [(0,0)] = {(0,0)}, $to mozemo da razumemo kao
kruznicu sa centrom u koordinatnom pocetku poluprec¢nika 0). Sa svake takve kruznice
treba da odaberemo po jednu tacku da bismo odredili jednu transverzalu, i jedan prirodan
nacin je da uzmemo bilo koju polupravu sa temenom u koordinatnom pocetku.

28. Primer. Na skupu R data je relacija ~ sa:
rry < x—yEe-.

Ova relacija takode jeste ekvivalencija, a klasa broja a je:
rela] & xz~a
< x—a€cl
< x=a-+kzanekokeZ
tj. [a] = {a+ k| k € Z} = a + Z. Dakle, klasa elementa a je skup Z transliran za a:
-3 -2 -1 0 2 3 =2z

g

Primetimo da svaka klasa ima jedinstvenog predstavnika u intervalu [0, 1). Zaista, za klasu
[a] to je a — |a] € [0,1). Prema tome jedna prirodna transverzala je interval [0, 1).

29. Primer. Na skupu R data je relacija ~ sa:
rr~y < xz—yeQ.

| ova relacija jeste ekvivalencija, a klasa broja a je, slicno kao u prethodnom primeru,
skup Q transliran za a: [a] = a + Q. Do sada smo imali prirodne nacine da odaberemo



BINARNE RELACIJE 15

transverzale, medutim u ovom slucaju, ako se malo udubimo, vide¢emo da to nije tako. |
zaista, moze se pokazati da ne postoji prirodan nacin da konstruisemo transverzalu.

S obzirom da ne postoji nac¢in da konstruiSemo prethodnu transverzalu, prirodno je
pitanje da li ona postoji. Odgovor daje aksioma izbora.

30. Aksioma (Aksioma izbora). Svaka ekvivalencija ima transverzalu.

Specijalne transverzale relacije iz primera 29 nazivaju se Vitalijevi skupovi, i ve¢ kod
njih vidimo prve ¢udne posledice aksiome izbora. Pogledajte odeljak VIII.

VII. Uredenja.

31. Definicija. Relacija <t na skupu S je (parcijalno) uredenje (poredak) ako je refleksivna,
antisimetri¢na i tranzitivna.

Osnovni primeri uredenja su < na R ili € na familijama skupova. Primetimo da za
uredenja koristimo oznaku < koja bi trebalo da nas podse¢a na osnovne primere. Ako
a < b, element a dozivljavamo kao manji (ili jednak) od b, a b veci (ili jednak) od a. Treba
da naglasimo jednu bitnu razliku izmedu proizvoljnog uredenja i primera < na R. Naime,
< na R ima i dodatnu osobinu linearnosti:

(L) Vz,yeS)(z<yvy<Luz) (linearnost)
koja kaZe da za svaka dva elementa moZemo da uporedimo koji je manji, a koji vec¢i. Ovo
u opStem slucaju ne vazi, i npr. € u opStem slucaju nema ovu osobinu. Npr. na skupu
P({a,b,c}), skupove {a} i {b}, ili {a}i{b,c},ili {a,b} i {a,c} ne mozemo da uporedimo sa
c. Kad smo kod ovog primera, naglasimo i da uredenja mozemo da skiciramo na sledeci

nacin:
{a,b,c}

RN

{a,b} {a,c} {b,c}

X X

{ad {8} {c}

N

Na prethodnom dijagramu crtamo manje skupove ispod vecih i crticom naglasavamo koji
skup je neposredno iznad nekog drugog. Kad god je moguce, ovako ¢emo skicirati i druga
uredenja. Na prethodnom dijagramu lako uo¢avamo i odgovarajuce parove neuporediivh
elemenata.

Ako uredenje <t zadovoljava i uslov linearnosti, kazemo da je < linearno uredenje.

32. Definicija. Relacija < naskupu S je strogo (parcijalno) uredenje (poredak) ako je ireflek-
sivna, asimetri¢na i tranzitivna (ekvalentno samo irefleksivna i tranzitivna, ekvivalentno
samo asimetri¢na i tranzitivna).

Osnovni primeri strogog uredenja su < na R ili < na familijama skupova. Strogo ure-
denje je linearno ako zadovoljava odgovarajudi uslov linearnosti:
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(L) (Ve,yeS)(z<yvr=yvy<x) (linearnost)

Svako uredenje ima prirodno pridruzeno strogo uredenje, i obratno. Pridruzivanje je
dato na sledeci nacin:

uredenje UV strogo uredenje
dato < wo <y e xDYAT FEY
rLy S x<AYVIT =Y <o~ dato <

Pridruzeno (strogo) uredenje ima ocekivane osobine. Npr. ako imamo uredenje < i pri-
druzeno strogo uredenje <t, akoa < bib<i ¢, onda a< ¢, itd.

33. Primer. Relacija deljivosti | na IN definisana sa a | b akko b = ak za neko k € IN
je uredenje. Refleksivnost, a | a, vazi jer a = a - 1. Tranzitivnost vazijera | bib | ¢
povlaci b = ak i c = bl za neke k,l € IN, pa ¢ = a(kl) i kl € N povlace a | ¢. Konacno,
za antisimetri¢nost pretpostavimo a | bib | a, tj. b = ak i a = bl za neke k,l € IN. Tada
je b = b(kl), tj. b(1 — kl) = 0. Ako jeb = 0,onda jeia = bl = 0, ivazia = b, a ako je
1—kl=0,tadajekl=1,pajek=1=1jerk,l €IN; opeta=>bl=b.

Primetimo da u smislu relacije deljivosti a | b znaci da je a manji a b veci element.
Primetimo dve osobine. Za svakoavazil |ajera=1-a,kaoia|0jer0 = a-0. Dijagram
ovog uredenja predstavljamo na sledeci nacin:

12

|

4/ \6 9 10 15 14
\2M T 1113
\\\1///

Naglasimo da je 0 na vrhu, veca od svih drugih elemenata.

34. Definicija. Neka je < uredenjena S, A< Sia€S.
Element a je najmanji element skupa A akoae Ai (Vz e A)a < x.
Element a je minimalni element skupa A akoa € Ai (Vz € A) z 4 a.’
Dualno definineSemo pojmove najveceg i maksimalnog elementa.

2

2N;;\jmanji element u skupu je onaj koji je manji (ili jednak) od svih u tom skupu.
3Minimalni element u skupu je onaj od kojeg nijedan element iz tog skupa nije strogo maniji.
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35. Primer. Vratimo se na primer 33. Skup A = IN ima najmanji element 1 jer 1 | a za sve

a € N, kao i najveci element 0 jer a | 0 za sve a € IN. Nijedan drugi element a # 1 nije

najmanji jer ne deli 1, i nijedan drugi element a # 0 nije najveci jer ga ne deli 0. Takode,

jedino ,ispod” 1 ne postoje drugi elementi, $to znaci da je 1 i jedini minimalni element, kao

i jedino ,iznad” 0 ne postoje drugi elementi, $to znaci da je 0 jedini maksimalni element.
Neka je sada B = IN \ {1}:

16
8 12

Skup B nema vise najmanji element jer bilo koji a # 1 ne deli sve preostale elemente u
B, npr.a { a + 1. Medutim skup B ima beskona¢no mnogo minimalnih elemenata: to su
prosti brojevi. Jedino ispod njih nema drugih ,crvenih” elemenata.

Skup C' = IN \ {0} nema najveci element, ali nema ni maksimalne elemente. Zaista, za
a # 0vazia | 2aia # 2a, pa anije veci od 2a, $to znaci da a nije najvedi, i od a je strogo
veci 2a, $to znaci da a nije maksimalan.

36. Tvrdenje. Neka je < uredenjena SiAc S.

(i) Najmanji element skupa A, ako postoji, jedinstven je.
(ii) Najmanji element skupa A, ako postoji, je jedini minimalni element skupa A.
(iii) Ako je A lanac*, minimalni element skupa A, ako postoji, je i najmanji element skupa A.

Analogno vazi i ako termine najmanji/minimalni zamenimo sa najveci/maksimalni.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da su a,b € A najmanji elementi. Tada je a < b jer je a najmanji,
pa je manjiiod b, i b< ajer je bnajmanji, pa je manji i od a. Zbog asimetri¢nosti a = b.
Dakle, ako postoji, najmanji element je jedinstven.

(ii) Pretpostavimo da je a € A najmanji element. Za svako x € A tada vaZzia < z,
pa nije z <1 a, $to znaci da a jeste minimalan. Da bismo videli da je jedini minimalan
pretpostavimo da je b € A minimalan element. Tada je a < b jer je a najmanji, pa je manji
iodb, alia < bjerjebminimalni pa nista, ni a, nije strogo manje od njega. Prema tome
a = b i zaklju€ujemo da je a jedini minimalni u A.

4Skup A je lanac ako su svaka dva njegova elementa uporediva.



18 SLAVKO MOCONJA

(iii) Pretpostavimo da je A lanac i da je a € A minimalni element. Tada za sve x € A
vazi z < a, ali kako je A lanac, x je uporediv sa a, pa mora biti a < x. Dakle, a je najmaniji
uA. Q

37. Definicija. Ako postoji, najmanji element skupa A obelezavamo sa min(A), a najveci
element sa max(A4).°

38. Primer. Prethodno tvrdenje povlaci da ako skup A nema minimalne (maksimalne)
elemente, ili ima bar dva minimalna (maksimalna) elementa, onda A ne moze da ima
najmanji (najveci) element. Ostaje otvoreno pitanje da li je moguce da A ima jedinstveni
minimalni (maksimalni) element, a da ipak nema najmanji (najveci). Odgovor je pozitivan.
Npr. uo¢imo u primeru 33 skup A = {2" | n > 0} U {3}:

12

/N

6 9 10 15 14

\ [

Skup A ima jedinstveni maksimalni element 3, ali on nije najveci.

13

39. Tvrdenje. Neka je < uredenjena S i A < S je neprazan konacan podskup. Tada A ima
minimalan element (i slicno, ima i maksimalan element).

Dokaz. Dokaz mozemo izvesti indukcijom po broju elemenata n u skupu A. Ako jen =1,
tj. A = {a}, aje ocigledno minimalan element u A. Pretpostavimo da A iman+1 element
i izaberimo proizvoljni element a € A. Ako je a slu¢ajno minimalan, zavrsili smo posao.
Pretpostavimo da a nije minimalan, pa postoji ' € A takav da a’ < a. Po indukcijskoj
hipotezi skup A \ {a} ima minimalan element b, $to znaci da nijedan element u A razli¢it
od a nije strogo manji od b. Prema tome a’ <1 b, pa kako @’ < a, mora biti i a <1 b. To znaci
da nijedan element u A nije strogo manji od b (za elemente razlic¢ite od a to vazZi po izboru
b, a sad smo videli da vazi i za a), pa je b minimalan u A. Q

40. Definicija. Neka je <t uredenjena SiAc S.
Elementa € S je donje ogranicenje za A ako (Vx € A) a < z. Skup svih donjih ogranicenja
skupa A obelezavamo sa A™.

>0znake min i max su skracenice za minimum i maksimum, §to su sinonimi za najmanji i najveci element, i ne
treba mesati ove termine sa minimalan i maksimalan.
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Element a € S je infimum skupa A ako je najvece donje ogranicenje, tj. a = max(A~).
Dualno definisemo pojam gornjeg ogranicenja, skup A™ i pojam supremuma.

41. Komentar. Po definiciji ako neko donje ogranicenje od A pripada A, ono je najmanji
element skupa A. Takode, ako infimum skupa A postoji, mora biti jedinstven (jer je
max(A~) jedinstven). Infimum skupa A obelezavamo sa inf(A); supremum skupa A o-
belezavamo sa sup(A).

Dakle, po definiciji, inf(A) = max(A~) i sup(A) = min(A™).

42. Zadatak. Neka je < uredenjena Si A< S.

(i) Ako postoji min(A), onda je inf(A) = min(A).
(ii) Ako postoji inf(A) iinf(A) € A, onda je min(A) = inf(A).

Analogno vazi i ako min / inf zamenimo sa max / sup.
43. Primer. Vratimo se na primer 33. Uo¢imo A = {4,6}. Tada je A~ skup zajednickih
delioca brojeva4i6, A~ = {1,2}, paje inf(4) = max(A~) = 2. Naglasimo da je infimum
od A najveci medu donjim ograniceninjima, tj. zajednic¢kim deliocima, od A, pa je inf(A)
zapravo NZD brojeva 4 i 6. Sli€no, gornja ograni¢enja skupa A su zajednicki sadrzaoci
brojeva4i6, tj. At = {12n | n € IN}, pa je sup(A) = min(A) = 12, $to je NZS brojeva 4 i
6.
44. Primer. Na skupu {a,b,c,d, e, f,g} imamo tri uredenja data dijagramima:

a\ b a\ b a\ b

Al /\ e d><\

! f !

< < <

e

g g

U sva tri slucaja, skup A = {c,d, e} ima najveci element max(A4) = ¢ i dva minimalna
elementadie. Skup AT = {a, b, c} ionima najmanji element ¢, pa je sup(A) = min(A*") =
¢ =max(A).

Sto se tice donjih ogranicenja AZ = (&, AZ, ={f}1AZ, = {f,g}. Prematomeinfg(A)
ne postoji jer je AS prazan, info(A) = max(AZ,) = f, a infqr(A) ponovo ne postoji jer
A_,, iako neprazan, nema najveci element (ima dva maksimalna elementa).

g//l

45. Primer. U realnoj ravni definiSemo uredenje < sa:

(1,91) < (w2,92) = 21 < T2 Ay < Yo

(Nije teSko videti da je < zaista uredenje na R x R.) Odredimo znacajne tacke trouglova:
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)
A(-2,3)

B(2,-2) E(l; —-2)

Sta naslici znaci da je tacka A manja od tacke B? To znac¢ida je A ,levo-dole” u odnosu
na B jer su joj obe koordinate manje od koordinata tacke B. Dakle, skup manjih tacaka
od A, A~, i skup vecih ta¢aka od A, A™ su (slika levo):

AT

Pogledajmo sliku u sredini. Primetimo da od tac¢aka na stranici AB, i samo od njih, nijedna
tacka trougla nije storgo manja, kao i da od tac¢aka na stranicama AC'i BC, i samo od njih,
nijedna tacka trougla nije strogo veca. To znaci da su tacke duzi AB minimalni elementi
trougla ABC u nasem uredenju, a da su tacke duzi AC' i BC' maksimalni elementi trougla
ABC. Prema tome trougao ABC nema ni najmanji ni najveci element jer ima beskonac¢no
mnogo minimalnih i maksimalnih elemenata. Primetimo i da su tacke A i B dve tacke
trougla koje su ujedno i minimalne i maksimalne.

Da bismo sracunali infimum i supremum trougla ABC' treba da sratunamo ABC™ i
ABC™. Pogledjamo sliku desno. Donje ogranic¢enje trougla ABC mora da bude levlje
od njegove najlevlje tacke i ispod od njegove najnize tacke, pa vidimo da je ABC~ =
{(x,y) | = < —2, y < —2}. Ovaj skup ima najveci element i to je bas tacka (—2,—2), pa je
inf(ABC') = (-2, —2). Na slican nacin vidimo da je sup(ABC) = (2, 3).

Sto se tice trougla DEF, sli¢no kao malopre vidimo da su njegovi minimalni elementi
tacke stranice DFE, pa najmanji element ne postoji. Sa druge strane, teme F' jeste najveci
element trougla DEF, paijedini makismalni i supremum trougla (slika levo):
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Infimum ra¢unamo sli¢no kao kod trougla ABC'ividimo inf(DEF) = (-2, —2).

VIIl. Dodatak za UML: Vitalijev skup. Vratimo se na primer 29. Na R imamo defin-
isanu ekvivalenciju ~ sa x ~ y akko z — y € Q. Po aksiomi izbora ova relacija ima bar
jednu transverzalu 7. Mozemo da pretpostavimo da je 7' < [0, 1). Zaista, izabranog pred-
stavnika svoje klase ¢t € 7' mozemo zameniti sa predstavnikom iste klase ¢t — |t] € [0, 1)
(primetimot ~ ¢t — |t| jert — (t — [t]) = |t| € Z < Q), pa zamenom T sa {t — |t]| | t € T’}
mozemo pretpostaviti 7' < [0, 1).

Zelimo da odgovorimo na sledece pitanje: Da li je moguce izracunati duzinu skupa 7°?

Nec¢emo ulaziti u zasnivanje pojma mere (konkretno duzine), nave$s¢emo samo neko-
liko prirodnih osobina koje bi duzina trebalo da ima, a bice nam dovoljni da zavrsimo ovaj
primer. Oznacimo sa A(S) duzinu skupa S < R; jasno je da A(S) € [0, +o0]. Razne pod-
skupove od R merimo na prirodan nacin. Uzimamo da je svaka tacka duzine nula. DuZina

intervala (a,b) je A((a,b)) = b — a. Prirodno uzimamo da je duzina kona¢no mnogo dis-

junktnih skupova jednaka zbiru njihovih duzina: A( U S;) = Z A(S;) ako su S; medu-

=1 i=1
sobno disjunktni. Takode, prirodno uzimamo da je duzma translatorno invarijantna, sto

znaci da je duzina skupa a + S, koji je dobijen translacijom skupa S za a, jednaka duzini
skupa S: A(a + S) = A(S). Konacno, podskupovi nekog skupa bi prirodno trebalo da su
manje duzine: ako S < S’ onda A(S) < A(S7).

Skre¢emo paznju na jo$ jednu ¢injenicu. Pretpostavimo da imamo medusobno disjunk—

tne skupove S, S2, Ss, . ... Kako smo ve¢ naglasili duzina skupa U S; jednaka je Z A(S
=1 =1

pa je prirodno da je duzina skupa S = U S; jednaka
i=1

)= Jim (s = im S x65)

Sve prethodno vazi pod pretpostavkom da su odgovarajuce duzine definisane.

Vratimo se na transverzalu 7' < [0, 1) ekvivalencije ~. Dokaza¢emo da ne mozemo da
izmerimo duzinu skupa 7. Pretpostavimo suprotno, A(T) = ¢; jasno e > 0, kaoie < 1 jer
T<0,1).
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Neka je Q n (—1,1) = {q17q2,q3,...}.6 Neka je T; = ¢; + T — skup T transliran za
gi; zasve i je AN(T;) = Mg +T) = NMT) = e. Primetimo da za razli¢ite ¢,5 imamo
TinT; = . Zaista, akoz € T; n T}, tada je x = ¢; +t' = q; + t" zaneke t',t" € T, pa je
t' —t" = ¢; —¢; € Q, odakle t' ~ t”, pa kako je T' transverzala mora biti t' = t”, odakle je i

n o0
¢ = qj, paii=j. Prema tome, ?\(U T;) = ne. Uocimo skup S = U T;. Njegova duzina

i=1 i=1
n

je A(S) = lim ?\(U S;) = lim ne, $to je 0 ako je e = 0 i o0 ako je € > 0.

Primetimo da je (0,1) < S. Zaista, ako x € (0, 1), izaberimo ¢t € T tako da = ~ ¢. Tada
jex—te Q. Kakojejasnoiz—te (—1,1), x —t jednak je nekom ¢;, pajex = q; +t € T;,
odakle, z € S. Ovo znaci da je A(S) > 1, $to eliminiSe slucaj e = 0.

Sa druge strane, kako je 7" < [0,1) i svaki ¢; € (—1,1), translat T; = ¢; + 7" sadrZan je u
(—1,2). Prema tome i cela unija S sadrzana je u ovom intervalu, a to znaci da A(S) < 3.
Ovo eliminise slucaj ¢ > 0.

Dakle, ako pretpostavimo da mozemo da izmerimo duzinu od 7', dolazimo do kontradik-
cije, pa zakljucujemo da skup T ne moze da ima definisanu duzinu.

Skup T zove se Vitalijev skup.

bvide¢emo da je skup Q n (—1, 1) prebrojiv, Sto znac¢i da mozemo nabrojati njegove elemente.
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