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Iskazne formule.
. Definicija. Iskazne formule su konacni nizovi slede¢ih simbola:
iskaznih slova koje obi¢no zapisujemo malim latini¢nim slovima p,q,r, ..., moguce sa

indeksima; skup iskaznih slova obelezavamo sa P;
logicke konstante L (kontradikcija);

logickog veznika — (implikacija);

pomocnih simbola zagrada.

Iskazne formule dobijamo primenom sledecih pravila u kona¢no mnogo koraka:

svako iskazno slovo i konstanta L jesu iskazne formule;
ako su ¢ i (vec¢ izgradene) iskazne formule, onda je i (¢ — ) iskazna formula.

Prema tome, u svakoj formuli pojavljuje se samo kona¢no mnogo iskaznih slova i samo
kona¢no mnogo puta simbol implikacije. Konacan skup iskaznih slova koja se pojavljuju u
formuli @ obelezavamo sa P(¢), a broj pojavljivanja simbola — u formuli ¢ obelezavamo
sa sl(¢) i zovemo ga sloZenost formule ¢. Sam skup svih iskaznih formula obelezavamo sa
F.

Datum trenutne verzije: 23. oktobar 2023.
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2. Komentar. Zarad kraceg zapisa iskaznih formula definiSemo i sledece skracenice:

formulu (¢ — L) krace zapisuemo sa —¢;

formulu (—¢@ — )" krace zapisujemo sa (¢ v );

formulu —(¢@ — —)? krace zapisujemo sa (@ A );

formulu ((¢ — V) A (b — @))? krace zapisujemo sa (¢ < V);
formulu —_L* krace zapisujemo sa T.

Takode, ako je nedvosmisleno jasno o kojoj formuli je re¢, brisSemo i viSke zagrada (npr.
spoljne zagrade). Pri tome podrazumevamo da veznik — ima najvisi prioritet, v i A srednji
preoritet, a — i < najnizi prioritet, pa tako sa —p v ¢ — r A —s je krace zapisana formula

(((=p) v ) = (r A (—s))).
[I. Ta¢nost iskazne formule.

3. Definicija. Valuacija je bilo koje dodeljivanje v : P — {t,n} istinitosnih vrednosti
iskaznim slovima.
Za fiksiranu valuaciju v odredujemo istinitosnu vrednost svake formule ¢ pri valuaciji

v, u oznaci o(¢), rekurento po izgradnji formule na sledeci nacin:

e 0(L)=nm;
e O(p) = v(p) za svako slovo p € P;
e U(¢@ — ) racunamo po tablici za implikaciju:
(@) oY) | 5(¢ =)
t t t
t n n
n t t
n n t

Ako je v(¢@) = t (formula ¢ je tacna pri valuaciji v), to jo$ zapisujemo sa v = @ i
¢itamo v zadovoljava formulu @. Ako je 0(¢) = n (formula ¢ je neta¢na pri valuaciji v), to
jo$ zapisujemo sa v F @ i ¢itamo v porice (ili ne zadovoljava) formulu .

4. Zadatak. U skladu sa komentarom 2 i definicijom 3 dokazati da se vrednosti 0(—¢),

o(@ v ), 0(p A ) id(e < ) racunaju po sledec¢im tablicama:
(@) oY) | (@ vb) | d(@ AW) | (@ <))
(@) | 0(—) t t t t t
t n i t n t n n
n t n t t n n
n n n n t

kaoidaje o(T) =t, gde je v proizvoljna valuacija.
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Intuitivno je jasno da vrednost formule pri valuaciji v zavisi samo od vrednosti kona¢no
mnogo slova koja se u toj formuli pojavljuju. To ¢emo strogo i da dokazemo.

5. Teorema. Ako su pi,...,px Slova formule @, i v, w dve valuacije takve da v(p;) = w(p;) za
svei=1,...,k, tada je 0(@) = w(@).

Dokaz. Uoc¢imo predikat p(n), n € IN, dat sa: Ako su pi,...,px slova formule ¢ koja
je slozenosti n, i v,w dve valuacije takve da v(p;) = w(p;) za sve i = 1,...,k, tada
je 0(p) = w(¢). Primetimo da je dovoljno da dokazemo iskaz (Vn)p(n). To ¢emo da
uradimo potpunom indukcijom po n.

Neka je n € IN proizvoljno, pretpostavimo da tvrdenje vazi za formule sloZzenosti m <
n (IH), i dokazimo da tvrdenje vazi za formulu ¢ slozenosti n, tj. pretpostavimo da su

p1,--.,pk slova formule ¢ koja je sloZzenosti n, i pretpostavimo da su v, w dve valuacije
za koje vazi v(p;) = w(p;) zasve i = 1,...,k, i dokazimo v(¢) = w(e). U skladu sa
definicijom 1, razmotrimo tri slucaja.

1° @ = L: (Ovo je slu¢aj u kome je n = 0, niz py,...,px je prazan, i za v, w nemamo

nikakvo ograni¢enje.) U ovom slu¢aju trivijalno imamo o(¢@) = 9(1) = n = w(Ll) = w(@)
po definiciji 3.

2° @ =pe P: (I ovo je sluc¢aj u kome jen = 0, niz py,...,pi je samo slovo p, i za v, w
imamo uslov v(p) = w(p).) | u ovom slucaju direktno imamo o(@) = v(p) = v(p) =
w(p) = w(p) = w(e) ponovo po definiciji 3.

3° @ =1 — 6: U ovom slucaju je jasno sl(y),sl(0) < sl(¢) = n. Takode je jasno da
su slova u formulama ¥ i 6 (neka od) p1,...,pk, pa kako se v i w na njima poklapaju,
po (IH) mozemo da zaklju¢imo o() = w() i 0(0) = w(0), pa po definiciji 3 ratunamo
o(@) =0(b — 0) =w(p — 6) =w(p).

Zavrsili smo dokaz. Q

I1l. Smene u formuli.

6. Napomena. Zapisom @ = @(p1,p2,...,pr) isticemo da su sva slova koja se pojavljuju u
formuli ¢ neka (i mozda ne sva) od p1, po, . .., pk, tj. daje P(@) < {p1,p2,...,px}. Patako
ako je ¢ formula p — ¢, mozemo da pisemo ¢ = @(p,q) ili ¢ = @(p,q,r), ali ne¢emo da
pisemo ¢ = ¢(p) ili ¢ = ¢(q, 7).

7. Definicija. Neka su ¢ = @(p1,p2,---,Pk), V1,VP2,..., P, formule. Oznacavamo sa
@ (1,2, ..., Pg) formulu @ u kojoj smo sva pojavljivanja slova p; zamenili sa {; za sve
i=1,...,k. (Npr.ako je ¢ = @(p,q) formulap — ¢ A p, onda je ¢(p v ¢,s — r) formula
pva—(s—r)Aa(pva))

8. Lema. Neka su @ = @(p1,p2,...,0k), W1, P2, ..., b formule i v valuacija. Tada je:

o(@e(W1, P2, ..., b)) = w(@),

gde je w bilo koja valuacija takva da w(p;) = v(\p;) zasvei =1,... k.

Dokaz. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po slozenosti formule ¢. Neka jen € IN
proizvoljno, pretpostavimo da tvrdenje vazi za formule slozenosti m < n (1H), i dokazimo
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da tvrdenje vazi za formulu ¢ slozenosti n. U skladu sa definicijom 1 razmotrimo tri
slu¢aja.

1° @ = L: Primetimo da je @(U1,...,¥x) = L, pa direktno po definiciji 3 imamo:

o(e(W1,...,hr)) =0(L) =n=w(l) =w(e).

2° @ = p € P: Kako suslova formule ¢ po pretpostavci medu py, . .., px, morabitip = p;
zanekoi, 1 <i<k: @ =p;. Tadaje o(1,...,Pr) =V, pa kako po pretpostavciimamo
w(p;) = 0(;) ratunamo:

(@1, 0r)) = 0() = w(pi) = w(pi) = ().

3° @ =0 —0: Formule o i 0 su jasno sloZenosti manje od n, i takode je jasno da
mozemo da piSemo ¢ = o(p1,...,pr) i0 = 0(p1,...,px), pa mozemo da primenimo (IH)
na formule oi 6, tj.:

B0, ... b)) = (o) T DO, b)) = (0).

Kako je jos ocigledno @ ({1, ..., ¥r) = o(P1, ..., Pr) — (b, ..
prema prethodnim jednakostima imamo:

o(@(W1,...,hg)) = w(@).

Dokazali smo lemu. 0

V), pa po definiciji 3

IV. Tautologije.

9. Definicija. Formula o je:

zadovoljiva ako za neku valuaciju v vazi o(¢@) = t;

poreciva ako za neku valuaciju v vazi (@) = n;

tautologija, u oznaci = @, ako za sve valuacije v vazi v(¢) = t (tj. nije poreciva);
kontradikcija ako za sve valuacije v vazi o(¢@) = n (tj. nije zadovoljiva).

10. Primer. Ispitatidalije formula (pA—r)v(ga—r) — (pvq — r) zadovoljiva/poreciva?

Resenje. Zapisimo tablicu date formule u svim valuacijama njenih slova:

p g rip A m1) v (@A 1) > (pv g — 1)
t t t n n n n n t t t
t tn t t t t t n t n
t nt n n n n n t t t
t n n t t t n t n t n
n t t n n n n n t t t
n t n n t t t t n t n
n n t n n n n n t n t
n nn n t n n t t n t

Iz tablice je jasno da je formula i zadovoljiva i poreciva (pa nije ni tautologija ni kontradik-
cija). Q
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11. Primer. Dokazatida je formula (pA(—g — —p)) A(—gqv —r) — (r — —p) tautologija.

Resenje. Pretpostavimo suprotno, formula je poreciva, tj. postoji valuacija v takva da je
formula netac¢na. Tada je o((p A (—g — —p)) A (—q v —r)) = tio(r - —p) = n, odakle
o(p A (g — —p)) =t,0(—q v —r) =t,0(r) = tio(—p) = n. Iz prve jednakosti imamo
0(—q — —p) = t, pa kako je 9(—p) = n mora biti i (—q) = n. Odatle i v(—q v —r) = tje
0(—r) = t, $to je u kontradikciji sa o(r) = t.

Alternativno, mozemo da napisemo tablicu formule:

p g rillp rn (¢ > —p) A (zg v 1) - (r > —p
t t t t n t n n n n n t n n
t t n t n t n t n t t t t n
t nt n t n n n t t n t n n
t n n n t n n n t t t t t n
n t t n n t t n n n n t t t
n t n n n t t n n t t t t t
n n t n t t t n t t n t t t
n n n n t t t n t t t t t t
iz koje vidimo da je formula tautologija. Q

12. Zadatak (Spisak osnovnih tautologija). Dokazati da su sledec¢e formule tautologije:

1° pv —p; 2° =(p A —p); 3 p—p; 4° ==p < p;

5" pApep 6° pvpep 7 pnATeop 8 pAle 1

P pvTeT, 10°pv Lo p; 11° pAa(pvq) < p 12° pv (pAq) < p;
13° prgeqgnap, 14° pvgeqgvp, 15° (p o q) < (¢ < p);

16° pa(gar) o (prq) A 17 pvigvr)e(pvaq vr,;

187 (pe(geor)) < ((peq) o)
19° pa(gvr)yo(parqg v ipar), 20°pv(gar)o(pvag Alpvr),;

21° =(pArq) © —pVv —g 22° =(pvq) < —pA—g

23° (p—q) « (—g— —p); 24° (p—>q) = A —g— 1)
25° pA(p—q) —q 26° (p—q) A —q — —p;

27° (pvq) A —p—gq 28° (p—= g r(g—r)—(P—7).

13. Komentar. Tautologija 1 naziva se zakon iskljucenja treceg (tertium non datur). Tau-
tologija 4 je zakon duple negacije. Tautologije 5 i 6 nazivaju se zakoni idempotencije za kon-
junkciju i disjunkciju. Tautologije 11 i 12 su zakoni apsorbcije. Tautologije 13-14 su komu-
tativni zakoni, a 16-18 asocijativni zakoni za konjunkciju, disjunkciju i ekvivalenciju. Tau-
tologine 19 u 20 cy distributivni zakoni konjunkcije prema disjunkciji i disjunkcije prema
konjunkciji. Tautologije 21 i 22 su De Morganovi zakoni. Tautologija 23 je zakon kon-
trapozicije. Tautoloija 24 je zakon svodenja na protivrednost (reductio ad absurdum). Tau-
tologija 25 je modus ponens, a 26 je modus tollens. Tautologija 27 naziva se disjunktivni
silogizam, a 28 hipoteticki silogizam.
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14. Tvrdenje. Neka su ¢ = @(p1,...,pk), V1,..., g formule i neka je = . Tada je i
): (p(lbla)lbk‘)

Dokaz. Neka je v proizvoljna valuacija i neka je w valuacija takva da w(p;) = v(1;) za sve
i=1,...,k. Tadaje:
o(@(W1,...,bx)) = w(e) polemi8
t jer je = o.
Kako je @ (1, ...,Py) tacna za proizvoljnu valuaciju v, vazi = @ (1, ..., Pg). Q

15. Primer. Dokazatidaje formula (p < gvr)A((p < qvr) = (gvr — s)) = (gvr — s)
tautologija.

Resenje. Nasa formulajednakaje ¢(p < qvr,qvr — s),gdeje (p,q) =pr(p — q) — g
tautologija modus ponens. Prema tvrdenju 14 i nasa formula je tautologija. Q

V. Ekvivalentne formule.

16. Definicija. Formule @ i su logicki ekvivalentne, u oznaci ¢ < 1, ako za sve valuacije
vvazi o(@) = v(), tj. ako je formula ¢ < P ekvivalencija.

17. Tvrdenje. Neka su 01 = (pl(pl, ce. ,pk), Q2 = (pg(pl,. .. ,pk), 1])1,. e i 0y, .. .,62
formule i pretpostavimo @1 < @2 iY; < 0, zasvei =1,... k. Tada je:

e1(W1,..., ) < @2(01,...,0%).

Dokaz. Neka je v proizvoljna valuacija i neka je w valuacija takva da w(p;) = 0(\;) za sve

i=1,...,k. Kakojey; < 0, zasvei=1,...,k vaziiw(p;) = 0(0;) zasvei =1,... k.
Sada imamo:
0(@1(W1,..., ) = (1) po lemi 8
= w(p2) jer @1 < @2
= 0(p2(01,...,02)) polemi 8.
Kako je v proizvoljna valuacija, zakljuc¢ujemo @1 (1, ..., Px) < @2(01,...,0%). Q

18. Primer. Dokazati da su formule (—p v ¢) — (r < s) i =(p — q) v (s < r) logicki
ekvivalentne.

Resenje. Uocimo formule @1 = @1(a,b) = a — bi @a = @a(a,b) = —a v b, i primetimo
@1 < @3. Sada imamo:
(mpvg) = (res) = @i(-pvgres)
< @2lp—>qseorT) po tvrdenju 17
= —(p—qgviser)
gde u drugom koraku moZemo da primenimo tvdenje 17 jer @1 < @2, "pv g<p — qi
Te>SE S o, Q

19. Primer. Dokazatidaje (p — ) A (¢ — r) < (p v ¢ — r) tautologija.

Resenje. l1zvodimo niz ekvivalentnih zamena, implicitno koristeci tvrdenje 17, a detaljnije
objasnjenje primene tvrdenja ostavjamo za kasnije:
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por)alg—r)eopvag—r) < (cpvr)a(-gvr)o=(pvg vr
o (=pa—g)vro(—pA—q)vr
< T.

U prvom koraku smo izvrsili ekvivalentne zamenep > r < —pvr,q > r < —qv ri
pvq—r< —(pvq)vr. Fomalno, primenili smo tvrdenje 17 na formule ¢;(a,b,c) =
@2(a,b,c) =anb < cizakljucilii(p > r,qg > r,pvqg—r) < @2(—pvr,—qgvr,—(pv
q) v ).

U drugom koraku izvrsili smo ekvivalentne smene (—pv r) A (—gvr) < (-pA—q)vr
(distributivan zakon) i —(p v q) «& —p A —q (De Morganov zakon). Formalno, uo¢imo
formule @1(a,b,c) = @2(a,b,c) = a < b v cipo tvrdenju 17 zaklju¢imo @1((—p v r) A
(g vr),~(pVvaq),r)e @2(—pA—q) vr,=pA—gr)

U trecem koraku koristimo tautologiju @(a) = a < a i tvrdenje 14 da zakljuc¢imo da je
@((—p A —q) v r) tautologija.

Kako smo polaznu formulu ekvivalentnim smenama sveli na tautologiju, i polazna for-
mula je tautologija. Q

VI. Logicka posledica.

20. Definicija. (a) Valaucija v zadovoljava skup formula ¥, u oznaci v = ¥, ako za sve
formule ¢ € Y vazio(@) =t.

(b) Skup formula X je zadovoljiv ako postoji valuacija v takva da v = X.

(c) Formula ¢ je logicka posledica skupa formula ¥, u oznaci ¥ |= ¢, ako za sve valuacije
v vazi implikacija v = X povlaci 9(¢) = t.

21. Lema. Skup formula X je zadovoljiv akko > & L.

Dokaz. (=) Pretpostavimo X je zadovoljiv, tj. postoji valuacija v takva da v = X. Kako je
svakako (L) = n, zakljuujemo X t L.

(<) Pretpostavimo X L. To znaci da postoji valuacija v takvada v |= %, alio(L) = n,
specijalno neka valuacija zadovoljava ¥, tj. - je zadovoljiv. Q

22. Lema. Neka je @ formula. Tada & = ¢ akko = o.

Dokaz. Primetimo da & = ¢ znaci (Yv)(v = & — 0(9) = t). Takode v = ¢J znaci
(Vo € &) v(o) = t, Sto je logicki tacan iskaz jer je dobijen ograni¢enjem univerzalnog
kvantifikatora na prazan skup. Kako je v = J logicki tacan, implikacijav = & — 0(¢@) =
t ekvivalentna je sa 0(¢) = t, pa & = ¢ svodi se na (Yv) 0(@) = t, Sto sa druge strane
znaci = o. Q

VIl. Prirodna dedukcija. Prirodna dedukcija je sistem za formalno dokazivanje formula
iz polaznih premisa koji se bazira na uobi¢ajenim deduktvnim postupcima matemati¢kog
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dokaza. Osnovna pravila zakljucivanja su sledeca ¢etiri:

® pp —¢@ pp
@ o ©—1 P 1
R MP D RAA
@ U - @

Zovemo ih redom reiteracija, modus ponens, pravilo dedukcije i reductio ad absurdum. Pravilo
R kaze: iz formule ¢ mozZzemo da zaklju¢imo ¢. Pravilo MP kaze: iz ¢ i ¢ — { mozemo
da zaklju¢imo . Pravilo D kaze: ako pod pretpostavkom ¢ dokaZzemo { mozemo da za-
klju¢imo ¢@ — . Pravilo RAA kaze: ako pod pretpostavkom —¢ dokazemo kontradikciju
mozemo da zaklju¢imo ¢.

Neka su ¢ formula i 3 skup formula. Dokaz u prirodnoj dedukciji formule ¢ iz premisa
3 je konacan niz koraka u kojem koriste¢i premise (formule iz X) i postujuéi navedena
pravila dolazimo do zakljuc¢ka ¢. Preciznije, u svakom koraku mozemo ili da konstatujemo
neku od premisa ili da primenimo neko od gornjih pravila na prethodno izvedene formule
u dokazu kako bismo izveli novu formulu. Poslednja formula u dokazu treba da bude bas
formula .

Pravila R i MP direktno se odnose na jednu, odnosno dve prethodne formule u dokazu.
Pogledajmo sledeci primer:

23. Primer. |z premisa @, @ — VP, — 6 moze se dokazati 6.

Resenje. Zapisimo najpre dokaz, pa ¢emo ga prokomentarisati.

1 @ premisa
2 - premisa
319 —0 premisa
4 P MP(1,2)
5 0 MP(3,4)

Svaki korak u dokazu numerisemo kako bismo lakse pratili postupak. Takode sa desne
strane piSemo opravdanje date formule. U prva tri koraka smo konstatovali date premise.
U koraku cetiri primenili smo pravilo modus ponens na formule iz prvog i drugog ko-
raka kako bismo zakljucili formulu 1. Konac¢no u petom koraku jo$ jednom primenjujemo
pravilo modus ponena na formule iz treceg i ¢etvrtog koraka i zaklju¢ujemo formulu 6. S
obzirom da je cilj i bio da izvedemo formulu 6, ovim korakom smo i zavrsili dokaz. Q

Pravila D i RAA zahtevaju da u okviru dokaza napiSemo odreden poddokaz koji za-
pocinjemo odgovaraju¢om dodatnom pretpostavkom (pp). Treba voditi racuna da datu
pretpostavku nemamo kao premisu, tako da poddokaz u kojem je koristimo naglasavamo
pisanjem linije s leve strane poddokaza koja nam govori dokle traje vaZenje date pret-
postavke. Sama pretpostavka i formule dobijene u okviru poddokaza ne smeju se koristiti
van samog poddokaza. Poslednja formula dokaza ne sme da bude unutar poddokaza, tj.
sve poddokaze moramo da zavrsimo do tog trenutka.

Pogledajmo jo$ dva primera:
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24. Primer. Iz premisa ¢ — 1, — 0 moZe se dokazati ¢ — ©.

Resenje. Ponovo zapiSimo dokaz, pa éemo ga prokomentarisati:
1 @ - premisa

2¢p—0 premisa
3 ¢ pp

4 ) MP(1,3)
5 0 MP(3,4)
6 @ —0 D(3-5)

U prva dva koraka smo konstatovali premise. S obzirom da treba da dokazemo formulu
koja je u obliku implikacije, idemo na pravilo dedukcije, pa u trecem koraku otvaramo pod-
dokaz sa odgovaraju¢om pretpostavkom. U koracima cetiri i pet koristimo modus ponens.
Kako smo u petom koraku dosli do Zeljenog zakljucka, zatvaramo poddokaz i koristimo
previlo dedukcije u Sestom koraku. Q

25. Primer. Bez premisa moze se dokazati (¢ — (P — 0)) — ((¢ > ) — (¢ — 0)).

Resenje. Zapisimo dokaz:

1 ®—(b—0) pp

2 ®—Y pp

3 © pp

4 VP MP(2,3)
5 P —0 MP(1,3)
6 0 MP(4,5)
7 @ — 0 D(3-6)
8 (¢ —>Y) — (¢ —0) D(2-7)
9 (¢ > —0)— (¢ —>V)—>(p—0)  D(1-8)

Kako dokazujemo formulu u obliku implikacije, idemo na pravilo dedukcije i zapocin-
jemo poddokaz sa odgovaraju¢om pretpostavkom ¢ — (1 — 0), sa zZeljom da dokazemo
formulu (¢ — ) — (¢ — 0). S obzirom da je i ova formula u obliku implikacije, ponovo
idemo na pravilo dedukcije i yapo;injemo novi poddoka sa pretpostavkom ¢ — 1 i za-
datko da dokazemo ¢ — 6. Ponovo, kao je i ovo implikacije, u tre¢em koraku otvaramo
jo$ jedan poddokaz sa pretpostavkom ¢ i zadatkom da dokazemo 6. To radimo koristeci
MP u sledeca tri koraka. Na kraju zatvaramo poddokaze po pravilu dedukcije u poslednja
tri koraka. Q

26. Definicija. Ako se iz premisa 3 moze dokazati formula ¢, to éemo zapisivatisa X - @
(¢itamo , > dokazuje ", X izvodi ", ili ,sekvent 3 - ¢ je dokaziv").

Ako je ¥ konacan, umesto {1, ..,b,} - @ pidemo U1, ..., P, -~ ¢@. Takode, umesto
I+ @ pisemo samo @ i u tom slucaju za ¢ kazemo da je feorema.

U primeru 23 dokazali smo sekvent @, @ — 1V, — 6 - 0, u primeru 24 dokazali smo
¢ =Y, -0+ @ — 6 auprimeru 25+ (¢ — (b — 6)) = ((¢ > ) = (¢ — 0)),
tj. ova formula je teorema.
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VIIIl. lzvedena pravila. Sekventdokazanu primeru24 moZemo da koristimo i kao pravilo:

- v—06

HS
¢ —0

Zovemo ga hipoteticki silogizam.
U slede¢im primerima dokazujemo izvestan broj izvedenih pravila.

27. Primer (Eliminacija i uvodenje negacije). Dokazati sledec¢a dva pravila:

© pp
P e —g | it -y
il -

Resenje. Ako se setimo da je —¢ po definiciji zamena za ¢ — 1, zamenom { sa L u
pravilima MP i D, Dobijamo —g i — kao njihove specijalne slucajeve. Q

28. Primer (Ex falso quodlibet). Dokazati L - ¢, tj. pravilo:

JE,

P
Resenje. Dokaz je:
1 1 premisa 1 —@ pp
2 - pp . , 2 1 premisa
3|1 R(1) llikrace RAA(1-2)
4@ RAA(2-3)

Q

29. Primer (Eliminacija i uvodenje duple negacije). Dokazati ——¢@ @i @  ——, tj.
pravila:

- . P
——g i -y
P -~
Resenje. Dokazi su:
1 - premisa 1 @ premisa
2 % pp i 2 % pp
3 1 -g(1,2) 3 1 -g(1,2)
4@ RAA(2-3) 4 - -y (2-3)
Primetimo da ovde, zarad kraceg dokaza, koristimo ve¢ dokazana pravila eliminacije i
uvodenja negacije. Q

30. Primer (Modus tollens). Dokazati ¢ — ), —p = —e, tj. pravilo:
-9 —p
%

MT
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Resenje. Dokaz je:

1@ —P premisa
2 = premisa
3 % pp

4 U MP(1,3)
5 1 —p(2,4)
6 —¢ —u(3-5)

Q

31. Primer (Kontrapozicija). Dokazatigop - Y+ b - —@ i~ - —@ @ — 1, tj.
pravila:

®—P . Y- -
B —— K i T K
Resenje. Dokazi su:
1 @ —>P premisa 1 ) - -0 premisa
2 — pp 2 © pp
3 —@ MT(1,2) | 3 ——@ ——p(2)
4 - —@ D(2-3) 4 - MT(1,3)
5 P ——g(4)
6 @ > D(2-5)

Q

32. Primer (Eliminacija i uvodenje disjunkcije). Dokazati @ - @ v, U @ v i
o vy, e— 0, — 00, tj. pravila:

LN P vu evy ¢ —0 -0 v
eV eV 0

Resenje. Setimo se da je ¢ v U po definiciji zamena za formulu —¢ — 1. Dokazi su:

1 @ premisa 1 VP premisa 1 - > premisa

2 —@ pp 2 —@ pp 2 ¢ —90 premisa

3 4 -5(1,2) 3 VP R(1) 3¢p—0 premisa

4 VP EFQ(3) 4 —@ —P D(2-3) 4 -0 pp

5 =@ >V D(2-4) 5 —@ MT(2,4)
6 U MP(1,5)
7 0 MP(3,6)
8 1 —g(4,7)
9 0 RAA(4-8)

Q
33. Komentar. Imajudi u vidu pravilo dedukcije, pravilo v p mozemo da formulisemo i na
slededi nacin:
© pp |V pp
evy |9 0
0 VE
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34. Primer (Disjunktivni silogizmi). Dokazatio vy, =+ @i v, —@ — 1, tj. pravila:

v —p DS i pvid —@ DS
¢ Y
Resenje. Kako je ¢ v 1V zamena za —¢@ — 1, prvo pravilo sledi iz MT i ——p, a drugo
direktno iz MP. Q0

35. Primer (Tertium non datur). Dokazati - ¢ v —, tj. pravilo:

—TND
(Y
Resenje. Kako je @ v —¢@ zamena za —¢@ — — @, dokaz je:
1| o pp
2 - > —@ D(1-1)
Q

36. Primer (Eliminacija i uvodenje konjunkcije). Jokazathi @ A — @, @ A Y - P
@, b+ @ A, tj. pravila:
P AP g AP o e Y Ay
® P AP
Resenje. Kako je @ A P po definiciji zamena za —(¢ — —), dokazi su:

1 —(p - —p) premisa 1 —(p - ) premisa
2 - pp 2 —p pp
3 © pp 3 © pp
4 1 —-g(2,3) 4 — R(2)
5 = EFQ(4) 5 © — — D(3-4)
6 @ — P D(3-5) 6 1 —-g(1,5)
7 1 —g(1,6) 7 Y RAA(2-6)
8 @ RAA(2-7)
i
1 @ premisa
2V premisa
3 ¢ — pp
s | =P MP(1,3)
5 1 —g(2,4)
6 —(p — ) —u(3-5)

Q

37. Primer (Eliminacija i uvodenje ekvivalencije). Dokazatigo <V + @ -, @ <«
Yo eio—->YP,Y— ¢ @<t pravila:
QY @~ - b—>o@
o—-b P v P ¢~
Resenje. Kako je po definiciji ¢ < { zamena za (¢ — V) A (Y — @), ova pravila su
specijalni slucajevi Ag i Ap. Q

U
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38. Primer (De Morganova pravila). Dokazati —(¢ A VY) - =@ v =, —¢ v )

(@ rd), =(@vi) =@ A —Pi-@A—E —=(pv)tj pravila:
—~(@rY) gy TevY g 2(ev) o me ATy

—@ v - —(@ A1) —@ A~ —(p v) oM
Resenje. Dokazi prva dva pravila su:
1 —(@ A1) premisa 1 =@ v ) premisa
2 @ > P ——g(1) po def. A 2 © pp
3 - pp 3 - ——y(2)
4 ® ——p(3) 4 — MP(1,3) po def. v
5 - MP(2,4) 5 @ — D(2-4)
6 —@ v D(3-5) po def. v 6 —(@ A1) ——y(5) po def. A

Dokazi preostala dva pravila su:

1 —(@ v) premisa 1 =@ A premisa

2 —p - - PP 2 —¢ =P pp

3 -0 pp 3 - pp

4 —— MP(2,3) 4 ¥ MP(3,2)

5 ¥ ——p(4) 5 —— —u(4)

6 - — D(3-5) 6 —@p > =) D(3-5)

7 i —g(1,6) po def. v 7 1 —g(1,6) po def. A
8 —@ AP RAA(2-7) po def. A 8 —(pv) RAA(2-7) po def. v

Q

IX. Teorema dedukcije.

39. Teorema (Teorema dedukcije). Neka je 3 skup formula i @, dve formule. Tada:

Y@ —1VP akko X, .

Dokaz. (=) Pretpostavimo X - ¢ — 1 i uoc¢imo jedan dokaz ovog sekventa (dokaz levo):

1 1

no @ e no Q-
(n+1) @ premisa
n+2) VP MP(n,n + 1)

Od premisa u ovom dokazu koristimo samo formule iz 3. Pogledajmo dokaz na desnoj
strani. Prepisimo prethodni dokaz, dodajmo premisu ¢ u koraku (n+ 1) i pozivajuci se na
modus ponens zakljuc¢ijemo 1. Time smo konstruisali dokaz za 3, ¢ + .

(<) Pretpostavimo X, ¢ . Uo¢imo jedan dokaz ovog sekventa (dokaz levo):
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0o @ premisa 0 0] pp

n P n P n P
(n+1) @ > D(0 —n)
U ovom dokazu se od premisa javljaju formule iz X i ¢. Prepravimo dokaz na sledeci nacin
(dokaz u sredini). Dodajmo ispred celog dokaza nultu formulu ¢ koju opravdamo kao
premisa, a u koracima 1—n svako pojavljivanje premise ¢ opravdamo kao R(0). Primetimo
da je i ovo dokaz sekventa X, ¢ + 1, premisa ¢ javlja se jedino u koraku 0, a u koracima
1 — n jedine premise su iz . Sada ovakav dokaz prepravimo na sledec¢i nacin (dokaz
desno). Prograsimo formulu ¢ u koraku 0 za pretpostavku i pretvorimo ceo dokaz 0 — n
u poddokaz sa ovom pretpostavkom. U koraku (n + 1) iskoristimo pravilo dedukcije da
se reSimo poddokaza. Od premisa u ovom dokazu su samo formule iz ¥, tj. zapisali smo
dokaz sekventa X - @ — . Q

X. Teorema saglasnosti.

40. Teorema (Teorema saglasnosti). Neka je > skup formula i © jedna formula. Ako > — o,
onda ¥ = .

Za sekvent X - @, oznacimo sa d(X — ¢) duzinu najkrac¢eg dokaza u prirodnoj deduk-
ciji (koji koristi samo osnovna pravila) ovog sekventa ako je on dokaziv; ako nije dokaziv
mozemo da definisemo d(X + @) = oo. Dakle, ¥ ¢ je dokaziv akko d(X + ¢) € IN*,

Dokaz teoreme 40. Dovoljno je da dokazemo sledece za sven > 1: Za svakisekvent X o,
ako je d(¥ = @) = n, onda ¥ = ¢. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po n. Neka
jen = 1 proizvoljno, pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sekvente Cija je duzina najkraceg
dokaza k,1 < k < n (IH), idokazimo tvrdenje za sekvente ¢ija je duZina najkra¢eg dokaza
jednaka n. Pretpostavimo da imamo sekvent X - ¢ takavda d(X — @) = n. Uo¢imo neki
najkraci dokaz ovog sekventa:

n @ opravdanje

u kome se od premisa javljaju samo formule iz X. Diskutova¢emo po opravdanju, tj. imamo
sledecih pet slucajeva.

1° opravdanje=premisa: Ako je @ premisa, to znaci da ¢ € 3, pa ocigledno vazi ¥ =
@. (Primetimo jednu ¢injenicu koja nije bila bitna u dokazu. Naime, ako je opravdanje
premisa, mora biti n = 1 jer smo uocili najkra¢i dokaz.)

2° opravdanje=R: Dokaza¢emo da ovaj slucaj nije moguc. Ako je opravdanje reiteracija,
mora biti oblika R(m), gde je m < niu korakum je formula ¢, tj. dokaz je sledeceg oblika:
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Ako bismo prekinuli prethodni dokaz nakon prvog koraka, takode bismo imali dokaz za
>+ @, koji je kraci od n. Kako ovo nije moguce, zaklju¢ujemo da ovaj slucaj nije moguc.
(Zapravo smo dokazali da se najkraci dokaz ne moze zavrsiti reiteracijom.)

3° opravdanje=MP: Ako je opravdanje modus ponens, mora biti oblika MP(k,m), gde
k < m < n, formula u k-tom koraku je { i formula u m-tom koraku je y — @ (ili obratno).
(Takode mozemo zakljuciti i da je m = n — 1 jer smo uocili najkraci dokaz, Sto nece biti
bitno.) Dakle, dokaz je sledeceg oblika:

-
m -
n .(p MP(k,m)

Primetimo da ako prekinemo dokaz posle k-tog, odnosno m-tog koraka, dobijamo dokaze
za sekvente ¥ - Vi X 1 — @ duzine k¥ < n, odnosno m < n. Prema tome d(X
V), d(X 1P — @) < n, pamozemo da primenimo (IH) i zaklju¢ujemo X =i X =V —
¢. Dokazimo sada ¥ = ¢. Neka je v valuacijatakvadav =EX. zX Vi =P — @
imamo v(Y) =tio(P — @) =t, odakle sledi (@) = t. Dakle, ¥ = o.

4° opravdanje=D: Ako je opravdanje pravilo dedukcije, mora biti oblika D(k — m), gde
k < m < n, formula ¢ je oblika ¢ — 0, u k-tom koraku je pretpostavka 1 i formula u
m-tom koraku je 6. (Takode mozemo zakljuciti i da je m = n — 1 jer smo uocili najkraci
dokaz, $to nece biti bitno.) Dakle, dokaz je sledec¢eg oblika (levo):

1 1
k P PP k 1  premisa
m 0 m 0

7; Lb—»@z(p D(k —m)
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Prepravimo ovaj dokaz na sledec¢i nacin (dokaz desno). Prekinimo dokaz posle m-tog
koraka i proglasimo pretpostavku { u k-tom koraku za premisu, pri ¢emu poddokaz od k-
tog do m-tog koraka postaje glavni deo dokaza (sklanjamo crtu poddokaza s leve strane).
Time dobijamo dokaz za sekvent X, 0 duzine m < n (1 je s leve strane sekventa jer
smo je proglasili za premisu). Prema tome d(3,¥ + 0) < n, pa mozemo da primenimo
(1H) i zaklju¢ujemo X, = 0. Dokazimo sada ¥ = ¢, tj. ¥ =1 — 0. Neka je v valuacija
takva da v = X. Ako je o() = n, vazi o(Pp — 0) = t. Ako je o(P) = t, tada v = 2,1, pa
kako X, |= 0, dobijamo ©(0) = t, odakle ponovo vazi v({p — 0) = t. Dakle, ¥ = .

5° opravdanje=RAA: Ako je opravdanje reductio ad absurdum, mora biti oblika RAA(k—
m), gde k < m < n, u k-tom koraku je pretpostavka —¢ i formula u m-tom koraku je 1.
(Takode mozemo zakljuciti i da je m = n — 1 jer smo uocili najkraci dokaz, Sto nece biti
bitno.) Dakle, dokaz je sledec¢eg oblika (levo):

1 1

k —@ pp k ;(p premisa
no |1 o

7.1 (p RAA(k —m)

Ponovo prepravljamo ovaj dokaz na sledec¢i nacin (dokaz desno). Prekinimo dokaz posle
m-tog koraka i proglasimo pretpostavku —¢ u k-tom koraku za premisu, pri ¢emu pod-
dokaz od k-tog do m-tog koraka postaje glavni deo dokaza (sklanjamo crtu poddokaza
s leve strane). Time dobijamo dokaz za sekvent ¥, —¢ |= L duzine m < n. Prema
tome d(X,—~¢ + 1) < n, pa mozemo da primenimo (IH) i zaklju¢ujemo X, —¢ = L.
Dokazimo sada ¥ = ¢. Neka je v valuacija takva da v = X. Ako je o(—¢) = t, vazi
v =X, —@, pakako X, —¢ = L, dobijamo ¢(L) = t, $to je besmisleno. Prema tome mora
biti o(—¢) = n, tj. 0(p) = t. Dakle, ¥ = ¢.

Zavrsili smo dokaz. Q

41. Definicija. Skup formula X je konzistentan ako X 1/ L.
Jo$ jedna verzija teoreme saglasnosti je:
42. Posledica (Teorema saglasnosti). Ako je skup X zadovoljiv, 3 je konzistentan.

Dokaz. Dokazimo kontrapoziciju. Ako X nije konzistentan, tj. ¥ L po teoremi 40, ¥ |=
1, pa X nije zadovoljiv po lemi 21. Q

XI. Teorema potpunosti.

43. Lema. Zasve @, e Fvazio — P, =@ — P .
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Dokaz. Dajemo dokaz datog sekventa:

1 @ —P premisa
2 —@ —>p premisa
3 - pp

4 —@ MT(1,3)
5 =@ MT(2,3)
6 1 —g(4,5)
7 VP RAA(3-6)

44.Lema. Neka St/ @i e F. Tada S, 0 v @ ili S, = i .

Dokaz. Pretpostavimo X t£ ¢ i1 € F. Pretpostavimo suprotno, X,V + @ i 3, — - .
Po teoremi dedukcija (teorema 39)tada X VP — @ i X + — — @, pa koristeci lemu
43 dobijamo X - ¢. Kontradikcija. Q

45. Definicija. Skup formula X je zatvoren za slova ako za svako slovo p vazi (bar jedno od)
peXili—-peX.

46. Lema (Lindenbaumova teorema). Pretpostavimo P = {p, | n € IN}. Neka X / o.
Postoji skup >* takav da ¥ je zatvoren za slova, ¥* 2 X i ¥* (£ .

Dokaz. Rekurentno definiSemo niz skupova ¥y € 31 € ¥y < ... takav da:
e Xo=2;

e zasvakon, p, € X1 ili =p, € Xptq;

e zasvakon, X, t~ o.

DefiniSemo ¥y = ¥ ¢ime smo zadovoljili prvu tacku, ali i treca tacka vazi po pretpostavci
zan = 0. Pretpostavimo da smo definisali ,, koje zadovoljava potrebne uslove. Speci-
jalno 3, ¥ @, pa prema lemi 44 vazi bar jedno od X,,,p, £ @ ili X, —p, £ @, pa
definisimo:

s Envuip} akoZapa it @

T { Yip v {_'pn} ako Znapn o (%
n

Primetimo da X,,;1 zadovoljava odgovarajuce osobine iz druge i trece tacke, pa mozemo
da nastavimo postupak.

DefiniSimo sada ¥* = | J,,. Xn i dokaZimo da ovaj skup zadovoljava zeljene uslove.
Jasno ¥ = ¥y < X%, kao i da prema drugoj tacki X* jeste zatvoren za slova. Ostaje
da proverimo X* (£ ¢. Pretpostavimo suprotno, ¥* — ¢. Dokaz ovog sekventa koristi
samo kona¢no mnogo premisa, pa imamo o1, ..., 0 € ¥* tako da o1,..., 0% - @. Svaka
0;, 1 < ¢ < k, pripada X,, za neko n;, pa sve 0;, 1 < ¢ < k, pripadaju Xy, gde je
N = max{ni,...,n;}. Dakle, ¥x ¢, Sto je kontradikcija po trecoj tacki, pa X* t£ @.

47. Definicija. Neka je ¢ formula i v valuacija. DefiniSemo " da bude formula:

» | @ akou(p)=t
® =1 —¢ akod(p)=n
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Primetimo da je uvek o(@") = t.
48. Lema. Neka su @, formule i v valuacija. Tada @”, V" - (@ — )"

Dokaz. Pogledajmo najpre sledece dokaze:

1 - premisa 1P premisa 1 @ premisa
2 © pp 2 © pp 2 premisa
3 1 -£(1,2) 3| Y R(1) 3 ¢ - pp

4 U EFQ(3) 4 @ —p D(2-3) 4 VP MP(1,3)
5 @ — D(2-4) 5 1 —£r(2,4)

6 ~(¢—>V)  —y(3-5)
Oni dokazuju sekvente = — @ - P, P @ > i@, ~p + —(@ — V).

Zavisno od vrednosti ¢ i pri valuaciji v, treba da dokazemo sekvente @, - @ — 1V,
koji sledi iz drugog dokazanog sekventa, ¢, + —(¢ — 1), koji je dokazani treci
sekvent, =@, +— @ — 1, koji sledi i iz prvog, ali i iz drugog dokazanog sekventa, i
kona¢no —@, — @ — 1, koji sledi iz prvog dokazanog sekventa. Q

49. Lema. Nekaje @ = @(p1,...,p) iv valuacija. Tada py, ... ,p} — @*.

Dokaz. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po sloZzenosti formule @. Neka jen € IN
proizvoljno i neka je ¢ formula sloZzenosti n. Razmotri¢emo tri slucaja:
1° @ = L: Treba da dokazemo p{,...,p} = —L, jer LY = —1, a dokaz je:

1 1 pp
2 —1 —(1-1)

2° @ je slovo: Kako je ¢ = @(p1,...,pr), mora biti ¢ = p; zanekoi, 1 < i < k, pa
treba da dokazemo pf, ..., p} - p, a dokaz je:
1 py premisa

3° @ =1 — 0: Primetimo sl(Y),sl(0) < n, b = b(p1,...,pr) i 0 = 0(p1,...,pk), pa
mozemo da primenimo indukcijsku hipotezu i imamo pY,...,p} = ¥ ip},...,p} = 0°.
Kako Y¥,0” - (b — 0)” = " prema lemi 48, kombinujuci sa prethodna dva sekventa
zakljucujemo pY, ..., p} = @°.

Zavrsili smo dokaz. Q

50. Teorema (Teorema potpunosti). Pretpostavimo P = {p, | n € IN}. Neka je ¥ skup
formula i @ jedna formula. Tada ¥ +— ¢ akko ¥ = o.

Dokaz. Smer (=) je teorema saglasnosti (teorema 40), pa dokazujemo samo (<).

Preptostavimo X = ¢, i pretpostavimo suprotno, ¥ t/ ¢. Po Lindenbaumovoj teoremi
(lema 46) izaberimo skup formula X* takav da vaze ¥* > ¥, ¥* je zatvoren za slova i
Y* £ @. Uotimo valuaciju v : P — {t,n} definisanu sa:

v(pn) = {

Kako je ¥* zatvoren za slova, bar jedna od formula p,, i —p,, pripada X*, i zapravo tacno
jedna od njih pripada X*. Zaista, ako p,,, —p, € ¥* imamo dokaz:

t akop, e ¥*

n ako —p, € O* ,zasven € IN.
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1 Pn premisa
2 —py premisa
3 L —-p(1,2)
4 @ EFQQ3)

odakle ¥* ¢, Sto je kontradikcija. Prema tome, prethodna definicija valuacije v je
korektna. Primetimo da po definiciji vazi p?, € ¥*.

Sada ¢emo dokazati v = ¥*. Pretpostavimo suprotno, v ¥ ¥*. Tada imamo 6 € ¥*
takvuda ©(0) = n, paje 0¥ = —0. Neka je © = O(p1,...,px). Prema lemi 49, p{,... p} -
0 = =0, pa X* - —0 jerpy,...,p; € ¥*. Takode X* - 0 jer 0 € X*, pa po pravilu —g
dobijamo ¥* - L. Odavde po pravilu EFQ, ¥* - ¢. Kontradikcija. Dakle, v = ¥*.

Kako X € ¥*iv = X% tov = X, pa0(@) = tjer X = ¢. To znaci da je ¢¥ = . Neka
jeo=@(p1,...,p). Polemi49, pi,....,p] - @’ = @, odakle ¥* - @ jerp{,...,pj € ¥*.
Ovo je kona¢na kontradikcija. Zavrsili smo dokaz teoreme. Q

51. Posledica (Slaba teorema potpunosti). Za formulu ¢ vazi — ¢ akko = .

Dokaz. Tvrdenje sledi prema teoremi potpunosti (teorema 50) za ¥ = ¥ i lemi 22. Q
Jo$ jedna verzija teoreme potpunosti je:

52. Teorema. (Teorema potpunosti) Skup formula 3 je zadovoljiv akko 3 je konzistentan.

Dokaz. Ovo je direktna posledica teoreme potpunosti (teorema 50) za @ = 1, koristeci
lemu 21. Q

XIl. Teorema kompaktnosti.

53. Teorema (Teorema kompaktnosti). Neka je ¥ skup formula. Skup 3 je zadovoljiv akko
svaki konacan podskup od X je zadovoljiv.

Dokaz. Smer (=) je ocigledan. Zaista, bilo koja valuacija koja zadovoljava X zadovoljava
i svaki njen podskup, pa i svaki njen kona¢an podskup.

(<) Dokazimo kontrapoziciju. Pretpostavimo ¥ nije zadovoljiv. Prema teoremi pot-
punosti (teorema 52), ¥ nije konzistentan, tj. ¥ L. Dokaz ovog sekventa koristi samo
kona¢no mnogo premisa iz . Neka je ¥ konacan podskup od X sacinjen od tih premisa.
Dakle, X9 - L, tj. 3¢ nije konzistentan, pa po teoremi potpunosti (teorema 52), ¥y nije
ni zadovoljiv. Q
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