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[. Uvod. Skup prirodnih brojeva je IN = {0,1,2,3,...}. Matemati¢ka indukcija je postu-
pak za dokaz iskaza oblika (Vn) p(n), gde je p(n) predikat takav da U,, = IN (predikat koji
govori o prirodnim brojevima).

[1. Princip matematicke indukcije: dokaz iskaza (Vn)p(n). Princip matematicke induk-
cije je sledeca teorema:

1. Teorema (Princip matematicke indukcije). Neka je p(n), n € IN, predikat. Ako vaze iskazi:
(BI) p(0) i (baza indukcije)
(IK) (Yn)(p(n) — p(n+ 1)), (indukcijski korak)

onda vazi i iskaz (Vn) p(n).

Prvi uslov se zove baza indukcije, a drugi indukcijski korak.

Intuitivni dokaz. Pretpostavimo da su uslovi (BI) i (IK) ispunjeni. 1z (IK) implikacije p(0) —
p(1), p(1) — p(2), p(2) — p(3), ...su sve tacne. Kako po (BI) vazi p(0), iz toga i p(0) —
p(1) zakljucujemo p(1). Sada iz p(1) i p(1) — p(2) zakljucujemo p(2). 1z p(2) i p(2) —
p(3) zaklju¢ujemo p(3), itd. Ovaj postupak intuitivno objasnjava da je (Vn)p(n) tacan
iskaz. Q

Pogledajmo najpre primer primene prethodog principa.
2. Primer. Dokazati 2" > n zasven € IN.

Datum trenutne verzije: 15. oktobar 2023.
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Resenje. Treba da dokazemo (Vn)2™ > n (tj. na$ predikat p(n) u ovom slucaju je 2" >
n). Mozemo da proverimo da ova nejednakost (nas predikat) vazi u nekoliko konkretnih
slucajeva (npr.2 =1>0,2' =2> 1,22 =4 > 2,23 =8 > 3, itd.), ali naz zadatak je da
dokaZemo nejednakost za sve prirodne brojeve. Iskoritimo princip matematicke indukcije.
Da bismo to uradili moramo da proverimo uslove principa (BI) i (IK).
(Bl) Treba da dokazemo da vazi p(0) tj. 2° > 0, i ovo je trvijalno tacno: 2° = 1 > 0.
(IK) Treba da dokazemo (Vn)(p(n) — p(n + 1)), tj. (¥n)(2" > n — 277t > n 4+ 1).
Uotimo zato proizvoljno n € NN, i dokazimo implikaciju 2" > n — 2"t! > n + 1, j.
pretpostavimo da vazi 2" > n i dokazimo 2"*! > n + 1. Pretpostavka 2" > n naziva se
indukcijska hipoteza i obi¢no je krac¢e oznacavamo sa (IH). Dokazimo sada 2”1 > n + 1:
2n+1 — 9n + on
> n+2" jerjepo(IH)2" >n
= n+1 jerje2” > 1zasvene N
Prema tome dokazali smo 2! > n + 1, $to je i bio nas cilj. Q

3. Komentar. Dokaz iskaza (Vn) p(n) koristeci princip matematicke indukcije, kao $to smo
videli i u prethodnom primeru, svodi se na dokaz baze indukcije (iskaza p(0)) i induk-
cijskog koraka (iskaza (Vn)(p(n) — p(n + 1))). Baza indukcije obi¢no je stvar lake pro-
vere. Za dokaz indukcijskog koraka uo¢avamo proizvoljno n € IN i dokazujemo implikaciju
p(n) — p(n + 1). Za dokaz poslednje implikacije obi¢no koristimo postupak deduk-
cije: pretpostavljamo da vazi p(n), $to je pretpostavka koju nazivamo indukcijska hipoteza
i obelezavamo sa (IH), i cilj je da dokazemo p(n + 1) pogodno koristeci (IH).
Sam zapis dokaza indukcijom obi¢no je slede¢eg oblika:
Dokazimo (Vn) p(n) indukcijom po n.
(B1) Proveravamo da vazi p(0).
(IK) Neka je n € IN proizvoljno.
Pretpostavimo p(n) (IH), i dokazimo p(n + 1).
Sada pisemo dokaz za p(n + 1) pogodno koristeci (IH).

Pogledajmo jo$ jedan primer primene principa matematicke indukcije.
4. Primer. Dokazati 64 | 32"*2 — 8n — 9 za sve n € IN.

Resenje. Dokazimo (Vn) 64 | 3272 — 8n — 9 indukcijom po n.

(Bl) Za n = 0 proveravamo 64 | 320%2 — 8.0 — 9, tj. 64 | 0, $to je trivijalno ta¢no.

(IK) Neka je n € IN proizvoljno. Pretpostavimo 64 | 32"*2 — 8n — 9 (IH), i dokazimo
64 | 32(n+1)+2 _g(n 4 1) — 9. Imamo sledeci racun:

32OHD+2 _8(n41)—9 = 9322 _8p—17
= 9.(3?2"*2 —8n —9) +64n + 64 namestamo na (IH).

Po (IH) 64 deli prvi sabirak, dok su drugi i treci ocigledno deljivi sa 64. Prema tome, 64
deli ceo zbir, tj. 64 | 32(*TD+2 _8(n + 1) — 9, $to smo i zeleli da dokazemo. Q

[1l. Varijanta principa indukcije: dokaz iskaza (Vn > ng)p(n). Princip matematicke
indukcije moze se iskoristiti i za dokaz iskaza oblika (Vn = ng) p(n), tj. da predikat p(n)
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vazi sa skoro sve (odnosno, za sve sem prvih nekoliko) prirodnih brojeva. Odgovarajuci
princip je sledeci:
5. Teorema. Neka je p(n), n € IN, predikat i ng € IN. Ako vaze iskazi:

(Bl) p(ng) i (baza indukcije)

(IK) (Yn = ng)(p(n) — p(n+1)), (indukcijski korak)
onda vazi i iskaz (Vn = ng) p(n).

| ovaj princip intuitivno je jasan, sa potpuno istim objasnjenjem kao u dokazu prvog
principa. Medutim, nije teSko videti i da se prethodna varijanta svodi na originalni princip
ako uoc¢imo predikat ¢(n) = p(n+ngp). Uradimo par primera primene prethodne varijante.

1)(2 1
6. Primer. Dokazati 12 4+ 2%+ ... 4 n? = nin + )6( ntl) zasven > 1.
Resenje. Treba da dokazemo iskaz (Vn > 1) p(n) gde je p(n) predikat:
n(n+1)(2n+1)
6 bl
n(n+1)(2n+1)
6

12492 4. 402 =

tj. zbir kvadrata prvih n prirodnih brojeva jednak je . Dokaz izvodimo

indukcijom po n.
1-(1+1)-(2-1+1)

(BI) Treba da proverimo tac¢nost iskaza p(1), tj. 1?2 = 6 , Sto je
ocigledno tacno.
(IK) Neka je n > 1 proizvoljno. Pretpostavimo:
1)(2 1
12+22+_“+n2:n(n+ )6(”+ ) (1H)
i dokazimo:
24222+ (nt1)2 = (n+1)(n+2)(2n+3)
5 .
Zapocnimo racun s leve strane:
nn+1)2n+1
12+22+~--+n2—|—(n+1)2 (1H) ( )6( )+(n—|—1)2
n+1
= G (n(2n+1) +6(n+1))
1
= %(2712 +7n+6)
+1
- G (n+2)(2n + 3),
$to smo i zeleli da dokazemo. Q

7. Primer. Dokazati 2" > n2 zasven > 5.

Resenje. Dokazimo (Vn = 5)2" > n? indukcijom po n.
(Bl) Za n = 5 proveravamo 2° > 52, tj. 32 > 25 $to jeste tacno.
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(IK) Neka jen > 5 proizvoljno, pretpostavimo 2" > n? (IH), i dokazimo 2"*! > (n+1)2.
[zvodimo sledeci racun:

ntl = 2.9m
> 2.n? po (IH)
— 242
> n24+2n+1 jern?>2n+1zan>=5
= (n+1)>2%

(U pretposlednjem koraku smo koristili n? > 2n + 1 akko (n — 1) > 2, §tozan > 5
jeste tacno jer je tadan — 1 > 4, paje (n — 1)2 > 16 > 2.) Prema tome, dokazali smo
27+l > (n 4 1)?2, kao 3to smo i Zeleli. §)

IV. Varijanta principa indukcije: dokaz sa viSe indukcijskih hipoteza. Ponekad u dokaz-
ima iskaza (Vn) p(n) ili (Yn = no) p(n) nije lako ustanoviti indukcijski korak, ali je moguce
ustanoviti implikacije oblika p(n) A p(n +1) = p(n+2)ilip(n) Ap(n+1) A p(n+2) —
p(n + 3), ili opstije p(n) Ap(n+1) A --- Ap(n+ (k—1)) — p(n + k) za neko fiksirano
k = 2. U tom slucaju takode je moguce iskoristiti princip indukcije, uz prilagodenu bazu
i korak:

8. Teorema. Neka je p(n), n € N, predikat, ny € IN (moguce no = 0) i k > 2. Ako vaze iskazi:
(Bl) p(ng) Ap(no+1) A~ Ap(ng+k) i (baza indukcije)
(IK) (Vn =mno)(p(n) Ap(n+1) A--- Ap(n+k—1) — p(ng)), (indukcijski korak)

onda vaZi i iskaz (Vn = ng) p(n).
| ovakav princip intuitivno je jasan, a moguce ga je izvesti iz originalnog principa uoca-

vanjem predikata ¢(n) = p(n) Ap(n+1) A --- A p(n+ k —1). Primetimo da u dokazu

baze moramo da proverimo k iskaza, a u dokazu koraka koristimo k hipoteza.

9. Primer. Dokazati f,41 < (%)" za sve n > 1, gde je (f,) niz Fibinacijeviih brojeva

definisansa: fo =0, fi = 11i fn42 = fn + fn+1 zasven e IN.

Resenje. S obzirom da je svaki Fibonacijeb broj pocevsi od drugog definisan koristeci pret-

hodna dva, za dokaz koraka bi¢e nam zgodno da imamo dve hipoteze (o prethodna dva

broja). Zato je potrebno da ispitamo i dva bazna slucaja. Dakle, dokaz ¢emo izvesti in-
dukcijom po n > 1 sa dve indukcijske hipoteze.

(Bl)Zan=1in=2imam0f1+1:fg:f1+f0:1< %: (%)lif2+1:f3:
ft+th=2<P= (%)2. Dakle, baza je ispunjena. 1
(IK) Neka je n > 1 proizvoljno, pretpostavimo fui1 < (1)" i fur2 < ()" (H), i

dokazimo f,43 < (%)nﬁ. Rac¢unamo:
fn+3 = fn+2‘|1fn+1
< (D7 4@ poam)

+ v v . . P
= (%)n (% + i—g) namestamo na zeljeni zakljucak
(Z)"” 44
1),
< (9 jerje 5 < 1.
Prema tome, dokazali smo Zeljenu nejednakost. Q
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10. Primer. Niz (a,) definisanjesaap =0,a1 =1, a2 =41 apy3 = 3an+2 — 3an+1 + ap
za sve n € IN. Dokazati a,, = n? za sve n € IN.

Resenje. Dokaz izvodimo indukcijom po n sa tri indukcijske hipoteze.
(Bl)Zan=0,n=1in=2imamoay =0 = 0% a1 =1 = 12 i ay = 4 = 22 direktno po
definiciji.
(IK) Neka je n € IN proizvoljno, pretpostavimo a,, = n?, a1 = (n+1)%ian 12 = (n+2)?
(IH), i dokazimo a3 = (n + 3)2. Krenimo s leve strane:

ants = 3apt2 — 3apt1 + an po definiciji
= 3(n+2)?-3(n+1)2+n? po (1H)
= 3n?+12n+12—-3n? —6n —3 +n?
n? 4+ 6n + 9
= (n+3)%
kao $to smo i zeleli. 9

V. Princip potpune indukcije. Iskaz (¥n)p(n) moguce je zakljuciti ako znamo da za
svako n € IN mozemo zakljuciti p(n) koristec¢i sve p(k) za k < n kao hipoteze. Odgo-
varajuci princip je:

11. Teorema (Princip potpune indukcije). Neka je p(n), n € IN, predikat. Ako vazi iskaz:

(Vn)((Vk < n)p(k) — p(n)),
onda vaZi i iskaz (Vn) p(n).

Dokaz. Pretpostavimo (Vn)((Vk < n)p(k) — p(n)). Uocimo predikat:
q(n) = (Vk <n)p(k).

Primetimo da se prethodna pretpostavka moZe zapisati kao:

(¥n)(g(n) — p(n)). (%)
Za pocetak ¢emo dokazati (Vn) ¢(n) (obi¢cnom) indukcijom po n.

(BI) Iskaz ¢(0) je (Yk < 0) p(k), koji jeste formalno tacan jer je dat ograni¢enjem uni-
verzalnog kvantifikatora na prazan skup.

(1K) Dokazimo (Vn)(g(n) — ¢q(n + 1)). Neka je n € IN proizvoljno. Pretpostavimo
indukcijsku hipotezu ¢(n), i dokazimo ¢(n + 1). Kako ¢(n) znaci (Vk < n) p(k), i kako ()
zajedno sa ¢(n) povlaci p(n), zaklju¢ujemo (V& < n) p(k), tj. (Yk <n+ 1)p(k), odnosno
qg(n+1).

Dakle, dokazali smo (Vn) g(n). Dokazimo sada (Vn)p(n). Neka je n € IN proizvoljno.
Kako je g(n + 1), specijalno vazi p(n), ¢ime zavrSavamo dokaz. Q

12. Komentar. Da bismo potpunom indukcijom dokazali (Vn) p(n), postupamo na sledeci
nacin: za proizvoljno n € IN pretpostavljamo (Vk < n) p(n) (tj. p(0) Ap(1) A+~ Ap(n—1))
i cilj nam je da dokazemo p(n). Primetimo da princip potpune indukcije ne zahteva bazni
korak, medutim u praksi je obi¢no potrebno razmotriti nekoliko specijalnih slucajeva koje
moZemo smatrati bazom.
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13. Primer. Niz (a,) definisanjesaayp =2, a1 = 3, a2 =5, ap, = 2ap—1 + ap—2 — 2a,_3
zan > 3. Dokazatia, = 2" + 1 zasven € IN.

Resenje. Ovaj zadatak mozemo diskutovati (obi¢nom) indukcijom sa tri hipoteze, ali mi
¢emo ga uraditi koristeci princip potpune indukcije. Neka je n € IN proizvoljno, pret-
postavimo (Yk < n)a, = 2¥ + 1 (IH), i dokaZimo a,, = 2" + 1. S obzirom na definiciju
niza, razmotri¢emo cetiri slucaja.
1°n=0: ap =2 = 2%+ 1, i tvrdenje vazi.
2°n =1: a; = 3 = 2! + 1, i tvrdenje vazi.
3°n=2:ay =5 =22+1, i tvrdenje vazi.
4° n = 3: Imamo slededi racun:
an = 2ap-1+ ap—o— 2ap_3 po definicijizan > 3
= 22"+ D)+ (22 +1)-2(2"3+1) po(lH)zak=n—-1,k=n—2
i k =n — 3 (primetimo da za ove
kvazik<nikeNNjern=>=3)
= 2"4242"2 4127722
= 2"41,
pa i u ovom slucaju tvrdenje vazi. Q

14. Primer. Niz (a,) definisanjesaag =0ia, = al
an zasven € IN.

J+1zan 1. Dokazatilogs(n+1) <

n
3

Resenje. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po n. Neka je n € IN proizvoljno, pret-
postavimo (VYk < n) logs(k + 1) < aj (IH), i dokazimo logs(n + 1) < a,. S obzirom na
definiciju niza, razmotri¢emo dva slucaja.

1° n = 0: Treba da proverimo log; 1 < ayg, tj. 0 < 0, $to je ocigledno tacno.

2° n = 1: Imamo slededi racun:

an = Q|n| +1 po definiciji
> logg(|%|+1)+1 po(IH)jer |3 <nzan=>1
> log3”+1+1 jer | % J+1>”§1
= logg(n +1).

(Iskoris¢ena nejednakost [ J—i— 1= "*1 ekvivalentnajesa 3 [gj < % koju lako dokazu-

jemo ako razmotrimo slucajeve n = 3m n=3m-+1in=3m+ 2, zame IN.) Dokazali
smo zeljenu nejednakost. Q

15. Primer. Data je Sahovska tabla koja je beskonac¢na ,u desno” i ,na gore”. U donjem
levom uglu nalazi se skakac¢. Dokazati da skaka¢ moze da prede na bilo koje drugo polje
u kona¢no mnogo poteza.

Resenje. NumerisSimo polje u n-tom redu i m-toj koloni sa (m,n), m,n = 0. Prema tome,
skakac je na pocetku na polju (0,0) i mi Zelimo da dokazemo da skaka¢ moze da prede u
kona¢no mnogo koraka na polje (m, n) za proizvoljne m i n. Dokaz ¢emo izvesti potpunom
indukcijom po k = m + n.
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Neka je k € IN proizvoljno, pretpostavimo da skaka¢ moze da dode na polje (m/,n’) za
m’ +n’ <k (IH), i dokazimo da skaka¢ moze da dode na polje (m,n) za m +n = k. Ako
jem=2m—-2elNu(m—2)+(n+1) <m+n =k, papo (IH) skaka; moze da dode
na polje (m — 2,n + 1). Odatle u jednom skoku dolazimo na polje (m,n). Sli¢no, ako je
n = 2, po (IH) skaka¢ moze da dode na polje (m + 1,n —2), odakle u jednom skoku dolazi
na polje (m,n).

m-—2 m mom + 1

Prema tome imamo samo nekoliko specijalnih slu¢ajeva da proverimo. Treba da dokazemo
da mozemo da dodemo na polja (m,n) za m,n < 2, tj. do polja (0,0), (0,1), (1,0) i
(1,1). Za (0,0) nemamo $ta da dokaZzemo (vec¢ se nalazimo na tom polju). Nizom skokova
(0,0) — (2,1) — (1,3) — (0,1) dolazimo do (0, 1), simetri¢nim nizom (0,0) — (1,2) —
(3,1) — (1,0) dolazimo do (1,0), a nizom (0,0) — (2,1) — (0,2) — (2,3) — (1,1)
dolazimo do (1, 1).

3

Q

16. Komentar. Princip potpune indukcije koristimo i za dokaze iskaza (Yn > ng)p(n).
Odgovarajuca varijanta principa je: Neka je p(n), n € IN, predikat i ng € IN. Ako vazi iskaz:

(Vn = no)((Vk : ng < k < n)p(k) — p(n)),
onda vazi i iskaz (VYn = ng) p(n).

17. Primer. Dokazati da se svaki prirodan broj n > 24 moze zapisati kao zbir petica i
sedmica.

Resenje. 1zvedimo dokaz potpunom indukcijom po n. Neka je n > 24 proizvoljno, pret-
postavimo za sve k, 24 < k < n, vaZi k se moZe zapisati kao zbir petica i sedmica (IH), i
dokazimo da se n mozZe zapisati kao zbir petica i sedmica.

Uocimo brojn — 5. Jasno jen — 5 < n, pa ako jejosn —5 = 24, po (IH) n — 5 se moze
zapisati kao zbir petica i sedmica, pa se i n mozZe zapisati kao isti taj zbir petica i sedmica
plus jo$ jedna petica. Ostaje da razmotrimo slu¢aj n — 5 < 24 (slu¢aj u kojem nemamo
(IH)). U pitanju je pet specijalnih slu¢ajeva n = 24, n = 25, n = 26, n = 27in = 28, pa
njih direktno proveravamo:
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n=24:24=5+54+7+T7,
n=25:25=5+5+5+5+5;
n=26:26=54+74+747,
n=27:27T=5+5+54+54+7,
n=28:28=74+7T+7+T.
Time smo zavrsili dokaz. Q

18. Primer. Dokazati da se svaki prirodan broj n > 1 moze zapisati kao zbir razlicitih
stepena dvojke.

Resenje. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po n. Neka je n > 1 proizvoljno, pret-
postavimo da za k, 1 < k < n, vazi k se moze zapisati kao zbir razli¢itih stepena dvojke,
i dokazimo da se n moze zapisati kao zbir razlic¢itih stepena dvojke. Izaberimo najvece
m € IN takvo da 2 < n; takvo m sigurno postoji jer je n > 1. Uo¢imo broj n — 2. Jasno
jedajen—2" < njerje2™ = 1zame N, ali takode jen — 2™ > 0. Ako jen — 2™ =0,
n = 2™ i zavrsili smo dokaz. U suprotnom, ako jen — 2" > 0, tadajel <n—2" <mn, pa
se (IH) moze primeniti na n — 2™, tj. n — 2" moZe se zapisati kao zbir razli¢itih stepena
dvojke: 2t + ... + 2l Tadajen = 24 4 ... + 2% + 2™ Dokazimo jo$ da se stepeni u
ovom zapisu ne ponavljaju. Ve¢ znamo dasuly,...,[; medusobno razli¢iti, pa treba samo
da prodiskutujemo zasto su oni razli¢iti od m. Pretpostavimo suprotno, neko /; jednako
jem. Tadajen =24 + ... 4 2ls 4 2m > 2li 4 2™ = 2. 9™ = 2m+1 19 je u suprotnosti sa
izborom broja m kao najveceg takvog da 2™ < n. Prema tome, nijedno /; nije jednako m,
¢ime zavrSavamo dokaz. Q

VI. Greske u dokazima indukcijom. U postupku dokaza indukcije uvek treba proveriti
i bazu i korak. Korak se retko zaboravlja, ali se moZe desiti da propustimo da proverimo
bazu. U tom slucaju se moze desiti da dodemo do netacnog zakljucka. Npr. (o¢igledno
netacan) iskaz (Vn)2 | 2n+ 1 ima tacan korak! Zaista, (Vn)(2 | 2n+1 — 2| 2n+ 3) jeste
tacan iskaz jer je implikacija za svako n oblika n — n. Baza, 2 | 1, naravno je netacna,
pa je primena postupka indukcije nemoguca. Ipak, naj¢esce greske su greSke u dokazu
koraka.

19. Primer. Uocimo slede¢i ,dokaz” indukcijom iskaza (Vn)n? > 2n:
(Bl) Zan =0,0%>=2-0,t.0 = 0 ocigledno vazi.
(IK) Neka je n € IN proizvoljno, pretpostavimo n? = 2n (IH), i dokazimo (n+1)% > 2(n+1).
Izvodimo sledeCi racun:
m+1)2 = n2+2n+1
> 2n+2n+1 po(IH)
> 2n+14+1 jer2n>=1
= 2(n+1),
Gde je greSka u prethodnom dokazu?

Sto smo i Zeleli da dokazemo.

Resenje. U koraku, u izvodenju druge nejednakosti iskoristili smo 2n > 1 koja jeste ta¢na
za skoro sve prirodne n, i nije tacna jedino za n = 0. Zapravo korak za n = 0 i ne vaZi jer
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jeiskaz 02 > 2-0 tacan, aliiskaz 12 > 2-1 nije. Prema tome ni polazni iskaz (Yn)n? = 2n
nije tacan, jer ne vazi zan = 1. Kako 22 > 2 - 2 vazi, ali i kako gore ispisan korak vazi za
n = 2, mozemo da zaklju¢imo da vazi (Vn = 2) n? > 2n. Q

20. Primer. Uocimo sledeci ,dokaz” potpunom indukcijom iskaza (Vn) 2 | n.

Neka je n € IN proizvoljno, pretpostavimo da je (Yk < n)2 | k (IH), i dokazimo 2 | n. UocCimo
brojn — 2. Kako jen —2 < n, po(IH)vazi2 | n—2,pa2 | (n—2)+2=n, Sto smo i Zeleli da
dokazZemo.

Iskaz (Vn)2 | n tvrdi da je svaki prirodan broj paran, i jasno je netac¢an. Gde je greska
u prethodnom dokazu?

Resenje. Indukcijska hipoteza moze da se primeni na brojeve k& < n koji su prirodni (iako
to cesto eksplicitno ne naglasavamo). Broj n — 2 nije uvek prirodan, tj. prirodan je akko
n > 2, pa slu¢ajeve n = 0 in = 1 moramo posebno da razmotrimo, dok smo ih u gornjem
dokazu zaboravili. | naravno, za n = 1 tvrdenje ne vazi. Q

VIl. Dokaz teoreme 1 koristeci princip minimuma. Princip minimuma je sledeca, sma-
tramo ocigledna, osobina skupa prirodnih brojeva:

21. ZapaZanje (Princip minimuma). Svaki neprazan podskup S < IN ima najmanji element.

Dokaz teoreme 1. Pretpostavimo da su tacni iskazi p(0) i (Yn)(p(n) — p(n + 1)), i pret-
postavimo suprotno, iskaz (Vn)p(n) nije tacan. Tada je skup S = {n € IN | —p(n)}
neprazan podskup od IN, pa po principu minimuma neka je m € S najmanji element u S.
Kako je p(0) tacan iskaz, 0 ¢ S, pam # 0. Zato je m — 1 € IN, i kako je m najmanji u S,
zaklju¢ujemo dam — 1 ¢ S, tj. vazi p(m — 1). Kako je tacan iskaz (¥n)(p(n) — p(n + 1)),
specijalno tacan je i p(m — 1) — p(m). Kako su tacni p(m — 1) i p(m — 1) — p(m),
tacan je i p(m), pam ¢ S. Dakle, sa jedne strane m € S, a upravo smo zakljucili m ¢ S.
Kontradikcija. Q
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