ELEMENTARNA ARITMETIKA

SLAVKO MOCONJA

Sadrzaj

I. Relacija deljivosti 1
[l. Lema o ostatku 2
[1l.  NZD, Euklidov algoritam i Bezuova lema 2
IV. Uzajamno prosti brojevi 5
V. Linearna diofantovska jednacina sa dve nepoznate 6
VI. Prosti brojevi 7
VII.  Kongruencija modulo m 9
VIII. Kineska teorema o ostacima 9
IX. Ojlerova funkcija 11
X. Ojlerova teorema 12
XI. RSA kriptosistem 14
XI1. Vilsonova teorema 15

I. Relacija deljivosti.

1. Definicija. Relacija deljivosti na skupu Z definisana je sa m | n akko n = ¢gm za neko
q€eZ.

U sledecoj lemi navodimo osnovne osobine ove relacije. Svi dokazi su pravolinijski i
ostavljamo ih za vezbu.

2.Lema. (i) zasven € ZvaZi n | n— refleksivnost;

(ii) ako k| m i m |n,onda k| n— tranzitivnost;

(iii) zasven e Zvazi 1 |n i —1|n;

(iv) zasven € Zvazi n | 0;

(v) ako n|1ilin|—1,onda n=1ili n=-1;

(vi) ako 0| n, onda n=0;

(vii) ako k| m i k|n,onda k|am+bn zasvea,beZ;
(viii) ako m | n, onda am | an zasvea € Z;

(ix) ako am | an i a # 0, onda m | n;

(x) ako m | n i n#0,onda |m| < |n|.

Datum trenutne verzije: 1. januar 2024.
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1. Lema o ostatku.

3. Lema (Lema o ostatku). Neka su a,b e Z, b > 0. Tada postoje jedinstveni q,r € Z. takvi da
a=qgb+ri0<r<hb.

Jedinstveni broj q je koli¢nik pri celobrojnom deljenju a sa b, a jedinstveni broj r je ostatak pri
celobrojnom deljenju a sa b.

Dokaz. Dokazimo najpre jedinstvenost brojeva ¢ i r. Pretpostavimo da mozemo da za-
pisemoa = bq1+r1ia = bga+re, gde 0 < 11,72 < b. Primetimodajetada0 < |ri—ro| <.
Oduzimanjem dve jednakosti dobijamo b(q1 — q2) + (r1 —r2) =0, tj. b(q1 — q2) = 12 — 71.
Tada b | r9 — 71, pa ib ‘ |7"1 — 7’2‘, odakle ‘7“1 — 7“2| =0ilib < |’l“1 — 7“2|. Kako smo veé
uocili |ry — ro| < b, zaklju¢ujemo |r; — ro| = 0, odakle r; = ry. Vradanjem u jednakost
b(qg1 — q2) = ro —r; = 0 dobijamo i ¢ — g2 = 0 jer b > 0, odnosno ¢; = ¢2. Time smo
dokazali Zeljenu jedinstvenost.

Sada ¢emo da dokazemo egzistenciju brojeva g i ». U prvom koraku pretpostaviéemo
da je a < 0. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po a. Neka je a > 0 proizvoljan broj.
Posmatrajmo broj a — b i primetimo a — b < a. Imamo dva slucaja:

1° Ako @ — b = 0, po indukcijskoj hipotezi postoje brojevi g i r takvidaa —b = gb+ i
0<r<bTadajea=(¢g+1)b+7ri0<r <b, pasmo naslizeljeni koli¢nik ¢+ 1 i ostatak
r.

2° Ako a — b < 0, onda je a < b, pa mozemo da zapiSemoa+0-b+ail <a <b,i
ponovo smo nasli odgovarajuci koli¢nik 0 i ostatak a.

Time smo dokazali egzistenciju za ¢ > 0. Pretpostavimo sada da je a < 0. Prema
prethodnom delu dokaza, postoje ¢ i r takvida —a = ¢b+ri0 < r < b. Imamo dva
slucaja:

1° Ako r = 0, tj. —a = ¢b, imamo a = (—q)b i nasli smo odgovarajuci koli¢nik —q i
ostatak 0.

2°Ako0 <r <b tadaje0<b—r<bia=(—qb—r=(—q—1)b+ (b—r),iponovo
smo nasli odgovaraju¢i koli¢nik —g — 1 i ostatak b — r. Q

4. Komentar. Lema o ostatku ima i jacu varijantu. Za a,b € Z, b # 0, postoje jedinstveni
g,reZtakvidaa=¢gb+7ri0<r<|bl.

Za b > 0 u pitanju je bas lema o ostatku. Ako je b < 0, po lemi o ostatku postoje
q,r € Ztakvidaa = q(—b)+7ri0<r < —b=1b|. Tada je naravnoia = (—q)b + r, pa je
odgovarajuci koli¢nik —q i ostatak r.

Jedinstvenost dokazujemo na identi¢an nacin kao i u dokazu leme o ostatku.

[1l. NZD, Euklidov algoritam i Bezuova lema.
5. Definicija. Broj d > 0 je najveci zajednicki delilac (NZD) brojeva a, b € Z, pisemo (a,b) =
d, ako:
e d|aid|b,tj.djeste zajednicki delilac od a i b;
e akoe|aie|b ondaie|d, tj.dje najveci zajednicki delilac.
Broj s = 0 je najmanji zajednicki sadrzalac (NZS) brojeva a, b € Z, pisemo [a, b] = s, ako:
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a|sib|s, tj. s jeste zajednicki sadrzalac od a i b;
akoa|tib|t ondais ]|t tj.sjenajmanji zajednicki sadrzalac.

6. Primer. Neka a,b € Z, a > 0. Lako vidimo sledece Cinjenice:

(a,b) =aakkoa|b,ila,b] =aakkod]|q;
specijalno, (a,0) =ai[a,0] =0,i(a,1) =1i]a,1]

(a,b) = (—a,b) = (a,—b) = (—a,—b) i [a,b] = [—a, ] = [a —b] = [—a, —b].
Prethodna tvrdenja direktno se dokazuju.

Prema prethodnom primeru (poslednja tacka) mozemo da se fokusiramo na prirodne
alib.
7. Lema. Ako je a = bq + ¢, onda je (a,b) = (b, c).
Dokaz. Oznacimo sa D(z,y) skup zajednickih delilaca brojeva = i y. Dovoljno je da prime-
timo da je D(a,b) = D(b,c). Akod € D(a,b),tadad | aid | b, pad | a— bg = c; dakle,
d|bid]|ec,tj.de D(b,c). Obratno, akod € D(b,c),tadad | bid | ¢, pad|bg+c=gq;
dakle, d | aid|b,tj.d e D(a,b). Dokazali smo da je D(a,b) = D(b,c). Q
Sada ¢emo opisati Euklidov algoritam za nalaZzenje NZD-a. Neka su a,b > 0 proizvoljni.
DefiniSimo (ispostavice se, konacan) niz prirodnih brojeva r; na sledec¢i nacin:

e rg:=aqairy:=b;

e pretpostavimo da smo definisali niz do r;, @ > 1. Ako je r; = 0 zavrsili smo pos-
tupak. Ako r; > 0, po lemi o ostatku deﬁmSImo r;+1 da bude ostatak pri deljenju
Ti—1 Sa ;.

8. Teorema. (i) Euklidov algoritam se zavrsava, tj. za neko n bice r,, = 0.
(ii) Ako jer, =0, onda je (a,b) = 1.
(i) (Bezuova lema) Postoje p, q € Z takvi da pa + qb = (a,b).
Dokaz. (i) Ako pretpostavimo da nijedan 7, nije nula (tj. da se algoritam ne zavrsava u
kona¢no mnogo koraka), po drugom koraku algoritma za sve ¢ > 1 vazi rj41 < 74, pa
imamo beskonacan strogo opadajuci niz prirodnih brojeva:
b:’l“l >T9>T3> ...,

$to nije moguce. Dakle, za neko n bice r, = 0 i algoritam se zavrsava.

(ii) Pretpostavimo da je 7, = 0. Tvrdimo da je (a,b) = (rj—1,7;) zasve i, 1 <i<n. Za
i = 1tvrdenje je ocigledno. Nastavimo indukcijom. Pretpostavimo da je (a,b) = (ri—1, 7).
Po definiciji ;41 imamo da je r;_; = ;¢ + ri+1, pa je prema lemi 7, (ri_1,7;) = (74, 7i+1),

odakle je (a,b) = (r;,ri+1). Time smo dokazali indukcijski korak.

Dakle, specijalno, (a,b) = (rp-1,7) = (rn—1,0) = 1.

(iii) Pretpostavimo da je 7, = 0. Tvrdimoda zasve: =1,...,n, (a,b) = pri_1 + qr; za
neke cele p, g; specijalno, za i = 1 dobijamo (a, b) = pro + qr1 = pa + ¢b za neke cele p, q,
kao $to Zelimo. Za i = n imamo (a,b) =r,—; = 1-r,_1 +0-r,, gde prva jednakost vazi
prema (ii). Nastavimo indukcijom (unazad, tj. korak oblika i — ¢ — 1). Pretpostavimo da
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(a,b) = pri—1+qr; zaneke p, g € Z. Prema definiciji brojar; imamodaje r;_o = r;_jc+r;,
tj. r; = ri_o — r;—1c. 1z IH sada imamo (a,b) = pri—1 + qri = pri—1 + q(ri—g — ri_1c) =
qri—2+(p—qc)ri—1 =p'rio+q'ri_1zap’ = qiq = p—qc. Time smo dokazali indukcijski
korak. Q

Sada ¢emo opisati jo$ jedan postupak za nalazenje NZD-a kao i jedan par koeficijenata
p, q datih u Bezuovoj lemi. Neka su a, b proizvoljni brojevi za koje zZelimo da izracunamo
(a,b), kao i neke brojeve p, q takve da (a,b) = pa + ¢b. Po¢injemo sa 2 x 3 matricom:

a 1 0
b 0 1
Sada izvodimo niz matrica tako $to u svakom koraku vr$imo slede¢u transformaciju: jed-

noj od vrsta matrice dodajemo drugu umnozenu nekim celim brojem. Npr. dodavanje
umnozene prve vrste matrice sa A € Z drugoj vrsti izgleda ovako:

T o P N x o4 B
y v 5]' y+Az Yy +Ax 5+ A

Postupak nastavljamo dok ne dobijemo matricu koja ima O u prvoj koloni, npr. u prvoj

0 — -

Brojevi d, p, ¢ u drugoj vrsti su takvi da d = pa + ¢b. Takode, ako d > 0, (a,b) = d pa je i
(a,b) = pa + ¢b, a ako je d < 0, onda je (a,b) = —d pajei(a,b) = (—p)a + (—q)b.

Primetimo da do nule u prvoj koloni uvek moZzemo da dodemo. Naime, ako su u prvoj
koloni brojevi z i y, npr. pozitivni (ako je neki negativan slicno ¢emo postupiti), takvi da je
x >y, dovoljno je da zapiSemo z = yq + r gde 0 < r < y i da vrstu kojoj je y pomnozimo
sa —q i dodamo vrsti u kojoj je . Ovaj postupak strogo smanjuje maksimum brojeva prve
kolone, pa nastavljajuci ovakav postupak u kona¢no mnogo koraka moramo dod¢i do nule.
Inace, nije obavezno da ovako postupimo. MozZda u konkretnim slu¢ajevima mozemo da
postupimo na drugaciji nacin i brze dodemo do resenja, ili da postupamo postepenije jer
je izracunavanje brojeva ¢ i r neprakti¢no (ako su veliki brojevi u pitanju).

Pre nego $to objasnimo prethodni postupak, uradimo jedan primer.

9. Primer. Nadimo (483,637) i brojeve p i ¢ takve da je (161,637) = 161p + 637q.
483 1 0 483 1 0 r 21 4 -3
[637 0 1] Je [154 -1 1] ] [154 11 ] Jen

21 4 -3 0 = *
=)
7T =29 22 7T =29 22
(Primetimo da * ne moramo da izra¢unamo jer smo ve¢ nasli 0.) Dakle, (483,637) = 7'i

7= -29-483 +22-637.

Objasnimo sada korektnost postupka. Uo¢imo jedan korak:
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r o P N x x B
Yy 5]' y+Az y+Ax 5+ A

Najpre, prema lemi 7, (z,y + Ax) = (z,y) pa nasa transformacija cuva NZD elemenata u
prvoj koloni. Kako prvu kolonu polazne matrice ¢ine elementi a i b, i u svakom koraku se
¢uva NZD elemenata prve kolone, (a,b) jednak je NZD-u elemenata u prvoj koloni krajnje
matrice, tj. (a,b) = (0,d) $to je jednako d ako je d > 0i —d ako je d < 0. Takode, ako
pretpostavimo da vaze jednakosti x = «xa + 3biy = ya + db (procitane iz leve matrice),
tada i odgovarajuce jednakosti vaze i za desnu matricu. Jednakost x = aa + b ostaje, a
jednakost y + Az = (y + Ac)a + (6 + AP)b vaZi jer:

y+ Az = (ya+8b) + A(oa + Bb) = (v + Ax)a + (5 + AP)b.

S obzirom da polazna matrica zadovoljava ove jednakosti: a =1-a+0-bib=0-a+1-b,
i transformacija ¢uva ovu osobinu, i krajnja matrica u postupku zadovoljava ovu osobinu,
tj. vazi d = pa + qb, kao $to i tvrdimo.

IV. Uzajamno prosti brojevi.
10. Definicija. Brojevi a, b € Z su uzajamno prosti ako (a,b) = 1.
11. Tvrdenje. Neka a,b € Z. Tada (a,b) = 1 akko postoje p, q € Z takvi da pa + gb = 1.

Dokaz. Smer (=) sledi prema Bezuovoj lemi. Smer (<) je ocigledan jer kako (a,b) | ai
(a,b) | b, tada (a,b) | pa + gb, tj. (a,b) | 1, odakle (a,b) = 1 (jer je NZD po definiciji
nenegativan). Q

12. Tvrdenje. (i) Ako (my1,n) = (mg,n) =1, onda i (mymg,n) = 1;

(ii) ako (m1,n) = (ma,n) =--- = (mg,n) =1, ondai (mimsa...mg,n) =1;
(i) ako (my,me2) =1, my | sima|s, ondaimims | s;
(iv) ako su my,ma, ..., my medusobno uzajamno prosti, m; | szasvei, 1 < i < k, onda i

mims...mg | s.

Dokaz. (i) Neka su (m1,n) = (mz,n) = 1. Prema prethodnom tvrdenju zapisimo pm; +
gn = 1ip'mg + ¢'n = 1. Ako pomnozimo ove dve jednakosti dobijamo (pp/)mimse +
(pg'm1 + p'gma + q¢'n)n = 1, pa prema prethodnom tvrdenju vazi (myms,n) = 1.

(ii) Indukcijom po k koristeci (i).

(iii) 1z (m1, m2) = 1 zapiSimo pmi+qmeo = 1, aizmy | s zapiS$imo s = mjc. MnoZenjem
prve jednakosti sa c dobijamo ps+gmac = ¢, pa kako my | s, my deli levu stranu jednakosti
pa i mg | c. Ako zapiSemo ¢ = mad, vracajuci se imamo s = mic = mimad, tj. myma | s.

(iv) Indukcijom po k koristeci (ii) i (iii). Q

13. Lema. Ako je bar jedan od a,b € Z nenula i d = (a,b), onda su G i g uzajamno prosti.

Dokaz. Pretpostavimo dajee > Otakavdae | Gie | 2. Tada ocigledno de | aide | b, pa
de | djer je d = (a,b), odakle sledi e = 1. Dakle, jedini pozitivni zajednicki delilac brojeva

ajbijel, paje (% 8)=1. Q
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14. Tvrdenje. Akoc | abi(c,a) =1, ondac | b.

Dokaz. Po Bezuovoj lemi neka su p, ¢ € Z takvi da pc+ ga = 1. Mnozenjem sa b dobijamo
pcb+ gab = b. Primetimo da c deli levu stranu jer oc¢igledno deli prvi sabirak, a deli i drugi
sabirak jer deli ab. Prema tome, c deli i desnu stranu, tj. ¢ | b. Q

15. Lema. Pretpostavimo a,b > 0. Tada je ab = (a,b)[a, b].

Dokaz. Ozna¢imo s = (i%) Kako je s = a(abb) = b sjeceobroj, a | sib | s

Pretpostavimo a | ¢t i b | ¢, treba samo da dokazemo s | ¢t. ZapisSimo ¢t = aa’ it = bb'. Tada
je ad’ = bl, odakle je i ;° b)a = V' Odavde sledi % | 22V, pakako i (o, ) =
1 po lemi 13, dobijamo ) | ¥ po tvrdenju 14. Dakle, b’ = amk za neko k, pa je
t=05b = (;%)k = sk, odakle s | ¢. Zavrsili smo dokaz. Q

U opstem slucaju, ako a,b € Z, ab je do na znak jednako (a, b)|a, b].

V. Linearna diofantovska jednacina sa dve nepoznate. Linearna diofantovska jednaci-
na sa dve nepoznate je jednacina oblika aX + bY = ¢ gde su koeficijenti a,b,c € Z,
a,b # 0, i ¢ija reSenja trazimo u skupu Z.

16. Teorema. Jednacina aX +bY = c ima reSenje akko (a,b) | c. Ako je (xo,y0) jedno resenje,
onda su sva resenja data po formuli:

gde je k € Z proizvoljno.

Dokaz. Najpre ¢emo da razmotrimo problem egzistencije resenja. Ako je (zo,yp) jedno
reSenje jednacine, tj. axo + by = ¢, kako (a,b) | ai (a,b) | b, onda (a,b) | axo + byo, tj.
(a,b) | c. Obratno, ako (a,b) | ¢, onda je ﬁ €Z. Po Bezuovoj lemi postoje D, q € Z takvi
da je pa + bq = (a, b) pa mnozenjem ove jednakosti sa ( dobuamo @b b) a+ (qc)b =c
tj. xp = % iyo = (a,b) je jedno resenje nase jednacine.

Naglasimo da je u prethodnom dokazu opisano kako dolazimo do jednog resenja.

Opisimo sada sva reSenja ako ona postoje, tj. ako (a,b) | c¢. Neka je (xo,y0) jedno
fiksirano resenje i neka je (x,y) proizvoljno resenje. Dakle imamo:

ax +by = c
axg+byy = ¢
Oduzimanjem ove dve jednakosti dobijamo a(x — x¢) + b(y — yo) = 0, tj. a(z — z9) =
—b(y — yo). Deljenjem sa (a, b) dobijamo:

a b
(a,b) ('CC _1.0) = _(a,b) (y - yO)
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Prema lemi 13, (%, (a’?b)) =1, pakako % | % (@ —20) to iy | =% (¥ —vo), odakle

prema tvrdenju 14 sledi (a‘fb) | y—vo,tj.y = yo +kﬁ za neko k € Z. Vracanjem u gornju

jednakost dobijamo:

a b a

@b (x —x9) = ——k—+

(a,b) (a,b)’
pa deljenjem sa ﬁ dobijamo:

b

(x —x0) = —km,

odakle je x = zg — kﬁ kao Sto smo i Zeleli.

Sa druge strane, nije teSko proveriti da su svi parovi dati sa x = xp — kﬁ iy =

Yo + kﬁ gde k € Z reSenja jednacine. Q

17. Primer. ReSiti jednacine 198X — 93Y =51 198X — 93Y = 6.
Najpre ¢emo da nademo (198, 93) i brojeve p, ¢ takve da 198p + 93¢ = (198, 93):

198 1 0 T 12 1 =214 o 12 1 =2 14 0 * =
93 0 1 9301] -3 -8 17| - |-3 —8 17
Dakle, (198,93) = 3 i3 = 8-198 — 17 - 93. Kako 3 {1 5, prva jednacina nema resenja.
Mnozenjem prethodne jednakosti sa 2 dobijamo 16-198 —34-93 = 6, tj. o = 16 i yp = 34
je jedno resenje druge jednacine. Sada sva resenja dobijamo po formuli:
—-93

1
y = 34+/~c%:34+66k

gde k € Z.

V1. Prosti brojevi.

18. Definicija. Broj p > 1 je prost ako su mu jedini pozitivni delioci 1 i p.
19. Teorema. Broj p > 1 je prost akko (Va,be Z)(p | ab —p|a v p|b).

Dokaz. (=) Neka je p > 1 prost broj, i neka p | ab. Pretpostavimo p t a i dokazimo p | b.
Tvrdimo (p,a) = 1. Zaista, ako je (p,a) = d, ondad | ppajed = 1ilid = p. Kako
d = pznaciidap = d | adobijamo p | a, Sto smo pretpostavili da nije. Dakle, d = 1, t;.
(p,a) =1.lzp|abi(p,a) =1 sada zaista sledi p | b po lemi 14.

(<) Pretpostavimo da p > 1 nije prost. To znaci da ima delilac a takavda 1 < a < p.
Oznactimo b = 2; ociglednoil <b < p. Paimamop |p=abalipfaipfb. Q

20. Teorema. Svaki brojn > 1 je ili prost ili jednak proizvodu prostih brojeva.

Dokaz. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po n > 1. Neka je n > 1. Ako je n prost
nemamo $ta da pokazemo. Ako n nije prost on ima delilac a takavda 1 < a < n. Ako
je b = 7 tada je oCigledno i1 < b < n. Prema tome i za a i za b mozemo da primenimo
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indukcijsku hipotezu, tj. svaki od njih je ili prost ili je jednak proizvodu prostih. Ocigledno,
n = ab je jednak proizvodu prostih. Q

Kao direktnu posledicu prethodne teoreme imamo:
21. Tvrdenje. Svaki brojn > 1 deljiv je nekim prostim brojem.
22. Teorema (Euklid). Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka su p1, pe, ..., px svi prosti brojevi. Uo¢imo brojn =
pip2 - .. Pk + 1. Broj n ocigledno nije deljiv ni jednim od brojeva py, ..., pi (n daje ostatak
1 pri deljenju sa svakim od p;), a kako smo pretpostavili da su to svi prosti brojevi, n nije
deljiv ni sa jednim prostim brojem. Ovo je u suprotnosti sa prethodnim tvrdenjem. Q

23. Teorema (Osnovna teorema aritmetike). Svaki broj n > 1 zapisuje se, do na raspored
¢inioca, na jedinstven nacin kao proizvod prostih brojeva.’

Dokaz. Vec¢ smo videli da se svaki broj n > 1 moze zapisati kao proizvod prostih brojeva.
Oznacimo sa «(n) najmanji broj prostih brojeva potrebnih da bi se n zapisao kao njihov
proizvod (npr. «(2) = 1 jer je 2 prost broj, «(12) = 3 jerje 12 =2-2-3, (15) = 2 jer je
15 =3-5,itd.).

Potpunom indukcijom po «(n) dokaza¢emo da je zapis u proizvod prostih, do na ras-
pored Cinilaca, jedinstven. Neka je & > 1 proizvoljan i neka je a(n) = k. Razmotricemo
dva slucaja.

Ako je k = 1, tada je n prost i znamo da ga ne moZemo zapisati kao proizvod drugih
prostih (jer n nema delioce razlicite od 1 i n).

Nekaje k > 1. ZapiSimon = p1p2 ... pg, gde su p; prosti, i pretpostavimon = q1q2 . . . qi,
gde je l > ki g; su takode prosti. Dokazacemo da je [ = ki da su ova dva zapisa, do na
raspored cinilaca, jednaki. Kako je:

bi1...-Pk=4q1---41,
imamo py, | q1g2 . ..¢q. Kako je p; prost prema teoremi 19, p; | ¢j zaneko j, 1 < j < L.
Kako je i gj prost, pr = ¢;, pa deljenjem gornje jednakosti sa p, dobijamo:
P1..-Pk—-1=4q1---Gj—1G5+1---qI-

Oznacimo ovaj broj sa m i primetimom > 1 jer k > 1. Primetimodaje a(m) < k—1 <k
(zapravo mozemo da diskutujemo da je «(m) = k — 1, ali to nam za dokaz nije bitno).
Po indukcijskoj hipotezi, do na raspored ¢inilaca, m se na jedinstven nacin moze zapisati

kao proizvod prostih. To znac¢i da su brojevi g1, ...,qj-1,¢j+1, ..., q samo ispermutovani
brojevi p1,...,pr_1. Dakle, i brojevi q1,...,¢ su samo ispermutovani brojevi p1, ..., px
(vracanjem p;, = g; u niz). Time smo zavrsili dokaz. Q

'Podrazumevamo da je prost broj p jednak proizvodu u kome ucestvuje samo jedan Cinilac.
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VIl. Kongruencija modulo m. Vec¢ smo videli da za m > 2 na Z imamo ekvivalenciju =,
definisanu sa a =, b akko m | a — b. Dokaza¢emo da ova relacija zadovoljava i dodatne
osobine.

24. Tvrdenje. Neka a =, a’ ib =, V. Tada:

(i) a+b=,,d +V;
(ii) ab =,, a'b’;
(iii) a™ =,, o™ za sven > 1.

Dokaz. (i) Ovo sledi jer (a +b) — (' + V) = (a —d’) + (b — V') i m deli oba sabirka na
desnoj strani.

(ii) Imamo ab — a’b’ = ab— d'b+ a’b— d'V/ = (a — a')b+ ' (b — V') i m deli oba sabirka
na desnoj strani.

(iii) Indukcijom po n koristeci (ii). Q

Takode, ako a+b =,, ' +V'ib =, I/, mozemo da skratimo b i ¥’, i da dobijemo a =, a'.
(Zaista, mozemo da zapisemo a — a’ = ((a +b) — (¢/ +V')) — (b — V'), i oba sabirka su
deljiva sa m.) Medutim, u opStem slucaju, skra¢ivanje kod mnoZenja nije dozvoljeno, tj.
ab =, a'b ib =, b uopstem slucaju ne povlate a =, a’. Npr.2-6 =4, 3-61i6 =4 6, ali
nije 2 =4 3.

Medutim, ako je ispunjen dodatni uslov, mozemo da skratimo.

25. Tvrdenje. Ako ab =, a't/, b=, b' i (b,m) =1, ondaa =, d.

Dokaz. Najpre primetimo da b =,,, V' znac¢i da mozemo zapisati b’ = b + rm, pa je ab =,
a't = d' (b+rm) = a’b+a’'rm =, ’b+0 = a’b, odaklem | ab—a'b = (a—a’)b. 1z (b,m) =
1, zapis$imo pb+qgm = 1. MnoZenjem sa (a —a’) dobijamo a —a’ = pb(a—a’) +gm(a—d’).
Kako m deli oba sabirka na desnoj strani, deliia — d/, tj. a =, d’. Q

26. Definicija. Broj b je inverz od a modulo m ako ab =, 1.

27. Tvrdenje. Inverz od a modulo m postoji akko (a,m) = 1. U tom slucaju, ako je b jedan
inverz, svi ostali inverzi su opisani formulom x = b + km, k € Z, $to znaci da a ima jedinstven
inverz x takavdal < z < m.

Dokaz. Ako je ab =,,= 1, tada ab — 1 = km ili ab — km = 1 odakle (a,m) = 1. Sa druge
strane, ako (a,m) = 1, zapisimo pa + ¢gm = 1. Ocigledno je pa =,, 1, tj. a ima inverz
modulo m.

Neka je b jedan fiksirani inverz i z proizvoljan inverz. Tada ab =,, 1 =,, ax, pa kako
(a,m) = 1 skracivanje sa a dobijamo b =,,, z, pa je z = b+ km za neko k € Z. Obratno,
ako je x = b+ km, onda je ax = ab+ akm =, ab =, 1, tj. x je inverz od a modulo b.

VIll. Kineska teorema o ostacima.



10 SLAVKO MOCONJA

28. Teorema (Kineska teorema o ostacima). Neka su mi,ms, ..., m; = 2 medusobno uza-
jamno prosti brojevii a1, as, ..., ax € Z. Sistem kongruencija:

r =m; a1

T =my a2

X Emk a‘k‘
ima resenje. Ako je xq jedno resenje, tada sva resenja su data formulom:
r=x9+nM, nel,

gde je M = mymsy ... my. Specijalno, postoji jedinstveno resenje xq tako da 0 < xo < M, koje
Zovemo 0snovno resenje sistema.

Dokaz. Za pocetak ¢éemo pretpostaviti da imamo reSenje xg gornjeg sistema, i dokazaé¢emo
drugi deo tvrdenja. Neka je x neko reSenje sistema. Kako za sve i, 1 < i < k, vazi
T =, Qi 1 T =py; a;, IMAMO i g =y, T, tj. My | © — zg. Po tvrdenju 12(iv), M | z — x, tj.
postojin € Z takoda z — xg = nM, tj. x = 29 + nM.

Sa druge strane, za proizvoljno n € Z element z = zo + nlM jeste reSenje sistema jer
xo + nM =,,, xo jer m; | M. Dakle, sva reSenja jesu navedenog oblika.

Sada je jasno da postoji jedistveno resenje xg takvo da 0 < z¢p < M, i to je ostatak pri
deljenju x sa M, gde je x bilo koje reSenje sistema (kako smo videli sva reSenja imaju isti
ostatak pri deljenju sa M).

Dakle, ostaje da nademo bar jedno reSenje. Oznac¢imo sa M; = li zasvei=1,...,k.
Po tvrdenju 12(ii), (M;,m;) = 1 zasvei = 1,...,k. Po Bezuovoj lemi postoje p;, q; € Z
tako da p;M; + ¢;m; =1 zasvei=1,..., k. Dokazimo da je:

xo = p1Miar + poMoag + - - - + ppMyay

jedno re$enje sistema.
Neka je i, 1 < i <k, proizvoljno. Tada p;M;a; =, 0za j # i jer m; | M;. Dakle:

o =m; piM;a;.

(Svi ostali sabirci su nula.) Sa druge strane, p;M;a; =, a; jer p;M; + ¢;m; = 1 povlaci
piM; =, 1. Prema tome, zo = m;a,. Dakle, z( zaista jeste jedno resenje. Q

Pored samog iskaza prethodne teoreme, bitno je da zapamtimo i algoritam konstruk-
cije proizvoljnog reSenja koji je dat u drugom delu dokaza. llustrujemo primenu jednim
primerom.

29. Primer. Resiti sistem kongruencija:

r =3 2
r =4 1
r =11 7.
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Resenje. Primetimo da je ispunjen uslov da su 3,4,11 medusobo uzajamno prosti. Is-
praticemo algoritam dat u dokazu kineske teoreme. Imamo m; = 3, my = 4img = 11,
al :2,a2 = 1ia3 = 1. BroijeM:m1m2m3 =3-4-11 = 132;M1 = Mmaoms =
44, My = mymg = 33, M3 = mims = 12. Najpre, treba da nademo p; i ¢; tako da
piM; +qm; =1zasvei=1,2 3.

Prvo, razmotrimo M; = 44im; = 3. Ovo nije tesko da pogodimo: (—1)-44+415-3 =1,
pa mozemo da uzmemop; = —1liq = 15. Za My =33img = 4istoje1-33+(—8)-4 =1,
pauzmemopy, = lig = —8. Za M3 = 12img = 11, pajel 124 (—1)-11 = 1, i
uzmimo ps = 1ig3 = —1. Ako ne mozemo da pogodimo resenje iskoristili bismo Euklidov
algoritam (ili neki drugi) da ga nademo. Zapisimo sve sracunato u tabeli:

i milai | M| pi | ]
1 32|44 |-1]15
21 411331 |-8
31171121 | -1

Prema datom algoritmu jedno resenje je 2o = p1 Miaj + paMaas + psMszasz = —88 + 33 +
84 = 29. S obzirom da je 0 < 29 < 132, g = 29 je i osnovno resenje sistema, dok su sva
reSenja sistema data formulom x = 29 + 132n, n € Z. Q

IX. Ojlerova funkcija.
30. Definicija. Zan > 1, sa U, oznatavamo skup:
U,={i|1<i<n, (i,n) =1},

dakle skup brojeva manjih od n koji su uzajamno prosti sa n. Broj elemenata skupa U,
obelezavamo sa @ (n):
@(n) := |Unl,
dakle @(n) je broj elemenata koji su manji od n i uzajamno prosti sa n. Funkciju ¢ zovemo
Ojlerova funkcija.
31. Primer. (1) Kako je U; = {1}, to je ¢(1) = 1.
(2) Ako je pprost, U, ={1,2,3,...,p— 1}, paje o(p) =p— 1.
(3) Ako je p prost, odredimo ¢(p*). Broj z < p* uzajamno je prost sa p akko p { x. Brojeva
rtakvidal <z < pFip|pFimapht, tosu: p,2p,3p,...,p" 1 p = pF. Prema tome,
brojevaz zakojejel < z < pFipfx, ima @(pF) = pF—pF~1 = pF~1(p—1) = p’f(l—%).

Ispostavlja se da je racuniz prethodnog primera dovoljan da bismo u potpunosti odredili
funkciju ¢, tj. imamo sledec¢u teoremu:

32. Teorema. Ako (m,n) =1, onda je @(mn) = @(m)e(n).
Dokaz. Dovoljno je da konstruiSemo bijekciju f : Uy, — Uy, X Uy, Definisemo:

za k € Uy, gde sa k,, i k, obelezavamo redom ostatke pri deljenju k& sa m i n.



12 SLAVKO MOCONJA

Primetimo da ako k € Uy, tj. (k,mn) = 1, tadajei (k,m) = 1i(k,n) = 1, pajei
(km,m) =11 (k,,n) =1, odakle k,, € Uy, i k,, € Uy, $to znaci da je gornje preslikavanje
zaista dobro deinisano.

fje1-1: Neka k,l € Uy, bez umanjenja opsStosti neka je k& > [, i neka je k,,, = I, i
kn = l,,; treba da dokazemo k = [. Kako je k,, = l,,, to znaci k =, [, pam | kK — 1, i slicno
n | k—1. Kako (m,n) =1,toimn | k—1, alikakoje0 < k—I1 < mn, toznacidak—1 =0,
tj. k=1.

fjena: Nekasua € Uy ibe Uy, tj. (a,m) = 1i(b,n) = 1. Po kineskoj teoremi o
ostacima imamo broj = takav da:

i0 <z < mn. Kakojez =, ai(a,m) =1, toje (x,m) =1, islicno (z,n) =1, pajei
(x,mn) = 1. Dakle, z € Uy,,,,. Kako je ocigledno f(x) = (a,b), zavrsili smo dokaz. Q

33. Posledica. Ako su p1, ..., ps razliciti prosti brojevi, tada je:
k s\ k s (K k1— s s—
Q- o) = @) () = (P — P ) (e — P,
odakle @(n) = n 7,11 3).

X. Ojlerova teorema.

34. Teorema (Ojlerova teorema). Neka sun > 1ia € Z takvida (n,a) = 1. Tada:

a®™ = 1.
Dokaz. Zapisimo Uy, = {u1,uz, ..., Uy(m)}- Neka sury,ra, ..., 7, redom ostaci pri del-
jenju uia, usa, . .., uy(mya sa n. Dokazimo:
{7’1,7"2, N 77n<p(n)} = Un.

Zasvakii =1,2,...@(n)imamo (u;a,n) =1 jer (u;,n) = 1i(a,n) =1, odakle i (r;,n) =
1, pa r; € U,. Dakle, vazi inkluzija (). Kako levi skup ima najvise @(n) elemenata, a
desni tacno @(n) elemenata, dovoljno je da dokazemo da za i # j vaZir; # ;. Neka
¢ # j i bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je u; < u;. Tada 0 < u; —u; < n, pa
ntuj —u;, akako jei(a,n) = 1imamoin { (u; — u;)a, pa u;a #, uja, odakle r; # r;.
Dokazali smo gornju jednakost. Sada je:

ULA - UA -~~~ Up(p)d =n T1 -T2 Te(p) = UL U2 Up(n),

tj. u-a®™ =, u, gde je u = uy - uy - - “Ug(n)- Dakle, n | u(a®™ — 1) pan | a®™ — 1 jer
(u,n) = 1 jer je n uzajamno prost sa svim u;. Dakle, a®™ =, 1. Q

35. Posledica. Neka sun > 1ia € Z takvi da (n,a) = 1, i neka su m,k € W takvi da

m =gy k. Tada a™ =, ak.
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Dokaz. Dovoljno je da dokazemo o™ =,, a" gde je r ostatak pri deljenju m sa @(n). Za-
pisimo m = qo(n) + r. Tada je:

a™ = a9 = (®MYigT = 19.4" = o,
gde je a®™ =, 1 po Ojlerovoj teoremi. Q
36. Primer. Izracunati ostatak pri deljenju 12347865435 53 11.

Resenje. Kako je 1234 =11 2, to je:
12347865435 — | 97865435

Kako je 11 prost, 1112, ¢(11) = 11 —1 = 101 7865435 =1 5, prema prethodnoj posledici
je:
97865435 — | 95 _ 39 = . 10,
Dakle, trazeni ostatak jednak je 10. Q
37. Primer. Izracunati ostatak pri deljenju 282%™ sa 13.
Resenje. Kako je 28 =13 2, to je:
282930 513 22930‘

Kako je (13,2) = 1 prema prethodnoj posledici potrebno je da izracunamo ostatak pri
deljenju 2930 sa @ (13) = 12. Kako je 29 =15 5, to je:

2930 =, 5%
Da bismo ovo pojednostavili mozemo jo$ jednom da idemo na Ojlerovu teoremu jer je
(12,5) = 1. Kako je ¢(12) = @(3-4) =430 =4 2 imamo:
530 =15 5% = 25 =15 1.
Vracajuci se unazad imamo:
229°" =52l =2,

Dakle, trazeni ostatak je 2. Q
38. Primer. Odrediti dve poslednje cifre broja 31234,

Resenje. Ako preformulisemo zadatak, treba da odredimo ostatak pri deljenju 3234 sa 100.
Jedan nacin je da primenimo Ojlerovu teoremu, koju mozZemo da primenimo jer (3,100) =
1. Naime ¢ (100) = @(22 - 5%) = @(22)@(5%) = (22 — 2)(5? — 5) = 40, i 1234 =49 34, pa je
prema prethodnoj posledici:
31234 _ 334

Sada mozemo direktnim racunom da dobijemo:
334 = (35)0.3% = 2436.81 = 43°-81 = (43%)3.81 = 18493.81 =1 4981 =

=49?.49-81 = 2401-49-81 =109 1-49-81 = 3969 =19 69.
Dakle, trazene poslednje dve cifre su 69.
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Drugi nacin bi bio sledec¢i. Da izracunamo ostatke pri deljenju sa 4 i 25 pa da iskoristimo
kinesku teoremu da nademo ostatak pri deljenju sa 100. Za 4 je lako:

31234 =, (_1)1234 - 1.

Za 25, kako je (3,25) = 1 moZemo da iskoristimo Ojlerovu teoremu. Kako je ¢(25) =
@(5%) = 5% — 5 =20 1234 =y 14 imamo prema prethodnoj posledici:
31234 =y 314 = (33)1 .32 = 271 . 9 =95 2" . 9 =16 - 9 = 144 =p5= —6.
Sada traZimo osnovno resenje sistema:
T =4 1
T =95 —6

Imamo M = 100, my = 4, My = 25, mg = 25i My = 4, pa kako je (—6) -4+ 1-25 =1,
imamo tablicu:

i o [Mi]pi | g |
1 4 1 125 1 |—-6
21125 -6 4 | -6 1

Jedno resenje je x = p1 Mya1 + paMsas = 25 + 144 = 169, pa osnovno reSenje dobijamo
uzimanjem ostatka pri deljenju sa 100, a to je 69. Q

39. Primer. Odrediti dve poslednje cifre broja 21234,

Resenje. Ponovo trazimo ostatak pri deljenju sa 100. Kako (2,100) # 1, Ojlerovu teoremu
ne mozemo primeniti direktno. I¢i éemo na traZenje ostatka pri deljenju sa 4 i 25 i kinesku
teoremu. Za 4 je lako; ocigledno 4 + 22 | 21234, pa je 21234 =, 0. Za 25, kako (2,25) = 1,
mozemo da idemo na Ojlerovu teoremu. Imamo @(25) = 20 i 1234 =9y= 14, pa je prema
prethodnoj posledici:

21234 — oo o1 — (25)2.21 =322 . 16 =95 7% - 16 = 49 - 16 =95 (—1) - 16 = —16 =25 9.
Treba nam osnovno resenje sistema:
z =4 0
T =95 9

Imamo sli¢nu tablicu kao i u prethodnom primeru tablicu:

Liflmi[ai [ M ] pi | ]
14]0][25]1]—6
2([25 9| 4 |—6] 1

Jedno reSenje je x = p; Myaq + p2Maas = —216, pa osnovno redenje dobijamo uzimanjem
ostatka pri deljenju sa 100, a to je 84. Dakle, trazene poslednje dve cifre su 84. Q

X1. RSA kriptosistem. Opisac¢emo jedna kriptosistem zasnovan na Ojlerovoj teoremi.
Pretpostavimo da osoba B Zeli da posalje osobi A tajnu poruku. Osoba B bi trebalo
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nekako da Sifruje poruku i posalje je osobi A, ali tako da osoba A moZe da deSifruje poruku,
ali i tako da trec¢a strana C' ne moze da provali poruku.

Osoba A moze da postupi na sledeci nacin. Najpre, izabere dva (u praksi velika) prosta
broja pa i qa, izratuna na = paqa i @(na) = (pa — 1)(ga — 1). Zatim izabere broj s
uzajamno prost sa @(n4) i izracuna njegov inverz d4 modulo @(n4).

Osoba A uovom momentu moze da zaboravi brojeve p4, g4 i @(n4). Osoba A objavljuje
par (sa,n4) kao svoj (svima poznat) javni kljuc, a €uva broj d 4 kao svoj tajni kljuc.

Osoba B pretvori (na neki ve¢ utvrden nacin) zeljenu poruku u broj P takavda P < ng4,
(P,na) = 1. lzratuna P*4 =,,, S takoda S < n4 iSifrovanu poruku S 3alje osobi A.

Osoba A tada racuna S% =,,, D takoda D < n4. Primetimo daje D =,, S% =, ,
Psada =, P po Ojlerovoj teoremi jer je (P,na) = 11 sada =¢(n,)= 1. KakojeiP,D <
n 4 zakljuc¢ujemo D = P, tj. deSifrovana poruku D je bas originalna poruka P.

Da bi C provalio sistem, morao bi da izracuna d4 — inverz modulo @(n4) od s4. To
moze lako da uradi ako izaracuna @(n4). Medutim, iako zna n4, C' ne moze brzo (u
razumnom vremenu) da nade @(n4) (brz algoritam za to nije poznat), pod uslovom da ne
zna njegovu prostu faktorizaciju. Medutim, C' ne mozZe u razumnom vremenu ni da nade
prostu faktorizaciju broja n 4, jer ni za to brz algoritam nije poznat.

XII. Vilsonova teorema.
40. Teorema (Vilsonova teorema). Neka n > 2. Broj n je prost akko (n — 1)! =, —1.

Dokaz. (=) Neka je n prost. Ako je n = 2, onda zaista vazi (2 —1)! = 1! =1 =9 —1. Ako
je n = 3, takode imamo (3 — 1)! = 2! = 2 =3 —1. Pretpostavimo da je n > 5 neparan
prost broj i zapiSimo:
m—1)=1-2---(n—2)-(n—1).
T/

Dokazac¢emo da cinioce u proizvodu P, kojih ima n — 3, mozemo podeliti u ”T_?’ parova
tako da je proizvod svakog para modulo n jednak 1, $to povlaciida je P modulo n jednako
1.

Dovoljno je da primetimo da za svako a, 2 < a < n — 2, postoji jedinstveno b tako
da2<b<n—-2>b#aiab=,1 Nekajea, 2 < a < n — 2 proizvoljno. Kako je n
prost, (a,n) = 1, pa a ima inverz modulo n, i ima jedinstveni inverz b modulo n takav da
1 < b < n—1. Medutim, ako je b = 1 imali bismo 1 =, ab =, «a, $to nije tacno, i ako je
b =n —1imali bismo 1 =, ab =,, —a, Sto takode nije tacno. Dakle, 2 < b < n — 2. Ostaje
da dokazemo b # a. Akojea =bondajel =, ab=a? pan|a®—1=(a—1)(a+1).S
obzirom da je n prost,n | a — 1ilin | a + 1, odnosno a =,, +1, a znamo da to nije ta¢no.

Ako je broj b odgovara broju a kako je opisano u prethodnom pasusu, ocigledno broj
a odgovara broju b. Dakle, brojevi 2,...,n — 2 zaista su podeljenji po parovima takvim
da je proizvod svakog para jednak 1 modulo n. Prema tome i P je 1 modulo n. Konacno,
m-1)!'=1-P-(n—1)=,1-1-(-1)=-1.

(<) Neka n nije prost broj. Tada postoje m,k takvida 1 < m,k < nin = mk. Ako
moZemo da nademo m i k takodam < k,ondaje (n—1)!'=1---m---k---(n—1)=,0
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jer je (n — 1)! ocigledno umnozak od n. Kada razlicite m i k ne moZemo da nademo?
Pa jedino kad je m = k jedini delilac broja n za koji je 1 < m < n. Brojevi koji imaju
samo jedan pravi delilac su n = p? gde je p prost. Ako je p = 2, tj. n = 4, tada je
(4—1)!=3=6=42%4 —1. Akojep > 3, ondase u (n — 1)! = (p? — 1)! javljaju ¢inioci
pi2p, paje (n—1)!umnozak od p?> = n, tj. (n — 1)! =, 0 %, —1. Q
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