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I'nmasa 1

UUcka3ua jJjoruka

1. CuHTaKCca IICKa3He JIOTIIKe

CuHrakca nckasHe joruke ogpehena je uckasnum jesaukom, Tj. KOJIEKIMjoM
cuMOb0JIa KOjIt CIIy»Ke 3a 3aIlVC UCKA3HUX POPMYIa, Ko ¥ IPaBMIIMMA I10 KOjuMa

ce uckasHe popMyute rpaje.

Nedunnuumja 1.1. (MUckasHu je3ux u nuckazua popmysia)

1. Hckasnu jesuk unmne ciaenehu cumboim:
® UCKA3HA CT0GA VLMY UCKA3He NPOMeHIbUGe Koje 0OMUHO obeexaBa-
MO cap,q,T,...,P0,P1, P2, .. VI CIUUHO,
e Jiocuyke koHcmarme L n T,
e jocuukuy gesHuyu —, A\, V, —, <> u ¥, u
e 3arpaje kao nomohuu cumboim.
2. Hckasne gopmymne rpagumo pekypentHo Kopucrehn cieneha mpasmna:
e JICKa3Ha CJIOBA I JIOTMUKE KOHCTaHTe CYy MCKa3He GopMyie;
e axo cy o 1 ¢ uckasHe gopmye, ouna cy u —p, (¢ A1), (¢ V ),
(¢ = ), (p <> 1Y) u (¢ Y1) Takohe uckasue popmyie;
e CcBaka UCKasHa GopMyJa ce rpagy y KOHAUYHO MHOTO KOpaka Ko-
pucrehn nperxomHa ABa IpaBUIIA.

Ckyn ncka3HuX coBa obesnexaBaMo ca P, u, ako Huje Jpyradmnje Harjalie-
HO, IIPeTIIOCTaBbaMo Ja je PP GecKoHauHO IpeOpojuB cKyIl. Y 0Boj riaBu hemo
yMecTo ,JMcKasHa popmysna” o6uMUHO ToBOpUTU caMo ,popmyrna’. Popmyie
hemo o mpaBuTy 06enexaBaTy MaJuM CIOBMMA Tpukor andabera. CKym cBUX

¢dbopmyina obeneskaBahemo ca F.



2 1. UICKA3HA JIOTHKA

3apartak 3.1. 1° Axo je P Hajsuure rpebpojus (koHauaH mian npebpo-
juB) cKy1, mokasatu fa je JF mpeGpojuB CKyIL.

2° Ako je |P

(ITomoh 3a deo 6): Ako je k = N, maoda je k - kK = K.)

= Kk > Ny, nokasaru ga je | F| = k.

VHTYyuTHBHO je jacHO Oa je cBaka popmyia ¢ € F 3anmcaHa kopucrehu
caMo0 KOHauHO MHOTO cuM6Goia. CrienujaiHo, (¢ y CBOM 3aIICy MMa CaMoO KO-
Ha4yHO MHOTIO MICKa3HUX CJI0BA; KOHA4AH CKYII ICKa3HUX CJIOBA KOja Ce jaBJbajy
y samnucy dopmyie ¢ obenexasamo ca P,. Cnuuno, y sanucy gopmyse ¢
JIOTMUKY BE3HULM I0jaBJbyjy ce caMo KoHauHo MHoro myTa. Ca sl(y) oGere-
»’KaBaMo Opoj IojaBJbuBamba UCKAa3HNX BesHUKa y . [lakie, sl(¢) € N, u oBaj
Opoj HazmBaMo croxerocm gopmyrne . Hpumerumo na je sl(p) = 0 ako u camo
aKo je ( MCKa3HO CJIOBO WJIN JIOTMUKa KoHcTaHTa. Takobe, sl(—¢) = 1 + sl(p),
sli(p A ) = sl((p V) =sl((p = ) = sl((p < ¥)) =sl((p YY) =
sl(p) + sl(¢) + 1.

3apartak 3.2. Axo je sl(¢) = n, nokasaru na je ykymnan 6poj cumboina
y ¢opmynu ¢ HajBuiue 4n + 1. Takobhe, mokasarn ga je 6poj cioBa y
¢bopmynu @ Hajute n + 1.

CBaky ¢opMyIily MOKEMO IIPEACTABUTI HEHUM 0peermom usepaorve. [p-
BO M3rpajtbe GopMyJie ¢ MOXKEMO OIMCATY PeKyPEeHTHO mparehu mocrymak
nsrpaname Ha ciaenehu Haumn. Vicka3HOM CJIOBY M JIOTMYKMM KOHCTaHTaMa
OJroBapa jeJHOUJAHO APBO: UBOP KOjM je O3HAUEH JaTUM MCKA3HIM CJIOBOM,
OIHOCHO JIOTMYKOM KOHCTAHTOM. AKO je ¢ = —1), IpBo opMyJre ¢ uMa KOpeH
O3HAUEH ca — Ha Koje ce HajioBe3yje ApBo popmyite Y. Ako je p = (¢ * ), roe
je % Hekm of Be3HUKa A, V, —, <> 1 Y, n1pBo opMyIie ¢ MMa KOpeH 0O3HAUEeH ca
* Ha KOje ce HaJ0Be3yjy [Ba IOAApBeTa: peqoM aApBa dopmyie 1) u popmyie 6.

dopmymna v je nomgopmyna bopmyie  axo je Y = ¢ uin ako je popmyna
1) yuecTBOBaJIa y U3rpagmsu popmyie ¢. JJako MoxkeMo 1a BUAMMO 1a Y APBETy
usrpage GopMyle (o CBaKOM YBOPY ApBeTa OATOBapa jeqHa IMOTPOpMyIIa O
®.



oBaj uBop oxpebyje
p

oBaj uBop oxpebyje
(g — )

oBaj uBop oxpehyje
q

2. CEMAHTHUKA MCKA3HE JIOTUKE

Mpumep 1.2. [IpBo usrpangme popmyie —(p A ((¢ — —r) V r)) npuka-
3aHoO je Ha cnenehoj ciamnm.

KxopeH oapehyje
~(pA((g—-r)Vvr)

oBaj uBop oxpehyje
(A ((g—-r)vr)

oBaj uBop oxpehyje
((g—=-r)Vvr)

oBaj uBop oxpehyje
T

oBaj uBop oxpehyje
-r

oBaj uBop oxpehyje
r

Yecto hemo, kako 6MCMO pacTepeTmiIn 3aInc, 1 aKo je To moryhe, mcry-
IITaT! fa 3alMIlIeMo BUIIAK 3arpana y ¢popmyin. Ipu Tome BoguMo pauyHa o
[I03HATOM IIPABILY O IIPMOPUTETY Be3HMKA: — je Be3HUK HajBIUIIIET IIPMOpUTe-
Ta, A 1 V cpefer, a —, <> 1 Y cy Be3HUIIN HajHIDKeT npropurera. Tako je HIIp.
pAqg—1rVsdopmyna ((pAgq) — (rVs)). Takobe, 36or cemaHTHUKe acounja-
TUBHOCTY BesHuKa A 1 V, 3arpage y opmynama p AgArmwmm py Vpa V- --Vpy,
Hehemo 3ammcuBary. CimyHO Baky 1 3a Be3HMK Y. Vako Be3HUK <+ MIMa UCTY
ocobnHy, HIje 06uUaj Aa ce y ciuuHnM GopMyiama 3arpaje OpuIiy.

2. CeMaHTHUKA IICKa3HE JIOTMKE

Cxyn {0, 1} je ckyn uctuHUTOCHUX BpegHOCTH, IpK yeMy () YuTamMo Kao
HemauHo, a 1 Kao mauHo.

Nedpuunumja 1.3. (Bamyanuja) Baryayuja je 6uio koja ¢pyHKIIja
v:P —{0,1}.

Haxkie, 61710 Koje mOmebyBaIbe MCTUHUTOCHUX BPeTHOCTY MCKa3HUM CJIO-
BIIMa Ha3uBa ce Bajdyannja. Kaga mmamo samaTy Baldyalujy v, Ha IpUpOAaH
HauMH pauyHaMO MCTMHUTOCHE BPpeTHOCTH CBUX PopMyIa.
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Nedpuuuumja 1.4. (Marepuperanuja dopmyie) Heka je v : P —
{0, 1} mpoussospHa Banyaunja. [lepunuinemo urmepnpemayujy ¢op-
MYJie p npu v, y 03HaLU Y[v], peKyp3ujoM 1o usrpaamu Gopmyie Ha
ciaenehm maumn:

def def

e Tlv] =1 u L] = 0;

e sapeP.olo] < o(p)

o (—p)[v] ﬂlaxomcaMo axo p[v] = 0;
(cp/\¢)[v] = 1 aKo 1 caMo ako Baxe o6a p[v] = 1 u ¢[v] =
o (pV w)[v] %' 1 axo u camo axo Bax Gap jemas ox p[v] = 1 u
Plo] = 1;

o (p—=Y)[v ] "1 axo u camo axo Baxu Gap jemas ox p[v] = 0n
Plo) = 1;

o (p+ w)[v] &1 axo u camo axo Baxu lv] = Y[v);

o (o V)v] 241 axo u camo axo Baxm w[v] # P[]

IIpBa Tauka nperxonHe ReguHULMje KaxKe fa ce GopMysia | MHTEPIIPETH-
pa Kao TauHa, a popmyia | kao HeTauHa He3aBMCHO OX Balyanuje v. [lpyra
TauKa Kake [ja CJIOBO P IIOCMAaTPaHO Kao GopMyJia MUMa UCTUHUTOCHY BPEIHOCT
mary BanyauumjoM v: v(p). Tpeha Tauka kKaxke fa - UMa CyNpoOTHY MCTUHU-
TOCHY BPeIHOCT IIPU ¥ Yy OXHOCY Ha GOPMYJIIy (03 TO MOKEMO IPENCTABUTI
UCMUHUMOCHOM MAabIuyom Ha ciefehy HauuH:

plo] || ()]
0 1
1 0

Koumauno IIOCJTIENIbE UETVIPU TAUKE KXY Aa C€ MICTMHUTOCHE BPETHOCTI (I)Op—

myna @ A, o Vb, ¢ — 1, ¢ <> 1 u ¢ Y 1) pauyHajy npema ciaegehnm
UCTMHUTOCHUM Tabimiama:

ol o] [ (e AR | (2 VO] | (2 = D)ol | (¢ & D)) | (9 L )]
0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 0
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VHTyuTnBHO je jacHO ma MHTepIipeTarija popmye  Ipu BaTyaruju v
3aBYICH CaMO OJf BpeHOCTM BajJlyauuje v y cIoBuMa popmyie :

Teopema 1.5. Bpexmoct ¢[v] saBucu camo ox v|p,, .

IIperxogHa TeopeMa GopMaTHO ce JOKasyje MHIYKIMjOM II0 CJIOKEHOCTH
¢dbopmyite @, IIITO OCTaBHAMO Kao 3aJaTak.

3aparak 3.3. [Jatu popmanan mokas Teopeme 1.5.

Necduvnnuuja 1.6. Heka cy o, ¢1, ..., ¥, dopmyie.

1. Mumemo ¢ = ¢(p1, P2, - - -, Pn) Aa Haraacumo Py, C {p1,p2,...,pn}-

2. Axoje v = p(p1,...,Pn), ca(i,...,1,) oberexaBamo popmyiry
Y K0OjOj CMO CBaKO II0jaBIbMBAaIb€ CIIOBA P; 3aMEHIIN ca GOpMyIIOM

1;, 3a cBe i < n.

INema 1.7. (JIema o 3ameHmM)

Hekacy o = ©(p1,...,0n) Y1, - ., ¥, Gopmyne. Heka je v mpousBosbHa
BaJyalllja, M HEKa je w Baylyaluja cjiosa pi, ..., P, AaTa ca:

w(p;) g%[v], 3acBe i < n.

Tapa @(11, . .., %) [v] = @w].

Noka3. WsBommmo poxas mHaykuujom 1o sl(¢). Axo je sl(p) = 0,
MMaMo TpM ciydaja a pasMOTpUMO.

1° ¢ je cnoBo. Taga je o6aBe3HO @ = p; 3a HeKO § < n (jep je ¢ =
(P(pla <o 7pn))s ma je 90(1/}17 ce ﬂbn) = 1);. Cana je:
(W1, ) [v] = Yilv] = w(ps) = o[w],
rae apyra jeJHaKOCT BaKM 10 AeMHUI)H BaIyaluje w.
2° ¢ = 1. Tanaje p(¢1,...,%n) = L, Onakne p(¢1,...,¢pn)[v] =0 =

plwl.
3° ¢ = T.OsBaj cyuaj ce pagy CIUUHO Kao 2°.

11}‘73(@ je o3HaKa 3a peCTpMKIM]y Balyanuje v Ha CKyI P.
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[pernocraBumo cana aa je sl(¢) = m > 0. iMamo HeKOJIMKO CiIyuajeBa
I1a pa3MOTIMO.
1° ¢ = —0. Ilpumernmo na je 0 = O(p1,...,pn), sl(f) = m — 1 u

(Y1, ..., n) = 201, ..., 1¥y,). Kako je sl(f) < m mo mamyKimj-
CKOj XUIIOTEe3N je:

O, ¢Pn)[v] = O[w],

na je (1, ..., ¢¥n)[v] = 1 akko O(¢1, . .., 1,)[v] = 0 akko Olw] = 0
akko p[v] = 1; omasme, (U1, . .., Yn)[v] = @w].

2° ¢ = 0 A\ o. Ilpumernmo naje 0 = 0(p1,...,pn), 0 = o(P1,.-.,Pn)s
51(9)7 SI(U) <nmn ¢(¢1’ ce wn) = 9(%; e )wn) N 0-(1/}17 ce wn)

Kaxko je sl(0), sl(0) < m, mo MHAYKLMjCKOj XUIIOTE3N je:
01, .., 0n)[v] = Olw]mo(r,. .., ¢Yn) V] = ofw],

na je o(t1,...,¥,)[v] = 1 akko O(¢1,...,0,)[v] = 1 u
o(1,..., ) [v] = 1 akko Olw] = 1 u olw] = 1 akko p[v] = 1;
omasze, ¢(Y1, ..., ¥n)[v] = plw].

IIpeocranu ciIyuajeBu paje ce Ha CM4aH HauuH Kao 2°.

Nedunnnunja 1.8. Heka je ¢ dopmyia u v Bamyaryja.

1. KaskeMo a v 3a00607wa6a WU [1a je v MoOeJ 3 p, y O3HALM U | 0, AKO
je p[v] = 1; y cymporaoM, ako p[v] = 0, kaxxeMo 1 je v KoHmpamoden
3a ¥ IIUIIEMO VU J;é ®.

2. dopmyra ¢ je 3a0060/muUBa aKO TIOCTOJU Balyal(ija v TakBa ja v | ¢;y
CYIIPOTHOM,  je KOHMPAaouKyuja.

3. ®opmyina @ je nopeyuea ako IIOCTOjU Bajyalija v TakBa aa v j;é vy
CYIIPOTHOM, (¥ je maymoJiozuja, IITo 3aICyjeMo ca | .

[IpuMeTMO 12 je ( TayTONOTUja aKO 3a CBAKy Balyalujy v BaKu v | ¢ (Tj.
(0 HeMa KoHTpamoze). CIMYHO, ( je KOHTpagUKIINja aKo 3a CBaKy Balyaliyjy
U BaXU U J%- © (1j. ¢ Hema mogein). OunrieqHo, 0 qepUHULN]Y, | je IpuMep
jenHe TayTosoruje, a L je mpumep jemHe KOHTpaguMKIuje.
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Mpumep 1.9. BaxxHe tayTojoruje:

L. EpV-p (tertium non datur)
2. E-(pA-p) (3aKOH HEKOHTpPAAMKIIIL]je)
3. E-pep (KJIacYHM 3aKOH [yIUIe HeTaluje)
4. EpApep (mmeMmoTeHTHOCT 3a /\)
5. EpVperp (mmemmoTeHTHOCT 32 V)
6. Epop) T, Flpop o TuE{pYp) <L
7.EpANT < pu EpALe L
8. EpVT < Tu EpVLlcnyp
9. ke T)eopu e Ll)eop
10. E(pYT) < —pu E(p¥YLl)&p
1. EL—p (ex falso quodlibet)
12.k(p— L)< —p (reductio ad absurdum)
B.Ep=>Tuk(T—p<p
4. EpAqg<gApu EpVqg<qVp (koMyTaTMBHOCT 3a A 11 V)
5. k(perq) < (gep) nukE(@PYq < (¢Yp)
16. EpA(pVqg) <pu EpV(pAg) <p (3axonu amcopbumje)
17. kpA(gAr) < (pAQ Ar m EpVi(gVr) < (pVa Vr
(acoumjarmBHOCT 32 A 11 V)
18 E(po (g o) e (oo nkpmYayn) o (pYeYr)
19. EpA(gVr) < (pAg)V(pAT) m EpV(gAr) < (pVa)A(pVr)
(aucTpmMOyTMBHY 3aKOHM)
20. F=(pAg) < pV g u E-(pVg) < pA-g
(de MopranoBu 3aKoHMN)
2. E-(perq) < (pe g u F(pYq) < (-pYq)
22. E(p—q) < (—q— —p) (3aKOH KOHTpamosuuyje)
23. F (p¥q) < ~(p < q)
4. F(peor g @—=a9N(g—p)
25. F(p—q) < -pVgq
26 EpA(p—q) = q (modus ponens)
27. E(p—=q) N—q— —p (modus tollens)
28. E(pVgQ N—DP—q (mMCjyHKTUBHU CUIOTU3aM)
2. Fp—=9N(g—1r)=(p—>T) (XMIIOTETNYKY CUIIOTU3AM)
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Kopucrehu nemy o 3amenu (1ema 1.7) mako gobujamo cienehe tephemne:

Tephemwe 1.10. Hexka cy ¢ = ¢(p1,---,Pn), Y1, - -, ¥n Gopmyie. AKo
E @, ouman E (1, ...,1y,). (U cimuHo, aKo je ¢ KOHTPaAUKLKja, OHIA
jeu (1, ...,1,) KOHTpaAUKUM]a.)

[oka3. Hexa je v mpon3BosbHa Baslyalija, ¥ HeKa je w Bajyalyja cIoBa
D1, ..., Pn Batacaw(p;) = ¥;[v]. dpema nemn 1.7 je (1, . .., ¥y [v] =
plw] = 1, rme npyra jennakoct Baxu jep | . Kako je v 6yuia mpoussosb-
Ha, 3aKbyuyjeMo E ©(11,. .., Up).

Neduununja 1.11. 3a popmyny ¢ ca Mod(y) obenesxaBamo CKyII CBUX
BasTyaluja cKymna P, Koje cy MOJenn 3a (, Tj. Koje 3al0BOJbaBajy (.

3. Jlormuka ekBUBaJIeHIja, HOpMaaHe ¢opme

Nedunnumnja 1.12. Popmyite ¢ u P cy n02uuKU eKUSATEHMHE, P =
(unu ¢ < 1)), ako 3a cBe Banyanuje v Baxu @[v] = vl

[Ipema mepmuMIMjaMa JOIMUKe eKBUBATIEHTHOCTY M MHTepIIpeTanyje Be-
3HUKA <>, BUAUMO J1a je ¢ = 1 ako 1 caMo ako ¢ <> 1. C TuM y Besu,
TayTOJIOTHje HaBefeHe y mpuMepy 1.9 Kox KojuX je IJIaBHM Be3HUK eKBUBa-
JeHIMja [ajy oarosapajyhe mormukn ekBuBajieHTHe popMyIIe; IpuMepa pani,
pAp=p,pVT=T,pA(qVr)={mAq V (pAr), urn.

Penanyja = Ha ckyny F je jemHa penanuja ekBupaieHuuje. CrermjanHo,
KJlaca eKBMBaeHIM]je | | |= je CKyIl CBUX TayTOJIOTM]a, 0K je Kiaca [L]= ckyn
CBUX KOHTPaAUKILNja.

3aparak 3.4. 3a dopmyiny  KaKeMo [a je no3umuseHa ako je nsrpahena

kopuihemeM UCKa3HUX CI0Ba U BesHUKa A, V 1 —. Heka je v; Banyanuja

mara ca vy (p) = 1 3a ce p € P. [Jokasarn:

1° dopmyna ¢ je eKBUBAIEHTHA HEKOj IIO3UTUBHOj GOPMYIIM aKO U CAMO
ako ¢[v1] = 1;

2° 3a cBaky GopMyIy ( IOCTOju IMO3UTUBHA GopMysia ¢ TakBa 1a je
Y=Y uam p = .




3. JJOTMYKA EKBUBAJIEHIINJA, HOPMAJIHE ®OPME

3aparak 3.5. Vspauynaru |F/=| ako je P: 1° koHauaH; 2° npeGpojus.

Teopema 1.13. (Teopema 0 eKBUBaJIECHTHIM 3aMeHaMa)

HeKa CYSD = 90(]?1,- oo 7pn)’ Sol = 90/(1717 L 7pn)’ 1/}17’ ° '7¢TL7917 .. ‘7971
dopmye rakse na p = ¢’ u; = 60; 3acsei = 1,...,n. Tana je:

@(wla XX 7¢n) = (10/(917 000 79n)

Nokas. Kako F ¢ <+ ¢/, npema tBphemy 1.10 mmamo [
©(01,...,0,) < P (01,...,0,), 1. p(01,...,0,) = ¢ (01,...,0,),
na je moBOJbHO mokasatu @(i1,...,10,) = ¢(01,...,60,). Jokas oBe
€KBUBJIEHTHOCTI M3BOAMMO MHAYKUUjoM 110 sl(p). Ako je p = L
wmm @ = |, pe3ynaTar cieau AUPEKTHO. AKO je (¢ CJIOBO, Kako je
¢ = ¢(P1,---,Pn), ¢ = P; 3a HEKO i, A MO IPETIOCTABLM MMa-
MO O(Y1,...,%y) = ¥ = 60; = ¢(01,...,0,). lpernocraBumo ca-
na ga je sl(¢) > 0. Ako je ¢ = -0, mpemMa MHIYKIMCKOj XUIIO-
te3u je o(¢Y1,...,0n) = o(b1,...,0,), onakie nako cienu fa je u
o (Y1, ¥n) = 20 (015, 00), 1) @(Y1, . Un) = (01, On).
CimuHO, aKo je ( = 0 * T 3a HEKU OMHAPHU BE3HUK *, 10 MHIYKLIL]-
ckoj xumnoresn je o(1,...,0n) = o(01,...,0,) u 7(Y1,...,¢¥y) =
7(61,...,0y), na mako Bugnumo ga je u o (1, ..., Uy) *7(V1,. .., Uy)
o(01,...,0n) xT(01,...,00), 7). o(V1,...,0n) = ©(O1,...,0n).

Mpumep 1.14. PRIMER PRIMENE

Neduvnnuuja 1.15. 1. Jlumeparn je cnoBo (no3umuean rumepar) VI
Herauuja cjioBa (HezamugaH tumepar).

2. Knaysa je nucjyHKIMja JUTepaa.

3. KownjynkmuéHa Knaysa je KOHjyHKI[Ija JTepaa.

4. ®opmyia je y KoHjyHKmugHoj HopmanHoj gopmu (KHP) ako je KOHjyHK-
yja Kjaaysa.

5. ®opmyia je y 0ucjyHKmueHoj Hopmantoj gopmu (JHP) axo je OUCjyHK-
IJja KOHJYHKTUBHUX KJlay3a.
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Teopema 1.16. Csaka ¢popmyina je ekBuBanenTHa Hekoj y [TH®P u Hekoj
y KHO.

[oka3s. IIpousBossHY pOpMyIIy MOXKEMO [a CBeLEeMO Ha eKBUBAJICHTHY
dbopmyiny xopucrehn TeopeMy 0 eKBMBaJIEHTHIM 3aMeHaMa (TeopeMa
1.13) Ha cnemehn HaumH:

1. Kopak: EnnMuHMIIIEMO [T0jaB/bUBaba PEIOM BE3HUKA Y, > 1 — KO-
pucrehn 3akone p Y = wp <> Y, o > P = (0 > V)A (Y — p)u
=P =V

ITocne mpBor Kopaka y 3anucy GopMyIie yUeCTBYjy CI0Ba, KOHCTAHTE U
Be3Hunm —, A u V.

2. xopak: EnuMuHuIeM nojasmpuBama BeSHIKA — ,JICIIpe] 3arpafa’ Ko-
pucrehu ne Moprauose 3akone = (p A ) = =V Y u =(p V) =
—p A ), eruMuHKNIIEMO —— Kopuctehu 3akon ——¢ = ¢, u enmuMuHN-
IIIeMO I10jaBJbMBalbe — UCIIpeR KOHCTaHTy Kopuctehu sakore - T = L
n-l=T.

ITocie mpyror kopaka Be3HUK — II0jaBJbyje ce caMO MCIIpe]] CJI0Ba.

3. kopak: CBaky norgopmyiy obimka ¢ A (1) V 0) ekBuBanIeHTHO 3aMe-
Humo ca (P AYP)V (p AQ) (m (V) Abca(pAb)V (P AB)).

ITocne tpeher kopaka nqobujena popmyna je gucjyHkimja nordpopmyia
KOje Cy KOHjyHKIMje JIMTepaya I KOHCTaHTH.

4. xopak: Kopucrehm sakone TAp=p AT =pul Ahp=pA Ll =1
cBogumMo GopMyIy Ha QUCjyHKUM]Y TOTGOpMYyIa Of KOjUX je CBaKa MU
KOHjyHKIIMja IuTepana mim | mian L.

5. kopak: Kopucrehn sakone T Vo=V T =TulVe=pV.l=¢
cBopumo popmyny mwin ua popmyny y JH® v Ha T mam Ha L.
OmnucaHuMM IOCTYIIKOM Ko6ujaMo ekBuBaleHTHY dopmyny y JHP nox
yCJIOBOM fa mojiadHa ¢GopMyIia HUje TayTOJIOTMja HII KOHTPaTMKINja.
Axo je monasHa gopMyIa TayToJIOTHja, OHA je eKBMBAJIEHTHa ca p V —p,
o je popmyna y JH®P, a ako je monasHa ¢popmyna KOHTpaAUKIN]a,
OHa je eKBMBaJIeHTHa ca p A —p, IITO je Takohe popmyia y JHO. IIpema
TOMe, cBaka (opMyIa je eKBUBanIeHTHA Hekoj y [JHD.

INocrynaxk cBohemwa Ha KH® je cimuaH, jenuHo je motpebHO a y Koparm-
Ma 3 - 5 IpUMeHNMO qyajHe 3aKoHe. (AJTepHATUBHO, MOKEMO HeTaljy
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nosnasHe ¢opmye na cBegemo Ha [JH®P, koju HerupamweM, IpIMeHOM
e MopraHnoBux 3akoHa 1 OpucameM IyIUInx Heramuja mocraje KH®
nonasHe gopmye.)

Mpumep 1.17. PRIMER

Nedunnumja 1.18. 1. 3a cioBo p u Basyaunjy v, p’ o3HauaBa JUTEPAT:

v )P ako v(p) =1
-p axov(p) =0

2. 3a nurepan ¢, £ 03HaUaBa CyIIpOTaH JIUTEPAL:

-p akolf =1p

gﬂ{p aKo£:—|p‘

[IpumeTnmo Aa je gupektHo 1o gedpuannumju p’[v] = 1, u ommruje, p¥ [w] =
1 ako u camo axo v(p) = w(p). Takobe, 3a caku ymrepan ¢, £ u £ umajy cy-
IPOTHY TauHOCT IIPY CBAKO]j BAJTyallVjul.

Teopema 1.19. (Teopema o caBpiIeHUM HOPMATHUM opMama)
Hexka je ¢ dpopmya.
AV

1. p= \/ /\ P 2. p

v:Pp—{0,1} pEP, v:Pp,—{0,1} pEP,
plol=1 plv]=0

Hoka3s. [lokaszahemo meo 1. OsHaunmmo ca 6 hopmyny Ha mecHOj cTpa-
HI eKBUBaJeHIMje. [[peTiocTaBuMO HajIpe [a je w Balyalyja cioBa
dopmye o Taksa fa w F ¢ u gokaxkumo w = 6. Kako w E ¢, popmyna
/\peﬂo p¥ je jeman ox mucjyukata y 6. Kako cmo Beh pexiu, p*[w] = 1

3 w j—
3a CBa CJIOBA P, T1a je U (/\peP¢ P ) [w] = 1, onaxie UBBOAMMO KebeH!U
3aKpyuax: w F 6.
[IpermocraBumo caga w = 0 n gokaxkumo w E ¢. U3 w E 6 uma-

MO Jia II0CTOju Basyanmja v cioBa Py, 3a Kojy je ¢[v] = 1, u sa kojy je
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(/\peP¢ p”) [w] = 1. Omaspe je 3a cBe p € Py, p¥[w] = 1, omakie 3axiby-
ayjemo v(p) = w(p). Hakie, Bamyanuje v 1 w IOKJIAIAjy Ce Ha CIOBUMA
dopmye p, na je p[w| = ¢[v] = 1 npema Teopemu 1.5. 3aBpnnm cmo
IOKas3.

dopmyia y meiy 1. mpeTxonHe TeopeMe je cagpuieHa OUcjyHKmuGgHa HopMar-
Ha popma (CAH®D) popmyie ¢, a popmyia y neny 2. je caspuiena KOHjyHKMuUeHa
Hopmanna popma (CKHP) dopmyite . [IpumernMo [a ako je ( KOHTpaguKIyja,
oHfa ¢popmyna y meny 1. Huje mepuHMCAHA jep He IIOCTOjI Balyalija v CJIOBa
dopmyie ¢ 3a kojy je ¢[v] = 1.V tom ciyuajy hemo pehu na je L CIH®
¢dopmyne . CinuHo, 3a TayTOJIOTHje ¢ He MOKeMo fa popmupamo Gopmyy
y ey 2. My ToM ciryuajy kKaxemo na je | CKH® dopmye ¢.

Mpumep 1.20. Kopucrehu reopemy 1.19 manasumo CIAH® u CKHD
¢dbopmyie  mare cremehom tabauiom:

p q r|e|[p' AgU ATV | PPV @V VY
0 00 pVag\Vr

0 0 1|1 |-pA-gAT

01 0]0 pV-qVr

0 1 1|1] =pAgATr

1 0 0|1 |pA—gA-—T

1 0 1|0 —pVqV-r

1 1 00 pV-qgVr

1 1 1)1 PAgGAT

COH® dopmyie ¢ je:

(P A=gAT)V (P AGAT)V (PAGA-T)V (DAGAT),
CKH® ¢opmyie ¢ je:
(pVaVvr)AN(pV-gVr)A(=pV gV -r)A(=pV -qVr).

3apgartak 3.6. [lokasatu meo 2.y reopemnu 1.19.
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3apaTak 3.7. Heka cy  u ¢ dopmyie TakBe [a p HIje KOHTPAOUKIINja,
) Huje TayToNOTUja U | 0 — 1. [loKazaTu:
1° P, NPy # 0;

2° mocroju popmya 6 taksa na | ¢ — 0,

L) — puPy C P, NPy

3apartak 3.8. Heka cy ¢ u ¢ popmyie TakBe qa = ¢ — ¢ u J#/J — .
Hokasatu na nocroju popmyna 6 taksa na = @ — 0, F 6 — ), J,éw — 0

M%H%go.

4. IIpo6reM 3a1OBOBUBOCTU

4.1. IIpo6aemu ognyunBama. Heka cy P C ¥ npebpojuBu CKyIIOBM.
IIpo6nem odnyuusara (X, P), wnu camo P ako je sHauere Y. jaCHO U3 KOHTEKCTa,
je cmegehu mpoGiem.

Mpo6nem. (IIpobiem ognyunBamwa (X, P))
3a gato x € X, ogpenutu fa au x € P.

Necdpuununja 1.21. Ilpobrem (X, P) je 00myuus ako moCTOju aIroOpuTam
KOjI Cce 3a IIPOM3BOJBbAH yiIa3 o0uIMKa & € X 3aycTaBiba ¥ KOPEKTHO [aje
OZTOBOp 0a MM He Ha mutame: ,Jamn x € P?”.

[IperxonHa neduunnmja je HepopMaHa, anu je JOBOJBHO q00pa 3a moTpebe

OBOT TE€KCTa.

Mpumep 1.22. Heka je S, n-towranu ckyn cumbona. Peu Hag S, je
61710 KOju KOHauHM H13 cumboia us S,; Heka je R, CKyIl cBuX peun Hax
Sp- Jomuna uag S, je 6uio xoju ypehen nap peun us R,,; 03HauUMMO
ca D, g momuny (a, (). Ako je So = {a, b}, mommue Dy aabs Db ba U
D gpp, p, mpTamo Ha cnepehn maumm:

aa bb abb

aab ba b
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IIpoGnem. (PCP,, — Post Correspondence Problem) 3a maro k u momume
D, g, Hag Sy, i < k, ompenuTy Ja M IOCTOje M U %4, J < 1, TAKBU Ja
i; < k3acsej < m,upeun o, Qy, ... 05, u B3 B, ... B, cy jenHaxe.
(Opyrum peunma, ogpeputy qa iu je moryhe mopeharu (ca eBenTyannum
[IOHABJhAILEM) JATE€ HOMUHE TAKO Aa Cy peun qobujeHe y TOpmeM U
IOeM peny jeqHaKe.)

Harnacumo ma je n y marom npobiemy ¢pukcupano. lope mpencraBmbeHa
nHcraHna npobiaema PCPy nma cnenehe pemreme:

aa bb aa abb

aab ba aab b

Haxie, pehamem momuna D g gab s Dob,pas Daa,aabs Dabb,p Zo6UjaMo 1y
ropmeM U ¥ KomeM peny peu aabbaaabb. Ca npyre cTpaHe, mHCTaHIA [a-
1a ca Dyq qab, Dp,qph HEMa pelllerbe jep je ropma ped y obe qomuHe kpaha
O]l HOIbe, I1a 6110 KojuM peharbeM OBaKBMX JOMIHA YBEK J00MjaMO y
ropmeM peny Kpahy peu.

Hoxkaxxumo na je npobiem PCP; ogmyuus. Heka je S1 = {a}. Peu Hag
S1 je obamka a® — s MOHaBJBaRA CJIOBA d, HA JOMUHY Dgs o+ HAR S
MmoyxeMo o3HaunTy ca Dy . Tepammo ma mucranma Dy, ¢, ..., D, 4,
Ma pelllelbe aKo M CaMO aKo IIOCToju ¢ < k TakBO ja s; = t;, WiIn
nocToje ¢, j < k TakBu fa s; < t; m sj > t;. AKo moctoju i < k TaKBo
Ia s; = t;, pelllerbe MHCTAHIIE je caMo jemHa moMmuHa ;. AKo mocToje
1,7 < kTakoma s; < t; u $j > tj, OHJIa je jeqHO pellerbe MHCTaHLE:

Dyyty -+ Dsyti Doyt - Dyt -

~
8j—t; myra t;—s; myTa

3ancTa, ropmba ped je Taja (sj—tj)si—f-(ti—si)sj = t;8;—s;t; IOHaBJbakba
cioBa a, a Komba ped je (s; — t;)t; + (t; — si)t; = t;5; — s;t; HOHaBIbaKbA
CJIOBa a; OBe 1Be peun cy jexHake. Ca gpyre cTpaHe, ako 3a cBe ¢ < k
Baku S; < t;, winm 3a cBe ¢ < k Baxwm s; > t;, pellierbe HE MOXKe Oa
IIOCTOju jep OO0 KOjUM ciIarameM JOMIHA ropia ped he 6utu y mpBom
ciyuajy Kpaha, a y Apyrom mysxa of qome peun. [Ipema Tome, anropuram
koju opnyuyje PCP; je jemHocraBan: 3a moMuHe ca yiasa Tpeba caMmo ma
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[IPOBEPU [A JIN je TOpEha ped y cBuM gomuHama kpaha (ogHOCHO, mysxa)
O OHbe.

Hacymnpor mperxonHoM pesynaty nMmamo cienehm.

Teopema. (IToct) 3an > 2, PCP,, Huje ommyuns.

Ha xpajy mpumernmo fa cy omiryumBy npobieMu 3aTBOPEHN 32 KOMILIe-
meHT. Ipenusnuje, axko je (X, P) omnyuus npo6iem, OHAA je OUYVIEAHO U
(3, P°) opnyuns npo6nem. Hanme, anropuram koju ominyuyje P ucroBpeMeHO
omnyuyje u P°, moBosbHO je camo ma 06pHEMO 0a U He Ha 1371a3y.

4.2. SAT. TIpo6nem 3amoBossusocTy mmu SAT? je cniemehn mpoGiem omry-
YyBama.

Mpo6nem. (IIpo6iem 3amoBospuBOCTI — SAT)
Onxpenutu na au je nara popmyiia 3aK0BOJBIBA.

Y ckiamy ca oBme maroMm medmHMUIMjoM mpobiema omnyunBama, SAT je
npoGiuem (F, SAT), rre je SAT C F monckym 3a10BobUBUX GOpMyIIa.

Teopema 1.23. IIpo6aem SAT je omyuus.

[okas. JemaH ounrnenas anxropuram koju omiyuyje SAT je cnemehu:
3a popMyJIy Ha yJIasy (, M3pauyHaBaMo BpeTHOCTI GOpMyIIe ¢ y CBUM
Banmjanmjama ckyma P,. Ako je plv] = 1 3a mexy v Bpahamo 0a; y
cynporHoM, Bpahamo re. Kako je ckyn P, koHauaH, jacHO je Ja ce OBaj
aJIropuUTaM 3ayCTaBjba 3a CBAKM yJIas .

IIpema mpeTxoqHOj TEOpeMu MMaMo Aa je u npobiem: ,3a gary popmyay
© ONpemNTH Aa U je ¢ KOHTPAAUKI(Mja. OMIYUINB Ka0o KOMILIEeMEeHT I1pobiema
SAT. CauyHO Kao y MpeTX0IHOM 0Ka3y MOKeMO Ja BUAMMO U [a je mpobiem
IIOPELMBOCT: ,3a JaTy GopMyIy ¢ OOpeRuTI Oa JIN je ¢ mopelusa.’, Kao 1
IbETOB KOMILIEMEHT: ,3a 1aty GopMyiy ( OgpequTy Aa Ju je  Tayroioruja’’
OJTYUMB.

2Ckpaheno ox satisfiability.
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4.3. Bpemencka cio>xeHocT anroputMma. HedopmainHo peuero, BpeMeH-
CKa CJIO’KEHOCT aJITOPUTMa je BeJIMUMHA Koja OIICYje Koje je BpeMe IOTpeOHO
3a IeroBO J3BpIlIaBarbe, MM, Y KOIMKO Kopaka he ce 3aBpIINTH M3BpIIIaBaIbe
aJropurMa. BpeMeHCKy CI0’KeHOCT pauyHaMo y OJJHOCY Ha BeJIMUMHY yJjasa.
Kako mspauyHaBama U 3a ICTy BeJIMYUHY yjas3a MOTY Aa Oyay pasiMuiTOr
Tpajama, y3uMaMo Hajrope Moryhe BpeMme.

4.4. Csobheme Ha SAT.
Neduununja 1.24. Hexka cy (X1, P1) u (X2, P2) nBa npo6iaema. IIpo-
onem (X1, Py) ce c6odu Ha (X9, Py), mumemo (X1, Pp) < (32, P), ako:
e mocroju ¢pyHKuja f : X — g TakBa Ja 3a CBe T € X1 BaXU
xr € P & f(x) € Py
® II0CTOjM AITOPUTAM KOjU Ce 3a IPOM3BOJbaH yJas 00JmuKa T € g
3aycraBsba 1 Bpaha BpenHoct f(x).
[po6uem (X1, P1) ce c600u Ha (X2, Py) y nonuHomujanHom epemeny,
(X1,P1) <p (39, P,), ako KOHATHO y MpPETXOQHO] AedMHUIU Tpa-
KVIMO ¥ [1a TIOCTOjJ IIOJIMHOM ) TaKaB [a Ce ajJlTOpUTaM 3a yiIas & € 31
3aycrasiba y Hajsule p(|x|) Kopaka, rje |x| o3HauaBa myKuUHy yiasa .

Axo (X1, P1) < (22, P2) u (X2, P») je omny¢us, tana je u (X1, Py) omay-
YUB IIPOCTUM Ha/(0Be3MBambeM aliropurama 3a csoheme (X1, P) Ha (X2, Po) u
ajropurMa 3a ojuryunsame (2o, Ps). IlltaBuiue, ako je mato cBohere y mosm-
HOMUjAHOM BpeMeHy u (X9, P») je y P, Ha McTu HaunMH BUAMMO [a je OHAA I
(X1, P1) y P. OBpe tpeba momarHo Harmacutu cienehy ¢uuecy: ako gpyHkumja
f u momuoM p cBemoue (X1, P1) <p (X2, P2), ouma je | f(z)| < p(|x|) 3a cBe
T E Y.

JajeMo HeKOIMKO MmpuMepa epeKTUBHOT cBoherba IMpobieMa oIy unBama
Ha SAT.

Mpumep 1.25. Osnauumo ca LP (;ormuka mocnennuua) cnegehu opo-
Oem.

ITpo6uem. 3a gare popmyIie ¢ u ) OOpeaUTH [ U je ¢ | ).

Kaxo je goj%w AKKO J;é © — 1, akko —(p — 1) = ¢ A Y je 3a10BOIBUBA,
dyukuuja (@, 1) — ¢ A ) onnucyje jenHo edpeKTUBHO CBOherbe ropmwer
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npo6iema Ha SAT. PopmainHo, ako je LP ckyn maposa popmyna (¢, 1))
TaKBUX a ¢ [ 1), mperxoxHa ¢pyHKIMja nokasyje “LP < SAT.

3apartak 3.9. Heka je LE (;ormuxka exBmBajeHTHOCT) ciaenehu mpoGiem.
ITpo6iem. 3a nate popmyie ¢ 1 ¢ OOPeINTI Oa I je ¢ = .

O6jacuntu Kako ce omnyunBate LE moxe cBectu Ha SAT.

lMpumep 1.26. Lights Out je cieneha urpa. [lara je tabia Benmumme
m X 1 KOJ KOje je CBaKo I10Jbe 000jeHO OesIo NI 5Ky TO; aKo je IO0Jbe Ky TO,
3aMMIIJBAMO J1a je CBETJIO y IeMy YIabeHO, a aKo je IoJbe 6elIo, CBeTJIO
y TOM IIOJbY je yraureHo. [IpumMep jeqHe Takse Tabie BeJIMYmHe 5 X 5
nata je Ha cienehoj camum.

Y cBaKOM KOpaKy MIrpe MOKEMO [a YIIaJIMMO MIN YTACUMO CUjATIIILY V
6w10 KoM Iosby. MehyTumM, TakaB II0Te3 ayTOMAaTCKM Merba I CTambe y
CBUM CyCeqHNM II0JpMMa (CyceqHa I10Jba Cy I10Jba KOja Cy HeIlOCPeTHO
M3HAM, UCIIOM, JIEBO U IeCHO, aKo IocToje). Urpame Ha mopnma (2, 2),
(1,5) u (5, 3) mpuxasyjemo Ha cienehoj camum.

[Ins came mrpe je ma yracumo cBa cBeTia Ha Tabnn. Hamomenumo ga 1o
Huje moryhe 3a cBe mouerHe kouduryparmje. OBae Hac 3aHNMAa clenehn
rpoGiem.

IIpo6aem. 3a gaty Tabiy Ha yiasy ogpeauTy Oa jau je moryhe ma ce
yrace cBa CBeTJIa.

17
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O6jacunhemo kaxo ce nperxomuu npobiaem ceogu Ha SAT. Hajmpe yo-
4YMO HEKOJIMKO unmeHnua. Ilpso, cBaku nores je maBosynuja. [pyro,
IIBa IIoTe3a KoMyTupyjy. Ilpema ToMe, ako IocToju pellierne, OHJA I10-
CTOjU pelllehe y KOMe CMO Ha CBaKOM II0Jby UIpajiyl HajBUIIIE jeJHOM;
TaKBa pelllerha 30BeMO MUHMMANHA. YBeIMMO JICKa3Ha CJI0Ba P; j, t < 1M
u j < m; 3aMMIIIbaMO J1a CJIOBO p; j MMa 3Haueme ,MrpaMo Ha oy
(,7)”. Tama cBaka Basyaryja OBUX CJIOBa OATOBapa jefxHoj Moryhoj mu-
HUMAaJTHOj urpu (KOI Koje He IMoHaBbamo morese). Umajyhu y Bumy oBy
KopecIoHAeHI1]jy, onucahemo koje popmyiie v Tpeba ma 3aK0BOBY A
Ou Outa perrerse Tadie.
[Tocmatpajmo moswe (i, j) Koje Huje y yriry Hutu Ha uBuny. Crame y
nosmy (i,7) Moxe Ja mpoMeHM urpawe Ha momuma (i — 1,7), (4,5 —
1),(4,7), (3,5 + 1) m (i + 1,7). Axo je mome (i,j) Ha IOUETKY KYTO,
MOpaMo [a OAMUIpaMo Ha HeIlapHO MHOTO Of AaTUX IIeT I1oJba Kako O Ha
Kpajy CBETJIO OIUIO yralleHo. AKO je, ca ApyTe CTpaHe, Ha IIOYETKY CBETIIO
Beh yrameno y nmosmy (7, j) MopaMo fa OgUrpaMo Ha IapHO MHOTO OJ
MaTUX IIeT I10Jba KaKo OM CBeTJIO M Ha Kpajy 6mio yrameno. Popmyia
Yuja TAUHOCT 3aBYICK O] TOTa Ia JIM je Op0j TAUHUX CJIOBA y 0] HellapaH
UV TIapaH je BUXOBa eKCKIysuBHA nucjyHkumje. [lakie, Heka je 0; ;
creneha ¢popmymna:

0y Z pic1y Y pije1 ¥ pig Y pijar ¥ pist.
IIpema IIpeTXO[HOj aHAINM3M, aKO je v pelllese I10Ja3He MHCTaHIe, Mopa
6urn 0; j[v] = 1 axo je mosme (%, j) Ha moueTKy XyTo0, a (—0; ;)[v] =1y
cynporHoM. Micta aHaImM3a BaXKN U 32 110JbA y YIVIOBMMA U HA CTpaHNIIAMa,
ocyuM MITO y ofrosapajyhoj dopmynn 6; ; mMaMo Marbe UIaHOBA.
Cana je jako fa mojasHoj tabenu momennmo ¢opmyny. 3a IojasHy
tabeny ¢popmMupaMo KOHjYHKIU)y ¢ Ha ciaenehn HaumH. 3a cBako mosme
(4,7), aKo je cBeTJIO Ha HeMy yIa/beHO, CTaBUMO 1a je 0; ; jemaH ox
KOHjyHKara popMyJie ¢; y CyIIpOTHOM, CTaBUMO Ja je —0; ; jemaH ox
KOoHjyHKaTa popMyie . [opma aHanm3a HaM Kake [a aKo je U pellerhe
Taberne, oHpa je p[v] = 1, amu nako BuguMo na Baku u o6puyTo. [lpema
TOoMe, yJlasHa Tabejla MMa pelllelhe aKo M caMo aKo je ¢ 3aJ0BOJBMBA
dbopmyia. Tume cMo ouurieqHo cBenu moJjasHu npobiaem Ha SAT.
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Mpumep 1.27. Yemepen epag je ctpykrypa G = (V, E), rae je V ne-
IpasaH CKyII Ulje eleMeHTe 30BeMO 480posu epaga, a F je mpomsBospHa
OuHapHa pejalyja Ha CKyny F umje ereMeHTe 30BeMO cmpenuye zpaga.
3aa,b € V, ymecro E(a,b) obuuno nmumemo a — b. Luknyc je Hus
eJleMeHara ag, a1, . . ., 0y, 1 > 0, TakaB ga ag — a1 — - -+ — Gp — ag.
IIpo6aem. 3a natu rpadp G = (V, E) opgpenuru na nmu y G mocroju
LIMKITYC.

IToxasahemo kako omIy4unBarbe IPEeTXOTHOT IIpobieMa MOKeMO fa CBe-
nemo Ha LP, ma mpema npumepy 1.25 u zHa SAT. Yemepenu nym y rpady je
HI3 UBOpOBA ag, a1, " ,0pn, N > 1, TaKaB Ja ag — a3 — - -+ — ap. YBe-
JVIMO CJIOBA P p 32 cBe a,b € V. UIHTyUTUBHO, CTI0BO P, ;, UMa 3HAUEHe
»OI a 0o b mocroju ycMmepeHnn mmyt”. Youumo cienehe popmyie:

Y = /\ Pap N /\ (pa,b A Dpc — pa,c) n = \/ DPa,a-

a,beV a,b,ceV acV
a—b

dopmyIie IpBe KOHjYHKIMjE ¥ ¢ KaXKy [a 3a CBaKy CTpenuiuy a — b
IIOCTOjU YCMepEH IIyT Of a [0 b, MoK GopMyJie ApyTre KOHjYHKIje KaxXy
Ia aKo IOCTOjU yCMepeH IIyT Ox a [0 b u ox b 1o ¢, OHJa IOCToju 1
ycMepeH IyT oX @ 1o c. JucjyHKTH y GopMyan 1) Kaxy Aa IIOCTOju
ycMepeH IyT Of a OO0 a (makKie, UKIyC Kpo3 a).

Tepanmo na G uMa IUKIyC aKo 1 caMo ako ¢ [ 1. [IpermocraBumo ga
G uma nmKiIyc ag — a3 — - -+ — an — ag, n > 0, ¥ IpeTIocTaBMMO
v [ . Taja cy cioBa Pqg a1 s Payazs - - - » Pan,ao CBa TaUHA Y BAIAL)H U,
(mpBa KOHjyHKIMja y (0), Ta UPEKTHO BUAMMO, Kopucrehu popmyite
3 [pyre KOHjyHKUUje Y ©, Ia U Pqg,qo MOPA 6utu; TauHo y v. Onarie,
v E 1, u 3axmpyuyjemo ¢ F 1.

O6parHo, npernoctaBumo G HeMa 1uKiayce. JepuHNIINMO Baxyanujy
v Ha crenehy HaumH. AKO IOCTOjU yCMepeH IyT OX ¢ X0 b cTaBMMO
v(pap) = 1; y cynmporHOM, cTaBUMO v(p,,p) = 0. Kako G Hema mukiyce,
3a CBaKo @ je v(Pg,q) = 0, ma v [ 9. [la 6ucMo saxmbyumn ¢ £ 1, 1oBosb-
HO je ma mokaxxeMo v F ¢.3acBe a,b € V, ako a — b, mocroju ycmepenn
nyT ox a 1o b, ma je mo nebunmuju v(p, ) = 1. dakie, v 3axoBobaBa
IIPBY BeJIMKy KOHjyHKIUjy y . Heka cy cama a, b, ¢ € V npoussosbHuU.
Tepoumo v E Dab N\ Pbec — Da,c- AKO E Dab /\ Pb,c, IO HepUHMIIMjT
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1. UICKA3HA JIOTHKA

v IIOCTOje yCMepeHU IIyTeBM Of a Ko b u ox b 1o ¢, ma HamoBe3UBambeM
OBa [IBa ITyTa IIOCTOjU U YCMEPEH YT Of ¢ AO C, Tj. 0 KedMHUIIUU v je
V(pa,c) = 1; 3aKIbyUyjeMO v = Pgp A Pbec — Pa,c. Jakite, v 3a10BoIbaBa
U IpyTY BeJUKY KOHJYHKUU]Y Y 0, Ta U | .

Mpumep 1.28. Ana u Bane urpajy cienehy nrpy. Hajnpe Ana 6upa
6poj n m 3 X n marpuuy A uuju cy cBu yrnasm obnmka x; MM —T;
3a¢ < n. Y cnenehem xopaky Bane cBakoj o mpoMeHBUBUX Tj, ¢ < 7N,
nojespyje BpemHocT 1 miy —1 v pauyHa MaTpuIly oarosapajyhy marpuny
A. Ha kpajy AHa copTupa CBaKy KOJIOHY y Heomanajyhem moperky. Baue
ro6ehyje ako cy cBe BpemHOCTH y CpeNEb0j BPCTU COPTUPAHE MATPUILIE
jenuaxe 1. [Ipumep jemue urpe y xojoj bare mobehyje je cnenehn. Ana
6upa n = 4 u marpuiy A:

—r4 —T1 T2 T3
A= ol T3 r3 —XT4
r3 —To T4 I3

Cana Bane 6upa Bpemnoctu 3a z;: f = <x11 :612 :Uf’ xi) U payyHa

IaTy MaTpuily 3a msabpaHe BpeTHOCTI:

1 1 1 1
Ap=1-1 1 1 1
1 -1 -1 1
Amna copTupa cBe KOJIOHe I J0o0Mja MaTpuIly:
-1 -1 -1 1
Aj=11 1 1 1
1 1 1 1

Kaxko cy cBe BpegHOCTH Y APYTOj BPCTU IIPETXOIHE MATPULIE jeqHAKE 1,
Bane nobuja urpy.
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Jeman npumep y kome BaHe He Moske ma mobuje je ciuemehn. Ana 6Gupa
n = 2 u matpuuy A:

€1 —X2
A= —Xr1T —X2
i) I

Kojy rog Bpenguoct 3a x1 Bane usabpao, y npBoj kosonu mnojasuhe ce
n 1 n —1. 3aTo Bane mopa na 6upa o = 1 jep he y cynporsom, HakoH
coprupama, Ha Mecty (2, 1) 6t —1. Anu caa 'y Apyroj KOJIOHM MMaMo
—1 nBa nmyra, na he curypro HakoH coprupama Ha Mecty (2, 2) 6urn — 1.

IIpo6aem. 3a gato n n marpuny A ompenutu ma au Bame moske ma
noGemut.

Iokazahemo kaxo ce nmperxomguu npobiem ceonu Ha SAT. YBenumo ciosa
Di» @ < n, u, HeopmanHo roopehn, younmo cmeny x; = (—1)Pi. Taxie,
ymecrto na bane 6upa Bpegquoctn £1 3a x;, Moxxe ga 6upa BpeqHOCTHU
0/1 3a p;, 1j. ma 6upa jemHy Bajyalljy OBUX CJIOBa. Y CKJIay ca OBOM
cmerom Baxu (—1)%z; = (—1)¢tPi = (—1)7P}, rme mocenmba jeqHaKoCT
Ma jaCHO 3HaUebe.

JacHo je ma Baue moGelyje ako ce y cBakoj KoJIoHH, Kafa je cpauyHa-
Ta, —1 1ojaBibyje HajBMIIIE jeJHOM. YOUMMO IIPOU3BOJBHY, HIIP. M-TY
KoJIoHy; oHa je cieneher obmuxa [(—1)%; (—1)°z; (—1)°x;]T. Meby
IbeHNM KoopanHaTama —1 ce 11ojaBibyje HajBuIlIe jeTHOM aKko (nMajyhm
y BUJY TOPIbY jeJHAKOCT) y cKymy {—p, —|p§’-, -t} ce 1 mojasimyje Haj-
BIIIIE je[THOM, aKKO y CKyIry {p{, pé’-, pf.} ce 0 mojaBibyje HajBUILIE jeJHOM.
MebhyTum, 0BO je eKBUBAJIEHTHO ca UMIbeHNI[OM Ia n3abpaHa Bayaruja
3a0BOJbaBa GOPMyIy:

b b
Om = (p7 V pj) N (PF V DE) A (D] V PR)-
MaxJie, omycany cMO aJirTOpUTaM KOjU 3a AaTy M-Ty KOJIOHY popmupa
dopmyay 0,,, ma orpa 3a gatu yHoc popmupa u popmyny ¢ = A Op,.
IIpema npeTxomHOj aHAIN3Y, Bajlyalllja v 3al0BOJbaBa  aKKO Jaje pe-
ILIebe IIpobiieMa Ha ynasy, IIa npobieM Ha yyiasy 1Ma pelllerbe aKkKo je
 3amoBosbuBa. Ha oBaj HaumH cBoguMo mmosasuu npobiem Ha SAT.
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TpaHchOpPMUCATU Y eKBUBAJIEHTHY (popMyIly Koja je y HeKoj HopMastHoj ¢op-
mu. [IpupomHO MOKeMO ITOCTaBUTH NMUTake Aa JIV ce TaKBa TpaHchopMalja
MO’Ke YpaguTH y IOJMHOMYjaTHOM BpeMeHY y OQHOCY Ha CJIOXKEHOCT yJIa3He
¢dopmyne. Haxxkanoct, oiroBop Ha 0BO IUTakbe je HeraTusaH. [Ipobiem je miro u
HajMara CI0KeHOCT HeKe GopMyIie Y HOpMaTHOj GOpMIU Koja je eKBMBaJIeHTa
II0JIA3HOj MOKe Aa Oyie eKCIIOHeHIMjaTHa y OMHOCY Ha CJIOKEHOCT ITOoJIa3He

1. UICKA3HA JIOTHKA

3aparak 3.10. Csectnu Ha SAT npo6ieM ofyryunBama fa In JaTa CyJOKY
TabJIMa uMa pelierse.

3aparak 3.11. Csectu Ha SAT npo6GieM OfIy4YnBarba Aa JIU Ce YBOPOBU
HeycMepeHor rpada mory o6ojutu y k 60ja Tako ga CyceqHU UBOPOBU
Hucy ob6ojenn ncrom 6ojom. OBge je k > 2 puxcupaH 6poj.

4.5. Cioxenoct JH® u KH®. Bupnenn cmo f1a ce cBaka popmyna Moxe

dbopmyite. [lajemo TakaB mpmmep.

Mpumep 1.29. Hexka cy pl-l,p?, 1 < n, mehycobHO pasmuuura cioBa.
ITocmarpajmo ¢popmyny ¢ (xoja je y JHD):

n
1A 2
o =\/(0i AD}).
i=1
Huje temko Bupertu na je sl(¢) = 2n — 1. Takohe, Huje Temko BumeTn
na je jenra ¢popmyina y KH® exBuBaneHTHa ca ¢ dpopmya :

b= A VO

n:ln]—{1,2} i=1

(OBpe [n] o3nauaBa ckyn {1,...,n}.) opmyny ¥ o6ujamo Tako LITO
y dbopMynu ¢ ,M3MHOXKMMO  3arpafe ,CBaKU-ca-cBakuM Kopucrehu
muctpulOytuBHu 3akoH. CioxeHocT dpopmyite 1) jenHaka je sl(¢) =
2"(n — 1) + 2" — 1 = n2" — 1, WITO HMje OTPAHUUEHO IIOJIMHOMOM
o n. Ilokazahemo na He moskemo na Hahemo ,,60my” KH® dhopmyite ¢,
1j. KH® mame cioxeHocTu of 1.

IIpermiocraBumo aa je 6 popmyna y KH® koje je Hajmamme moryhe cio-
’KEHOCTM U eKBUBAJIEHTHa je ca . [I[puMeTnMo fa cBaka ox Kiaysay 0
He Cafp>KI CYIIPOTCTaBbeHe JyTepaie (CJIOBO U HeroBy Herauujy), jep
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O1CMO Y CyIIPOTHOM MOTJIN Ja 3a00paBUMO TaKBY KJIay3y I a Jo0ujeMo
KH® mame c105KeHOCTH.

Harpe, mpuMeTMO Ja 3a CBAKO ¢ < N U 3a CBaKy Kiaysy 7 y 6, Gap
jeaHo of cioBa pi1 u pg Mopa Ja 1Ma IIO3UTHUBHO II0jaBbMBaILE Y 7. ¥
CYIIPOTHOM, HeKa je v BaJIyallja TakBa Ja v j% v. Taga MoXeMO KOpPEeKTHO
npormupuTy Bayauujy v ca v(p)) = v(p?) = 1 (ako je moTpe6HO, Tj. aKo
ce 0Ba CJIOBA He I10jaBibyjy HI HETaTUBHO Yy ; aKO Ce HIIp. —|pz-1 1ojaBibyje
y 7, Beh Baskn v(p;) = 1, Tako ma He MopaMo fa HPOIIMPYjeMo v Ha
croso p}). Tama v [ ¢, amu v J%- 0, mTo je KOHTpAMKLja.

Creryjanto, 3ak/byuyjeMo fia CBaka Ki1aysa 7y y 6 uma 6ap n aurepaia.
3a cBaky oyukuumjy 7 : [n] — {1,2} yoummo Bamyaumjy v, maTy ca
vy(pt) = 1 axo (i) = 1 mvy(p?) = 1 ako n(i) = 2; jacuo je ma
Uy J;é ©, Ima vy, };é 6. To sHaunM fa mocToju Kiaysa y, y  Taksa na vy, j;é Yo
CIIeIMjaIHo, OlaBe p} He yJecTByje IIO3UTUBHO y 7Y, ako 1)(i) = 1, a p?
He yJecTBYyje IIOSUTUBHO Y Y, ako 1)(i) = 2. TBpaumo, ako cy ( u 1) aBe
pasmruuTe GyHKIMje, OHAA V¢ 7 Yy VIsabepumo i Tako fa je ((i) = 1 u
7(i) = 2 (w1 06pHYTO, IITO AHATM3MPAMO Ha cTndaH HaunH). Tama p;
HeMa IIO3UTUBHO T0jaBIbUBatbe Y V¢, I1a IpeMa IIPETXOHOM Tacycy p?
MMa, amn Takobe p7 HeMa MO3UTUBHO TI0jaBbUBAIbE Y 7y AAKIe, 3aMCTa
Ve F V-

3akipyuyjemo na 6 mopa ma uma Gap 2" kiaysa, O KOjUX CBaka mMMa
Gap n aurepana. [lakie, sl(f) > sl(¢), ma npema Tome 1) 3aucra jecre
dopmyia y KH® nHajmame Mmoryhe cioskeHOCTH Koja je eKBUBaJIEHTHA ca

®.

4.6. DNF-SAT. Hexke BapujauTe mpo6iemMa 3aT0BOJBMBOCTY jeCY OJIyUNBe
y mosnnHoMujasHOM BpeMmeny. [IpBu Takas nmpumep je nmpo6iem DNF-SAT: Onpe-
oty qa au je gara gopmyina y JH® 3anosossusa. C 063upom aa je popmyna y
JH® 3amoBospMBa aKO 11 CaMoO aKo je Oap jemaH meH QUCjYHKT 3aq0BOJBIB, a
KOHjYHKI[Jja JIUTepasa je 3aJ0BOJbIIBA aKO ¥ CaMO aKo Y 0] He YUeCTBY]y Cy-
npomecmaseru IUTepaIy (JInTepaan o0IMKa P X —p 3a MCTO CIOBO P), JOBOJBHO
je camo 3a CBaKM IVICjyHKT yyiasHe (popMyJie IIPOBEPUTH Ja He caapiKe CYIpOT-
craBJbeHe Jurepaie. OBo ce OUNIVIEAHO MOKE YPaAUTH Y ITOJIMHOMIjaTHOM
BpeMeHY Y OHOCY Ha CJIOKEeHOCT yJiasHe GpopMyJIe.
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4.7. XOR-SAT. XOR-knaysa je ekCKIy3UBHA qUCjyHKIUja duTepana. Mma-
jyhm y Buny 3akoHe KOMYHUKATUBHOCTY ¥ aCOLMjaTUBHOCTY €KCKIIy3UBHE
IUCjyHKLM]e, Kao U 3aKOH:

pY¥q = (pYyq)

(uerammja ce Moxe ,u3Byhu” ucnpen eKCKIy3MBHE IUCjYHKII]j€)

BUAMMO 1a je cBaka XOR-kJay3a eKBMBaJIEHTHA €KCKJIY3UBHOj AVIC]YHKIIV)U
CJIOBa WM Heraluju eKCKIy3UBHe HUCjyHKIje ciaoBa. Kaxkemo na je dopmyna
y XOR-KNF axo je xonjyukinja XOR-kaysa. IIpo6iem XOR-SAT je mpobiem
ofyunBarba qa i je nara popmyna y XOR-KNF 3agosospusa. [Ipumerumo na
cmo y npumepy 1.26, Lights Out mpobiem ceenu yrnpaso Ha XOR-SAT.

Hekaje 0 = p1 Ypa ¥... Y p,. Ao ckyn taunoctu {0, 1} mocmarpamo kao
eJleMeHTe I10Jba Zg, eKCKIy3MBHA OVICjYHKIMja Ha bIIMa OJroBapa cabupamy y
Zy. llpu ToMe, 3a Banalujy v, *MaMo KOPeCIIOHIEHIIN]Y:

vEO < u(p)+o(p) +--+olpn) =1
o0 & v(p1) +v(p2) + - +v(pn) = 0.

IIpema tome, nucrania XOR-KNF npo6iema cBonu ce Ha cucTeM JIMHEAPHUX
jemHauMHa Haf IOJbeM Zo, IpU UeMy je IToJIa3Ha MHCTAHIA 330BOJBIBA aKO U
caMo aKo IPUAPYKEHNU CUCTeM MMa pelrerse. [IpyMeTiMo ga oBo cBoherme Mo-
’KEeMO ypaiuTH y JMHeapHOM BpeMeHY. ClcTeM JMHeapHUX jelHAUHA PeIlllB
je y monumHomujarHoM (KyOHOM) BpeMeHy MeTonoM laycoBe enmMuHanmje.
ITpema Tome:

Teopema 1.30. IIpo6iaem XOR-SAT je y P.

4.8. HORN-SAT. Xopuosa xnaysa je RUCjyHKIIMja JIUTepaja y Kojoj yue-
CTBYyje HajBUIIIe jeJaH Mo3uTuBaH Jutepal. Ilpumepn XopHOBUX Kiaysa cy p,
—-p,pVgpV g -pV-oqg-pVaqgV-or,apV-oqgVrV-os, urh Popmyna je
XopHosa axo je koHjyHKIja XopHOBUX Kiaysa. [Ipo6iem HORN-SAT je mpo-
6eM omyyumBara Ja i je pata XopHoBa GpopMysia 3aJ0BOBUBA. Y IIPUMEPY
1.27 cBenu cMo mpo0GiIeM IIOCTOjarba HUKIIyca y yCMepeHoM rpady Ha nuTame
ma m @ F 1, Tj. Ha nuTame Oa i je ¢ A ) 3a0BOIBMBA, TAE je MOCIeba
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¢dopmyna Omia:
/\ Pab A /\ (pa,b /\pb,c — pa,c) A /\ “Pa,a-
a,beV a,b,ceV acV
a—b

Umajyhn y Buny maje p A g — r = —p V —q V r, 3a11paBo BUAUMO Oa CMO
rpo6em cBenu Ha uHCcTaHUy mpobiema HORN-SAT.
Csaka XOpHOBa KjIay3a MOJKe [a Ce 3allyIlle Y UMNIUKAYUJCKOM 00TTUKY:

1V pa V- Vapa, Vg = prAp2 A App — ¢
—p1V-op2 V-V oopy, PLAP2 N Ap, — L
q T =g

roe je n > 1. (IlpBu ciayuaj ogroeapa KiaysaMa Koje MMajy ¥ HeTaTUBHE I
IO3UTMBAH JINTEPAJI, IPYTH OAroBapa KiaysaMa Koje Majy caMoO HeraTBHe
JIuTepale, 1 IOCIEQIBY KIay3aMa Koje UMajy caMo I1o3uTuBaH jJurepan.) [Ho-
kasahemo na ciepehu anropuram ognyuyje HORN-SAT y nonuHoMujantHOM
BpeMeHYy.

Anroputam (HORN-SAT)
yaa3: XopHoBa popmyia ¢
moctraBu v = 0 (v je MEEHTUUKN HEeTauHa)
moK p[v] = 0:
nsabepemo knaysy § = m — £ 3a xojy 0[v] = 0
ako je ¢ cioBo:
‘ mocraBu v({) = 1
uHaue (ako je [ = L1):
‘ BpaTH ,,» HIje 3a0BOJBYBA”
BpaTu @ je ,3amoBossusa’ (M v [ )

3a nBe Banyauuje v, v’ cinosa popmyie ¢ numemo v < v’ ako 3a cako
cnoBo p € P, Baxu v(p) < v'(p) (rae je, HapasHo, 0 < 1); Takobe, v < v’ ako
v<v v £,

duxcupajmo XopHoBy popmyny . O3Haunmo ca vy = () MEeHTUIKN HeTay-
Hy BaJyammjy, a ca v; BaIyalljy v KOjy aJIfOpUTaM Jaje IIocJe {-TOT IpoJlacka
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KpO3 JOK-IIeTJbY (AKO ce HOK-IeTiba He mpeKuaa BpahameM . HILje 3a00BOIBI-
Ba” y 1-TOM IIPOJIACKY, ¥ KOM CIIy4ajy v; He mepMHUIIEMO).

INema 1.31. IIpernocraBuMo fa je 3a HeKO ¢ > 1, v; nepuHmcana. Taga:
(@) vie1 < v
(i) ako je ¢ 3amOBOBMBA U W [ p, OHAA V; < W.

Hoxkas. (i) IIpermocraBumo aa je v; geduHMICaHa, Tj. ¥ 4-TOM IPOIA3y
IOK-TIeTJba He Bpaha ,¢ Huje 3amoBosbuBa’. To 3HAUM Ha cMo m3abpain
Ki1ay3y § = m — ¢ (roe je ™ WIn KOHjyHKI{M]ja CIOBa MIIK |, @ ¢ je CJIOBO)
takBy na 0[v;_1] = 0; omarue je cneunjanuo v;—1(q) = 0. Kaxo je ¢
CJI0BO, y citegehem xopaky cmo npeneduHUcAIN BaTyanujy v;—1 (camo)
Ha CJIOBY ¢; Tj. nomemmnu cmo v;(q) = 1. Ouurnenno, v;—1 < v;.

(ii) Joxas m3BogMMO MHAYKIMjOM TI0 ¢. JacHO je ma je vp < w. [Ipermocra-
BIMO fa je v;—1 < w u aa je v; nepmuaucana. Kao y mokasy (i), To 3Haum
Ia camo yourumn kiaysy § = m — g rakBy na f[v;_1] = 0 (ma w[v;—1] =1
n v;—1(q) = 0), u npegepuHMCAIN CMO BalTyalujy Ha CIOBY ¢: v;(q) = 1.
Kaxo je v;—; < w, M v;_] 1 v; ce IOKJIAIajy Ha CBUM CJIOBMMA OCUM (¢,
ma 61CMO 3aKIbYUMIIM 12 je v; < W, TOBOJBHO je fa Jokakemo w(q) = 1.
[pernocraBumo cynporuo, w(q) = 0. Kako je O[w] = 1 (jep w ), To
jen W[w] = 0, mITo crienujaHO 3HAUM U A je ™ = P1 A -+ + A Dy, OJAKIIE
w(pj) = 0 3ameko j < m. Tama v;—1 < w moBmaun v;_1(p;) = 0, na je

u 7[v;—1] = 0; KoHTpagMKUMja.
Hoxaxkumo cana kopekTHOCT HORN-SAT anropurma.

Teopema 1.32. HORN-SAT anropuram ce 3aycrasiba. [Ipu Tome, ¢ je
3aI0BOJBMBA aKO ¥ CaMO aKo anropuraMm Bpaha . je 3amoBosbnBa’.

Hoka3s. TIpermocraBumo ma  nma n ciosa. [Ipema semu 1.31(i), Hus
Vg, V1, ... CTPOrO je pactryhm HU3 Bajdyauuja n CJIOBa, IITO 3HAUM Aa
He MO)e Ja 1mMa Buille on n + 1 umana. [lakie, Hajrasmbe Balgyanuja vy,
je medunmcana, mro 3Haun aa hemo u3 gok-neribe ndahu y Hajoame

(n + 1)-om mpoiasy.
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Hoxaxxumo cama aApyru geo reopeMe. CMep (<) je ounrienas: anropu-
tam Bpaha ,¢ je 3a70BoBMBA” aKO IIPETXOMHO yCIIOB etibe p[v] = 0
HIje 6110 UCIIYEbeH, Tj. aKo je ¢[v] = 1; naxie, ¢ je 3a0BOJBMBA U U je
jelHa BaslyalMja Koja je 3a0BOJbaBa.

(=) [IpermiocraBuMo 14 je  3aK0BOJBUBA, U HeKa W = . [IpeTmocraBumMo
CYIIPOTHO, aJITOPUTAM C€ 3aBpllaBa Tako 1ITo Bpaha ,p Huje 3a10BO-
jpuBa” y 4-TOM IIPOJIa3y HOK-IeTsbe. To 3HauM Aa CMO y {-TOM IIpoJiasy
nsabpanu xnaysy 6 = py A --- A p,, — L taksy ma 0[v;_1] = 0; cre-
mujanHo, v;—1(pj) = 1 3a cBe j < m. Kaxko je, mpema memu 1.31(ii),
vi—1 < w, 3aKkmpyuyjemo w(p;) = 1 3a cBe j < m, ma je u f{w] = 0; oBo
je KOHTpaguKuMja jep w = @.

C 063upoMm fa je mpeMa JoKa3y IpeTxomHe TeopeMe 6poj mposasa Kpo3
nok-netsby Y HORN-SAT anropurmy orpanHmnueH ca OpojeM ciioBa y yJIasHOj
dopmynn @, Kao u 1a ce pauyHare @ [v] MOXKe ypaauTu y IMHEApHOM BpeMeHY,
jacHo je ma je adropmuTaM IOJIMHOMUjaTHE CI0XKEHOCTI.

Teopema 1.33. HORN-SAT je y P.

KomenTap 1.34. XopHoBa dopmyiia ¢, ako je 3a{0BOJbUBA, Ma Haj-
Marbe pelllerbe (HajMarby Balyal(injy Koja je 3a00BOJbaBa) Y OMHOCY Ha
yBeneHo ypehemwe <. Hanme, axo cy v, v’ mBa pellierna, OHAa U HBIXOB
uadumym v Av’ y ogHOCY Ha <, a 3a KOjU JIAKO BUAMMO fia je neduHucan
ca (v AV)(p) = v(p) AV (p) 3a cBe p € Py, Takobhe 3anoBosmasa . OBy
YNEbEHUITY MOKEMO a IIPOBEPMIMO OUPEKTHUM pauyyHOM ITocMarpajyhu
rmoce6HO cBa Tpu Tnma XopHOBUX Kiaysa. [Ipema semn 1.31(ii), Banyaru-
ja v kojy Bpaha HORN-SAT anropuram, a Koja 3afoBoJbaBa (¢, Mamba je
MM jemHaKa of G110 Koje BaJyaluje Koja 3a0B0baBa o, IIITO 3HAUM [a
HORN-SAT anropuram ympaso Bpaha HajMame pellerse.

3aparak 3.12. [Joxasatu ga Huje cBaka GopMysia eKBUBATIEHTHA HEKO]
XopHoBOj hopmyin.

4.9. 2SAT. 2-knaysa je Kiaysa y K0joj yuecTBY]jy HajBMIlIe ABa JIUTepaa.
IIpoGiem 2SAT je mpobiieM OQIyUuMBama Aa JIN je HaTa KOHjyHKLMja 2-KIay3a
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3amoBosbMBa. Y mpumepy 1.28 matm mpobiaeM CBeJIM CMO YIIPaBO Ha jemHY
nHcranuy npobiaema 2SAT. V oom meny hemo moxasaru na je u mpo6iem 2SAT
y P.

AKo y HeKoOj 2-KJIay3u yuecTByje caMo jeman jurepal ¢, 3amnncahemo Taksy
kiay3y kao ¢ V £ xopucrehu ¢ = ¢V {. [Takie, MOXXeMO [a IPETIIOCTABIIMO
Ia je mara ¢popmMyia KOHjyHKIMja 2-KIay3a y KOjuMa YUECTBYjy IO TAUHO [IBa
JUTepaa.

4.10. IejruaoBa Tpancopmanmja. Beh cmo Hamomenynn na gyxunaa
KH® npoussospre dopmyite ¢ Moxe Oa Oyae eKCIIOHEHIjalHa y OQHOCY Ha
IOyxXuHy dpopmyie . Mehyrum, nmocroju mocrymnax Kojum ce GopMyiIn ¢ Moxe
NPUOPYKUTK eKeu3adogomwusa popmyna o y KHO unja je nyxuna nuneapHa
y OGHOCY Ha AyXUHY popmyIe .

Nedunnunja 1.35. Popmyite ¢ 1 1) Cy eK8U3a0060/bUGE AKO BAXKIL:

(2 je 3a0BOJbMIBA AaKO I CaMO aKoO w je 3a10BOJbMBA.

Heka je ¢ dopmyia cioskeHoctu 6ap jemaH (¢ Huje CIOBO U HUje KOH-
cranTa) Hax cinoBuma Py, = {po,P1, - - ., Pn}. YOUNMO HEHO APBO U3TPaIEbe.
Hexka cy ¢, c1, . . ., ¢, IBOPOBM ApBeTa Koju HuCY nuirhe (Tj. CBaku of ¢; je
O3HAUeH JIOTMUKIM Be3HUKOM), Iie je co KopeH npBeTa. CBaKOM ¢; TOJEIIMO
H060 c10BO ;. Popmymm ¢ mpuIpyKyjeMo meny Llejmunosy gopmyry oo Hax
cioBumMa {po, P1, - - -, Pns 40, q1, - - - » ¢m } Ha cuenehn Haumn. Younmo 4Bop c;.
AKO je ¢j 03HaUeH HeralmjoM (—\) JMIMaMo Jia je HeroB HacJIeJHUK MM HEKM O
IIPeOCTANINX UBOPOBA C); (03HAaUEH HEKMM BE3HIKOM *) MJIV je JIMCT O3HAUEH ca
a, TIe je ¢ HEKO Of CJIOBA P; WJIM HeKa KoHcTaHTa | mm T; Ha camim:

Cj Q5 Cj 1 Q5

Ck gk
. def
Y mpBoM cirydajy uBopy ¢; Homenumo GopMyIry 7y, = ¢j <> Tk, a y APYTroM
cryuajy dopmymy ; & ¢j <> —a. AKo je ¢j 03HaueH HEKUM OMHapHUM
BE3HVKOM *, OHJIa Cj MIMa J{Ba HACJTIeTHMKA Off KOjUX CBaKM MOxe Ja Oy/e mim
HEKI OJ] UBOPOBA Cj, VIV HEKM JIUCT; Ha CJIMLM CYy IIpMKasaHe cBe MoryhHocTu:
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cj i qj cjiqj cj i qj cj i qj

Ck QK CL:q Ck gk cLiq

. def
Y npBoM ciyuajy uBopy ¢; momenumo dopmyiny v; = ¢; <> (qk * q1), y
def def
apyrom v; = ¢j <> (g * b), y pehem v; = ¢; <> (a * q;), u y mocienmem
d
Vi & gj <> (a *b). Cama LlejrunoBy dopmyny ¢ nepunuiremo na Gyme:

m
def
po = qo A /\ R
Jj=0

lNMpumep 1.36. ITocmarpajmo gpBo u3rpaptse dopmyie ¢ = —(pg A
p1) V (p2 = (T <> p3)):

€0 40

YBOPY g0 AOAEIIMO
q0 <> q1V q2

YBOPY @1 AOAEINIMO
q1 <> g3

YBOpPY 2 OMETMMO
g2 < (p2 — qu)

UBOPY q3 AOAEINMO
q3 <> po A\ p1

‘IBOpy q4 DO0O€INMO
ga < (T < p3)

Ipunpysxena llejruaoBa dopmyna ¢ can je KoHjyHKIHMja dopMyIa g,
qo <> 1V g2, q1 <> 7q3, G2 <> (P2 = q4), 43 <> poAp1 1 qs <> (T <> p3).

Teopema 1.37. Heka je ¢ popmyna nan P, n Heka je pc LlejTuHoBa
dopmyna npuapysxeHa ¢ Hax cnosuma P, = P, U Q. [Ipecninkaparme:

r : Mod(¢c) — Mod(p)

nmato pectpukumjoM (3a v € Mod(¢c), r(v) = v|p,) je mobpo nepumnca-
Ha Oujexuuja.

Mokas. OsHaunmo ca 1); morpopmyny popmyie ¢ oxpehery usopom
¢; (KoM CMO JIOIeNIIN MCKA3HO CIIOBO ¢j M OArOBapajyhyt KOWBYHKT 7, ¥
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wc). Haxie, 1y = ¢ jep cMO KOpeH ApBeTa 03HaUWIN ca ¢g. Hajpe hemo
JOKa3aTy JleMy: aKo Balyalluja v clioBa Py, 3a/10BO/baBa CBe KOHjyHKTe
7v; bopmyite pc, ouna 1j[v] = v(g;) 3a cBe j.
Jloxas M3BOAMIMO MHAYKLUM]OM IO clIoxkeHocTH dopmyne ;. Kako je
dopmyma 1); cioxxeHocTn 6ap jemaH (jep 1); omroBapa 4BOpy C; KOju
Huje suct), GasHu cirydaj je sl(1);) = 1. AKo je ¢; 03HaUeH ca -, Heros
HaCJIeTHUIK je JIVICT O3HAUEeH ca a, TTe je a HeKO CJIOBO p;, KOHCTaHTa L
unmu KoHcTaHTa | . Popmyia 1, je —a, a popmyia v, je g; <+ —a. Kako
v [ y;, aupekTHO MMamo ;[v] = (—a)[v] = v(g;). Ako je ¢; o3HaUeH ca
OMHApHVIM BE3HIKOM *, FheTOBY HACJIEeJHUI Cy JUCTOBY O3HAUEHM ca
a n b, rie je cBaku o a 1 b HEKO OJ CJIOBA P; WM HEKA O KOHCTAHTH.
Tana je 1); bopmyna a * b, a v; je dopmyna q; <+ a * b. [ToHOBO, KaKko
v E v, Yrjlv] = (a*b)[v] = v(g;). Tume cMo 3aBpIIILIIN JOKa3 Oase
MHOyKLHje.
Hexa je v; dopmyna cimoxeHoctu n > 2. AKO je ¢; O3HaueH ca —, U
IErOB HACJIeJHIK je UBOp Ci, Tajia je 1; dopmyna =)y, v je q; <+ —qy,
a 10 MHAYKUMjcKoj xumoresu je Yy [v] = v(gx). Omatie je qupexkTHO
Y;[v] = (=) [v] = (—gr)[v] = v(g;), rme mocIenba jeqHAKOCT BaKM
jep v E ;. Heka je cama ¢; 03HaueH ca HeKMM OMHAPHIM BEe3HMKOM
*. AKO Cy HaCJIe[IHULIM YBOPA C; YBOPOBMU Cj, U ¢; (KOjU HUCY JUCTOBMU),
IOCTYIIaMO CIMYHO: Taja je ¥ = Y * ¥y, v = ¢; <> (g * q;), WO
MHOYKUUjCKOj XxumoTesu je ¥y [v] = v(qr) n ¥[v] = v(q;), u, xonauso,
v [ 75 omatae, ¥j[v] = (Y * Yi)[v] = (g * @)[v] = v(g;). Bpro
CIIVIYHO M3BOAMMO 3aKJby4akK M aKo je jefJaH oJ] HacleQHMKA UBOPA C;
suct. OBUMe CMO 3aBPILINMIIN TOKA3 JIEME.
[Ipema semu, 3a v € Mod(p¢) Baku p[v] = Yo[v] = v(q) = 1, roe
[IOCJIEeAIba jeJHAKOCT BaXKU jep je qo jemaH o KoHjykara gopmyite ¥,
npema ToMme, 1'(v) € Mod(p), 1j. r jecte mobpo nedpunucana GpyHkumja.
Ha 6ucmo Bumenn fa je r 6ujexinja, JOBOJBHO je a JOKaKeMO /1a CBaka
Banmnaunja u € Mod(y) uma jenuHcTBeHO mpomuperse v € Mod(¢¢).
JeUMHCTBEHOCT CIIefM U3 JIeMe: aKo Cy U] M Uy ABa IIPOILINpeha Of U,
ona e v1(45) = y[v1] = ¥ [u] = 5fva] = va(qy). Octaje xa nowaske-
. def
Mo ersucreHIyjy. Jeduanumiemo npommperse of u ca v(q;) = ¥;{ul.
CnuvHO Kao y [oKasy JieMe, MHAYKUMjOM II0 CI0KeHOCTI (popMmyIie
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t)j MOKeMO [la BUAMMO [ia U [= yj 3a CBe j, a OfaTJIe je CIeIjalHO I
v(qo) = olv] = ¢[v] = ¢lu] = 1, ma v 3agoBoPaBa CBe KOHjyHKTe
dopmyie ., 1j. v € Mod(¢c).

[IpeTxomHa TeopeMa AMPEKTHO HaM Kaxke [a je GpopMyIia ¢ 3a10BOBUBA
aKo M caMo ako je mweHa llejrmHOBa QopMysa ¢ 3aOBOJBMBA, Tj. OBE OBE
dbopmyite cy ekBusagoBosbuse. [lITaBuie, ako M3pauyHaMo HEKy Balyalujy
KOja 3aI0BOJbaBa Y, TeOpeMa HaM Kake Jja IeHa PeCTPUKIIVja 3aJ0BOJbaBa (.
[IpumeTumo Takohe fa je cioxkeHOCT GOpMyIIe (¢ JIMHEAPHA Y OXHOCY Ha CJIO-
KeHOCT popMmyIie ¢ (KOHKpETHO, Huje Telko BuaeTn aa je sl(pc) = 3sl(p)),
Kao ¥ Jja KOHCTPYKLMjy GopMyJie ¢ MOXKEMO CIPOBECTH Y IIOIMHOMI]aTHOM
BpeMeHy 10 cioxeHocTn popmyie . [Ipenuoct popmyre ¢ je MITO KOH-
cTpyKunjy meHor KH®-a MoxkeMo CIIpoBeCT) Y JIMHEapHOM BpeMeHY II0 HeHO)]
cioxeHocTn (I1a, JaKile, U IO CIoKeHocTn ¢opmyite ) kKopucrehn cienehe
JIOTMYKE eKBUBAJIEHI[I]e:

peg = (pVa) A (mpV—g);
perghr = (pVogVor) A (mpVag) A (pVT);
pergVr = (pVog) A (pV-r) A (mpVagVr);
peg—=r) = VY A EVT) A (mpV—gVr);
pe(ger) = (pVaVr) A (pV—-qV-r)A
(=pVqV-r) A (-pV—gVr);
pe(q¥r) = (-pVaVr) A(pV-gVr)A
(

pVqV-r) A (-pV-ogV-r).

[pumernMo fa, mako GopMyJie ¢ U (¢ jeCy eKBU3aJ0BOJbUBE, OHE HUCY
JIOTMUKM eKBUBaJeHTHe. [Ipumepa pann, 3a ¢ = —p, oo = ¢ A (¢ <> —p), n 3a
Banyamujy v = (b 4) mmamo p[v] = 1, amm ¢ [v] = 0.

5. Pe3oxynuja

5.1. IlpaBuio pe3onyuuje u goka3s y pezoayuuju. U name ce 6aBumo
¢dopmynama y KH®. 3noynorpebom HoTalje, Kiay3e hemo 3anmcuBaTi Kao
CKyIIOBe JIMTepasa, foK heMo ¢popMyJie mocMaTpaTu Kao CKyIloBe kKiayse. Ta-
kobe, ako cy C' u C' knayse u ¢ nmurepan, osnaka C' = C'/ je xpahu 3anuc 3a

C=C"U{{},C'=C~tzalC =C~{{},aCC’ 3aCUC" Canuno, ako cy



32 1. UICKA3HA JIOTHKA

o u ¢ popmyne u C knaysa, p = ¢'C snaun ¢ = @' U{C},ap’ = o " C 3a

¢ =~ A{C}
C 063upom na 3a xiaysy C (mocMaTpaHy Kao CKyII JIMTepajia) MMaMo Ja
v E C akou camo ako (I € C)v E ¢, 3a C = () umamo v | () ako u

camo axo (3¢ € () v | £, mITo je TOTUUKYM HeTAaUHO’, TTa MaKJe MpasHa KIaysy
npercTaBiba KOHTpaguKLujy; y 6ynyhaoctn hemo npasny kinaysy oGenexasatu
ca . Canuno, mto he Ham 6utu Marbe BaxxHO, 3a popmyny ¢ (mocMaTpaHy
Kao CKyII Kiaysa) uMaMo ga v = ¢ ako u camo ako (VC € ¢) v £ C, na 3a
¢ = (), umamo v k () axo u camo ako (VC € () v | C, mwro je mornuxu tauno.
Maxke, () ka0 cKyn Kiaysa IIpe/ICTaBIba TayTOJIOTH]Y.

Pesonyumuja je popmanau cucteM KOju CIIYKI 3a JeAYKTUBHI PauyH Kilay3a.

Pezonynuja mma camo jexHO IIpaBIIIO.

Nedunnunja 1.38. 1. Heka cy C, Cy kiayse u p cioBo. Pezonsenma
xiay3sa C1 u Cy y 00HOCY Ha CIIOBO P je Kiay3a:
d
Res(C1, Caip) £ (C1~ p)(Ca ~ ).
2. Ilpasuno pesomyyuje je:

C7 Oy
Res(C1, Ca;p)

rae cy Cl, CQ IIPpOM3BOJPHE KyIay3€ M P IIPOM3BOJPHO CJIIOBO.

Nema 1.39. (JIema o carjiacHOCTH IIPaBIJIa Pe30JIyIILje)
Akov E Ciuv E Cy, ouma v | Res(Ch, Co; p).

Nokas. IlpernocraBumo v = C] u v | Cy. To 3Haun ga nmamo aurepa-
nely € Cruly € CyrakBe nav | {1 uv [ lo; npumernmo na £1 u fy
HUCY CynpoTHM autepamu. Ako {1 # p, oupa {1 € Res(C1, Co; p), na sa-
10 v | Res(C1, C;p). Ako 1 = p,oupa o # —p,maly € Res(Cy, Co;p),
u 3aro oner v | Res(Cy, Ca;p).

Moncernmo ce na (3z € 0) P(z) snaun (3z)(z € O A P(z)); xakojex € § = 1, Tojen
z2€DAP(x)= L,nau (Fz)(z € DA P(z)) = L.

“Toncerumo ce ma (Vz € 0) P(z) snaun (Vz)(z € ) — P(x)); xakojex € ) = L, 10 je
z2€0— P(x)=T,majeu (Vz)(x € ) — Plx))=T.
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Y nureparypu ce IpaBUIIO pe30ayLyje 00MUHO HABOLM ca JOJATHUM YCIIO-
BoM. Hamwme, Tpaxknt ce ma cy xiayse C7,Cy u cnoBo p rakBu ga p € C n
—p € Cs. Mako y ckiagy ca gaTom qedMHMINjOM OBO Huje o0aBe3HO, MMa-
jyhu y Bugy nperxonHy jieMy, IpUMETUMO a je y IpaKCu jeJUHO pa3yMHO
IIpUMeBUBATH IIPaBIUIIO pe30iIylilje Ha Kilay3e Koje 3al0BoJbaBajy HaBedeHU
ycioB. Pasior 3a To je 1o, ako je cioBo p takBo ga p ¢ Cp wnm —p ¢ Oy,
ouga C7 C Res(C1, Cy; p) mmu Co C Res(C, Cy; p) (mmu 06a), ITO y cCBAKOM
cy4ajy maje ciabuju 3aKk/bydak y OJHOCY Ha JaTe IIpeMICe.

Nedunnumja 1.40. Heka je ¢ popmyna u C knaysa.
1. Joka3 y pesoryyuju xknayse C' U3 npemuca ¢ je KOHaUaH HU3 Kiaysa
C1,Cy,...,C, rakas ma je C), = C u 3a cBako ¢ < 1 BOXKU:
o C; € ¢ (C; je npemuca), nin
e C; = Res(Cj, Cy; p) 3a Heke j, k < i 1 HEKO CIIOBO P.
2. Knaysa C je dokasuea y pe3onyyuju u3 mpemuca @, y 03Hauu ¢ Fges C,
aKo IOCTOju oKa3 y pesonyuuju 3a C' u3 npemuca .

Mpumep 1.41. Jeman mokas 3a —pq, ~q—r, P FRes 7 je HNS:
—pq, g, pTT, TpTT, TT,

TJle Cy IpBe TpM KJlay3e y HU3y IIpeMIce, 4eTBpTa je Res(—pq, —q—r; q), n
nocienta je Res(p—r, —p—r; p). [Jokas je YMTIbUBUjU AKO I'a 3aIIUILIEMO

Ha crenehu Hauns:
1. —pg npemuca
2. —g—r 1npemuca
3. p—r  1mpeMmuca
4. —p—r Res(1,2;q)
5 - Res(3,4;p)
re y IOCJIeib0j KOJIOHM HaBOAUMO 00pasiioxKerbe aTOT KOpaka y JoKa-
3y, u rae Res(1,2; ¢) sHauu qa cMo NPUMEHIIIN TIPABIIIO PE30IIyLuja
Ha KJiayse u3 Kopaka 1 u 2 (y ogHOCY Ha CII0BO ¢). JOII jeqaH HAUMH Oa
3ammiemMo qokas 6uo 6u y popmu qpeera:
—pg g

pﬂT —\p—\T
——

(9)
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I'7ie Cy JIMCTOBM JaTe IIpeMICe, a ca CTpaHe y CBAaKOM JeAYKTUMBHOM
KOpaKy HarjlacuMoO y OJHOCY Ha Koje CJIOBO je IIPpMMEHeHO IIPaBIUIIO
pesonyunuje.
3anuiummo u gqoKas 3a p—q, ¢—r, =P, grs, 78 Fres L.

1. p—g mnpemuca

2. @—r mnpeMuca

3. —p 1mpeMuca

4. grs 1npemuca qrs q—r

5. —s  npemmca pb—q —p ) qs D -s (5)
6. —~q Res(1,3;p) - = (a)

7. qs  Res(4,2;r)

8. ¢ Res(7,5; s)

9. O Res(8,6;q)

5.2. Teopema IOTITyHOCTM.

Nema 1.42. Hexa @, C'lges D, u Heka je ¢ nurepan. Taga @, Cllges D
i @, Clbgres DY.

Hoka3. [{okas M3BOQMMO MOTIIYHOM MHAYKI[MjOM IO Ay>KIHU (PeLTMO
Hajkpaher) mokasa 3a @, C' Fpres D. Ako @, C'tres D uMa 1oKa3 qysxume
jemaH, OH je caumMibeH Of CaMo jemHe Kiayse, U Ta Kiaysa Mopa outu D.
ITo meduuuuju nqokasa, D takohe mopa 6utu npemmnca. Axo je D €
, oupa ounriaeqHo @, Cllges D, a ako je D = C, onpma ounrieqHo
p, ClFRres DL.

[IpernioctaBuMo cana aa je Hajkpahu moxas 3a ¢, C'Fres D mysxune n >
1; meka je C1,Cy,...,Cy, = D Taj nokas. Ilpumerumo na dopmymna D
Ha Kpajy TOT JoKasa He MO)Ke OUTHU IIpeMica, jep 6ucmo nmanu kpahm
moxas (mokas gyxuue jeman). Hakie, D = Res(Cj, Cj;p) 3a Heke 4, j <
n u Heko cnoso p. Kako cy C1,...,C; u C1,...,C; noxasu pemom 3a
@, CFRres C; m @, C'lges C', 1 Kako cy 06a kpaha ox 1, 10 MEAYKIMCKO]
xymoTesu Baxn @, Clres C; mmm @, Cllges Cil, m @, Clges Cf mmm
©, ClFgres Cjf. IMmaMo ueTpu cIydaja a pasMOTPUMO.

Axo ¢, Clipes Cim p, ClFges Cj, xako je D = Res(C}, Cj; p), aupeKTHO
sakmpyuyjemo @, Cllges D.
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IIpernocraBumo @, Clges C; m o, Clges Cjil. Axo je £ # —p, oHpa je
Res(C;, Cjl; p) = DY, na saxmyuyjemo @, Cllges DE. Ako je £ = —p,
onpa je Res(C;, Cj¢;p) = D, na 3axmyuyjemo ¢, ClFpes D.

[Ipeocrana Ba cIyyaja MCIIUTYjeMO Ha CJIMUYAH HAUUH.

Axo je D = [, qupextHo numamo cienehy mocunenuiry.

Mocneauua 1.43. Heka ¢,C'lpes U, u Hexa je ¢ nutepan. Tama
0, ClFRes L umu @, Clges .

PenedunnieMo 3a TpeHyTaxK 1ojaM CIOKeHOCTH Kiay3se u popmyie. 3a

d
kinaysy C crasumo sl(C') &f |C| — 1 (wro je 6poj 3sHaAKOBa AUCjyHKLMjE Y
CTaHJap[AHOM 3aIucy Kiayse); cnennjanHo, sl((J) = —1, s1({¢}) = 0 3a 6o
koju niurepan £, u sl(C') > 1 ako je C 6ap gowrana. 3a Gopmyity  CTaBUMO:

slp) £ S s1(0).

Cep

(Opumerumo na je sl(¢) > —1.)

Teopema 1.44. (TeopemMa MOTIIyHOCTH 32 PE30IYIIHjY)
dopmya @ je 3aJOBOJBMBA AKO U €CAMO aKO (0 FRes L.

Nokas. (=) IIpermocraBumo v [ ¢, u, cBohemeM Ha IPOTUBPEUHOCT,
MIPETIIOCTaBUMO  Fges Ly Heka je C,Chy, ..., C, = O. Ungykuujom
o i < n pokasyjemo v  C;. Axko je C; npemuca, ounrienso v E C;
jep v E ¢. Axo C; = Res(Cj, Ck; p) 3a Heke j, k < i 1 HEKO CJIOBO P,
oupa v  C; nmpema nemu 1.39 jep v = C; m v E C}, 110 MHIYKICKO]
XUIIOTE3NL.

Cueunjanuo, v = C,, = [J, urto je KoHTpaguKLHja.

(<) IlpernioctaBuUMO, 3a IOKa3 KOHTPAIIO3ULIM]E, ( HIje 3a0BOBUBA.
Axo [0 € ¢, ounrienHo @ bFges [, ma moxkemo ma npermocrasumo [ ¢ .
Tapa je sl() > 0, n mokas ma ¢ Fges ] msBogmmo uuAYKIUjOM 110 S1(¢0).
Axo je sl(¢) = 0, xako () ¢ , mopa 6UTH 1 je ¢ CKYII jeTHOWIAHUX KIIa-
y3a. Kako ¢ Huje 3a10BoJb1Ba, JBe KiIay3e MOpajy OUTH CyIIPOTCTaBIbHE,
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1j. mocroju coso p tako na C1 = {p} u Cy = {—p} npunanajy . Taga
O = Res(C1, C2; p), mro moxasyje ¢ Fres L.

[pernocrasumo cana sl(¢) > 1. To smaun xa mocroju C' € ¢ Taksa fa
sl(C) > 1,1j.|C| > 2. Heka je £ € C, unexka je C' = C' \ {; npumetnmo
(' je HenpasHa, un o6e xnayse C’ u {{} cy cnoxxenoctu mame ox sl(C).
Hexa je ¢’ = ¢ \ C; npumerumo sl(¢'C"), sl(¢'{¢}) < n, na mo unnyx-
umjckoj xunotesn @', O Fres O m ¢/, {€} Fpres 0. U3 ¢/, O Fres O, mpema
nocienuun 1.43, ¢’ C Fres O mmm o, C Fres £, jep je, cetumo ce, C = C'4.
Axo @', C Fres [, 3aBpummmu cmo jep je ¢ = ¢'C. Ako ¢, C Fres £, 0HJA,
kopucrehm ¢’ {£} Fres [, oner 3akmyuyjemo ', C'tges [, Tj. 0 Fres C.

gaBpLLII/UII/I CMO OOKaas.

5.3. [y>kuHa rokasa y pesoxyumuju. Hexka je [n] = {1,2,...,n}. Heka
¢y pij, 1 € [n]mj € [n — 1], mckasua ciosa. CBaka BasyaIuja v OBUX CIOBa
ompebyje jenny penanujy R, C [n] X [n — 1] Ha cnenehn nauum:

.o d
Ry(i.j) & vipiy) = 1,
amu 1 06pHYTO, cBaka penaunja R C [n] X [n — 1] ompebyje jenny cnosa vy ca:
di .o
vrpig) =1 & RG.j).

OunrnenHo je vg, = v u Ry, = R, Tj. Ha 0Baj HAYMH CMO YTBPIAVIIN jeJHY
OMjeKTHBHY KOpeCcIoHAeHINjy n3Mely cBuUX eBanyaruja qaTux cioBa 1 CBUX
penaumja us [n]y [n — 1].

IMocmarpajmo caga popmyay:

n
$n = /\ /\ (—Pijr V Pis)-
i=11<j1<j2<n
[pumerumo 1a v |= @, aKo U caMo aKo je MpUApyKeHa peiaaunja R, mapumjai-
Ha QyHKIMja, Tj. 3a CBaKO i € [n] mocroju HajsuLe jeqHo j € [n — 1] Tako na
R, (i, j); kao mro je n obuuaj, y oBoM ciyuajy hemo na mumemo j = R, (i) ako
3a i € [n] mocroju (o6aBe3HO jeMMHCTBEHO) j € [n — 1] Tako ma R, (7, j); ako
TaKBO j He 1ocroju, nuinemo R, (i) T (o unramo xao R, (i) je Hedegpunucaro).
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Youumo n popmymny:

n
def
= N N\Pis Apiry);

1<i1<ia<n j=1

MPUMETUMO ¥ | o, A Ly, aKO U CaMO aKo je mapuujanaa QpyHkuuja R, u 1-1.

Takobe, 3a:
n—1 n

Un g /\ \/pi,ja

j=11i=1
v [ @n /vy, aK0 1 caMo aKo je maprujansa pyHruuja Ry, mHa, 1j. v | o At Ay
aKo ¥ caMo ako je R, maprujanua 6ujexuuja. Taksa R, mpocro je Omjeximja
usmely mekor (n — 1)-rowranor noxckyna ox [n] u [n — 1], u 3a TauHo jexHO
i € [n] umamo R, (i) 1. Popmyny ¢, A ity A vy, Kpahe hemo obenexaBaru ca
Kn; IPUMETIMO 1a je Ky, popmyrna y KHO.

ITocmarpajmo dpopmyire:

n—1
di . di
Coi @\ pigysaiclnl, w s L N Cossal o)
j=1 el

Popmyie Cp,; ounrienHo cy kiayse. 3a v E Ky, v E Cp; aK0o 1 caMo aKo
R, (7) | (cnuka R, (i) je mepunucana). Kako cMo paHuje HartoMeHyJIu, IOIITO
He TiocToju 6ujextmja [n] — [n — 1], kn A Py, [, HUje 3am0BOBUBa popMya,
ma mpema TeopeMu 1.44, K, 1/1n,[n] FRres L. Hamr imsp y oBOM ofesbKy je ma
JIOKQ)KEMO & TOKa3 y Pe3ONYLM)H 3a Kp, Py [n] FRes L] HE MoKe Outy KpaTax;
nperusHuje, nokasahemo:

Teopema 1.45. Ilocroju koHcTaHTa ¢ > () (He3aBMCHA OX 1) TaKBa a je
CBAKM JI0Ka3 y Pe3OTYLIM)U 32 Ky, Yy, [n] FRes L AysKuHE Gap 2.

3a mokas mpeTxofHe TeopeMe HaM je moTpeOHa KpaTka npumnpema. C 063u-
poM 11 je Ky, Ay, () KOHTPATUKIM]a, 32 CBAKY Knaysy D uMaMmo Ky, P, ) F D-
Osnaunmo ca w(D) = min{|I|: I C [n], K, ¥n 1 F D}. 3a 6poj w(D) xa-
’KeMO J1a je wupuHa kiayse D, n mpeMa IIpeTX0JHOj HAaIIOMEHN je jacHoO fa je
w(D) < n. Takobe, mpumerumo aa je w(0) = n jep iy, ¥y, EOsal C [n).
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3a HU3 no3umueHUX Kiay3a (Kj1ay3se y KojuMa Cy CBI JIMTEPAJIN IIO3UTUBHI)
Dy, ..., Dy, xaxeMo 1a je ncey00dokas 3a kn, Yn [n] EOakoje D,, =0usa
cBe k < m Baxu:

® n,Chi E Dy3anekoi € [n]; min
o tn, Ds, Dy E Dy, 3a Heke s,t < k.

3a xiaysy D, o3HauumMo ca D nosuTuBHY Kiay3y gobujeHy ox D Tako IITO
cBaky Jmtepan —p;,; y D samermvo ca Vi, piv .

Nema 1.46. 1. 3a cBe xnayse D Baxu k, F D < D.
2. Axo je Dy, ..., Dy, nokas 3a k,, 7/’n,[n] Fres [, oupma je Dy, ..., Dy,
TICeY/IONIOKA3 3 Fin, Yp, [n] EO

Nokas. 1. Ako v E Ky, R, je mapuujanza 6ujekuuja [n] — [n — 1]
TaKBa Ja 3a TaYHO jeqHO iy € [n] Baxkm R, (i) T, ma 1ako MokeMo na
BUAUMO Ja U | —p; j <> \/i,# piv j 3a cBe i u j. OnaBae IUMPeKTHO ClIei
vED < D.

2. JacHo je ﬁm = [. 3a k£ < m 3Hamo ga je Dy miu npemuca min
Dy, = Res(Dyg, Dy; p) 3a Heke s,t < k u HeKo c10BO p. Y IIPBOM cityuajy
je Dy winn xmaysa us K, MIM Heka ox kinaysa Oy, ;, ma y oba cirydaja
UMaMo Ky, Cp ;i E Dy, manpema 1. u Ky, Cr i E l/jk

Y npyrom ciyuajy, Dy, = Res(DS7 Dy; D), npema emu 1.39 sHAMO \- DgN
D; — Dy, nanpema 1. k, F D A Dy — Dk, OJIHOCHO K, DS, D, = Dk.
3aBpLIIn CMO [0Kas.

[Ipema npeTXoaHoj JeMu, CBAKM JI0Ka3 32 Kn, Y, [n] TRes L] Tparcdopmuiie
ce y IIceyof0Ka3 jeqHaKe AyKUHe, I1a 3a JoKa3 TeopeMe 1.45 je JOBOJBHO mHahn
oY FpaHUIly 3a OYyKIHeE IICey0J0Ka3a.

Ilema 1.47. IlpernocraBuUMO N > 4 Y cBaxkoM Iceygomokasy 3a
K, Vn,[n) F ) IOCTOjU KoTAy3a ca Gap “g- JII/ITepaJIa

[okas. Ilocmatpajmo mceymomokas Di,..., D, = 0. Kako je
w(Dy,) = n, nocroju HajMamu 6poj k < m 3a xoju je w(Dy) = 7.
Ako kp,Chp; E Dy 3a Heko i € [n], onna je ounrento w(Dy) < 1,
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na je n < 4, mrro je koHTpanguknuja. [akie, mocroje t, s < k TakBu
na kn, Dy, Ds | Dy. Tlo us6opy k, w(Dy), w(Ds) < %, ma mocroje
It, I, C [n] raxsu ma |1y, |Is| < § vt bin, Y1, B Dy 4 ki, P 1, F Ds, ma
Kns Ym,u1, F Dy Omarie w(Dy,) < I U L] < L] + |Is| < §. Hake,
T <w(Dy) < 3.

Hexka je I}, C [n] taxaB ma || = w(Dg) u K, Y 1, | D Bakn § <
|Ix| < 5. Hoxasahemo ma 3a cBako i € I mocroju 1-1 pyHkImja f; :
[n] N Iy — [n — 1] raxBa na 3a cse i’ ¢ I, coBo p; 7,(i7) je jeman on
nurepanay Dy; omasae Dy, cagpxu 6ap I |-|[n] N1y > §-(n—5) = %2
JIUTepaJia, UMMe 3aBPIIABaMO J0KA3.

Puxcnpajmo @ € Ij. Ilo usbopy Ik, fin, Yn 1, {5} J,é Dy, ma mocroju Banya-
uja v; TaKBa 1a v; | Ky A U, 1o~ {i} U Vi }2 Dy; mpumerumo Cy, ;[vi] =0
jep Kn, U1, E Di. Omatie Ry, (i) 1, na je [n] \ I} canpxaH y gromeHy
byukunje R,,. Heka je f; pectpukunmja R, Ha [n] \ Ii; jacHo je na je
fi 1-1. Hexa i’ ¢ Ij. Younmo Banyauujy v’ maty ca: v'(p; ,iry) = L,
v'(py,f,7)) = 0 m v’ ce moxyama ca v Ha peocTanTuM croBuMa. PYHKIM-
ja R,/ ckopo je jemnaka Ry, ocum mro Ry (i) T u R,y (i) = f;(7'). Tama
V' E Kn Ay 1., 1a onatie v’ £ Dy. U3 U%Dk, v' E Dy uv' je jemuno
i, f, (i) TTPOTTIACUIIA 32 HOBO TAYHO CJIOBO, 3aKJbyUyjeMO J1a OBO CIOBO
Mopa fia ce Hanasn 'y Dy,.

Nema 1.48. Hexa je Dy, ..., Dy, IICEYNOROKAS 32 fin, Yy [n] E O. Tpanc-
(dhopmuIiieMo 0Baj iceynoaokas Ha ciaefnehu HaumH:
® aKo ce CJIOBO Dy, ,,—1 Hanasy y knaysu Dy, oopumremo Dy;
e 00puIIIeMo CBa II0jaBIbMBaKa CIIOBA Pj 1, ¢ < N, ¥ CIOBA Py, j,
j < mn — 1, u3 npeocTannx Kiaysa.

Mo6ujeny HU3 je TICEYIOMOKA3 32 Ky—1, Yp—1 [n—1] F L.

Nokas. Hexaje D', ..., D, , Hus Ro6ujeH OIMCaHNM IIOCTYIIKOM. JaCHO
je maje D!, = 0. ®uxcupajmo k' < m/, mocmarpajmo kiaysy D). Tana
nocroju k < m u knaysa Dy y K0joj ce CIOBO Dy, ,—1 He IIOjaBIbYyje, 1
unjoM cMo Tparchopmanjom goGumu Dy, . locmaTpamo gBa ciyuaja.
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1° TlpermoctaBuMOo £y, Cp, j E Dy 3a Heko i € [n]. Ako je i < n, TBpAUMO
na kn—1,Cn_1,i | D;,. Hexa je v Bamyauuja ciosa p; j, i < nuj < n—1,
TaKBa ga v | Kn—1, Ch—1,; TpeGa na gokaxemo v = Dy,. Ilpumernmo,
KaKo ¥ | Kn_1, Aa je R, mapuujanua 6ujekunja usmehy [n — 1] u [n — 2].
Honedunuinemo je no napumjante 6ujexkunje usmehy [n] u [n — 1]
crasmajyhu R,(n) = n — 1. (Popmanno, npomnpyjemMo Batyanujy v
Ha CJIOBA Ppp—1, Pin—1 U Pnj, TAE & < nu j < n — 1, craBmajyhu
V(pnpn—1) = L, mv(pin-1) = v(pn;) = 0.) 3a oBako geduHICAHO
IPOLIVPErhe OUUITIEHO IMAMO U E Ky, Takobe, kako je C, ; = Cp—1; V
Pin—1, jacHo je na v E Cy, ;, ma 3aksmyuyjemo v | Dy Mehyrum, kaxo ce
Pn,n—1 He T0jaBibyje y Dy, 1 cBa cJIOBa p; 1 M Py j KOja OpuiieMo us
Dy, cy Herauna y v, sakpyuyjemo v E D7,
Hekajecamai = n,1j. kp, Cnn E Dy. Taja TBpAMMO 1a caMo Ky, —1 = D;C,
(ma m=np. Ky—1,Cp_1,1 F D},). Hexa je v Banyarmja Taksa 1a v | kp—1,
U MPOLIMPUMO je Ha MCTU HauMH Kao M Y IIPETXOTHOM IIOCIyYajy.
IToHOBO je jacHO ma v E Ky, anu npumerumo u ga v E Cy, 5, jep cI0BO
Pn.n—1 yaectyje y Cy, . 3akmbyuyjemo v £ Dy, 1 Ha MCTH HaYMH Kao y
IIPETXOHOM IIOJCIyUajy Kobujamo v = D,
2° IIpeTmocTaBUMO Ky, Dy, Dy | Dy, 3a Heke s,t < k. AKo ce Py p—1
ojaBsbyje y 0o0e knayse D n Dy, Ha cIMuaH HauMH Kao y APYroM IOJ-
cyuajy y 1° Bupumo k,—1 | D), ma unp. u ky—1, Cp—1,1 F D}, IIpet-
IIOCTABMMO J1a Ce Py, ,—1 I10jaBibyje camo y jemHoj ox Dy u Dy, Hp. y
D,. Tapa ce D, tpanchopmuite y knaysy D), rae t' < k/, u tBppumo
kn—1, D}, E Dj,. Ilocrymamo kKao u 10 caja, HeKa v | Kp—1 A D}, n
IPOLIMPUMO ¥ Ha MCTU HAYMH Kao u pannje. Taga v E Ky, v E Dy jep
v € Dy, uv E Dy jep ce pp ,—1 mojaBmwyje y Ds. 3akbyuyjemo, v £ Dy,
¥ TIOHOBO Kao ¥ pauuje, v £ Dj,. Konauno, ako ce py, ;,—1 He I0jaBibyje
HI y jeqHoj oxf kinaysa D u Dy, oGe ce tpancdopmuuty y kiayse D, u
i e s',t" < k', w tBpmumo k1, DY, D}, £ Dj,. [lokas n3Bogumo
Ha CJIMYaH HAuMH Kao y IPETXOMHOM IIOACIYYajy.

Nokas. (Joxas meopeme 1.45) Kao mro cmo Beh HamomeHysu, TOBOJBHO
je na Hahemo momwy rpaHMIly 3a Ky)KUHE IICEY00Ka3a 32 Kp, 1,/1n,[n] E O
W3abepumo MpomsBoibaH MceyaoaoKas. 3a Kiaaysy y mceynomokasy hemo
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pehu na je dyzauka ako cagpsxu 6ap g—; cnosa. Heka je N 6poj myraukux
KJlay3a y HallleM IICeyJ0J0Ka3y, Heka je M, 6poj Qyraukmux Kiaysa y
KOjiMa ce IIojaBJbyje cI0BO p, u Heka je M majsehm mehy csum M,
ITocmatpajmo ckym:

S ={(D,p) | D je nyrauxa xnaysa u cioso p € D}.

2.
S| > N %5 jep caka om N Tyraukux Kiaysa Caapsu

Ca jenmne cTpane,
2 .
6ap 55 cI0Ba, MOK ca apyre crpane |S| < n(n — 1)M jep ce cBako ox
n(n — 1) ciosa nojasmyje y HajBuute M gyraukux xnaysa. Opasge je:
2
n N N
M2 —r —=>—.

“nn—1) 327 32
[axJie, mocToju CJIOBO KOje ce 1ojaBibyje y 6ap 3% Tyradykmx kinaysa. Ilocie
IIpeVIMeHOBarba MHAEKCA CJI0BA, MOKEMO J]a IIPETIIOCTABMMO J1a jé YOUeHO
CIIOBO Dy, n—1. [lpumemyjyhu Tpancdopmanujy us aeme 1.48 mobujamo
TICeyMOMIOKa3 32 Kp—1,Yn_1,[n—1] F 0. Y ToKy oBe Tpancdopmanuje,
nsbpucanu cMo 6ap 3—]\; Oyraukux Kiaysa, I1a JoOMjeHU IceyIo0Kas NMa
HajBMUIIIE %N nyraukux kiaysa. (Haromacumo ma ,ayrauka kiaysa’ u

2

asbe 3HAUM Kiaysa ca 6ap 55 cosa.) Cana hemo HacTaBUTH MOCTYTIaK.
Hexa je N1 6poj nyraukux ki1aysa y TpaHCGOpMICAHOM IICeyo0q0Ka3y,
makiae N < %N, Heka je M Hajsehm 6poj gyraukux Kiaysa y Kojuma
ce II0jaBJbyje HEKO CJIOBO, I HeKa je CKyIL:

S1 ={(D,p) | D je nyrauka knaysa u cioo p € D}.

IlonoBo je |S1| > ng—;, u cama [S1| < (n — 1)(n — 2)My, na je
M, > % . % > % IloHOBO 3aKJpyuyjeMO Ha IIOCTOjU CJIO-
BO KOje Ce TojaBbyje y 6ap % IyTadyKMx Kjaysa, 1 JO Ha IIperIMeHOBambe
MHJeKca, MOKeMO Ja IIPETIIOCTABYMO J1a TOBOPYMIMO O CJIOBY Pp—1,n—2.
[Ipumemwyjyhu tpanchopmarujy us geme 1.48, nobujamo rceynomnoKas
32 Kip—2, Yn_2 [n—2) F ]y KojeM je 6poj nyraukux kraysa Ny Hajsuiie
N1 < (35)2N.

Hocrynmaxk hemo ypagutu § myra. [lobujamo mceymofokas 3a
Kz, Pz 2] E Oy kojeM je 6poj myraukux Kiaysa Nz najsuie (%)%N
Mebyrum, npema nemu 1.47 nobujeHn 1IceyomoKas nMa Kiaysy ca 6ap
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1 2 2 .
5(5)? = %5 cuosa, Tj. N% > 1. Jaxie:

31\ 2 32\ 2
< Neo < | — > | — = on
1\N2\<32> N, OIIaKJIeN/(31> 2",

rae je ¢ = log, \/g—? > 0. [Ipema ToMe, ITOJIa3HM IICEyOOAO0KA3 MMa
Gap 2°" gyraukmx Kjaysa, I1a nMa 6ap TOJIMKO YKYIHO Kiay3a. [Jokas je
3aBpIIIEH.

6. DPLL anropuram

Heka je ¢ popmyna y KH® u Heka je £ nurepan. Ca ¢|; o3HauaBamo ¢op-

MyJy qobujeny of  Ha cienehn HaumH:

e axo kinaysa C' € ¢ cappsxu nurepan ¢, obpuiiemo meny knaysy C;

e axo xiaysa C' € ¢ cafgpKu cynpoTHHU autepai ¢, 06pHUIIIeMO JTUTepat

{us C,;

® y OCTINM CJIydajeBMMa HUILITA He pagyMo.

Tpumerumo fa ce utepanu £ u £ He mojaBbyjy y dpopmyiu o|y. Takobe, ako

ce Heku of ymTepana £ u £ mojaBmbyje y ©, bopMyna |, obaBe3HO je Mame

CJIOKEHOCTHU Y OJTHOCY Ha (.

INema 1.49. Hexka je ¢ popmyna y KH® u £ murepan. Heka je v Banyanumja
takBa f1a v | £. Taga v |  ako u camo ako v = ¢l

Nokas. Axo/ € C,jacaov £ C.Axof € CuC' = C~\/,jacaov  C
ako u camo ako v | C’. Caga TBpherbe JeMe cieu AMPEKTHO.

MNMocneanua 1.50. Hexka je ¢ popmyna y KH® u £ nurepan. Axo je ¢|g
3a/10BOJBMBA, OHMA je U ( 3a0BOJBIBA.

Nokas. Hekav [ ¢
v(p) 3a cBa cioBa koja mucy /, omaocHo £. Kaxo ce £ u { He mojaBmyjy
y dopmynu p|g, w E ¢|s. llpema nperxonHoj temu, w = . akie, ¢ je
3a/J0BOJBIBA.

¢, VL HeKa je w Bayanuja taksa 1ja w F £ n w(p) =
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O6paTHa MMIUIMKAIUja y TIPETXOIHO] TIOCTIeANIIN He MOopa Ma BaXK! y
omrreM ciyuajy. Ha nmpumep, axo je {p} jenuna knaysay ¢, oHua ¢|—, cagpxu
camo IpasHy Kiaysy; ¢ je 3aJ0BOJbUBA, JOK |, Hije.

Mocneauua 1.51. Hexka je ¢ dopmyna y KH® n £ nurepain. Tana je ¢
3a10BOJbMBA aKO I CAMO aKoO je Gap jeaHa of | i ¢|; 3aM0BOBMBA.

Nokas. Cwmep (<) Baxku npema nociaenuuu 1.50. 3a 0GpPTHY MMILTIKA-
1Ujy, MPETIIOCTABUMO JIa je ( 3al0BOJbUBA, U HeKa v = ¢. Tama Baxn
6ay
npyrom v [ |y lakie, y npBoM ciyuajy je 6ap ¢|; 3a10BoJbMBa, & Y
IpyroM je 6ap |; 3a10BOIBMBA.

wmt v E £ wm v | . Tpema temu 1.49, y IpBOM ciydajy v F ¢

Y HeKUM CIlenMjaTHIM cilyuajeBuma GopMyIie ¢ 1 |y Cy eKBU3aL0BOIBUBE.

Nema 1.52. (JIema o mponmarupamwy jegHOUWIaHe KiIay3e) AKo popmy-
Ja @ canpKu jemHOWIaHy Kiuaysy {{}, OHma cy ¢ U ¢y eKBU3aL0BOIBUBE.

Hoka3. Ilpema nmocaenuuu 1.50, HOBOJBHO je [Aa JOKaKeMoO Ja (¢ je 3a10-
BOJBbIIBA TIOBJIAUM | je 3amoBosbuBa. Heka v | ¢. Kaxo je {{} jenna ox

kaysay ¢, v | £. [Ipema nemu 1.49, v E ¢|g; maxue, | je 3agoBosbusa.
Nema 1.53. (Jlema o mponarmpamy MOHOTOHOT JimTepana) Axo ¢op-
MyJa ( Cafp>KU MOHOTOHN JinTepal {, IITO 3HAYN Ja ce JuTepa ¢ moja-
BIbYje, 0K ce { He I0jaBibyje Y , OHOA CY U |y EKBUBAJOBOIBIBE.

Hoka3. Ilpema nmocnenunuu 1.50, JOBOJBHO je ga JOKaKeMO Ja (¢ je 3a10-
BOJBUBA MOBJIAUM |, je 3amoBosbuBa. Heka v = . Kako Hujequa Kinaysa
He capsxu murepan £, mpoussombHa Knaysa C' € ( je mmu obpucana y ©le
(axo ¢ € C) unm je ocrana ucra'y ¢l (axo £ ¢ C). [Ipema tome, |y C ¢,

nav k¢

¢ ¢|e je 3amoBosBUBA.

Anroputam (DPLL)
¢ynxumja DPLL(p), rze je ¢ y KH®
ako ¢ = (:
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‘ BpaTu: ., je 3a0BOJbUBA”
ako [ € ¢:
‘ BpaTu: ,(p HUje 3a0BOJbMBA”
aKoO ( CafipKu jeHOWIaHy Kiaysy {{}:
‘ Bpatu: DPLL(p|y)
aKo ( cap;Ky MOHOTOH Jiurepaut /:
‘ Bpatu: DPLL(¢p|y)
m3abepu nutepai { Koju ce mojaBibyje y
BpaTi: DPLL(p|,) mmm DPLL(¢l;)

Teopema 1.54. IIpeTXomHM aJrOPUTaM ce 3ayCTaBba ¥ KOpeKTHO Bpaha
OJITOBOp Ha NMNTame Ja I je GopMyIIa (0 3aJ0BOJBMBA.

Nokas. Pemedunuiemo cioxenoct popmyie ¢ y KHO, sl(¢), na 6yne
yKymaH 6poj aurepana y . lokas Teopeme hemo msBecTit MHIYKIjOM
1o sl(¢). IlpernocraBumo faa je sl(¢) = 0. To je moryhe axo je p = (),
wnn ako ¢ # O u [0 € ¢. Y npBoM ciy4ajy ¢ je 3a0BOIBUBA, 10K y
IOpyroM Huje, ¥ IpUMeTHMO fa he mpBe nBe ako Hapeznbe Y OBOM CIy4ajy
KOPEKTHO BPaTUTH OJTOBOP Ha INTambe Aa JIU je (o 3a0BOJbIBA.

Axo je ¢ nurepai Koju ce mojaBibyje y o, IPUMETUMO 1a je 06aBe3HO
sl(ple) < sl(@) usl(p|;) < sl(p). IpermocraBumo cana ma je sl(yp) >
0. Tama ¢ # (), ma npBa ako Hapen6a Hehe MPeKUMHYTU U3BpIIABAIHE
anropurma. Moryhe je ma U € ¢, y KoM ciydajy ¢ Huje 3aT0BOBUBA, I
Ipyra ako Hapen6a he KopekTHO BpaTUTH OLTOBOD.

[pernocrasumo [ ¢ ¢. V Tom cyuajy, anropuram he ncnmraru tpehy
ako Hapen0y. AKO je TAUHO Ja ( cafpKu je[HOWIaHy Kiaysy {{}, airo-
puram he 3anouern nsspuasBare pyukimje DPLL ca ynasom ¢l,. OBaj
nosus he ce o unayKuujckoj xunoresn (jep sl(ply) < sl(y)) saBpuntn
U KOpeKTHO he BpaTuTy oAroBop Ha MUTake Ia JIU je ¢|y 3a10BosbMBA.
Vctn onrosop he Bparnty n usBpiaBame ¢pynkiuje DPLL 3a ynas ¢,
IIITO jecTe KOPEeKTaH OATroBOp Ha INTambe Ja JII je  3aJ0BOJbMBA IIpeMa
nemn 1.52.

IIpernnocTaBUMO cajia fa ¢ He cagp KU jeAHOUJIaHy KIay3y. Y TOM CiIy-
yajy, aJIfOPUTaM UCIIUTYje UeTBPTy ako Hapenly. AKO je TauHO fa
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Cafip)Ky MOHOTOHI JIUTepa /, Kao y IIPeTXOXHOM Iacycy, kopucrehn
VHAYKUMjCKY XUIIOTe3y U jJeMy 1.53, 3akjbydyjeMo Ja ce aJilropuram
3aBpIlIaBa ca KOPEKTHUM M3JIa30M.

KoHnauHo, mpeTmiocTaBMMoO Aa ¢ He CafpKU MOHOTOHMU JIMTepal. ¥ TOM
ciyuajy, anroputaMm he na nsabepe mpousBosbaH JuTepai ¢ Koju ce moja-
BIbYje v ¢ (6ap jeman TakaB moctoju jep sl(¢) > 0) u mosBahe dpyHkIMjy
DPLL ca ynasuma @|; u ¢|;. O6a mosusa he ce mo mumyKImjckoj xurmo-
Te3M 3aBPIUNUTY ¥ KOPEKTHO he BpaTUTH OATrOBOpe Ha IMNMTama Aa JI Cy
dopmymne |, u p|; 3amoBomuBe. Anropuram he xao oarosop Ha nuTame
Ia JIN je ¢ 3aJJ0OBOJbMBA BPATUTU OUICjyHKIMjy HobOujeHa IBa OOroBOpa,
LITO jecTe KOpeKTaH M3ja3 Ipema nocaemumu 1.51.

3aBpIIMIIN CMO JOKas.

7. TeopeMa KOMIIAKTHOCTH

Nedpuunumja 1.55. Cxyn ¢popmyia X je:

1. 3a00607U6 aKO MOCTOjU BaJlyalllja v TaKBa 1a v | X;

2. KOHauHO 3a00605bu6 (K.3.) aKO je CBaKV KOHAuUaH ITOACKYI Y O X
3aJ{0BOJBIIB;

3. 3ameopeH 3a clI06a aKO 33 CBAKO CJIOBO P BKM P € X WU —p € X.

INema 1.56. Hexka je X k.3. ckyn gopmyiia u ¢ jequa ¢popmyina. Tana je
Gap jeman o ckymosBa X U {p} u X U {—p} k3.

Jokas. IlpernocraBumo cymporo, U {¢} u X U{—p} Hucy k.3. Tana
1IMaMo KOHauHe IOACKyIoBe Y1, X9 C ¥ takse na X1 U{¢} u XaU{—p}
Hucy 3amoBosbyBI. Kako je 21 U X9 KOHayaH IOACKYI Of X U X je K.3.,
31 U X9 je 3am0Bo/bMB; HEKA je v Balyaluja Taksa aa v = 31 U Yo, Kako
v E X1 u X U{¢} Huje 3agoBopus, nmamo na v}&p. Cnm4aHo, Kako
v E Y2 u X U {~p} Huje sanoBomus, mmMamMo Aa v £ -, 1j. v E .
KonTpaguknuja.

INema 1.57. Hexka je (X;);cr nanan k.3. ckynosa. ([akne, 3a ce i,j € [

Baxn X; C X, wmm ¥ C 3;) Tagajen X = (J;; i k3.

i€l
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46 1. UICKA3HA JIOTHKA

Nokas. Heka je I' xomauan momckyn opm X*; samnmmmmo ' =

{71,---, 7} Tapma 3a cBako j < n umamo 7; € X;; 3a Hexo i; € .

Kako cy Y;,,...,%; MehycoOGHO yropenusu, HEKM O IHBUX, PEIIVIMO
Y Ziiqs e e ey iy y yIop p

Diges

3aJOBOJBIB. 3aBPILIIIIN CMO TOKa3.

je Hajehu meby wuma. Taga I' C ¥;, , ma kako je X;, k.3, I' je

Hapase he mHam 6urn motpebHa cineneha Bapujanta axcuome uzbopa.

Akcnoma 1.58. (Xay3gop¢oB IpMHIINIT MAKCHMAaTHOCTI)
Csako mapuujanHo ypeheme nMa MakcuMaIaH JaHaIl.

INema 1.59. Axo je ¥ K.3. CKyII, OHIA IIOCTOjU K.3. CKYH X.* TakaB ga
> C ¥* u ¥* je 3aTBOpeH 3a CJIOBA.

Nokas. Younmo pammnnjy S = {I' | ¥ C T, T je k.3.}. Pamunnja S je
HempasHa jep X € S, u pammiuja S jecte maprujanHo ypehemwe y ogHOCY
Ha pesaiujy noackyna. ITo XaysmgopdoBoM mpuHIIMITY MaKCHMaTHOCTI
nocroju makcumana ganay L C S. [lpema nemu 1.57, 3* = | J £ je ..
ckyn. Kako cBaku enemenr nanna £ cagpxxn X 1o X C ¥*. [Takie, tpeba
jolI ma qoKaskeMo [1a je 3* 3aTBOpEH 3a CJI0oBa.

Hexa je p cioBo. [Ipema nemu 1.56, 6ap jeman ox ckymosa X U {p} u
¥* U {-p} je k3., 1j. 6ap jenan ox wux je y pammnuja S. Bes ymamema
omrocty, Heka je X* U {p} k.3, 1j. y S. IpumeTumo fa je Taga u
LU{X*U{p}} manaun y L, ma 36or makcuManHocTH JaHa £ Mopa 6uru
Y*U{p} € L. Tamaje ¥* U {p} C UL = ¥*, u sakmyuyjemo p € ¥*.
Haxie, 2.* je 3aTBOpEH 3a CIIOBA.

Axo je ckyr ciroBa P npebpojus, peTXOqHy JIEMY MOKEMO [a JOKAKEMO
6e3 xopuirherma akcuome usbopa.

3apartak 3.13. Axo je P npe6pojus, nokasaru temy 1.59 6e3 kopuirhemwa
akcmome n3bopa.

INlema 1.60. Axo je Y K.3. 1 3aTBOpEH 3a CJIOBa, OH/AA je Y 3aJ0OBOJBYIB.



7. TEOPEMA KOMITAKTHOCTU

Noka3. Heka je X k.3. u 3aTBOpeH 3a ciosa. Kako je {p, —p} mesano-
BOJBMB CKYII, 32 CBaKO CJIOBO P BaKM TAUHO jeJHO OO p € X U —p € L.
Hedbunniemo Basryaujy v ca:
(p) def |1 axkop € X
v =
0 akop ¢ X (& peX)

[oncetumo fa ca p¥ obesexaBamo CIOBO p ako je v(p) = 1, omHOCHO
—p axo je v(p) = 0. [Ipema gepuHMIUjU v BUAUMO Ja 32 CBAKO CIIOBO P
Baxu p¥ € 2.

Tepaumo v | ¥, miro rokasyje na je Y. sagosossus. Heka je ¢ € X mpou-
3BosbHA popMyia u Heka je Py, = {p1,...,pn} Tamaje {¢,p},...,po}
KOHAUaH IOJCKYT Off X, IIa KaKo je Y K.3. IIOCTOj! Balyallja w TaKBa
maw g, uw E py sacsei < n. U3 w [ p} creqn w(p) = v(p) 3a cBe
i < M, Tj. v M W ce MOKIANajy Ha cioBuMa dpopmyie @, ma je @[v] = pw].
Kako w [ ¢, 3akbydyjemMo v = ¢, 4MMe 3aBpILIABAMO IOKa3.

Teopema 1.61. (Teopema kommakTHOcTH) CKyIl dhopMmyra X je 3amo-
BOJBMB aKO M CaMO aKo je X K.3.

Nokas. Cwmep (=) je ounruenaH. 3a (<=) mpeTIocTaBUMO 1a je ¥ K.3.
IIpema jemn 1.59 moctoju X* DO ¥ Koju je K.3. U 3aTBOpEH 3a CJIOBA.
Ilpema nemu 1.60, X%, ma caMmmuM TUM 1 X, je 3a{T0BOJBUB.

MNMpumep 1.62. Hexka je (5, <) (ctporo) mapumjanuo ypeheme. Joxa-
3ahemo ma ce < Moxxe mpowmmpuTy OO0 JMHeapHOr ypehema < Ha S.
Pasmotpuhemo nBa cayuaja.

1° S je konauaH. Er3ucTeHINjy )KeJbeHOT MPOILIMPEha MOKEMO JOKA3aTH
nuaykuujom 1o |S|. Ako je |S| = 1, < je popmanso Beh nmHeapHo, Tako
Ila HeMaMo IITa fa JoKaxkemo. lIpermocrasumo ma je |S| = n > 1.
Tama S, ka0 KOHAaUaH CKyII, ¥Ma MUHIMAIHY eJIeMEeHT y OJJHOCY Ha <;
HeKa je @ € S HeKM MUHMMAaNaH eJeMeHT. [Io MHAYKIMjcKOj XUIIoTe3n
pectpukiyja ypehemwa < Ha S\ {a} Moxe ce npommpuTy 10 IMHEAPHOT
ypebemwa < Ha S\ {a}. Caga 1ako Bugumo ga < MOKEMO IPOILIUPUTH JO
nuHeapHOT ypehema Ha S craBmajyhm a < x 3acse x € S~ {a}. Taxobe,
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JIaKO BUAMMO [a je JoOujeHo IMHeapHo ypeheme < Ha S mpolumperse
mosasHor ypehema < Ha S.

2° S je Geckonauan. ITocmarpajmo ckym coBa P = {p,p | a,b € S} u
cnenehe ckynose popmyna Hag P:

o X ={pap|abes a=<b}

o X ={"wealacSh

o X = {pa,b /\pb,c — Pa,c | a, b, c e S},

o X1 ={PapVPvalabesS a#b}

e X=X _UXjuUXrUXr.
[IpeTmocTaBMMO 32 TPEHYTAK [1a je Y 3aJJOBOJBIB CKYII I [ja je v Balyarja

Koja ra 3amoBospaBa. [lepmunmiemo < Ha S ca:a < b g:e{ v(pap) = 1.
Kako v F ¥; U X7 Bugumo fa je < upedieKkcuBHA U TPAH3UTUBHA
penaumja, Tj. ctporo nmapuujanHo ypehemwe na S. Kako v E Xp, < je
takohe n nmuHeapHo ypeheme. Konauno, xako v = ¥, < je mpomnperse
ypehema <.

[axie, DOBOJBPHO je ma MOKa)KeMO [a je Y 3aJ0BOJBMB CKYI. 3ampaso,
IIpeMa TeopeMy KOMITaKTHOCTH, TOBOJBHO je J1a TOKakeMo 1a je K.3. Heka
je Yo KoOHAuaH IOACKYI of X, u Heka je Sg C S KOHauaH MOACKYII
elleMeHaTa 13 S KOjJ Ce jaBibajy Kao MHIEKCH CJI0Ba Y CKYITy Y. YOunMo
u ¥; — ckyn cBux Qopmyna us ¥ Han cnosuma Py = {pap | a,b €
SO}; npumetrumo Yo C 37 C 3, ma je JOBOJBPHO [a JOKKEMO 1a je
31 sagoBospuB. [Ipema 1°, pecTpukiinja < Ha Sy MMa IpOIIVIPEHE K0
snnHeapHOT ypehemwa < Ha Sp. dednuuiremo Banyauujy v ciosa Py ca:

de
V(Pab) ¥ 4 < b. Ha couan mauns xao y IIPETXOIHOM I1aCyCy, JIAKO
BuAuMO fa v | Y. [lakie, X1 je 3a0BOJBYUB, ILITO 3aBpILIABA JOKA3.

3apartak 3.14. [okasaru ga je HeycMmepeH rpad k-o60juB ako u caMo
aKo je CBAaKU HeroB KoHauaH moarpad k-o6ojus.

3aparak 3.15. [lokasatu jga 1mocroju jJuHeapHo ypeheme < Ha (Q TakBo
Ia HUjedaH apuTMEeTHUKN HU3 OyKuHe 6ap 3 Huje cTporo pactyhn.



I'maBa 2

Jloruka mpBoOT pema
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