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I. Funkcionalne relacije.
1. Definicija. Relacija f < A x B je funkcionalna ili parcijalna funkcija ako:
(Va € A)(Vbl,bg € B)(CL f b1 A a f bz — bl = bg).

Na grafu to znaci da iz svakog elementa skupa A izlazi najvise jedna f-strelica ka B.
Pogledajmo sliku:

Relacija f jeste funkcionalna; iz elemenata a1, as, a4 izlazi po jedna strelica dok iz eleme-
nata ag, as ne izlazi nijedna. Sa druge strane, relacija g nije funkcionalna jer iz elementa

ay izlaze dve strelice.

2. Definicija. Neka je f € A x B funkcionalna relacija.

e Akoiza € Aizlazistrelica ka (jedinstvenom) elementu b € B, piSemo b = f(a) i kazemo
da je b slika elementa a. U tom slucaju, ako iz a izlazi strelica, piSemo i f(a) | i ¢itamo

f(a) je definisano.

Datum trenutne verzije: 18. decembar 2023.
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Ako iz a € A ne izlazi strelica pisemo f(a) 1 icitamo f(a) je nedefinisano.

Domen funkcionalne relacije f je skup Dom(f) ={a € A | f(a) |} —skup svih elemenata
iz kojih izlazi strelica.

Slika funkcionalne relacije f je skup Im(f) = {f(a) | a € Dom(f)} — skup svih slika
elemenata iz domena.

U gornjem primeru je f(a1) = be, f(a2) 1, f(a3) = bs, f(as) = b2, f(as) 1, Dom(f) =
{al,ag,a4} i lm(f) = {bg,b4}.

3. Primer. Uocimo sledece relacije na skupu R:

{(z,2%) |z e R}; .
{(2%,2) | z € R}; .

o f
*yg

Relacija f jeste funkcionalna. Naime, ako a f b1 i a f bs, onda za neko z € Rvazia = z,
by = 221 by = 22, pa je by = by. Time smo proverili definiciju funkcionalnosti. Ocigledno
jezasvakox € R, f(x) = 22, paje Dom(f) = R. Sa druge strane, Im(f) = {z? |z e R} =
[0, +-00).

Ako a g by i a g by, onda za neke 1,22 € Rimamoa = 23, b = 21, a = 23 i b = xo.
Odatle je 22 = 3, $to ne povlaci obavezno z; = w3, tj. by = by. Npr.vazid g2idg —2,
ali 2 # —2, pa relacija g nije funkcionalna.

Ako a h by i a h by, onda za neke x1,22 = 0 imamoa = 22, b = x1, a = 23 i b = o.
Ponovo je 22 = 23, ali kako su x1,z2 > 0, sada vazi z; = w3, tj. by = by. Prema tome
h jeste funkcionalna. Broj a pripada domenu akko je kvadrat nenegativnog broja, pa je
Dom(h) = [0,+00). Za a € Dom(h), lako vidimo da je h(a) = +/a (jer je a kvadrat broja
h(a) koji je nenegativan). Prema tome i Im(h) = [0, +0).

Sli¢no kao u prethodnom pasusu, ako a k by i a k be, onda za neke x1,z2 < —2 imamo
a = ZE%, b=1x1,a= x% i b = x9. Odatle je ZE% = x%, ali kako su z1, 9 < —2, opet vazi
1 = w9, tj. by = be. Prema tome i k jeste funkcionalna. Broj a pripada domenu akko je
kvadrat broja manjeg od —2, pa je Dom(k) = (4,4+0). Za a € Dom(k), lako vidimo da je
k(a) = —+/a (jer je a kvadrat broja k(a) < —2). Prema tome, Im(k) = (—o0, —2).

4. Tvrdenje. Nekasu f € A x Big < B x C funkcionalne relacije. Znamo go f < A x C.
(i) Relacija g o f je funkcionalna.
(ii) go f(a) | akko f(a) | ig(f(a)) |, itadago f(a) = g(f(a)).
Dokaz. (i)Nekaago feciiagofco. Tadazaneke by,bo € Bimamoa fby geiia f by gco.
Iza flia f by zakljuCujemo by = by =: b jer je f funkcionalna. Sadaimamobgcyibgco,
odakle zaklju¢ujemo i ¢c; = cs jer je i g funkcionalna. Dakle, i g o f je funkcionalna.

(ii) Ocigledno. Q

5. Zadatak. Dati primere relacija f € A x Big < B x C takve da:

e go fjeste, ali fignisu funkcionalne;
e figo fjesu, ali g nije funkcionalna;
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e gigo fjesu, ali f nije funkcionalna.

6. Komentar. Neka je f € A x B. Relacija f~! < B x A je funkcionalna po definiciji akko
(Vb)(Vai,az € A)(b f~ta; Abf~tas — a1 = ay), $to je ekvivalentno sa:

(Val,ag € A)(Vbe B)(a1 f b ag f b— ay = ag).

Cak i ako je f funkcionalna, f~! ne mora biti. Npr. funkcionalna relacija f skicirana na
pocetku odeljka nema funkcionalni inverz jer je f=1 = {(b2, a1), (bo, a4), (bs,as)}, pa iz bo
izlaze dve f~!-strelice.

I. Funkcije.

7. Definicija. Relacija f < A x B je funkcija, u oznaci f : A — B, ako je f funkcionalna i
Dom(f) = A. Drugim re¢ima, ako iz svakog elementa a € A izlazi ta¢no jedna strelica ka
B, tj. zasvakoa € A, f(a) |.

Kada govorimo o funkciji f : A — B, skup B zovemo kodomen funkcije f.

8. Komentar. Kada govorimo o jednakosti dve funkcije uvek ¢éemo podrazumevati da gov-
orimo o funkcijama sa istim domenom i kodomenom. Preciznije, funkcije f : A — Bi
g: A" — B’ sujednake ako A = A’, B= B’,i f i g su jednake kao relacije.

9. Tvrdenje. Akoje f: A— Big: B— C,ondajego f: A— C.

Dokaz. Prema tvrdenju 4 kompozicija g o f jeste funkcionalna relacija. Takode, za a € A,
go f(a) ] akko f(a) | ig(f(a)) |. Kako je Dom(f) = Ato f(a) |, a kako je Dom(g) = B
toig(f(a)) |, paprematomeigo f(a) |. Dakle, Dom(go f) = Ai zakljuujemo g o f :
A—-C. Q

10. Definicija. Identiteta na skupu A je funkcijaidy : A — A definisana sa ids(a) = a
zasve a € A. Ako je A < B, inkluzija iz A u B je funkcijaisp : A — B definisana sa
iapla) =azasveac A

Ako je f : A — B primetimo da su definisane kompozicije idgof : A — Bi fo
idg : A — B, iobe sujednake sa f. Ako je dodatno C' < A, definisana je kompozicija
foica:C — Bizasvakoce CvaZi foic a(c) = f(c); funkcija foic 4 zove se restrikcija
funkije f na C'i ceSce se obelezava sa fc.

Ponekad ¢e biti zgodno i da smanjimo kodomen funkcije f : A — B. Preciznije, ako
je skup D takav da Im(f) € D < B, imamo korektno definisanu funkciju ' : A — D
sa f'(a) = f(a) za sve a € A. Ovako definisana funkcija ponekad se zove korestrikcija na
D. Najcesce, kada posmatramo neku korekstrikciju, u pitanju je korestrikcija na sliku (tj.

D =1m(f)).

11. Komentar. Formalno, prazna relacija jeste funkcija & : &5 — B za bilo koje B. Medu-
tim, kada govorimo o funkciji f : A — B uvek ¢emo implicitno pretpostavljati da je
A # & (Sto povlaci i da je f neprazna relacija jer Dom(f) = A, kao i B # (J jer za svako
a € A, a bar jedno takvo postoji, f(a) € B).
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I11. 1-1 i na funkcije, bijekcije.

12. Definicija. Neka je f : A — B. Funkcija f je:
e 1-1ili injekcija ako:

(Yar,az € A)(a1 # az — f(ar) # f(a2)),

ili, po kontrapoziciji evivalentno:
(Va1,az € A)(f(a1) = f(a2)' — a1 = az);
e na ili surjekcija ako Im(f) = B, tj. ako:
(Vbe B)(Ja € A) f(a) =1b;
e bijekcija ako je 1-1i na.

13. Komentar. Primetimo da je ids : A — A uvek bijekcija, dok je, za A < B, funkcija
ia,B:A— Buvek1-1.

Neka je f : A — B funkcija. Primetimo da je korestrikcija funkcije f na Im(f), tj.
funkcija f' : A — Im(f) data sa f’(a) = f(a) za sve a € A, uvek na. Takode, ako je
dodatno f 1-1, korestrikcija f’ je bijekcija.

14. Tvrdenje. Neka f : A—> Big: B— C;znamogo f: A — C. Tada:
(i) akosu fig1-1,ondajeigo f 1-1;
(i) akosu figna, ondajeigo f na;
(iii) ako su f i g bijekcije, onda je i g o f bijekcija;
(iv) akojego f 1-1,ondajei f 1-1;
(v) ako je g o f na, onda jei g na.

Dokaz. (i) Neka su aq,as € ArazliCiti: a1 # ao. Tadajei f(a1) # f(az2) jerje f 1-1. Odatle
jeig(f(ar)) # g(f(az))jerje g1-1. Dakle, go f(a1) # go f(az). Prematome, go f je 1-1.

(ii) Neka je c € C proizvoljan element. Kako je g na, ¢ = g(b) za neko b € B. Kako je f
na, b = f(a) za neko a € A. Prema tome je ¢ = g(b) = g(f(a)) = g o f(a). Dakle, go f je
na.

(iii) Ovo sada sledi direktno iz (i) i (ii).

(iv) Neka su ay, az € A razliiti: a; # ag. Tadajeigo f(a1) # go f(ag) jerjego f1-1,
tj. g(f(a1)) # g(f(a2)). Kako je g funkcija, odatle je f(a1) # f(az2). Dakle, f je 1-1.

(v) Neka je ¢ € C proizvoljno. Tada je c = go f(a) zanekoa € A, tj.¢ = g(f(a)). Dakle,
g jena. Q

15. Primer. U (iv) i (v) iz prethodnog primera ne mozemo nista vise rec¢i. Npr. funkcija
f:IN - INdatasa f(n) =n+ 1 jeste 1-1, ali nije na (jer 0 ¢ Im(f)), funkcijag: N - IN
data sa g(n) = { n—1 akon >0
0 akon=0

go f(n)=g(f(n)) = g(n+ 1) =n, funkcija g o f jednaka je sa idy, pa je bijekcija.

jeste na, ali nije 1-1 (jer g(0) = g(1)). Ipak, kako je

16. Tvrdenje. Neka je f : A — B. Svakako, f~" je relacija izmedu B i A.
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(i) = je funkcionalna relacija akko f je 1-1;
(ii) f~: B — Aakko f je bijekcija.

Dokaz. (i) Ovo sledi jer f~! je funkcionalna relacija akko (Vb € B,a1,a2 € A)(b f~' a1 A
bflas — a; = as), akko (Vb € B,aj,as € A)(ay fb A ay fb — a1 = az), akko
(Val, az € A)(f(al) = f(az) — a] = CLQ), akko f je 1-1.

(ii) Ako f~1: B — A, prema (i) f je 1-1, alii Im(f) = Dom(f~!) = B, tj. f je na. Ako
je f bijekcija, f~1 je funkcionalna prema (i), a takode je Dom(f~!) = Im(f) = Ajer je f
na. Q

17. Komentar. Pretpostavimo f : A — B je bijekcija, tj. f~! : B — A. Primetimo f(a) = b
akko f~%(b) = a. Odavde lako vidimo f~'o f =idai fo f~! = idg. Primetimo i da je
tada f~! takode i bijekcija (jerje (f~1)"' = f: A — B).

IV. Egzistencija inverzne funkcije.

18. Definicija. Neka je f : A — B. Funkcijag: B — A je:
e leviinverz od f ako je go f = idg;

e desniinverz od f ako je f o g = idp;

e inverzod fakojego f=idsi fog=idp.

19. Komentar. Jasno je da ako je g levi (odn. desni) inverz funkcije f, onda je f desni (odn.
levi) inverz funkcije g, kao i da ako je g inverz od f onda je f inverz od g.

Ako je g leviinverz od f, tj. ako je g o f = id4, prema tvrdenju 14 f mora biti 1-1 (a g
mora biti na). Sli¢no ako je g desni inverz od f, f mora biti na (a g mora biti 1-1). Ako je
g inverz od f, obe moraju biti bijekcije. Pokaza¢emo da ovi potrebni uslovi zaista jesu i
dovoljni za egzistenciju odgovarajuceg inverza.

20. Teorema. Neka je f : A — B. Tada:
(i) f ima levi inverz akko f je 1-1;
(i) f ima desni inverz akko f je na;
(iii) f ima inverz akko f je bijekcija. U tom slucaju, inverz je jedinstven i jendak je f~*.

Dokaz. (i) U prethodnom komentaru videli smo da je uslov 1-1 potreban za egzistenciju
levog inverza, pa dokazimo da je i dovoljan. Neka je f : A =} B. Tada je relacija
f~! funkcionalna. 1zaberimo proizvoljno ag € A. (Setimo se da implicitno pretpostavl-
jamo, kada govorimo o funkcijama, da je domen neprazan, pa ap mozemo da izaberemo.)
DefiniSimo g : B — A na sledeci nacin:

f f7'(b) akobelm(f)
9(0) { ap  akob ¢ Im(f) yzabeB.

(Naglasimo da oznaku f~'(b) smemo da koristimo jer je f~! funkcionalna relacija.) Pri-
metimo da je funkcija g definisana za svako b € B, jer ako b € Im(f), onda f~1(b) |. Za
proizvoljno a € Aimamo g o f(a) = g(f(a)) = f~*(f(a)) = a, gde druga jednakost vazi
jer ocigledno f(a) € Im(f). Dakle, go f =id4, pa f ima levi inverz.
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(ii) Videli smo da je uslov na potreban da f ima desni inverz, pa dokazujemo da je
dovoljan. Neka je f: A "% B. Zabe B uotimo skup Sy := {a € A | f(a) = b}. Kako je f
na, svaki od skupova Sj je neprazan. DefiniSimo g : B — A na sledeci nacin:

g(b) := neki element skupa Sy, za b e B.

Kako je g(b) € Sy, toje f(g(b)) = b, tj. f o g(b) = b. Dakle, f o g = idp, pa f ima desni
inverz.
(iii) U prethodnom komentaru smo videli da je biti bijekcija potreban uslov da f ima

inverz, pa dokazujemo da je i dovoljan. Neka je f : A Y3, B. prema tvrdenju 16, f~1 :
B — A, a prema komentaru 17, f~! zadovoljava uslove da bude inverz od f. Dakle, f
ima inverz. Ostaje da dokaZzemo da je on jedinstven. Neka je g : B — A inverz od f:
gof=idaifog=idg. Tadaje:

g=goidg=go(fof)=(gof)of ' =idaof ' =f7",
sto dokazuje jedinstvenost inverza. Q

21. Komentar. U dokazu jedinstvenosti u (iii), u argumentu nismo koristili jednakost fog =
idp, pa smo zapravo dokazali vise: ako je f bijekcija, onaima jedinstveni leviinverz. Slicno
mozemo da dokazemo i: ako je f bijekcija, ona ima jedinstveni desni inverz.

22. Primer. Funkcija f : N — IN data sa f(n) = n + 1 jeste 1-1 (ali nije na). Primetimo
da su sve funkcije g, : N — IN, a € N, date sa:

{n—l akon >0

a akon =0 »zanel,

ga(n) :=
njeni levi inverzi. (Stavise, nije tesko videti da su to svi njeni levi inverzi).
Funkcija go : N — IN jeste na (ali nije 1-1). Funkcija f jeste jedan njen desni inverz, ali

_ ) +1 akon >0
funl ""N->N ‘(n) =14 "
i funkcija f data sa f'(n) { 0 akon=0

desni inverz. (Stavise, lako vidimo da su joj to jedina dva desna inverza.)

, zan € IN je jos jedan njen

23. Komentar. Naglasimo jo$ida smo u dokazu (ii) u gornjoj teoremi, kada smo definisali:
g(b) := neki element skupa Sy, zab € B,

morali odgovarajuci element skupa S; da izaberemo. Ovakav izbor ne moZzemo da uradimo
bez aksiome izbora. Stavise, tvrdenje da svaka na funkcija ima desni inverz ekvivalentno
je aksiomi izbora.

V. Direktna i inverzna slika skupa.
24. Definicija. Nekaje f: A—> B, X< AiY < B.
e Direktna slika skupa X je skup:
fIX]:={f(a) | a e X},

dakle skup svih slika elemenata iz X. Primetimo f[X] < B.
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e Inverzna slika skupa Y je skup:
fHY]:=H{ae Al fla) e Y},
dakle skup svih elemenata domena koji se slikaju unutar Y. Primetimo f~![Y] < A.

25. Komentar. (i) Prema definiciji inverzna slike direktno vazia e f~![Y] = f(a) €Y.
(ii) Prema definiciji direktne slike direktno vazia € X = f(a) € f[X]. Obratna
implikacija ne mora da vazi. Naime, moZe se desiti da imamo a ¢ X, a € X i
fla) = f(d’).
(iii) Prema prethodnoj recenici, ako je f 1-1 ondavaziae X < f(a) € f[X].
Prethodne hapomene mozemo slobodno koristiti.

26. Zadatak. Nekaje f: A — B, X, X1, Xo € A,Y,Y1,Ys € B. Dokazati:

(i) X1 Xy = f[Xl] o f[XQ];

(i) YicYs = f']c fYe

(iii) f7f[X]] 2 X; ako je f 1-1, vazi jednakost;

(iv) f[f1[Y]] € Y; ako je f na, vazi jednakost;

(v) fIX1 v Xo] = fIXi]u fIXa];

(vi) fIX1n Xo] € f[X1] v f]X2]; ako je f 1-1, vazi jednakost;
(vii) f1X1 ~ Xo] 2 f[X1] ~\ f[X2]; ako je f 1-1, vazi jednakost;
(viii) f7HY1uYs] = fiW]u fYe)

(ix) f7 Y0 Ya] = fH Y] n f 7 [va);

) [N Yol = fH Y] N YR
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