Diskretne strukture 1

3. ¢as: Semantika iskazne logike. Prirodna dedukcija.




Iskazne formule

Iskazne formule su konacni nizovi slede¢ih simbola:

e jskaznih slova koje obicno zapisujemo malim latini¢nim
slovima p, g, r,..., moguce sa indeksima; skup iskaznih slova
obelezavamo sa P;

e logicke konstante L (kontradikcija);

e logickog veznika — (implikacija);

e pomo¢nih simbola zagrada.

Iskazne formule dobijamo primenom sledecih pravila u konacno
mnogo koraka:

e svako iskazno slovo i konstanta | jesu iskazne formule;
e ako su @ i (ve¢ izgradene) iskazne formule, onda je i
(@ — 1) iskazna formula.



P(@) = konacan skup slova koja se pojavljuju u @;
sl(¢) = broj znakova — u @;

F = skup svih formula.



Skracenice

Zarad kraceg zapisa iskaznih formula definiSemo i sledeée

skraéenice:

e formulu (@ — L) krade zapisujemo sa —¢;

formulu (=@ — )! krace zapisujemo sa (@ v P);

formulu —(¢@ — —)? kraée zapisujemo sa (@ A V);

formulu ((@ — P) A (P — @))3 kraée zapisujemo sa
(@ < W);

e formulu —L* kraée zapisujemo sa T.

(o= 1) =)
((e=(W—1)—1)

o (0 =) = (b — @) > 1)) —> 1)
(L=1)



Brisanje zagrada

Podrazumevamo da veznik — ima najvisi prioritet, v i A srednji
preoritet, a — i < najnizi prioritet, i u skladu sa tim briSemo visak
zagrada.

—p v q— rA —s je krae zapisana formula

(((=p) v @) = (ra (=9))).



Tacnost formule

Valuacija je bilo koje dodeljivanje v : P — {t, n} istinitosnih
vrednosti iskaznim slovima.
Za fiksiranu valuaciju v odredujemo istinitosnu vrednost svake

formule @ pri valuaciji v, u oznaci (@), rekurento po izgradnji
formule na sledeéi nacin:

° 'V(J_) =n,
e ¥(p) = v(p) za svako slovo p e P;
e V(¢ — V) ra¢unamo po tablici za implikaciju:
o) W) | Ue =)
t t t
t n n
n t t
n n t




U skladu sa datim definicijama, vrednosti ¥(—¢), ¥(¢@ v ),

V(@ A) i V@ < ) raCunaju se po slede¢im tablicama:

o) U) | We v )| e A) | Ue <)
(o) | —o) t t t t t
n i t n t n n
n n t t n n
n n n n t

Takode, ¥(T) = t, gde je v proizvoljna valuacija.



Tacnost formule zavisi od njenih slova

Teorema

Ako su pi1, ..., pk slova formule @, i v, w dve valuacije takve da
v(pi) = w(p;) zasve i=1,... k, tada je V(@) = (o).



Smene u formuli

Zapisom @ = @(p1, p2, - - -, pk) isti¢emo da su sva slova koja se
pojavljuju u formuli @ neka (i mozda ne sva) od p1, p2, ..., Pk, tj.
da Jje :P((p) = {p17 P2, pk}

(Npr. ako je ¢ formula p — g, moZzemo da pisemo @ = @(p, q) ili
@ = @(p,q,r), ali neéemo da pisemo @ = @(p) ili @ = @(q,r).)
Neka su ¢ = (p(p17 P2, 7pk)r 11)1711)27 ool 711)k formule.
Oznac¢avamo sa @ (1,2, ..., Py) formulu @ u kojoj smo sva
pojavljivanja slova p; zamenili sa\;zasve i=1,..., k.

(Npr. ako je @ = @(p, q) formula p — g A p, onda je
e(pvg,s—r formulapvg—(s—r A(pvq).)



([ EYOEREGE]

Lema

Neka su ¢p = (p(p17p27 v 7pk)1 11)1711)27 oo 711)k formule i v
valuacija. Tada je:

oW1, P2,..., b)) = M@),

gde je w bilo koja valuacija takva da w(p;) = ¥(1;) za sve
i=1,...,k



Tautologije

Formula ¢ je:

e zadovoljiva ako za neku valuaciju v vazi V(@) = t;

e poreciva ako za neku valuaciju v vazi V(@) = n;

e tautologija, u oznaci |= @, ako za sve valuacije v vaZi
(@) =t (tj. nije poreciva);

e kontradikcija ako za sve valuacije v vazi V(@) = n (tj. nije
zadovoljiva).

Primer

1. Ispitati da i je formula (p A —=r) v (@A —r) > (pv g —r)
zadovoljiva/poreciva?

2. Dokazati da je formula

(p A (=g — —p)) A (—q Vv —r) = (r— —p) tautologija.

10



Vazne tautologije

* pVv —p;
o ~(pA—p);

* p—p;

o ——p<p;

* pApp;

°* pvpep

e pAT < p
pALe 1
pv T o T,

e pvlenp
pA(pvq) < p;
pv(pAq) < p;

® PAGoqADP;

* pvVgeqVp;
(p<q) < (g« p);
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Vazne tautologije

e pr(gan e (prq Arn
epv(gvne(pvaqvrn

e (peo(gen)o((peq <)
e par(gvneo(prag)v(par);
e pvi(gan < (pvag A(pvr);
e =(pAgq) o —pVv —g;

e =(pvq) < —pAr—g;

* (p—q) < (—q— —p);

e (p—q) < (pr—g— 1)

e pA(p—q) —g

e (p—q) A—g— —p;

e (pvag A—p—ag

e (p=qgr(g—>n—(p—0).
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Smene u tautologiji

Teorema

Neka su @ = @(p1,---,pk), W1, ..,k formule i neka je = .
Tada je i = @(Wi,. .., by).

Primer
Dokazati da je formula

(pegvna((pegyn—(qvr—s)—(qvr—s)
tautologija.
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Ekvivalentne formule

Formule ¢ i1 su logicki ekvivalentne, u oznaci @ < 1, ako za
svaku valuaciju v vazi ¥(¢@) = ¥(\), tj. ako je @ < 1 tautologija.
Teorema

NEka Su Q1 = (pl(pla'” 7Pn)1 P2 = (P2(P17- "Jpn)' 11)17"‘711)n [
01,...,0, formule takve da @1 < @, i ;< 0; za sve

i=1,...,n Tada je

(pl(lblv 000 >1bn> < @2(617 .. ->en)-

Primer
L (=pvg)—(res) < =(p—>q) viser),
2. (p=>nNAr(@=n<(pvag—r).
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Pravila prirodne dedukcije

© pp —@ pp
s 1
P i YR 5 =i
0} P ) 0}

Zovemo ih reiteracija, modus ponens, pravilo dedukcije i reductio
ad absurdum.
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Dokaz u prirodnoj dedukciji

Neka je X skup formula i @ jedna formula. Dokaz u prirodnoj
dedukciji formule @ iz premisa X je konacan niz koraka u kome
polazedi od premisa i prateci data pravila zakljucivanja dolazimo do
zakljucka .

Primer

1. Iz premisa @, @ — VP i P — 0, mozemo da zakljuc¢imo 6.
2. Iz premisa @ — VP i — 0, mozemo da zaklju¢imo ¢ — 6.
3. Bez premisa mozemo da zaklju¢imo

(@ —>W—10))— (¢ =)= (¢ —0)).

Pisemo X — ¢ (X dokazuje ¢, X izvodi @, sekvent ¥ |~ ¢ je
tacan) ako postoji dokaz u prirodnoj dedukciji formule @ iz
premisa X; u suprotnom X (£ .

Umesto (J - @ pisSemo samo @ i kazemo da je ¢ teorema. ;
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Izvedena pravila

Sekvent @ — P, — 0 - @ — 0O zapisujemo i sa:
- p—06

¢—0
Mozemo da ga koristimo kao izvedeno pravilo koje zovemo

HS

hipoteticki silogizam.

Eliminacija i uvodenje negacije:

© pp
® —¢ -
T E = U
Ex falso quodlibet:
iEFQ
©
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Izvedena pravila

Eliminacija i uvodenje duple negacije:

==

——E i —TU
Y -
Uvodenje i eliminacija disjunkcije:
e, P v i vy ¢ —06 tl)—>9vE
ORAVAU) RAVAU) 0
Disjunktivni silogizmi:
A ~® ps v ﬂst
) (@

Tertium non datur — zakon inskljucenja treceg:

———TND
PV
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Izvedena pravila

Eliminacija i uvodenje konjunkcije:

prp o @A® o, @0
(0 P oA
Eliminacija i uvodenje ekvivalencije:
® P o QP or (i 2 Bl N
¢ =Y Y- CReY

De Morganova pravila:

(@A) py —levd) 0 cev Y o —e A Y

DM
—@ v - —@ A~ —(@ A ) —(p v )
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Teorema dedukcije

Tvrdenje
Neka su X skup formula i @, dve formule. Tada:

>, o1V akko X F @ — .
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