Diskretne strukture 1, 2024/2025, Primer pismenog ispita

1. Koristeéi matematicku indukciju dokazati: 18 | 6 - 10™ + 12, za sve n = 0.
2. Dokazati skupovni identitet: (AN B)UC = (AUC) ~ (B~ C).
3. Na skupu realnih brojeva R data je relacija p sa: xpy Loy - y < 3. Ispitati da li je p reflek-
sivna, simetri¢na, antisimetricna, odnosno tranzitivna. U sluc¢aju potvrdnog odgovora dati dokaz, u slucaju
negativnog odgovora dati kontraprimer.
4. Nekaje f: X =Y, AC X i BCY. Dokazati: f[JA|NB=0 < An f~'[B]=0.
5. Resiti sistem kongruencija: * =52 x =45 1z =74.
6. Na Ostrvu zive dva plemena: pleme Istinozboraca i pleme Lazova. Ostrvljani se ni po ¢emu ne razlikuju,
osim §to Istinozborci uvek govore istinu, dok Lazovi uvek lazu. Stranac na ostrvu je naisao na grupu od Sest
ostrvljana: A, B,C, D, E, F, i od njih je ¢uo sledece informacije:

A je rekao: Bar jedan od D i F' je Istinozborac.

B je rekao: F'i C su Lazovi.

C je rekao: B i D su Istinozborci.

D je rekao: Ako je A Lazov, onda je i F' Lazov.

E je rekao: Ako je D Lazov, onda je A Istinozborac.

Ko je Istinozborac, a ko je Lazov?
Resenja

1. Baza indukcije. Za n = 0 treba da proverimo 18 | 6 - 10 + 12. Kako je 6-10°+12 =61+ 12 = 18,
baza je ispunjena.

Indukcijski korak. Pretpostavimo:

(IH) 18| 6- 10" + 12,
i dokazimo 18 | 6 - 10" + 12. Racunamo:

6-10""1+12 = 6-10""1 +120 — 120 + 12
= 10(6-10" +12) — 120 + 12
= 10(6-10™ +12) — 108.

Oba sabirka deljiva su sa 18: prvi po (IH), a drugi oc¢igledno, pa je i zbir, tj. 6 - 10" + 12, deljiv sa 18.

Zavrsili smo dokaz. &

2. I na¢in. Dokaz izvodimo direktno po definiciji.

(C) Neka x € (A~ B)UC; cilj je da dokazemo x € (AUC) \ (BN C). Iz z € (A~ B)UC imamo dva
slucaja:

l.slucaj: t € ANB. Tadaor€e Aix ¢ B.lzx € Aslediiz € AUC, aizx ¢ Bsledi x ¢ B~ C. Dakle,
re€(AUC) N (BNCO).

2. slucaj: x € C. Tada secijalnoiz € AUC iz ¢ B\C,paopet z € (AUC) N (B~ C).

U oba slucaja smo izveli zeljeni zakljucak, pa smo zavrsili dokaz inkluzije (C).

(D) Neka z € (AUC) \ (B~ C); cilj je da dokazemo x € (AN B)UC. Iz x € (AUC) \ (B ~\ C) sledi
r€e AUC iz ¢ B~ C. Razmotrimo dva slucaja: x € Ciz ¢ C.



1. slucaj: « € C. Tada trivijalno z € (A~ B)UC.
2.slucaj: x ¢ C. Tadaizx € AUBsledix € Ajaizx ¢ BN Csledix ¢ B, pax € A~ B, odakle i
re(ANB)UC.

U oba slucaja smo izveli zeljeni zakljucak, pa smo zavrsili i dokaz inkluzije (D).

II na¢in. Dokaz izvodimo koris¢enjem karakteristicnih fukcija. Oznac¢imo L = (AN B)UC 1D = (AU
B) ~ (B ~ (). Ra¢unamo:
XL = X(A\B)uUC
= Xaws T XC+ xaXc
= (xa+xaxs) + xc + (xa + xaxs)xc
= XA+ XaXs + Xc + XaXc + XaXBXC;

XD = X(AUC)~(B\O)

= XAucC T XAuCXB-~C

= X4+ Xc+xaxce + (Xa+ X + xaxe) (X5 + xBXc)

= Xa+Xc + XaXc + XaXs + XaxBXc + XBXc + XBXe + XAXBXC + XAXBXe
= XA T Xc +XaXc T XAXB T XAXBXC T XBXT + XBXT + XAXBXCT T XAXBXC
= XA T Xc + XaXc + XaXB + XAXBXC-

Kako je x;, = xp, zakljuc¢ujemo L = D. &

3. Refleksivnost. Pitanje je da li za svako x € R vazi zpx, tj. x — x < 3. Kako je v — z = 0, sledi da p

jeste refleksivna.

Simetri¢nost. Pitanje je da li x py povlaci ypx, tj. dalix —y < 3 povlaci y — oz < 3. Kakox —y < 3
povla¢i (mnozenjem sa —1) y —x > —3, mozemo da posumnjamo da p nije simetri¢na. I zaista, za npr. x = 1

iy=5,xr—y=—-4<3,tj. vpy, ali y —x =4 £ 3, pa nije y px; dakle, p nije simetricna.

Antisimetri¢nost. Pitanje je dali xpy iypx povlace z =y, tj. daliz —y < 3iy—x <3 povlate x = y.
Ponovo mozemo da posumnjamo da ovo nije tacno. Npr.zaz =1iy=2,zr—y=-1<3iy—x=1<3,

tj. xpy iypez, ali x # y; dakle, p nije antisimetri¢na.

Tranzitivnost. Pitanje jedali zpyiypz povlace zpz,tj. daliz —y <3iy—2 <3 povlace x — 2z < 3.
Sabiranjem x —y < 31y — 2z < 3 povlace x — z < 6, pa mozemo da posumnjamo da p nije tranzitivna. I
zaista, npr.zaxz =5, y=31iz=1,0—y=2<3iy—2=2<3,tj. xpyiypz aliz—z=4« 3, panije

x p z; dakle, p nije ni tranzitivna. &

4. (=) Pretpostavimo f[A] N B = (; cilj je da dokazemo A N f~}[B] = 0. Preptostavimo suprotno,
AN f7YB] # 0. Tada postoji x € AN fB], tjx € Aix e f7YB]. Izz € Asledi f(z) € f[A], a iz
x € f7lB] sledi f(x) € B. Dakle, f(z) € f[A] N B, pa f[A] N B # 0; kontradikcija.

(<) Pretpostavimo ANf~![B] = 0; cilj je da dokazemo f[A]NB = (). Pretpostavimo suprotno, f[A]JNB # (.
Tada postoji y € f[A]N B, tj. y € f[A] iy € B. Iz y € f[A] sledi da postoji © € A takav da y = f(z), pa
kako f(z) =y € B dobijamo i z € f~![B]. Dakle, x € AN f~![B], pa AN f~[B] # 0; kontradikcija. &



5. I nacin. Iz x =5 2 sledi x = 5k 4+ 2 za k € Z. Ubacivanjem u x =¢ 5 dobijamo 5k 4 2 =¢ 5, tj. 5k =¢ 3.
Kako (5,6) =11 55 =¢ 1, mnozenjem prethodne jednakosti sa 5 dobijamo k =¢ 15 =¢ 3; dakle, k = 6m + 3,
m € Z, paje x =5k + 2 =5(6m+ 3) +2 = 30m+ 17, m € Z. Ubacivanjem u poslednju jedna¢inu x =; 4
dobijamo 30m + 17 =7 4, tj. 2m =7 1. Kako je (7,2) = 11 2-4 =; 1, mnoZenjem prethodne jednacine sa 4
dobijamo m =7 4; dakle, m = Tn 4+ 4, n € Z, pa vracanjem x = 30m + 17 = 30(7n + 4) + 17 = 210n + 137,
n € 2.

Dakle, opste resenje je x = 210n + 137, n € Z.

IT nac¢in. Koristimo algoritam iz dokaza kineske teoreme o ostacima. Oznac¢imo my; =5, ms =61 m3 =7,
ia; =2, a, =51a3 = 4. Primetimo da su m; po parovima uzajamno prosti, pa mozemo da primenimo
algoritam iz dokaza kineske teoreme. Tada je M = mymomg = 210, My = M/my = 42, My = M/ms = 35,
M3 = M/m3 = 30. Treba da nademo p;, ¢; takve da p;M; + gmq = 1 za 1 = 1,2,3. Za i = 1 treba da vaz

42py + 5¢; = 1. Ako odmah ne vidimo resenje, koristimo algoritam:

42 1 0 2 1 -8 2 1 =8
— — :
[ 5 0 1] [5 0 1 ] [1 -2 17]

pa mozemo uzeti p; = —2 1 ¢ = 17. Za 1 = 2 treba da vazi 35py + 62 = 1. ReSenje p = —1 i ¢ = 6 odmah
se vidi. Za ¢ = 3 treba da vazi 30p3 + 7¢g3 = 1. Imamo:

30 1 0 2 1 —4 2 1 —4
— — :
7 01 70 1 1 -3 13
pa mozemo uzeti p3 = —3 i g3 = 13. Partikularno resenje dobijamo po formuli:

To :lelal —{—p2M2a2 +p3M3a3 =-—2:-42-2—-1-35-5—-3-30-4=—-168 — 175 — 360 = —703,

pa je opste resenje x = xg + Mn = —703 4+ 210n, n € Z. Ako zelimo najmanje pozitivno resenje, ono se
jasno dobija za n = 4: xy = =703 + 210 - 4 = —703 4+ 840 = 137, pa se opste resenje moze zapisati i u obliku
r=137T+210m, meZ. &

6. Sa a oznacimo tacnost iskaza ,,A je Istinozborac.”; b, c,d, e, f imaju slicno znacenje. Ako A da izjavu
tac¢nosti p, onda je a = T ako i samo ako je A Istinozborac, ako i samo ako p = T'; dakle, a = p. Prema tome

iz datih izjava imamo sledeci sistem iskaznih jednacina:

(1) a dVv f;

2) b - f A =e;
3) ¢ = bAd;

4) d = —a—f;

(5) e = —-d—a.
Slova a, d i f imaju najveéi broj pojavljivanja, pa ¢emo diskutovati po nekom od njih, npr. po a.
[slucaj: a = N. Iz (1) sledi d = f = N, pa (4) postaje N =T — T, §to je kontradikcija. Dakle, u ovom
slucaju nemamo resenje.
IT slucaj: a = T. Iz (4) direktno sledi d = T, a iz (5) e = T. Primetimo da je (1) zadovoljeno. Iz (3)
imamo ¢ = b, pa (2) postaje b = =f A —=b. Poslednja jednakost vazi ako i samo ako b= N i f = T. Sada je
i ¢ =b= N. Dakle, imamo resenje (a,b,c,d,e, f) = (T, N,N,T,T,T), tj. A, D, E, F su Istinozborci, a B,C

su Lazovi. &



