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0 Sta je za ispit?

1 Dejstvo grupe na skup

A Definicija, primeri, osnovne osobine

1/1 Definicija. Neka je G grupa i X neprazan skup. Dejstvo grupe G na skup X je preslikavanje - : G x X —

X, (g,2) — g -z, koje zadovoljava slede¢e dve aksiome:
(dl) (Vxe X) e-x =2z, gde e oznacava neutral grupe G;
(d2) (Vg,heG,xeX) g-(h-z)=(gh) -z

éinjenicu da G deluje na X zapisujemo sa G —~ X.

1/2 Komentar. O dejstvu mozemo da razmisljamo kao o dinamickom konceptu: svaki element g € G deluje

na X tako Sto pomera njegove elemente; g pomera element z € X u element g - x:

/g\
43 g-T

Tada aksiome moZemo predstaviti na sledeéi nacin:

® T s

(Primetimo da je redosled nadovezivanja strelica u drugoj aksiomi u saglasnosti sa pravilom za kompoziciju
funkcija.) MoZemo da imamo u vidu i da je ovo dejstvo elementa g na X permutacija skupa X (bijekcija na

X), $to ¢emo kasnije i dokazati.

1/3 Primer.

Neka je G =S, i X = [n] = {1,2,...,n}. Imamo prirodno dejstvo S,, —~ [n] dato sa o - i := o (3).
Proverimo aksiome dejstva:

(d1) []-% = [](¢) = i (setimo se da je neutral grupe G koincidencija |], tj. identi¢ko preslikavanje skupa [n]);
(d2) o-(r-i)=0(r-i)=0(r(i))=0co7(i) =(coT)-i.

Dakle, obe aksiome su zadovoljene.

Pogledajmo specijalan sluc¢aj Sy — [4], i nacrtajmo dejstva permutacija o = [134], p = |13], 7 = [12][34]:
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Imamo i prirodno dejstvo S,, —~ [[n]]?, gde [[n]]? = {{i,j} | i,j € [n], i # j} datosa o-{i,5} := {o(i),0(5)}.
Proveri¢emo aksiome dejstva, ali prvo treba da proverimo da li je ono dobro definisano. Naime, ako o € S,
i {i,7} € [[n]]?, treba da proverimo da o - {i,j} € [[n]]®. {i,j} € [[n]]? znaci i,j € [n] ii # j, pa kako
je o permutacija skupa [n], specijalno 1-1, imamo da je o(i) # o(j), i naravno o(i),0(j) € [n], odakle
{o(i),0(5)} € [[n]]?*; dakle, o - {i, j} € [[n]]*.

(d1) [1- {5, 5} = {116, [1G)} = {4, 535

(d2) o-(7-{i,j}) = o -{7(0), 7())} = {a(7(1)), 0 (7 (1))} = {o 0 7(i),0 0 7(j)} = (0 0 7) - {i, j}.

Pogledajmo slu¢aj Sy — [[4]]?, i nacrtajmo dejstva permutacija o = |134] i p = |13].

I ={{1,2},{1,38},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}}.

|

134](1),]134](2)} = {3, 2}, i na sli¢an nacin vidimo da su odgovarajauca dejstva

. o

Najpre primetimo da je [[4]
Po definiciji [134]-{1, 2} = {
data sa:

{173} {172} R {2a3} {1’3} {172} {273}
/ N\ \ / P
/ \ N/ P
(1,4} « 0 — {3,4} (2,4} (1,4} (3,4} (2,4}

o 0

1/4 Primer.
Neka je G = D4 i X = {temena kvadrata}; prirodno Dy —~ X. Setimo se da je D4 generisana sa rotacijom
p za 90° oko centra kvadrata u pozitivhom smeru i bilo kojom osnom simetrijom ¢, npr. u odnosu na

vertikalnu osu:

Nacrtajmo dejstva izometrija p, o 1 po (primetimo da je po osna simetrija u odnosu na pravu koja sadrzi
dijagonalu AC).
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Dy prirodno deluje i na skup dijagonala kvadrata {AC, BD}. Nacrtajmo dejstva gornjih elemenata:

— P~ — 0~ N e\
AC BD AC BD po AC BD po
&p/ \o'/ AN N

1/5 Primer (Dejstvo grupe na sebe mnoZenjem sleva).
Posmatrajmo G —~ G dato sa g - x := gx.

Proverimo aksiome dejstva:

(dl) e-x =ex =x;

(d2) g-(h-z)=g-(ha) = g(hx) = (gh)x = (gh) - x.

1/6 Primer (Dejstvo grupe na sebe konjugacijom).

Posmatrajmo G — G dato sa g - x := grg ™ .

Proverimo aksiome dejstva:
(d1) e -z = exe ! = exe = 1;

(d2) g-(h-z)=g- (hah™') = ghxh~'g~" = ghx(gh)™ = (gh) - z.

Setimo se, ako je H < G, G/H oznacava skup svih levih koseta podgrupe H: G/H := {aH | a € G}, gde je
levi koset aH := {ah | h € H}. Takode, setimo se: aH = bH <= a 'be H.

1/7 Primer (Dejstvo grupe na kosete podgrupe).

Neka je H < G. Posmatrajmo G —~ G/H dato sa g - aH := (ga)H.

Kako smo definisali da g koset predstavljen sa a pomera u koset predstavljen sa ga, trebalo bi najpre
da dokaZemo da je ovako zadato dejstvo dobro definisano. Tj. treba da proverimo da aH = bH povladi
g-aH = g-bH, tj. (ga)H = (gb)H. To mozemo da uradimo koriste¢i gornju napomenu: aH = bH <=
atbe H < alg7lghe H — (ga)~'(gb) e H < (ga)H = (gb)H. Sada mozemo da proverimo
aksiome dejstva:

(dl) e-aH = (ea)H = aH;

(d2) g-(h-aH) =g (ha)H = (g9(ha))H = ((gh)a)H = (gh) - aH.

1/8 Primer (Dejstvo grupe na podgrupe konjugacijom).
Neka je Sub(G) familija svih podgrupa od G. Posmatrajmo G —~ Sub(G) datosa g- H := gHg™!.
Poznato nam je da za H < G, takode gHg™' < G, tj. gornje preslikavanje je dobro definisano. Aksiome

dejstva lako moZzemo da proverimo na sli¢an nacin kao u primeru 1/6.




1/9 Primer.
ZaoeS,i(r1,22...,2,) € R" definidimo: o - (z1,22,...,%0) 1= (To(1), To(2)s - - » Ta(n))-
Proverimo aksiome dejstva:

(dl) H . (581,272, 00 ,l‘n) == (l‘H(l),LIZH(g), 300 ,xn(n)) == (1‘1,1‘2, 0aa ,LIZn).
(d2) Neka su 0,7 € Sy

g - (’7'- ($17$2, 000 7:1?”)) g - (957(1)7307(2)7- 5o ,.’,137.("))

( To(r(1))1 Lo(r(2))s+ - 7ma(7(n)))
= ( Loor(1)) Loor(2)s -+ - axJOT(n))
(

UOT) (xla'r27"'7xn)'

1/10 Zadatak. (a) Racun u prethodnom primeru je netacan. Gde je greska?
(b) Dokazati da gornja formula ne definise S,, —~ R™.

(c) Dokazati da sa o - (71,%2,...,%n) := (Te-1(1); To-1(2)5 - - - » Ta—1(n)) jeste definisano S,, ~ R".

1/11 Primer.
Neka je S neprazan skup i X = S™. DefniSemo Z,, —~ X sa:

k- (1’0,()31, oo 7xn71) = <x0+ka Titks--- 7x(n—1)+k)7

gde ¢ + k ra¢unamo u Z,, (sabiramo modulo n).
Proverimo aksiome dejstva:

(d1) 0-(20,21,---,%Tn-1) = (040,140 - - s Z(n—1)+0) = (L0, L1, -+, Tn_1);
(d2)
k-(m-(zo,21,...,%n-1)) = k- (Totm>Ti4m,--+sT(n—1)4+m)
= k-(yo,y1,---,Yn-1), gde yi = Titm
= (Yo+k Y1tk Y(n—1)+k)
= (Totktm T1iktm,--- 7x(n—1)+k+m)
= (k+m)- (zo,z1,...,Tn_1).

1/12 Primer.

Neka je G grupai X = {(go,91,---,9n-1) € G" | gog1 - . . gn—1 = €}. Formula iz prethodnog primera definise
Zn —~ X. Ako je G kona¢na, | X| = |G|

Treba samo da proverimo da je dejstvo dobro definisano, tj. da za k € Z, i (g0,91,---,9n-1) € X,

k- (90,915 9n-1) € X. 12 (g0, 915> Gh—1, Gk> Gh+1 - - - » Gn—1) € X imMamo gogi - .. Gh—19kGk+1 - - - Yn—1

e. Odavde, mnoZenjem sa (grGri1---Gn_1) " 1

zdesna, dobijamo gog1...gxk—1 = (grGk+1---Gn-1)"",
pa mnozenjem sa grgk+1---9n—1 Sleva zakljuCujemo grgx+1-..-9n—19091---9x—1 = e. Dakle, k -
(90,915 9n—1) = (Gks Gk+1s -« - s Gn—1,90,91, - - -, gu—1) € X. Aksiome dejstva smo veé proverili u prethod-
nom primeru.

Ako je G konatna, dokazimo |X| = |G|*"!. Posmatrajmo preslikavanje X — G"7! dato sa
(90,915, 9n-1) — (g1,---,9n—1); dokazac¢emo da je u pitanju bijekcija. Preslikavanje je ,na" jer za
proizvoljno (gi,...,gn_1) € G* ! imamo gog1 ... gn—1 =€ za go = (g1,---,9n-1)" ", Pa (9o, g1, -, Gn_1) €
X i (90,91, 59n-1) = (91,---,9n-1)- Ako (90,91,---,9n-1),(90,915---,9n-1) € X, imamo gy =




(g1---gn—1)"' = g}, pa imamo da je (go,g1,---,9n-1) = (9b,g1,---,gn—1), 5to dokazuje da je preslika-
vanje ,,1-1".

1/13 Primer.

Neka G —~ X, inekaje Y skup. Za ge G i f € XY definisemo G —~ XY sa g- f € XY je funkcija data sa
(9 @) = flg™ ).

Proverimo aksiome dejstva:

(d1) za svako x € X imamo (e f)(z) = f(e7'-2) = f(e-2) = f(z), gde u poslednjem koraku korisimo
(d1) za G —~ X, odakle je e - f = f;

(d2) za svako x € X imamo:

(g-(h- @) = (h-flg™" 2)

odakle g - (h- f) = (gh) - f.

1/14 Definicija. (a) Neka G —~ X. Za g € G definiSemo d, : X — X sa d4(z) :==g - .

(b) Neka je X neprazan skup. Sa Sym(X) oznacavamo grupu svih permutacija skupa X (bijekcija X — X)
u odnosu na operaciju kompozicije funkcija; idyx je neutral ove grupe; inverz permutacije o je inverzno

preslikavanje 0 ~!. (Komentar. Sym([n]) = S,.)

1/15 Tvrdenje (Osnovne osobine dejstva).
Neka G ~ X, g,he Giz,ye X.

1

(a) grx=y < g7 -y=um;

(b) grz=g-y = z=uy;

( _ (d2) _ _
e =ea=("g)r =g (gx)=9"y

(«) sada sledi iz (=) na sledeéi nacin:

_ =) 4 .
g hy=2 = (¢ z=y tjg- =y

L. 2 =y. Smer (<) je o¢igledan.

(b) (=) Neka je g-z =g -y =: z. Prema (a) imamo & = g~
(c) Prema (b) d, je ,1-1". Kako smo veé videli z = g- (97! - 2) = d,(g~ " - z); , je ,na'.

(d) . = idx vazi prema (d1).



(€) 64 06y = dgn, vazi prema (d2).

(f) Prema (d) i (e) je 041 0 &y = idx = 640 §g-1, odakle je dy-1 = 5"

(g) Direktno prema (e). O
1/16 Zadatak. Neka G —~ X.

(a) Ako H < G, prirodno H —~ X restrikcijom dejstva.

(b) Prirodno G —~ [X]™ = {n-to¢lani podskupovi od X} sa g {x1,...,2n} :={g9 - z1,...,9  Tn}.

(¢) Prirodno G —~ X™ — dijagonalno dejstvo sa g - (z1,...,2,) := (g T1,...,9 Tpn)-

Komentar. Deo (a) je oc¢igledan. Aksiome dejstva u delovima (b) i (c) se direktno proveravaju. U delu (b)

potrebno je proveriti i dobru definisanost koja sledi iz prethodnog tvrdenja.
B Jezgro i slika dejstva, Kejlijeva teorema, n!-teorema

1/17 Komentar. Neka G —~ X. Prema tvrdenju 1/15(g) imamo pridruzeni homomorfizam ¢ : G — Sym(X)
dat sa 6(g) = d4, gde 64(x) = g - x.

1/18 Definicija. Neka G —~ X i neka je 0 : G — Sym(X) pridruzeni homomorfizam. Definisemo:
(a) Ker(G —~ X) := Ker(9);

(b) Im(G —~ X) := Im(9).
1/19 Komentar. (a) Prema prvoj teoremi o izomorfizmu imamo:
G/Ker(G —~ X) = Im(G —~ X) < Sym(X).

(b) ge Ker(G ~ X) «— §;=idx <— (VzeX)g -z =ua:

Ker(G~X)={9geG|(VzxeX) g -z ==z}

Naves¢emo nekoliko primera primene gornje formule na razli¢ita dejstva.

1/20 Teorema (Kejlijeva teorema).

Svaka grupa G je izomorfna podgrupi neke grupe permutacija. Preciznije, do na izomorfizam, G < Sym(G).

\.

Dokaz. Uo¢imo dejstvo G —~ G mnoZenja sleva iz primera 1/5: g-x := gz. Kako je gr = ¢ <= g = e, jezgro
Ker(G —~ G) = {e} je trivialno. Prema komentaru 1/19(a):

G =G/Ker(G ~ G) = Im(G —~ G) < Sym(G).

Dakle, G < Sym/(G). O

1/21 Teorema.
G/Z(G) = Inn(G).




Dokaz. Uo¢imo dejstvo G — G konjugacijom iz primera 1/6: g -z := grg~'. Najpre, kako je 8g(z) = gug™!,

Im(G ~ G) = {64 | g € G} = Inn(G) — grupa unutra$njih automorfizama grupe G. Takode, g € Ker(G —~

1

G) — (MreX)g-z=2 «— (VzeX)grg' =2 «— (VreX)gr =129 < ge Z(G). Teorema

direktno sledi prema komentaru 1,/19(a). O
1/22 Definicija. Neka je H < G. Jezgro podgrupe H je:

Core(H) := ﬂ aHa™'.
aeG

1/23 Teorema (n!-teorema).
Neka je H < G i |G : H| = n. Tada |G : Core(H)| | n!.

Dokaz. Uo¢imo dejstvo G —~ G/H na kosetima podgrupe H iz primera 1/7: g -a := gaH. IzraGunajmo
Ker(G —~ G/H): g € Ker(G ~ G/H) < (Nae€e G) g-aH = aH < (ae€ G) goH = aH <
(Vae G)algae H «— (NVae @) geaHa! < ge Core(H); dakle, Ker(G —~ G/H) = Core(H).
Prema komentaru 1/19(a): G/Core(H) < Sym(G/H). Kako |G/H| = |G : H| = n, |Sym(G/H)| = n!, pa po
Lagranzovoj teoremi imamo |G : Core(H)| = |G/Core(H)| | n!. O

1/24 Komentar. U dokazu prethodne teoreme smo videli da je Core(H) jezgro izvesnog homomorfizma
(datog dejstvom), to znadi da je Core(H) < G. Kako je H = eHe™ !, H ugestvuje u preseku kojim je
definisano jezgro Core(H), pa zaklju¢ujujemo Core(H) < H. Prema tome, Core(H) je podgrupa od H koja
je normalna u G. Stavise, Core(H) je najvecéa podgrupa od H koja je normalna u G. Da bismo ovo videli,
pretpostavimo K < Hi K< G. Tada jezasvakoa € G, K = aKa™! < aHa™ ', gde jednakost vazi jer K< G,
a inkluzija jer K < H. Odatle je K = (,.gaKa ' <(\,cqaHa™' = Core(H).

Primetimo i da odavde imamo H <G <= Core(H) = H.

Dajemo jedan primer primene n!-teoreme.

r
1/25 Teorema.
Neka je G kona¢na grupa i neka je H < G takva da |G : H| = p, gde je p najmanji prost broj koji deli |G]|.
Tada H< G.

Specijalno, podgrupa indeksa 2 uvek mora biti normalna.

Dokaz. Primetimo da je (|G|,p!) = p jer je p najmanji prost broj koji deli |G|. Kako sa jedne strane, po
Lagranzovoj teoremi, |G : Core(H)| | |G|, a sa druge strane, po n!-teoremi, |G : Core(H)| | p!, dobijamo da
|G : Core(H)| deli i njihov NZD, tj. p. Dakle, ili |G : Core(H)| = 1ili |G : Core(H)| = p. Prvi sluéaj nije
mogu¢ jer |G : Core(H)| = 1 znaéi G = Core(H), a Core(H) < Hi H # G (jer |G : H| = p). Dakle,
|G : Core(H)| = p. Sada kako jei |G : H| = piCore(H) < H, zaklju¢ujemo Core(H) = H, odakle H<G. O

C Orbite i stabilizatori
1/26 Definicija. Neka G -~ X iz € X.

(a) Orbita elementa x je skup:
G r={g-xz|rveX}c X!

(b) Stabilizator elementa z je skup:
G,:={9eG|g-x=0} <G

1Orbita elementa = se ponekad obelezava i O(z) ili O.
2Stabilizator elementa x se ponekad obelezava i Stab(z) ili By .



1/27 Primer.
Neka je G —~ G dejstvo grupe na sebe mnozenjem sleva iz primera 1/5: g-x = gz, i neka je z € G. Primetimo
daje G-x = G. Zaista, za y € G imamo (yx~!) - = yz~'x = y, pay € G - x; dakle, G - v = G. Takode,

g 'T=Tr < gr=2= <l:>g:€7t.]G.’flC:{e}

1/28 Primer.

Neka je G —~ G dejstvo grupe na sebe konjugacijom iz primera 1/6: g -z = grg™"

, 1 neka je x € G. Tada
je G-z = {grg~' | g € G} =: 2% — klasa konjugacije elementa 2. Primetimo da je G-z = {2} < (Vge
G) grg™! !
g € C(x), tj. Gy = C(x) — centralizator elementa xz u G.

=z < (VgeQG) gr=x29 < x€Z(G). Slitno, ge G, < grg ' =2 < gz =19 <

1/29 Primer.

Neka je H < G, G —~ G/H dejstvo grupe na kosetima iz primera 1/7: ¢g-aH = gaH, i neka je aH € G/H.
Tada je G - aH = G/H; zaista, za bH € G/H imamo bH = ba~‘aH = (ba™')-aH € G -aH. Dakle,
G-aH = G/H. Takode, g€ Guy < gaH =aH < a'gae H < geaHa ', tj. Gug = aHa '

1/30 Primer.
Neka je G —~ Sub(G) dejstvo na podgrupa konjugacijom iz primera 1/8: g- H = gHg™'. Tada g €
Gy <= g-H=H < gHg'=H < gH=Hg < ge N(H); dakle, Gg = N(H) -

normalizator podgrupe H u G.

1/31 Primer.

Neka je S skup i Zy — S* dejstvo iz primera 1/11: k- (xg, 21, T2, ¥3) = (Tk, Thi1, Thr2, This) gde sabiramo
u Zy4. IzraGunajmo orbitu i satbilizator proizvoljne ¢etvorke.

Pretpostavimo najpre da je xg = x1 = 2 = x3 =: . Tada je za svako k € Zy, k- (z,x,2,2) = (z, 2,2, ),
paje Zy - (v, z,7,2) = {(,2,7,2)} i (Z4)(2,2,0,2) = La-

Pretpostavimo sada da su neka tri od xg, x1, z2, x3 jednaki, a Cetvrti od njih je razli¢it, npr. pretpostavimo
ri=x0# 1 =29 = a3 =y. Tadaje 0 (z,y,9,9) = (z,9,4,%), L- (z,9,9,9) = (%4, 4,7), 2+ (x,9,9,9) =
(Y, v, 2,9) 13- (2,9,9,9) = (y,7,y,y). Dakle, Zs- (z,y,9,y) = {(x, 9,9, 9), (¥, 9,9, %), (¥, ¥, 2, Y), (¥, %, ¥, 9) }
i jedino O fiksira element (z,y,y,y), pa je (Z4)(z,yyy) = {0}. Isti rezultat dobijamo i ako je neki drugi
element x; razli¢it od preostalih koji su jednaki.

Pretpostavimo sada da medu g, 1, 22, xr3 imamo dva para jednakih elemenata. Najpre, neka je g = 1 =:
x # Yy 1= x9 = x3. Kaoimalopre vidimo da je Zys-(x, z,y,vy) = {(z, z,y,9), (x,y,y, ), (y,y, z, x), (y, 2, 2,9)},
kao i da jedino 0 fiksira (2, 2,y,¥), tj. (Z4)(z,2,y,y) = 10}. Isti rezultat dobijamo i ako podemo od bilo kog
elementa iz navedene orbite.

Drugi podslucaj je g = o =: ¢ # y := x1 = x3. Tada je Zs - (z,y,2,y) = {(z,y,2,y), (y,z,y,2)}, 1 pored
0, i 2 fiksira element (z,y,z,y), pa je (Z4)(z,y,2,y) = {0,2}.

U svim preostalim slu¢ajevima, koje ostavljamo za vezbu, dobijamo Zs - (zg, 21, 2, x3)} je Getvoroelementni
skup i (Z4) (wo,21,00,25) = 10}

1/32 Primer.

Neka je p prost broj, S skup i Z, —~ SP kao u primeru 1/11. Izracunajmo orbitu i stabilizator proizvoljne

p-torke.

Podelicemo problem na dva slu¢aja. Prvo, pretpostavimo g = 1 = -+ = z,_1 =: z. O¢igledno Z, -
(z,2,...,2) ={x,z,...,2} 1 (Zp)(am,...5) = Lip-

Pretpostavimo sada da nisu svi xg,21,...,%,—1 jednaki. Tvrdimo da je stabilizator trivijalan. Pret-




postavimo suprotno. Neka je k € Zj, k > 0, takav da:
k- (.’170,,@1, 00O ,xp,l) = (.’170,,@1, 50 ,$p,1).

Kako je (k,p) = 1 jer je p prost broj, po Bezuovoj lemi postoje brojevi «, 5 € Z takvi da je 1 = ok + Sp;

tada je modulo p, 1 = a,k, gde je v, ostatak pri deljenju a sa p. Sada imamo:

(xl,...,xp,1,1'0) = ~(330,:101...,:Ep,1)

1
= (k) - (zo,21,. ., p-1)
( + "+k)'(’£0,$1,...,l}p_1)

= (xo,il’l,...,fﬂp_l)

gde u poslednjem koraku ¢, puta primenjujemo aksiomu (d2) i gornju jednakost. Dakle, dobijamo

(xo,21,...,p—1) = (z1,...,2Tp—1,%0), odakle zy = x1 = --- = z,_1. Kontradikcija. Dakle, stabiliza-
tor je trivijalan.

Sada lako vidimo da orbita ima p razli¢itih elemenata. Naime, ako za | < k, [ - (2o,...,2p—1) = k-
(xo,...,%p_1), onda je i 0 (zg,...,zp—1) = (k—1) - (x0,...,2p_1), odakle k — [ pripada stabilizatoru;

kontradikcija prema prethodnom rac¢unu.
Isti rezultat, sa potpuno istim ra¢unom, dobijamo i za dejstvo iz primera 1/12.

e N
1/33 Tvrdenje.
Neka G ~ X,aeGize X.
(a) G, <G,
(b) G = aGra™"; specijalno, elementi u istoj orbiti imaju konjugovane stabilizatore;
(c) Ker(G—~X)=yex Ga-
\ J

Dokaz. (a) Ocigledno e € G, prema (d1), pa G, # &. Neka g,h € Gy, tj. g-x =h-x =x;tadaigt -z = x.
Sadai (¢97*h) -2 =g ' - (h-2) =g ' 2 =2, odakle g*h € G,. Dakle, G, < G.

(b) Imamo g€ Gopy = g-(a-2)=a-2 < ga-r=a-7 < a ‘ga-r =2 < a 'gaeG, <
g € aGya~t; dakle, Gq.p = aGza™t.

(c) Imamo g € Ker(G ~ X) «— (VzeX)g-z =2 < (VxeX)ge Gy < g€ (),cx Ga; dakle,

Ker(G —~ X) = (\,ex Ga- O
e “
1/34 Teorema (Orbita—stabilizator teorema).
Neka G ~ X iz e X.
(a) Sa aG, — a-x definisana je bijekcija G/G, — G - x.
(b) |G : Ge| = |G- al.
(¢) Ako je G kona¢na, onda je |G| = |G| - |G - x|.
\ J

Dokaz. (a) Uoc¢imo sledeéi niz ekvivalencija:
aG, =bG, < b laeG, — b laz=2 < a-z=0b 2

On pokazuje da je dato preslikavanje dobro definisano (smer (=)) i da je ,1-1" (smer («)). Kako je ono
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ocigledno ,na" (jer se u a - z slika aG,), u pitanju je bijekcija. (b) sada direktno sledi iz (a):
G Ga| = |G/Ga| = |G - 2],

a (c) direktno sledi iz (b) jer je |G : G| = % ako je G kona¢na grupa. O

1/35 Primer.
eka je onacna grupa i neka H, K < G. ranije nam je poznata formula = =+. Dokazimo
Neka je G konac i neka H, K < G. Od ranij ' ta formula |HK| = HHE. Dok

ovu formula koriste¢i orbita-stabilizator teoremu.
Posmatrajmo dejstvo H x K — G dato sa (h, k) -z = hxk™!. Za vezbu ostavljamo proveru aksioma dejstva.

Izra¢unajmo orbitu od e:
(HxK)-e={(h,k)-e|heH ke K} ={hek ' |he H ke K}={hk ' |he H ke K} = HK ' = HK,
gde K~! = K vaZi jer je K podgrupa; dakle, |(H x K) - e| = |HK|. Izra¢unajmo i stabilizator od e:
(h,k)e (HxK), — (hk)-e=e «— hek"!=¢ «— h=keHnK.
Dakle, |(H x K).| = |H n K|. Prema orbita stabilizator teoremi imamo:
H x K| = |(H x K) - ¢| - |(H x K)o| = |H|-|K| = |HK|-|H K|,

odakle sledi gornja formula.

1/36 Primer.
Izra¢unati koliko grupa prostornih rotacija (bez refleksija) kocke ima elemenata.
Neka je G grupa o kojoj govorimo. Mozemo da resimo ovaj problem na vise nacina.

I na¢in. Oznacimo sa S = {s1,...,ss} skup strana kocke:

S1

53
S5 — S9

I

56

Grupa G prirodno deluje na S, pri éemu odigledno G - 51 = X, tj. |G - s;| = 6. Sa druge strane, ako
g € G fiksira s1, mora da fiksira i sg, i g je odreden sa slikom ss koja moze da bude sa, s3, 84 ili s5. Dakle,
|Gs,| = 4. Prema orbita-stabilizator teoremi |G| = |G - s1| - |Gs,| = 6 -4 = 24.

IT nac¢in. Oznac¢imo sa T = {A, B,C, D, A’, B',C’, D'} skup temena kocke:

D———C

Cf/

A B’

Grupa G prirodno deluje na T, pri ¢emu ocigledno G - A = T; |G- Al = 8. Ako g € G fiksira A, g je
odredena sa slikom od B koja moze da bude B, D ili A’; |G| = 3. Prema orbita stabilizator teoremi
|G| =|G-A|l-|Gal =8-3=24.
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IIT nadin. Oznadimo sa D = {AC’, BD',CA’, DB’} skup dijagonala kocke (prethodna slika). Grupa G
prirodno deluje na D, i o¢igledno |G - AC’'| = D, tj. |G - AC’| = 4. Neka g € G fiksira dijagonalu AC".
Moguca su dva sluéaja. Prvi: g fiksira temena A i C'. Tada je g odredena sa slikom temena B i imamo tri
mogucénosti: B seslikau B, D ili A’. Drugi sluaj: g transponuje temena A i C’. Ponovo je g odredena slikom
temena B koje sada moze da se slika u B/, C ili D’. Prema tome, |Gac/| = 6. Prema orbita-stabilizator
teoremi |G| = |G - AC'| - |Sac/| =4-6 = 24.

Ovde mozemo da kazemo i viSe. Nije tesko videti da ako g € G fiksira sve dijagonale, onda g mora biti
koincidencija (jedina druga izometrija koja fiksira sve dijagonale je centralna simetrija u odnosu na centar
kocke, ali ona je indirektna, tj. ne pripada G); dakle, Ker(G —~ D) je trivijalna. Kako je G = G/Ker(G —~
D) = Im(G —~ D) < Sym(D) = Sy, i kako |G| = [S4]| = 24, zaklju¢ujemo G = S,.

1/37 Zadatak. Izrac¢unati broj svih izometrija kocke.

N
1/38 Teorema.
Neka G —~ X. Saxz ~y: < z € G -y definisana je ekvivalencija na X, i klasa ekvivalencija elementa z,
[z]~, je orbita elementa x: [z]. = G - x. Specijalno, orbite dejstva ¢ine particiju skupa X.

J

Dokaz. Relacija ~ je refleksivna jer z = ¢-x € G - . Pretpostavimo z ~ y, tj. x € G -y. Tada x = ¢ - y za neko

geG, pajey=g"
xreG-yiyeG-z. Tadax =g-yiy=h-zzaneke g he G, odaklejex =g-y=g-(h-2)=(gh)-2z€ G-z,

-x € G-x,tj. y ~ x; relacija je simetricna. Kona¢no, pretpostavimo x ~ y iy ~ z, tj.

tj. * ~ z; relacija je tranzitivna.
Po definiciji je y € [x]. <= y~z < ye G- x; dakle, [z]. =G - z. O

D Klasovna jednakost, KoSijeva teorema, ostale primene

Prema teoremi 1/38 orbite dejstva G —~ X ¢&ine particiju skupa X. Ako su x;, i € I, predstavnici svih orbita

(iz svake orbite smo izabrali po jedan element), onda imamo:

iel

Ako je X konacan skup, onda je i I konacan, i iz (f) i orbita-stabilizator teoreme imamo:

X[ =DIG 2| = Y.|G : Gal. (1)

el el

Ako je i G konaé¢na, prethodnu jednakost mozemo da zapiSemo i na sledeéi nacin:

1
(X1 =1G1 2, =
jer je |G : G| = ‘(l;Gz‘ - Jednakost (}) zovemo klasovna jednakost za dejstvo G —~ X.

i

1/39 Primer.
Neka je G kona¢na grupa. Posmatrajmo dejstvo G —~ G konjugacijom iz primera 1/6: g -2 = grg~!. Neka
su x;, i € I, predstavnici netrivijalnih orbita (tj. za ¢ € I, G - x; # {x;}). (Primetimo da netrivijlane orbite

postoje ako i samo ako je G neabelova.) Tada je:

Gl =1Z(Q)| + ),1G : C(x).
i€l

1

Primetimo da z € Z(G) — (VgeG)gr =29 — (VgeG)grg ' =2 «— (Vge@G)g-z =2

G - x = {z}. Dakle, samo centralni elementi imaju trivijalne orbite i moraju biti predstavnici svojih obita.
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Prema tome, Z(G) u {x; | i € I} je skup predstavnika svih orbita. Prema klasovnoj jednakosti je:

G| = D Gozl= ) |G 2|+ )G zi|= > 1+ |G : G| =Z(G)|+ )]G : Clxs)],

z€Z(G)u{x;|iel} z€Z(G) i€l z€Z(g) i€l i€l

gde poslednja jednakost vazi jer je G, = C(x;) prema primeru 1/28.

,
1/40 Teorema.

Neka je G p-grupa, tj. |G| = p", gde je p prost broj i n > 1. Tada Z(G) # {e}.
\ J

Dokaz. Kao u prethodnom primeru, neka su x;, ¢ € I, predstavnici netrivijalnih orbita dejstva konjugacijom.
Tada x; ¢ Z(G) za i € I, pa C(z;) # G, odakle je |G : C(x;)| > 1. Kako |G : C(x;)] | |G| = p", zakljucujemo
P | |G : C(x;)]. Pogledajmo jednakost is prethodnog primera:

p" =Gl = 1Z(G)] + |G : C(x)].

el

Broj p deli levu stranu, i, kako smo upravo videli, deli svaki sabirak sume na desnoj strani; sledi, p ’ |Z(G)].
Kako |Z(G)| = 1 jer uvek e € Z(G), mora biti |Z(G)| = p; centar je netrivijalan. O

1/41 Posledica.
Grupa reda p?, p je prost broj, je Abelova.

Dokaz. Neka je |G| = p?. Netrivijalni elementi grupe G su ili reda p ili reda p?>. Ako postoji element reda p?,
G je cikli¢na reda p?, pa je specijalno Abelova. Preptostavimo da ne postoji element reda p?; svi netrivijalni
elmenti su reda p. Prema prethodnoj teoremi postoji netrivijalan element a € Z(G). Kako je a reda p, moZemo
da izaberemo element b ¢ (a). Kako ab = ba jer a € Z(G), podgrupa {a,b) je Abelova. Takode, {a,b) strogo je
veda od {a) jer b ¢ (a). Prema Lagranzovoj teoremi mora biti |(a, b)| = p?, odakle G = (a,b) je Abelova. O

Neka je p prost broj i neka je G kona¢na grupa. Neka je X = {(go,91,.--,9p—1) € G | gog1 ... gp—1 = €}.
Posmatrajmo dejstvo Z, —~ X iz primera 1/12: k-(go, g1, .-+, 9p—1) = (9k+0s Gkt1, - - Gkt (p—1)) &de sabiramo u
Zyp. Setimo se da je | X| = |G|P~! (videti primer 1,/12). U primeru 1/32 smo videli da za § = (go,g1,.--,9p—1) €

X imamo dve moguénosti:

e akoje go=g1 =" =gp1, Ly §=1{G} 1 (Zp)g = Ly;
e ako go, g1 ..., gp—1 nisu svi jednaki, |Z, - g| = p i (Zy)g je trivijalan.
Neka je X1 = {ge X | go =91 = -+ = gp—1} skup elemenata sa jedno¢lanom orbitom, i neka je X, skup

predstavnika svih p-to¢lanih orbita; tada je X1 u X, skup predstavnika svih orbita. Prema (f) imamo:

X = |_| Zy,-G U |_| Z, -3,

gex, geX,
odakle je:
GPTH =X = D 1+ D) p=Xa| + X, (*)
§EX1 Q'EX,,

1/42 Teorema (Mala Fermaova teorema).

Ako je p prost broj i p{n, onda n?~! =1 mod p.
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Dokaz. Uzmimo G = Zj,. 1z () imamo:

nP~! = |X;| mod p.

Dovoljno je da dokazemo |X;| = 1. Neka g€ X;. Tada § = (a,qa,...,a), gde a € Zy,ia+a+---+a =0, tj.
—_——

P
pa = 0. (Primetite da s obzirom da radimo u grupi G = Z,, notacija je aditivna.) Medutim, pa = 0 znaci da

red od a u Z, deli p, a takode deli i n po Lagranzovoj teoremi, pa kako p{ n mora biti da je a element reda 1,
tj. a = 0. Odavde vidimo da je X; = {(0,0,...,0)}, 1 |X1]| = 1. O

1/43 Teorema (Vilsonova teorema).

Ako je p prost broj, onda (p — 1)! = —1 mod p.

Dokaz. Uzmimo G = S,. Iz (x) imamo:

(PP~ = [X] = [X1] + pl X5,

odakle | X;| = 0 mod p. Dovoljno je da izrafunamo X; u ovom slu¢aju. Primetimo ¢ = (o,0,...,0) € X; ako
—_—
p
i samo ako o? = |], ako i samo ako o = || ili ¢ je reda p. Jedine permutacije u S, reda p su p-ciklovi, i njih ima
(p— 1)!. Dakle, | X1| =1+ (p—1)!, odakle sledi teorema. O

1/44 Teorema (Kogijeva teorema).

Ako je p prost broj i p | |G|, onda G ima element reda p.

Dokaz. Prema (), |G|~ = |X1| + p|X,|, odakle p | |X1| jer p | |G|. Primetimo § = (a,q,...,a) € X; ako i
samo ako aP = e, ako i samo ako a = e ili a je reda p. Odavde |X;1| = 1 jer (e,e,...,e) € X1, pa kako p | | X1 |
mora biti | X1| = p, a to znaci i da za neko a # e, (a,a,...,a) € X1, a to znadi da je a reda p. O

E Broj orbita, Bernsajdova lema

U ovom delu G 1 X su konacni.
1/45 Definicija. Neka G ~ X i g€ G.

(a) Skup fiksnih tacaka od g je skup:

Xy={reX|g-z=z}< X.

(b) Sa o(G —~ X) obelezavamo broj orbita dejstva G —~ X.

1/46 Teorema (Bernsajdova lema).

Neka G — X. Tada: |
oG~ X) =z 201Xl
geG

Dokaz. Posmatrajmo skup S = {(g9,2) € G x X | g-x = z}. Skup S mozemo da napisemo kao disjunktnu uniju

na dva nacina:

S=|{ga)|zeX, g a=a},

geG
i kao:

S=| {2 9eG, g v =a}.
zeG
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Primetimo da je [{(g9,2) |z € X, g -z = z}| = |X,|, a daje [{(9,2) | g€ G, g -« = x}| = |G5|. Odatle je:

2 Xl =181 =) |Gal.

geG zeX
Kako je |G| = |‘G‘ is orbita-stabilizator teoreme, iz prethodne jednakosti, posle kratkog sredivanja, dobijamo:
6 5= L
geG

Prema tome, dovoljno je da dokaZemo da je suma na desnoj strani jednaka o(G —~ X). Ako sa O ozna¢imo

familiju svih orbita, desnu stranu gornje jednakosti ra¢unamo na sledeé¢i naéin:

Z ZZ ZZ‘@ Z|O|2172|O||O‘ 21:|O|:0(G”‘X>-

zeX OeO zeO O€eO zeO OeO zeO OeO OeO

|G x| |G x|

Zavrsili smo dokaz. O

1/47 Primer.
Na koliko nacina mozemo da obojimo temena kvadrata u tri boje (crvena, zelena i plava) ako smatramo
da su dva kvadrata jednako obojena ako rotacijom ili osnom simetrijom jednog mozemo da dobijemo drugi.

Npr. sledeéa tri kvadrata su isto obojena.

Oznac¢imo temena kvadrata sa A, B, C, D:

A D
B C
Neka je X skup svih kvadrata sa obojenim temenima u tri boje; primetimo da je |X| = 3* = 81. Neka

Dy —~ X na prirodan nacin. Po uslovu zadatka dva kvadrata iz X su jednako obojena ako i samo ako se
nalaze u istoj orbiti. Prema tome, problem se svodi na ra¢unanje broja o(D4 —~ X). Prema Bernsajdovoj

lemi potrebno je da izra¢unamo |X| za sve g € Dy.
e |X.|. Svaki kvadrat je fiksiran sa e, pa je X. = X, tj. | X¢| = 81.

¢ |X,|. Rotacija p se ponasa kao cikl | ABCD]:

A D D C

A

B C A B

Da bi p fiksirala obojeni kvadrat mora biti boja od A jednaka boji od D, boja od B jednaka boji od
A, boja od C jednaka boji od B i boja od D jednaka boji od C; dakle, sva temena moraju biti isto

obojena, i imamo samo tri na¢ina za ovo: |X,| = 3.

e Slitno, | X 3| = 3.

e |X,:|. Rotacija p? se ponasa kao dupli cikl |AC||BD]:
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IS

B C D A

Da bi p? fiksirala obojeni kvadrat moraju A i C biti isto obojeni, i B i D isto obojeni; imamo 32
mogucnosti, tj. | X,2| = 9.

e | X,|, gde je o osna simetrija u odnosu na vertikalnu osu; o se ponasa kao dupli cikl |AD]|BC]:

A D D A

la

B C C B

Da bi o fiksirala obojeni kvadrat A i D moraju biti jednako obojeni, i B i C jednako obojeni; | X,| = 9.
e Slitno, |X,,2| = 9, gde je op? osna simetrija u odnosu na horizontalnu osu.

o | X,,|, gde je op osna simetrija u odnosu na dijagonalu BD, tj. pona3a se kao transpozicija |AC]:

A D C D

B c B A
Da bi op fiksirala obojeni kvadrat moraju A i C biti jednako obojeni, a B i D proizvoljno; imamo 33
mogucénosti, tj. | X,,| = 27.
e Slicno, | X, 3| = 27.
Iz Bernsajdove leme imamo:

1 168
oDy ~ X) = (81 +3+3+9+9+9+27+427) = — =21

Graf je skup V na kome je definisana irefleksivna, simetri¢na relacija F; ako su x,y € V (&vorovi grafa) u
relaciji F, to crtamo kao liniju izmedu « i y (ivica grafa). Dva grafa na istom skupu su izomorfna ako postoji
permutacija ¢vorova tako da od prvog grafa dobijemo drugi. Npr. prva dva grafa na skupu V' = [4] na sledecoj
slici su medusobno izomorfna (izomorfizam je dat permutacijom [12]), i neizomorfni su sa tre¢im:

1 4 1 4 1 4

N ZS SN

2 3 2 3 2 3

1/48 Primer.

Koliko ima neizomorfnih grafova na ¢etvoroelementnom skupu V' = [4]?

Neka je X skup svih grafova na [4]; kako imamo Sest parova &vorova, i za svaki od njih moZzemo da odlu¢imo
da li postoji ili ne postoji ivica izmedu &vorova tog para, vidimo da je | X| = 26 = 64. Neka S; —~ X na
prirodan naéin. Primetimo da su dva grafa izomorfna ako i samo ako prioadaju istoj orbiti, prema tome

problem se svodi na racunanje o(S4 —~ X), za $ta ¢emo iskoristiti Bernsajdovu lemu.

Grupa S4 ima pet tipova permutacija: ima Sest 4-cikla, osam 3-cikla, Sest transpozicija, dve duple transpozi-
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cije i jednu koincidenciju. Nije tesko videti da | X, | zavisi od tipa ciklusne dekompozicije (a ne od konkretne
permutacije tog tipa). Tako da nema potrebe da rac¢unamo |X,| za sve permutacije o, dovoljno je za pet
predstavnika navedenih tipova. Oznadimo sa e;j, i < j, ivicu izmedu ¢vorova i i j; e;; moZe i ne mora da

postoji u grafu.

e 0 = [1234] je 4-cikl. Permutacija o na ivicama grafa deluje kao permutacija |ejzessessers]|e1zeas].
Da bi o fiksirala graf ivice iz prvog cikla ili sve postoje ili nijedna ne postoji, i isto vazi za ivice drugog

cikla. Dakle, imamo dva izbora, tj. 22 grafova koji su fiksirani sa o: |X,| = 4.

e o = |123] je 3-cikl. Na ivicama grafa o deluje kao permutacija |ej2ea3e13]|€14€24€34]- Kao i malopre,
da bi o fiksirala graf, ivice iz prvog cikla ili sve postoje ili nijedna ne postoji, i sli¢no za drugi cikl;

imamo dva izbora, tj. | X,| = 2% = 4.

e 0 = |12] je transpozicija. Na ivicama grafa o deluje kao permutacija |e12]|e13€23]|€14€24]|€34]- Za
svaki od ciklova (njih ¢etiri; dva su trivijalni) imamo moguénost da izaberemo da li ivice u njemu

postoje ili ne; | X,| = 2% = 16.

e o = |12]|34] je dupla transpozicija. Na ivicama grafa o deluje kao permutacija
leia]|e1ze24a]|e1ae23]|e34]. Kao i malopre, |X,| = 2% = 16.

e o = |] je koincidencija. Kako o fiksira svih Sest ivica, za svaku moZemo da izaberemo da li postoji ili
ne; | X,| = 26 = 64.

Prema Bernsajdovoj lemi broj orbita jednak je:

1 264
0(Ss—~X) = 77(6-4+8-4+6-16+3 16 +64) = T~ =11.

Dakle imamo 11 neizomorfnih grafova na ¢etvoroelementnom skupu.

2 Teoreme Silova
2/1 Definicija. Neka je G kona¢na grupa i neka |G| = p™ - n gde je p prost broji (p,n) =1, tj. pf n.
(a) Za podgrupu H < G kazemo da je p-podgrupa ako je reda p* za neko k < m.

(b) Za podgrupu H < G kazemo da je Silovljeva p-podgrupa ili Sp-podgrupa ako je reda p™.

(c) Sa Syl,(G) oznatavamo skup svih S,-podgrupa od G, a sa s, obelezavamo njihov broj s, := |Syl,(G)|.

Primetimo da a priori ne znamo da li je Syl,(G) prazna familija.

A Prva teorema Silova

2/2 Teorema (Prva teorema Silova).
Neka p | |G|, tada Syl,(G) # &.

Prvi dokaz prve teoreme Silova. Dokaz izvodimo putpunom indukcijom po |G|. Neka je |G| = p™ - n, p 1 n.
Imamo dva slucaja.
1. slucaj: p| |Z(G)|. Po Kogijevoj teoremi, Z(G) ima element a reda p. Tada je {(a)<tG i G/{a) je grupa reda

m—1

p™ 1. n. Po indukcijskoj hipotezi G/{a) ima podgrupu H reda p (ako m = 1, ta podgrupa je trivijalna).
Tada je H := n~'[H] podgrupa od G reda p™, gde je m : G — G/{a) kanonska projekcija.

2. slucaj: pt|Z(G)|. Posmatrajmo dejstvo konjugacijom G —~ G. Prema primeru 1/39 znamo da je:

Gl =12(O)| +,1G : Gal,

el
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gde su z;, i € I, predstavnici netrivijalnih orbita. Kako p | |G| ip1t|Z(G)|, za neko i € I imamo p 1 |G : G,

Kako je |G : G| = |é¥GzL|’ p" | |Glipt]|G: Gy,

netrivijalnu orbitu, prema orbita-stabilizator teoremi |G,,| < |G| = p™ - n. Dakle, |G,,| = p™ -n’, gde ' < n.

, zaklju¢ujemo p™ | |G,,|. Sa druge strane, kako z; ima

Po indukcijskoj hipotezi G, ima podgrupu H reda p™, a ona je naravno podgrupa i od G. Zavrsili smo
dokaz. O

Dacemo jos jedan dokaz prve teoreme Silova, za koji nam je potrebna slede¢a lema.

2/3 Lema.
Neka je p prost broj, m > 0in > 1. Tada:

<p 'n>5n mod p.
pm

Dokaz. Primetimo najpre daza 1 <k <p, p | (i) Zaista, kako je (ﬁ) = ﬁik)! ik,p—k <p, prost broj p iz

brojioca se ne skrac¢uje, pa p | (Z) Koristeé¢i ovu ¢injenicu i binomnu teoremu imamo:
- (P
(x+1)P = Z <k)xk =zP+1 mod p.
k=0

Sada indukcijom mozemo da vidimo da (z + 1)?” = 2" + 1 mod p. Zaista, baza m = 0 je trivijalna, a u

koraku imamo:

m m\ P - P -
(x+1)P o ((x +1)P ) £ (xp + 1) mod p=a?"" +1 mod p,
gde smo u poslednjem koraku iskoristili gornju jednakost.

Nas zanima koeficijent uz zP" u razvoju (x+ 1)pm'” modulo p. Prema prethodno dokazanom imamo:
(x+ 1P "= ((ﬂc +1)? ) = (a:p + 1) mod p,

a koeficijent uz zP" u razvoju (zP” + 1)" je (1) = n. Dakle, (”:T,;”) =n mod p. O

Drugi dokaz prve teoreme Silova. Neka je |G| = p™ - n

m =1, p{n. Neka je X = [G]P" — familija svih
=

p™-to€lanih podskupova u G. Prema prethodnoj lemi, | X o ) =10 mod p, pa p{n povladi pt|X]|.
Posmatrajmo dejstvo G —~ X dato sa g - S := ¢S := {gx | z € S}. (Ovo je dejstvo iz zadatka 1/16(b)
indukovano dejstvom grupe G na sebe mnoZenjem sleva iz primera 1/5.) Iz klasovne jednakosti znamo da je
| X| jednak zbiru kardinalnosti svih orbita; kako p { | X|, postoji orbita G - S takva da pt |G - S|. Prema orbita-
stabilizator teoremi znamo |G| = |G- S|+ |G|, pa kako p™ | |G| ipt|G - S|, zakljuéujemo p™ | |Gs|; specijalno,
|Gs| = p™. Sa druge strane, za fiksirano x € S, za bilo koje g € Gg imamo gr € ¢S =¢g-S = 5, pa Ggx < S;
odatle, |Gg| = |Gsz| < |S| = p™. Dakle, |Gg| = p™, pa kako je Gs < G (tvrdenje 1/33(a)), zaklju¢ujemo
Ggs € Syl(G). O

2/4 Komentar. Primetimo da smo drugi dokaz izveli bez korii¢enja Kosijeve teoreme. Prateéi ovakav
pristup, Kosijevu teoremu lako moZemo da izvedemo iz prve teoreme Silova. Naime, neka p | |G|. Prema
prvoj teoremi Silova izaberimo H € Syl,(G), i izaberimo netrivijalan element o € H. Kako je |H| = p™, po

Lagranzovoj teoremi red elementa a je p* za neko 1 < k < m. Tada je a?""" element reda D.
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B Druga i treé¢a teorema Silova

2/5 Lema.
Neka |G| = p™ - n, ptn,i P e Syl,(G). Ako je a element reda p* i aPa~! = P, onda a € P.

Dokaz. Primetimo da je k < m. Uslov aPa~! = P povlaéi (a)P = P{a), §to je dovoljno da zaklju¢imo da je
{a)P < G. Takode je |[{a) n P| = p!, za neko | < k jer je {a) n P < (a). Imamo:

(@l-1P| ot
a0

Ka)P| =

Dakle, {a)P je p-nadgrupa S,-podgrupe P, pa mora biti (a)P = P zbog maksimalnosti P. Dakle, ae P. [

2/6 Definicija. Neka p ’ |G|, p je prost broj, i P € Syl,(G). Reci ¢emo da je skup S < Syl,(G) P-invariantan
ako je zatvoren za dejstvo P — Syl,(G) konjugacijom (za a € P i Q € Syl,(G), a-Q := aQa~'). Drugim
reCima, ) € S povla¢i P-Q < S. Treéim reCima, S je unija nekoliko orbita tog dejstva.

e “
2/7 Lema.
Neka p | |G|, p je prost broj, i P € Syl,(G). Neka je S < Syl,(G) P-invarijantan. Tada:
e ako P€ S, |S| =1 mod p;
eako P¢ S, p|lS]
\ J

Dokaz. U skladu sa prethodnom definicijom, govorimo o dejstvu P —~ Syl,(G) konjugacijom.

Prvo primetimo [P - Q| = 1 ako i samo ako @ = P. Smer (<) je o¢igledan. Za (=), za svako a € P imamo
a-Q=Q,tj. aQa"! = Q, pa kako je a element reda p* jer je iz P, prema lemi 2/5, a € Q. Dakle, P < Q, pa
kako su obe Silovljeve podgrupe, specijalno istog su reda, vazi P = Q.

Sa druge strane, ako |P - Q| > 1, prema orbita-stabilizator teoremi [P - Q| = |P : Pg| | |P|, pa imamo
p|IP-Ql

Dakle, jedina jednoclana orbita je P - P = {P}, sve ostale orbite su kardinalnosti deljive sa p. Kako je S
unija nekoliko orbita, ako P € S, mora biti |S| =1 mod p, a ako P ¢ S, mora biti |S| =0 mod p. O

2/8 Teorema (Druga teorema Silova).

Neka p | |G|, p je prost broj. Svake dve S,-podgrupe su medusobno konjugovane.

Dokaz. Posmatrajmo dejstvo G —~ Syl,(G) dato konjugacijom: a - Q = aQa™'; treba da dokazemo da ovo
dejstvo ima jednu orbitu. Pretpostavimo suprotno. Neka P,Q € Syl,(G) imaju razli¢ite orbite. Primetimo da
je orbita G - P i P-invarijantna i Q-invarijantna. Prema lemi 2/7, P € G - P povladi |G- P| = 1 mod p, a
Q¢ G- P povlaci p | |G - P|. Kontradikcija. O

e “
2/9 Teorema (Trec¢a teorema Silova).

Neka |G| = p™ - n, p je prost broj, i ptn.
(a) sp =1 mod p;
(b) za P € Syl,(G), |G : N(P)| = sp;

(c) sp | n.
\ J
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Dokaz. (a) Neka je P € Syl,(G) proizvoljna. Kako je Syl,(G) ocigledno P-invarijantan, prema lemi 2/7,
sp = |Syl,(G)| =1 mod p.

(b) Posmatrajmo dejstvo G — Syl,(G) dato konjugacijom: a - Q = aQa~'. Neka je P € Syl,(G) i
izra¢unajmo Gp. Imamo a € Gp < aPa ! = P < a € N(P). Dakle, Gp = N(P), pa je |G : N(P)| =
|G : Gp| = |G- P| = sp, gde druga jednakost vazi prema orbita-stabilizator teoremi, a poslednja jednakost vazi
prema drugoj teoremi Silova jer ovo dejstvo ima samo jednu orbitu, pa je G - P = Syl,(G).

(c) Prema (b), s, | |G| = p™ - n, a prema (a), pt s,. Dakle, s, | n. O

2/10 Posledica.
Neka p | |G|, p je prost broj, i neka P e Syl,(G). Tada P < G ako i samo ako s, = 1.

Dokaz. Prema trecoj teoremi Silova, s, =1 <= |G : N(P)|=1 < G = N(P) < P<G. (Alternativno,
) O

prema drugoj teoremi Silova, P <G <= Syl,(G) = {P} < s, =1.

2/11 Posledica.
Neka p | |G|, p je prost broj, i H < G je p-podgrupa od G. Tada je H sadrzana u nekoj S,-podgrupi od G.

Dokaz. Posmatrajmo dejstvo H —~ Syl,(G) dato konjugacijom: h-Q = hQh~'. Neka su Q;, i € I, predstavnici
svih orbita. Kako |H - Q;| = |H : Ho,| | |H| i H je p-podgrupa, svaka orbita je kardinalnosti ili 1 ili stepen
od p. Prema klasovnoj jednakost s, = |Syl,(G)| = X,/ |H - Qi|, a prema trecoj teoremi Silova s, = 1 mod p;
dakle, ne mogu svi sabirci na desnoj strani da budu stepeni od p. Dakle, postoji i € I tako da je H - Q; = {Q;}.
To znadi da za svako h € H vaz hQ;h~! = Q;, pa prema lemi 2/5, h € Q;. Prema tome, H < Q;. O

C Primene teorema Silova

2/12 Definicija. Grupa G je prosta ako nema pravu netrivijalnu normalnu podgrupu: ne postoji H <G takva
da{e} £ H<G.

Primeri prostih grupa su grupe prostog reda, tj. ciklicne grupe Z,. One uopSte nemaju pravu netrivijalnu
podgrupu, pa nemaju ni normalnu takvu. Abelove grupe, razli¢ite od Z, nisu proste. Naime, ako je G Abelova
grupa koja nije prostog reda, prema Kosijevoj teoremi moZzemo da nademo element a € G koji jeste prostog
reda; tada je (ay< G jer je G Abelova, i {¢} £ H £ G. Dakle, pitanje da li je neka grupa prosta je zanimljivo
za neabelove grupe.

2/13 Primer.

Grupe reda p™, p je prost broj i n > 2, nisu proste.

Pretpostavimo da je G neabelova grupa reda p™. (Dakle, moZemo da kaZemo da je i n = 3 prema posledici
1/41.) Videli smo u teoremi 1/40 da je Z(G) netrivijalan, pa kako je on i prava podgrupa jer je G neabelova,

nasli smo pravu netrivijalnu normalnu podgrupu.

2/14 Primer.
Grupe reda pg™, p < g su prosti brojevi i m > 1, nisu proste.
Po trecoj teoremi Silova s, =1 mod ¢ i s, | p, pa kako je p < ¢ mora biti s, = 1. Dakle S,-podgrupa od

G je prava netrivijalna normalna podgrupa.

2/15 Primer.

Grupe reda p?q™, p < g su prosti brojevi i m > 1, nisu proste.

Po tre¢oj teoremi Silova s, = 1 mod ¢ i s, | p?, pa kako je p < ¢ moZe biti s, = 1, u kom slu¢aju smo
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zavr§ili — Sg-podgrupa je prava netrivijalna normalna podgrupa, ili moze biti s, = p? pod uslovom da p? = 1
mod ¢. Medutim, ovo povlaci ¢ | p> —1 = (p — 1)(p + 1), pa kako je ¢ prost i p < ¢ mora biti ¢ | p+1, a
ovo je jedino moguée ako p =21iqg = 3.

Pretpostavimo da je |G| = 22 - 3™ i m > 2. Prema prethodnom pasusu moZemo da pretpostavimo sz = 4.
Neka je P neka Ss-podgrupa. Prema trecoj teoremi Silova |G : N(P)| = s3 = 4, pa prema n!-teoremi
|G : Core(N(P))| | 4! = 24 = 23 - 3. Kako 3% | |G|, zaklju¢ujemo da 3 | |Core(N(P))|. Dakle, Core(N(P))
je netrivijalna podgrupa. Kako je Core(N(P)) € N(P) & G jer |G : N(P)| = 4, Core(N(P)) je i prava
podgrupa. Kako je jezgro uvek normalna podgrupa, zavrsili smo posao.

Dakle, imamo jedan specijalan slu¢aj da razmotrimo: |G| = 12 = 22 - 3. Ponovo moZemo da pretpostavimo
s3 = 4. Neka su Pp,..., P, sve Ss-podgrupe. Kako su sve one reda tri, dakle cikli¢ne prostog reda,

medusobno se seku samo po neutralu pa [Py u---U Py =4-2+1=09.

Ps Py
D"

Tada preostala tri elementa, zajedno sa neutralom, mogu da formiraju samo jednu podgrupu reda 4, tj.

samo jednu Ss-podgrupu. Dakle, s3 = 1, odakle je S3-podgrupa prava netrivijalna normalna podgrupa.

2/16 Primer.
Grupe reda 23 - p™, 2 < p je prost broj i m > 1, nisu proste.
Kako s, | 2% imamo s, € {1,2,4,8}, a kako s, = 1 mod p imamo sledece slucajeve.

e Zap=>5ilip>7,s, =1, paje Sp-podgrupa jedinstvena i normalna, i zavrsili smo.
e Zap =17, s7€{1,8}; ako sy = 1 zavrSavamo kao u prethodnoj tacki, pa pretpostavimo s; = 8.

— Ako m > 2, uzmimo neku S7-podgrupu P, imamo |G : N(P)| = 8 prema trecoj teoremi Silova,
pa |G : Core(N(P))| | 8! prema nl-teoremi, odakle 7 | [Core(N(P))| jer m > 2. Dakle, lako

vidimo da je Core(N(P)) prava netrivijalna normalna podgrupa, i zavrsili smo.

— Imamo specijalan slu¢aj |G| = 56 = 23 - 7. Neka su Pi,. .., Py sve Sy-podgrupe; kako su sve one
cikli¢ne prostog reda 7, medusobno se seku samo po neutralu, pa [P u---u Pg| =8-6+ 1 = 49.
To znaci da u G preostaje sedam elemenata, koji zajedno sa neutralom mogu da formiraju samo

jednu Se-podgrupu. Dakle, so = 1, pa je Se-podgrupa prava netrivijalna normalna podgrupa.
e Zap =3, s3€ {1,4}; ako s3 = 1 zavrSavamo kao u prvoj tacki, pa pretpostavimo sz = 4.

— Ako m > 2, uzmimo neku Sz-podgrupu P, imamo |G : N(P)| = 4 prema trecoj teoremi Silova, pa
|G : Core(N(P))| | 4! prema n!-teoremi, odakle 3 | [Core(N(P))| jer m > 2. Dakle, Core(N(P))

je prava netrivijalna normalna podgrupa.

— Imamo specijalan sluéaj |G| = 24 = 23 - 3. Mozemo da postupimo kao u prethodnom sluéaju
posmatrajuéi Se-podgrupu. Ako je so = 1, zavrsili smo. Preostala moguénost je s3 = 3. Neka je
@ neka Sy-podgrupa; imamo |G : N(Q)| = 3 prema trecoj teoremi Silova, pa |G : Core(N(Q))| | 3!
prema nl-teoremi, odakle 4 | [Core(N(Q))|. Dakle, Core(N(Q)) je prava netrivijalna normalna
podgrupa.

2/17 Zadatak. Ako |G| < 60 i |G| nije prost broj, dokazati da G nije prosta.
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3 Alternirajuce grupe

Dokazac¢emo da grupe A,,, n > 5, nisu proste. Broj n > 5 je fiksiran.

3/1 Lema.
Ako N < A,, sadrzi 3-cikl, onda N = A,,.

Dokaz. Nakon prenumeracije skupa {1,2,...,n}, moZzemo da pretpostavimo |123] € N. Neka sui,j > 311 # j;
imamo |3i5][123]|3ij]~! = |12i], pa kako |3ij] € A,, i N je normalna, |12i] € N. Kako ovi 3-ciklovi generisu A,,
zaklju¢ujemo N = A,,. O

3/2 Lema.
Ako N<A,,gden=5ilin=6,1 N # {|]), onda N = A,,.

Dokaz. Dovoljno je da nademo 3-cikl u NV prema lemi 3/1. Kako je N netrivijalna mora da sadrzi nesto od

slede¢ih permutacija:

(a) 3-cikl;

(b) duplu transpoziciju;

(c) b-cikl;

(d) dupli 3-cikl u slu¢aju n = 6;

(e) proizvod 4-cikla i 2-cikla u slu¢aju n = 6.

Kao $to smo ve¢ rekli, sludaj (a) povladi N = A,,.
(b) Pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi = [12]|34]. Zbog normalnosti
sadrzi i y = [125]x[125] 7t = [25]|34], pa sadr#i i:

zy = [12]]34](25]34] = [125],

¢ime smo sveli problem na (a).
(¢) Pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi = = |12345]|. Zbog normalnosti
sadrzi i y = (|12]34])=(|12][34]) ! = |21435], pa sadr#i i

oy = [12345]21435] = [153],
¢ime smo sveli problem na (a).
(d) Neka je n = 6 i pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi = |123]|456].
Zbog normalnosti zadrzi i y = |124]|z[124]~1 = |243]|156], pa sadr#i i
xy = [123]|456]|243]|156] = |16254],
¢ime smo sveli problem na (c).

(e) Neka je n = 6 i pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi z = |1234]|56].
Tada i 22 = [13]|24] € N, ¢ime smo sveli problem na (b). O

3/3 Lema.
Ako N<A,,gden>7,i N #{(|]), onda N = A,.
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Dokaz. Neka je x € N netrivijalna permutacija, i preptostavimo, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n},
(1) # 1. Neka je z(1) = ¢ > 1 i neka su j,k > 1 takvi da su 4, j,k medusobno razli¢iti. Primetimo da
je lijk|z|ijk]~1(1) = |ijklx(1) = |ijk](i) = j # i = (1), pa y := |ijk]z|ijk]' # z i takode y € N zbog
normalnosti. Neka je z = yz~! € N. Primetimo sledece:

z = lijklalijk) " e~ = |ijklalikjle™" = [ijk]|x(i)z(j)z(k)].

Dakle, z € N permutuje najvise Sest elemenata. Neka je S Sestoc¢lani skup koji sadrzi 4, j, k, x(7), z(j), x(k) i
neka je H podgrupa od A,, koju ¢ine sve parne permutacije koje permutuju skup S, a fiksiraju sve brojeve van
S. Dakle, ze Hi H =~ Ag. Kako je N<A,,, toje Nn H< H, pakako je z€ N H ikako H =~ Ag, zakljuéujemo
N n H = H prema lemi 3/2, tj. H € N. Kako H sadrzi 3-ciklove, i N ih sadrzi, pa zakljucak sledi prema lemi
3/1. O

Kao posledicu prethodne tri leme izvodimo:

3/4 Teorema.

Grupe A, n > 5, nisu proste.

3/5 Zadatak. Dokazati da je A,, jedina prava netrivijalna normalna podgrupa od S,, n > 5.

4 Druga i treéa teorema o izomorfizmu

A Druga teorema o izomorfizmu

\
4/1 Teorema (Druga teorema o izomorfizmu).
Neka je G grupa, N<GiH <G. Tadaje NnH<H, N<NH ivazi N/ (Nn H)>~ NH/N.
G
= NH
L\
%
N H
\ =
%
NnH
(&>
\ J

Dokaz. Kako je N <G, znamo da je NH < G. Jasno je N < NH, pa kako je N normalna u veéoj grupi G,
normalna je i u manjoj grupi NH: N< NH. Takode, akoa € NnH i he H tada h~'ah € N jer je N normalna
uGiaeN,aliih lahe H jer a,h e H. Dakle, h~'ah e N n H, §to znaci da je N n H < H. Dakle, koli¢nici
NH/N i H/(N n H) su definisani.

Uoc¢imo preslikavanje ¢ : H — NH/N dato sa ¢(h) := hN; primetimo da h = eh € NH, pa hN jeste
element koli¢nika NH/N, tj, ¢ je dobro definisano preslikavanje. Takode je ¢(h1he) = hihoN = hiN - hoN =
©(h1)p(he), gde druga jednakost vazi po definiciji operacije u NH /N, pa vidimo da je ¢ homomorfizam.

Odredimo jezgro ovog homomorfizma. Imamo, za h € H, p(h) = N <> hMN =N < he N < he
N n H. Dakle, Ker(p) = Nn H.

Dokazimo i da je ¢ na. Neka je N proizvoljan koset gde v € NH. Zapi§imo z = nhzane Nihe H.
Zbog normalnosti grupe N je h~'nh = n/ za neko n’ € N, pa je x = nh = hn'. Odatle je N = hn/N = hN jer
n' € N, tj. N = ¢(h) $to dokazuje da je ¢ na. Dakle, Im(p) = NH/N.

Prema prvoj teoremi o izomorfizmu H/Ker(p) = Im(p), tj. H/(N n H) = NH/N. O
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B Treéa teorema o izomorfizmu

\
4/2 Teorema (Treca teorema o izomorfizmu).
Neka su NyK<Gi N < K. Tada je K/N<G/Ni(G/N)/(K/N)=G/K.
G
\
/3
< K
\
\3
N
\ J

Dokaz. Koli¢nik G/N je definisan jer N < G. Takode, N< G i N < K povlate N < K, pa je i koli¢nik K/N
definisan. O¢igledno K/N < G/N, pa o¢igledno K/N < G/N; dokazimo K/N<G/N. Zak € K i g € G imamo
gN kN - (gN)~! = (gkg~')N € K/N jer gkg—' € K zbog K < G.

Dakle, (G/N)/(K/N) je definisana. Grupa G/K je definisana jer K < G. Posmatrajmo preslikavanje
¢ : G/N - G/K dato sa p(gN) = gK. Moramo da proverimo da je ¢ dobro definisano, tj. da ne zavisi od
izbora predstavnika g koseta gN. Ako je g1 N = goN, tada je gl_lgg € N, pai 91_192 e Kjer N< K, pajei
g1 K = go K. Dakle, ¢ jeste dobro definisano.

Dokazimo da je ¢ homomorfizam: (g1 N - g2N) = ¢(g192N) = 9192 K = g1 K - g2 K = 0(g1N)p(g2N), gde
prva i trec¢a jedankost vaze po definiciji operacije u odgovarajucem koli¢niku.

Homomorfizam ¢ o€igledno je na: koset gK je slika koseta gN. Dakle, Im(p) = G/K. Izra¢unajmo jezgro.
Imamo da p(gN) = K «— gK =K < ge K < gN € K/N; u poslednjoj ekvivalenciji (<) vazi jer
ako je gN = kN za k€ K, onda g~ 'k € N < K, odakle, kako k € K, sledi i g € K. Dakle, Ker(p) = K/N.

Prema prvoj teoremi o izomorfizmu (G/N)/(K/N) = G/K. O

5 Resive grupe

A Digresija: Karakterisi¢ne podgrupe

5/1 Definicija. Podgrupa H < G je karakteristi¢na, H char G, ako je invariantna u odnosu na sve automorfizme
grupe G: (Vy € Aut(G)) ¢[H| = H.

5/2 Komentar. 1. Primetimo: H char G <= (Vp € Aut(GQ)) ¢[H] € H. Zaista, ako poslednje vazi,
onda za svako ¢ imamo i ¢[H] € H i ¢ '[H] € H, odakle je i H = p[p '[H]|] S ¢[H], pa vazi
plH] = H.

2. Kako je Inn(G) < Aut(G), jasno je da H char G povla¢i H < G, jer H < G znadi da za svako g € G,
dg[H] < H (pogledati teoremu 1/21 za definiciju Inn(G)).

5/3 Primer.

Z(G) char G.

Neka a € Z(G) i ¢ € Aut(G). Neka je z € G proizvoljno. Tada ap~'(z) = ¢ }(z)a jer a € Z(G),
pa primenom ¢ dobijamo ¢(a)z = zp(a). Kako je z bilo proizvoljno zaklju¢ujemo ¢(a) € Z(G). Dakle
0lZ(G)] € Z(G), pa zaista Z(G) char G.

5/4 Primer.

Ako je H < G jedinstvena podgrupa kona¢nog indeksa n, onda je H char G (pai H < G).

Ako je H jedina podgrupa indeksa n, kako je za svako ¢ € Aut(G) tada i ¢[H]| podgrupa indeksa n, iz
jedinstvenosti sledi p[H] = H.

Sli¢no, ako je H < G jedinstvena podgrupa kona¢nog reda n, onda je H char G i specijalno H < G.
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Npr. u grupi kvaterniona Qs, {—1,1} je jedinstvena podgrupa reda 2 (i jedinstvena podgrupa indeksa 4),
pa je {—1,1} char Qs i {—1,1} < Qs.

5/5 Primer.

U opstem slu¢aju H <« G ne povla¢i H char G.

Npr. u Klajnovoj grupi V' = Zs x Zs je Zs x {0y <V jer je V Abelova, ali nije Zy x {0) char V jer imamo
automorfizam koji transponuje generatore (1,0) i (0,1) pa podgrupu Zs x {0) slika u podgrupu (0) x Z.

Znamo da H < K < G ne povlaci uvek H < G. Arhiprimer je grupa D, u kojoj je (o) < (o, p?) < Dy, ali

<(7> 421 ]D)4.

5/6 Tvrdenje.(a) Ako H char K char G, onda H char G.

(b) Ako H char K < G, onda H < G.

Dokaz. (a) Neka je ¢ € Aut(G), treba da dokazemo ¢[H| = H. Kako je K char G, ¢[K]| = K, pa ¢k € Aut(K).
Odatle, kako je H char K, px[H| = H, pajeip[H| = px[H]| = H.

(b) Argument je slican kao u (a). Neka je a € G proizvoljno. Kako je K < G to je §,[K]| = K, tj.

(0a)1k € Aut(K). Kako je H char K to (§,)x[H] = H, paid,[H| = H. Dakle, H< G. O

5/7 Primer.

Ako H char G i H < K < G, ne mora biti H char K. (Za razliku od normalnosti, podgrupa moze da bude
karakteristi¢na u vecoj grupi, a da ne bude karakteristi¢na u manjoj.)

Posmatrajmo G = Z4 x Zy, K = {(2,0),(0,1)) i H = {(2,0)). Primetimo da H nije karakteristi¢na u K;

nije tesko videti da je slede¢om tablicom dat automorfizam grupe K koji o¢igledno ne fiksira H:

Dokazimo sada H char G. Neka je ¢ € Aut(G). Tada je ¢((1,0)) element reda &etiri, tj. jedan od
(1,0),(3,0),(1,1)i(3,1). Usvakom od ovih slucajeva je: ©((2,0)) = ¢((1,0)+(1,0)) = ¢((1,0))+¢((1,0)) =
(2,0), gde se poslednja jednakost lako proveri u sva Cetiri slu¢aja. Dakle, ¢ fiksira H.

B

Izvod i abelizacija grupe

5/8 Definicija. Neka je G grupa, a,be G,1 A,B < G.

(a) Komutator elemenata a i b je element [a,b] := a=1b~tab.

(b) [A,B] :={[a,b] |a€ A, be B).

Ocigledno ab = ba <= [a,b] = e. Primetimo da je [a,b]™! = [b,a], kao i g~'[a,blg = [¢7 ag, g~ 1bg], i vise

o([a,b]) = [0(a),o(b)] za svako o € Aut(G).

5/9 Definicija. Izvod grupe G je podgrupa G’ := [G, G] generisana svim komutatorima.

5/10 Komentar. Kako je skup svih komutatora zatvoren za inverz (jer [a,b] =t = [b, a]), proizvoljni element
izvoda G’ jednak je kona¢nom proizvodu komutatora, tj. ako x € G’ onda je = = [a1, b1][a2, b2] ... [an, bn]-

’
5/11 Teorema.
Neka je G grupa.
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(a) G' char G, pajei G'<G.
(b) Koli¢nik G/G’ je Abelova grupa.

(¢) Za H< G vazi: G/H je Abelova akko G’ < H. Specijalno, izvod G’ je najmanja normalna podgrupa H
od G takva da je G/H Abelova.

Dokaz. (a) Veé¢ smo naglasili da za svaki automorfizam imamo o([a,b]) = [o(a),o(b)], pa direktno imamo
o|G'] = G, tj. G’ char G, paiG' <G.

(b) Kako je, u grupi G/G’, [aG',bG"] = [a,b]G’' = G’ jer [a,b] € G', svi komutatori u G/G’ su trivijalni, pa
je G/G’ Abelova.

(¢) Neka je H < G takva da je G/H Abelova. Tada je, za proizvoljne a,b € G, H = [aH,bH]| = [a,b]H, pa
[a,b] € H. Kako H sadrzi sve komutatore, sadrzi i G': G’ < H. Sa druge stane, ako G’ < H, tada je i G' < H,
pa po trecoj teoremi o izomorfizmu imamo G/H = (G/G")/(H/G'), pa je G/H izomorfna koli¢niku Abelove
(prema (b)) grupe G/G’, te je i sama Abelova. O

5/12 Definicija. Grupa G/G’ naziva se abelizacija grupe G i obelezavamo je sa G := G/G".

\
5/13 Teorema (Univerzalno svojstvo abelizacije).

Neka je 7% : G — G* kanonski epimorfizam. Ako je A Abelova grupa i ¥ : G — A homomorfizam, tada
postoji jedinstveni homomorfizam ¥ G - A takav da P = ’(/AJ o mab:

G— A

\ J

Dokaz. Dokazimo najpre jedinstvenost. Neka su @[;1, 1/32 : G — A homomorfizmi takvi da 1/317rab =) = ﬁgw“b.
Tada je 1&1(9@2 =17t (g) = 1/)A(g) = o (g) = P2(9G"), pa je 1{31 = 1)y

Definigimo ¢ : G* — A sa 1)(gG’) = ¥(g). Dokazimo da je 1) dobro definisano. Neka je g1G’ = ¢2G', tj.
gy g2 € G'. Tada, g7 'gs je konacan proizvod komutatora. Primetimo da je v([a,b]) = [(a),¥(b)] = 0 jer
je A Abelova, pa je i ¥(g; g2) = 0, tj. g7 "g2 € Ker(v), tj. ¥(g91) = ¥(g2). Dakle, ¥ jeste dobro definisano
preslikavanje. Ocigledno je ¥ = ¢ o 7. Konacno ¢ je homomorfizam jer 1) (g1G - g2G') = ¥(g192G') =

U(g192) = ¥(91)¥(92) = Y(91G)P(92G). &

C Visi izvodi grupe

5/14 Definicija. Za n > 2, n-ti izvod grupe G, G(™ definiSemo rekurentno sa G := (G*~1Y’,

5/15 Komentar. Primetimo da indukcijom, koriste¢i tvrdenje 5/6(a) i teoremu 5/11(a), lako dokazujemo
G char G, pai G < G, zasve n > 1.

4 D
5/16 Lema.
Neka je G grupa, H < G i ¢ : G — K epimorfizam grupa. Tada:
(a) H™M < G™ zasven > 1;
(®) o[GM™M] = K™ za sven > 1.

\ J
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Dokaz. (a) Kako je H < G, to je H = [H,H] < [G,G] = G'. Nastavljamo indukcijom, H” = [H',H'] <
[G',G'] = G”, itd.

(b) Kako je ¢[G] = K jer je ¢ na, imamo ¢[G'] = ¢[[G,G]] = [¢[G], ¢[G]] = [K,K] = K’, gde druga
jednakost vaZi jer ¢([a, b]) = [¢(a), p(b)]. Dalje nastavljamo indukcijom, o[G"] = ¢[[G', G']] = [¢[G'], ¢[G']] =
[K', K] = K", itd. O

5/17 Primer.

Izra¢unajmo izvode grupa S,, i A,, za n > 3.

Primetimo da je svaki komutator u grupi S,, parna permutacija, pa S, < A,. Primetimo i da je, za

k=3,4,...,n, |[12k] = |1k]|[2k]|1k]|2k] = [ |1k],|2k] ] € G'. Kako znamo da |12k] generigu A,, imamo i

A, cS,. Dakle, S/, = A, pa jeiS® =S, /A, = Z,.

Kako je Az Abelova grupa A; = (e), pa je S§ = {e). Odavde sledi i da su svi vi§i izvodi grupa Aj i S3

trivijalni.

Izra¢unajmo A. Uo¢imo V = {|[],|12]|34],|13]|24],|14]|23]} — podgrupa duplih transpozicija. Nije tesko

videti da ovo zaista jeste podgrupa izomorfna Klajnovoj grupi — otud oznaka V. Kako konjugat cuva

ciklusnu dekomporziciju, a V' sadrZi sve duple transpozicije, podgrupa V' je normalna i njen koli¢nik A,/V

je reda 3, tj. grupa Zs3. Kako je koli¢nik Abelova grupa, zakljuéujemo da A, € V. Podgrupa V ima svoje

Cetiri prave podgrupe: trivijalnu i tri cikli¢ne reda 2. Kako A, nije Abelova, A nije trivijalna. Sa druge

strane, nije tesko videti da nijedna od podgrupa od V reda 2 nije normalna podgrupa od A4. Prema tome
4 = V. Kako je V Abelova, A] =V’ = (|]), i visi izvodi su o¢igledno takode trivijalni. Dakle, S] = V|

Sy = {|]) i visi izvodi su takode trivijalni.

Izra¢unajmo sada i A}, za n > 5. Fiksirajmo proizvoljno k, 3 < k < n. Kako je n > 5, izaberimo i, j takve

da3<i<j<niij#k. Kao u prvom pasusu primeti¢emo da je:
|12k = [[1K]l4j], |2k]|i5]] € Ay,

Kako ovi 3-ciklovi generisu A,,, zaklju¢ujemo A/, = A,,, pa su ocigledno i svi visi izvodi jednaki A,,. Dakle,

zan>5,iS£Lm)=Anzasvem>2.

D Resive grupe

5/18 Definicija. Grupa G je resiva ako za neko n > 1 vazi G = {e). Najmanje takvo n zovemo stepen

res1vosti.

Jasno je da su sve Abelove grupe resive jer im je veé prvi izvod trivijalan.

5/19 Primer.
Kako smo videli u prethodnom odeljku, S3 i Sy jesu resive, dok S,, za n > 5 nisu resive.

-
5/20 Tvrdenje.(a) Podgrupa resive grupe je resiva.

(b) Homomorfna slika resive grupe je reSiva. Posebno, koli¢nik resive grupe je resiv.
\ J

Dokaz. (a) Neka je G reSiva i H < G. Neka je n > 1 takav da G = (e). Prema lemi 5/16(a), H™ < G =
le), pa je H™ = (e) i H je rediva.

(b) Neka je G resivai ¢ : G — K je epimorfizam. Neka je n > 1 takav da G(™ = (e). Prema lemi 5/16(b),
K™ = p[GM] = p[{e)] = {e) i K je resiva.

Ako je N<G i G je resiva, koli¢nik G/N je resiv kao homomorfna slika od G pri kanonskom epimorfizmu. O
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5/21 Teorema.
Neka je N <G ineka su N i G/N resive. Tada je i G resiva.

Dokaz. Neka sum,n > 1 takvi da N0™ = (e) i (G/N)™ = (N). Neka je 7 : G — G/N kanonski epimorfizam.
Prema lemi 5/16(b) je (N> = (G/N)® = 7[G™)], pa je G™ < N. Prema lemi 5/16(a) sada je (G <
Nm) = {e), pa je (G(”))(m) = (e). Grupa G je resiva jer je (G(”))(m) = Gn+m), O

5/22 Posledica.

Ako su G i G reive, resiva je i G1 x Ga.

Dokaz. Za Gy x {ey<1G1 x G5 imamo da je Gy x {e) = G resiva i G; x G5/G1 x {e) = G refiva, pa je prema
prethodnoj teoremi i G; x G reSiva. O

5/23 Tvrdenje.

Grupe reda p” su resive, gde p je prost i n > 1.

Dokaz. Indukcijom po n. Za n = 1, grupa je cikli¢na, pa je resiva. Neka je |G| = p™ za n > 1. Setimo se da
je centar grupe reda p™ netrivijalan (teorema 1/40), pa je |Z(G)| = p™ za neko 1 < m < n. Ako je m = n,
G = Z(G) je Abelova pa je reSiva. Preptostavimo m < n. Tada je G/Z(G) reda p" ™ gde 1 < n —m < n, pa
je G/Z(Q) resiva po IH, a Z(G) je resiva kao Abelova. Po teoremi 5/21, G je resiva. O

e N
5/24 Teorema.
Neka je G grupa. Sledeéi iskazi su ekvivalentni:
(1) G je resiva,
(2) postoji niz podgrupa G = Hy > Hy > Hy - -- > H,, = {e) takav da je H;/H;11 Abelova za sve i < n.

Ako je G konacna, jo§ jedan ekvivalent je i:

(3) postoji niz podgrupa G = Hy>Hy > Hy>--->H, = {e) takav da je H;/H; . cikli¢na prostog reda za

sve 1 < n.
J

Dokaz. (1)=(2): Neka je G resiva i G = (e). Niz G =G = G" - -- =G = (e) je zeljeni niz.
(2)=(1): Neka je G = Hy> H; > Hy > --- > H,, = {e) niz podgrupa takav da je H;/H;.1 Abelova za sve
i < n. Indukcijom po i > 1 dokazujemo da je G} < H;. (Ovo je dovoljno jer je tada G(™ < H,, = (e) povlaci
G™ = (e) i G jeresiva.) Za i = 1, kako je G/H; Abelova po teoremi 5/11(c) direktno imamo G’ < H;.
Pretpostavimo da je G < H; i dokazimo GU*Y < H; . Kako je H; 11 < H; i G < H; po IH, mozemo
da uo¢imo dijagram:
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Po drugoj teoremi o izomorfizmu G(i)/(Hl-H 8 G(i)) >~ HiHG(i)/HZ-H, pa je G(i)/(HiH A G(i)) izomorfna
podgrupi Abelove grupe H;/H,,1, tj. i ona je Abelova. Prema teoremi 5/11(c), G+ = (GWY < H;yy n GO
specijalno, GO+t < H;, 1, i zavrsili smo dokaz.

Pretpostavimo sada da je G kona¢na grupa. (3)=(2) je o¢igledno, pa dokazujemo (2)=>(3). Dovoljno je da
dokazemo slede¢u lemu: Ako H< K i K/H je konacna Abelova grupa, onda postoji L takva da H<L< K, L/H
je ciklicéna prostog reda i K/L je Abelova reda manjeg od |K/H|. Zaista, ova lema nam ociglendo omoguéava
da u kona¢no mnogo koraka ,ubacimo" izmedu svakog para H; = H; .1 nove podgrupe takve da novodobijeni
niz zadovoljava Zeljeno svojstvo.

Dokazimo lemu. Kako je K/H kona¢na Abelova grupa, uzmimo prost broj p koji deli |[K/H|. Po Kosijevoj
lemi K/H ima element aH reda p, pa posmatrajmo podgrupu {aH ), koja je cikli¢na reda p. Ona je naravno
normalna u K/H jer je K/H Abelova. Tada je L = 7~ ![{aH)] normalna podgrupa od K takva da H < L i
(aH) = L/H. Primetimo da jeste H< L< K. Takode, L/H je cikli¢na prostog reda, a K /L je po tre¢oj teoremi
o0 izomorfizmu izomorfna sa (K/H)/(L/H) $to je koli¢nik kona¢ne Abelove grupe, pa je i sam kona¢na Abelova

grupa. Sto se ti¢e reda, o¢igledno je |K/L| = % = % < |K/H|. Time smo zavrsili dokaz. O

5/25 Komentar. U delu (3) je bitno da je G kona¢na. Primera radi, grupa Z, iako resiva jer je Abelova,
nema niz opisan u delu (3). Ako imamo niz Z=>H;>---=>H,_1>H, = (0), gde je H,_; netrivijalna, znamo
da je H,_1 = k7 za neko k, pa H,_1/H,, = kZ/{0) = kZ nije kona¢na, pa ni prostog reda.

6 ((Uglavnom) komutativni) prsteni ((skoro uvek) sa jedinicom)

A Definicije i primeri
6/1 Definicija. Neka je R neprazan skup sa dve binarne operacije + (sabiranje) i - (mnoZenje)® na njemu.

(a) R je prsten ako su zadovoljene sledeée aksiome:

e R je Abelova grupa u odnosu na +; neutral ove grupe zove se nula prstena R, i obelezavamo ga sa 0;
inverz elementa a obelezavamo sa —a, i zovemo ga aditivni inverz; dakle:
—a+(b+c)=(a+b)+c
—a+0=a=0+aq
—a+(—a)=0=(-a)+a;
a+b=>b+a;

e R je polugrupa u odnosu na -, tj. - je asocijativna operacija:
—a-(b-c)=(a-b) ¢

e vaze distrubutivni zakoni mnoZenja prema sabiranju:
—a-(b+c)=a-b+ta-c’
—(a+b)-c=a-c+b-c

(b) R je komutativan prsten ako pored uslova iz (a) vazi i:

—a-b=b-a.

(¢) R je prsten sa jedinicom ako pored uslova iz (a) vazi i:

e R ima neutral u odnosu na mnozenje koji se zove jedinica prstena R i obelezavamo ga sa 1:

—a-1l=a=1"a.

(d) Sada je jasno $ta znaci da je R komutativan prsten sa jedinicom.

3Umesto a - b obi¢no ¢emo pisati ab.
4Nadalje ¢emo a + (—b) krace pisati a — b.
5Kao 3to je i obi¢aj, mnozenje je ,starije" od sabiranja, pa izraz a-b+ a - ¢ znadi (a-b) + (a - c).
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6/2 Primer.(a) Skup R = {0} na kome su + i - o€igledno definisani jeste prsten, Stavise komutativan
prsten sa jedinicom (element O je i nula i jedinica prstena). Ovaj prsten zovemo trivijalan prsten. U
slede¢em tvrdenju ¢emo videti da ako prsten sa jedinicom ima bar dva elementa, nula i jedinica su
obavezno razli¢iti. Nadalje, za sve prstene o kojima ¢emo govoriti, osim ako nije neSto eksplicitno
naglaSeno, podrazumevamo da su netrivijalni, tj. imaju bar dva elementa.

(b) Osnovni primer prstena je (Z,+, ). Oc¢igledno je da je u pitanju komutativan prsten sa jedinicom.

(c) Sli¢no, (Q, +,-), (R,+,-) i (C,+,) ocigledno su primeri komutativnih prstena sa jedinicom. Ovi primeri

zadovoljavaju i viSe, u pitanju su polja.

(d) Oznacimo sa Z[v2] = {a + bv/2 | a,b € Z}; Z[v/2] je komutativan prsten sa jedinicom u odnosu
na uobiCajeno sabiranje i mnoZenje. Treba da proverimo da su + i - operacije na Z[\/E] I zaista,
akojex = a+b/2iy =c+dv2, ondajex+y = (a+¢c)+(b+dVv2, a+cb+de Z pa
x4y € Z[v/2]. Sliéno, xy = (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2, ac + 2bd, ad + be € Z, pa xy € Z[v/2]. Takode,
odigledno —x = (—a) + (—b)v/2 € Z[+/2], i naglasimo da je nula 0 = 0 + 0 - /2 € Z[+/2] i jedinica je
1 =1+0-v/2 € Z[v/2]. Nema potrebe da proveravamo aksiome jer one vaZe na veéem skupu R 2 Z[+/2].

(e) Zan =2, Z, ={0,1,...,n—1} u odnosu na standardno sabiranje i mnoZzenje modulo n je komutativan

prsten sa jedinicom.

(f) Oznacimo sa M, (R) skup svih (n x n)-matrica nad R. U odnosu na standardno sabiranje i mnoZenje
matrica M, (R) je (nekomutativan prsten) sa jedinicom (jedini¢na matrica). Sve aksiome su proverene
jos u linearnoj algebri. Opstije, ako je R prsten, M, (R) — skup svih (n x n)-matrica nad R takode je
prsten. Ako R ima jedinicu, i M, (R) ima jedinicu (dijagonalna matrica sa jedinicom iz R na dijagonali).
Ipak, ako R ima jedinicu, M, (R) je komutativan ako i samo ako R je komutativan i n = 1. Dakle,
M., (R) je skoro uvek nekomutativan.

(g) Skup svih polinoma sa realnim koeficijentima po promenljivoj X, R[X], u odnosu na standardno sabi-
ranje i mnoZenje polinoma je komutativan prsten sa jedinicom (jedinica je konstantan polinom 1).
Opstije, ako je R prsten, skup svih polinoma sa koeficijentima u R po promenljivoj X, R[X], je prsten.
R[X] je komutativan ako i samo ako je R komutativan. R[X] ima jedinicu ako i samo ako R ima
jedinicu. Odavde, specijalno, je npr. R[X,Y] — skup polinoma po dve nepoznate X i Y, prsten jer je
R[X,Y] = (RIX][Y].

(h) Neka su Ry, Ry prsteni. Proizvod R; x Rs sa pokoordinatnim sabiranjem i pokoordinatnim mnoZenjem
takode je prsten. Nula prstena Ry x Ry je par (01,02), gde su 0; i 02 redom nule prstena R; i Ra; takode
—(a,b) = (—a,—b). Proizvod je komutativan ako i samo ako su oba prstena R; i Ry komutativni.
Proizvod ima jedinicu ako i samo ako oba prstena R; i Ro imaju jedinicu; u tom slucaju jedinica
proizvoda je (11,15), gde su 1; i 15 redom jedinice prstena R; i Ro.

(i) Ako je R prsten i S bilo koji neprazan skup, onda je skup svih funkcija S — R, °R, prsten u odnosu
na operacije + i - definisane na sledeé¢i na¢in:

(f +9)(s) :=f(s) +g(s) 1 (f9)(s) := f(s)g(s).
SR je komutativan ako i samo ako je R komutativan. ©R ima jedinicu ako i samo ako R ima jedinicu.

(j) Parni celi brojevi 2Z u odnosu na uobi¢ajeno sabiranje i mnoZenje ¢ine komutativan prsten bez jedinice.

Sli¢no, R = {0,2} sa sabiranjem i mnozenjem modulo 2 je komutativan prsten bez jedinice.

6/3 Zadatak. (a) Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, dokazati da za n > 2, M, (R) nije komutati-

van.
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(b) Naéi primer prstena R za koji je Ma(R) komutativan.

’
6/4 Tvrdenje (Osnovne osobine).
Neka je R prsten. Tada:

(a) nula i aditivni inverz elementa a su jedinstveni;
(b

)

) —(a+b) =(=a)+(=b)i—(-a) =q;
()

)

)

)

Q

-0=0=0-a
(d) ako R ima jedinicu, ona je jedinstvena;

(e) ako R ima jedinicu i |R| = 2, onda 1 # 0;

(f —(ab) = (-a)b = a(=d) i ab = (—a)(-b).

Dokaz. (a) i (b) vaze jer je R Abelova grupa u odnosu na +. (Primetimo —(—a) = a je aditivno zapisan zakon
(a=1)~! = a koji vazi u grupama; —(a +b) = (—a) + (—b) je aditivno zapisan zakon (ab)~t =b"la"! =a 17!
koji vazi u Abelovim grupama.)

(¢c) Imamo a-0=a-(0+0) =a-0+a-0, pa skrac¢ivanjem a - 0 u grupi (R, +) dobijamo a- = 0. Sli¢no,
0-a=0.

(d) Neka su 111’ jedinice. Tada 1 = 1-1" = 1’, gde prva jednakost vazi jer je 1’ (desna) jedinica, a druga
jer je 1 (leva) jedinica.

(e) Ako 1 =0, ondazasvakoaeRjea:a-l:(1'0(207 odakle R = {0} i |R| = 1.

() Iz (—a)b + ab = ((—a) + a)b = 0-b = 0 sledi —(ab) = (—a)b; sli¢no vazi i —(ab) = a(—b). Odatle je
(—a)(=b) = —((—a)b) = —(—(ab)) = ab. 0

6/5 Definicija. Neka je R prsten sa jedinicom. Element u € R je invertibilan ako ima multiplikativan inverz,

tj. ako postoji element, koga obelezavamo sa v~ !, takavda u-u" ! =1 =u"1 u.

Skup svih invertibilnih elemenata u R obelezavamo sa R*.

Primetimo da 0 nikad nije invertibilna (ako je prsten netrivijalan), jer ako postoji 0~* tada je 1 = 0-0~! = 0,

gde druga jednakost vazi prema prethodnom tvrdenju, a 1 = 0 povaéi trivijalnost prstena.

6/6 Primer.(a) Ocigledno, Z* = {-1,1}, Q* = Q ~ {0}, R* =R~ {0}, C* = C \ {0}.

(b) 2} ={k <n|nzd(k,n) = 1}. Da bismo ovo dokazali, pretpostavimo da je za k < n, nzd(k,n) = 1; po
Bezuovoj lemi tada postoje celi brojevi x,y takvi da kxz + ny = 1. Uzimajuéi ovu jednakost modulo n
vidimo da je k% = 1 u Z,, (gde je 2 ostatak pri deljenju x sa n); dakle, & je multiplikativan inverz od
k, pa k € Z). Sa druge strane, ako k € Z,, ima multiplikativni inverz [, tada iz kl = 1 u Z,, sledi da
je kl — sn = 1 za neko s; kako nzd(k,n) oc¢igledno deli levu stranu jednakosti, mora da deli i 1; dakle,
nzd(k,n) = 1.

(c¢) Iz linearne algebre znamo da matrica A € M,(R) ima inverz ako i samo ako det(A) # 0; dakle,
M,(R)* = {A e M,(R) | det(A) # 0}. Opstije, ako je R komutativan prsten sa jedinicom, ispostavi
se da je A € M, (R) invertibilna ako i samo ako je det(A) invertibilna u R: M, (R)* = {A € M,(R) |
det(A) € R*}. Dokaz ove ¢injenice je sustinski isti kao u linearnoj algebri za R. Naime, i u ovom slu¢aju
vaZi jednakost: det(A) E = adj(A) A = A adj(A), odakle je jasno da je A invertibilna ako je det(A) €
R*; sa druge strane, zbog multiplikativnosti determinante, AA™! = E povlagi det(A) det(A™1) = 1,
odakle det(A) € R*.

(d) Nije tesko videti da je polinom p(X) € R[X] invertibilan ako i samo ako je nenula i konstantan:
R[X]* =R\ {0}.
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(e) Lako (Ry x Rg)* = Ry x RS.

6/7 Zadatak. Izracunati Z[v/2]*.

~\
6/8 Tvrdenje.
Neka je R prsten sa jedinicom. Tada je R* grupa u odnosu na mnozenje.
J
Dokaz. O¢igledno 1 € R*. Dokazimo da u,v € R* povladi uv € R*. Zaista, ozna¢imo (uv)~! := v~tu=1;

1 1

tada je (uv)(uv)™! = wovlu~! = 11 (uww) "t (uw) = v 'u"luw = 1, odakle uv € R*. Takode, u € R* povlaci
u~l € R* jer oc¢igledno (u=1)~! = u. Veé znamo da je mnoZenje asocijativno, 1 je neutralni element, i po

definiciji svaki element v € R* ima inverz. Dakle, R* je grupa u odnosu na mnoZenje. O

Primetimo da prethodno tvrdenje sada povla¢i da je multiplikativni inverz elementa u € R* jedinstven.

6/9 Definicija. (a) Polje je komutativan prsten sa jedinicom F' u kome je F'* = F' ~\ {0}.

(b) Prsten sa deljenjem je prsten sa jedinicom R u kome je R* = R~ {0}.

Dakle, u polju i prstenu sa deljenjem svi nenula elementi imaju multiplikativne inverze; jedina razlika je Sto

zahtevamo od polja da bude komutativno. Samim tim, svako polje je i prsten sa deljenjem.

6/10 Primer.
Arhiprimer prstena sa deljenjem koji nije polje su kvaternioni. Ovaj primer moZemo opisati na sledeé¢i nacin.
Neka je C polje kompleksnih brojeva. Izgradi¢emo kvaternione H“, tako $to ¢emo progiriti C uvodenjem

jos jedne imaginarne jedinice j. Dakle, neka je j simbol za jo$ jednu imaginarnu jedinicu: znadi, j ¢ C i

j2 = —1. Neka je H = {z + wj | z,w € C}” na kome sabiramo i mnozimo na slede¢i nagin:

(21 +wif) + (22 +waj) = (21 +22) + (w1 +we)j 1 (21 +wif)(22 +w2j) = (2122 —w1Wz) + (21w2 + W1722) 5

Nije tesko proveriti da je H Abelova grupa u odnosu na sabiranje; primetimo da je 0 = 04 0 - j, i aditivni

inverz —(z + wj) = (—z) + (—w)j. DokaZimo asocijativnost mnoZenja:

(21 + wi))[ (22 + waj) (23 + w3j)]

(21 + w1j)[(2223 — w2W3) + (22w3 + W273)5]

= [21(2223 — woW3) — w1 (22w3 + wa2Z3)] + [21(22w3 + waZ3) + w1 (2223 — WoW3)]j
[

212923 — 21WoW3 — W1 ZaW3 — W1 W223]| + [2122w3 + 21w2Z3 + w1Z223 — wiWaws]j.
Sa druge strane:

21 + wij) (22 + wej)] (23 + wsj)

[(

= [(2122 — w1 W2) + (21w + w172)j] (23 + w3j)
[(#122 — w1 W2) 23 — (7rw2 + W1Z2)Ws) + [(2122 — W1 W2) w3 + (z1we + W1Z2)Z3])
[

212223 — W1W223 — 21 WaW3 — w122w3] + [z1z2w3 — W1WawW3 + 21W223 + w12223]j.

Primetimo da smo dobili isti rezultat, tj. definisano mnozenje je asocijativno. Jedinica za mnozenje je
1 =1+0-7, sto se lako vidi. Distributivni zakoni se direktno proveravaju na sli¢an nacin. Primetimo da
mnoZenje nije komutativno:

ji=0+1-5)(i+0-5)=(0-i—1-0)+(0-0+1-4)j = (—i)j # ij.

Dakle, H nije polje. Ostaje da proverimo da svaki nenula element ima multiplikativni inverz. Neka je

z+ wj # 0. Refimo jednacinu (2’ + w'j)(z + wj) = 1 po 2’ i w', tj. sistem 2’z —w'w =11 2w + w'z = 0.
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Determinanta sistema jednaka je A = ' = 2Z + ww = |2|? + |w|?; primetimo da je A # 0 jer je

z
. . . .. 1 —w . z 1
bar jedan od z i w nenula kompleksan broj. Dalje je A, = 0z =Z1Ay = 0 = —w. Po
Z w
Kramerovom pravilu je 2’ = W iw = —m. Dakle, |Z‘2f‘w‘2 — |Z|21’|w|2j je levi inverz od z + wyj;

direktnim rac¢unom nije tesko videti da je i desni inverz.

“Oznaka H za kvaternione je u ¢ast Hamiltona koji ih je prvi opisao.
bZbir z + wj je formalan, Sto znazi da dva elementa z; + wi1j 1 22 + wgj smatramo jednakim ako i samo ako z1 = 22 i
w1 = wa.

Napomenimo i sledeée. Svaki konacan prsten sa deljenjem jeste polje. Ovo tvrdenje je poznato kao Mala

Vederburnova teorema, i ovde je ne¢emo dokazivati, navodimo je samo kao informaciju.

6/11 Definicija. Element a € R je levi (desni) delitelj nule ako postoji x € R, x # 0, takav da ax = 0 (za = 0);

a je obostrani delitelj nule ako je i levi i desni delitelj nule. Oc¢igledno, ako je R komutativan, a je levi delitelj

nule ako i samo ako a je desni delitelj nule, ako i samo ako a je obostrani delitelj nule; u tom sluc¢aju kazemo

samo delitelj nule.

U skladu sa prethodnom definicijom, 0 je uvek i delitelj nule. (Ponekad se definiSe da je delitelj nule obavezno
nenula element, ali to je samo stvar definicije koja nije bitna.) Dakle, kada govorimo o deliteljima nule, jedino
je zanimljivo da govorimo da li je nenula element delitelj nule.

Ako R ima jedinicu, napomenimo da ona nikad nije delitelj nule jer za svako x # 0, 1 -z =z -1 =z # 0.
Sli¢no, invertibilan element v € R* nikad nije delitelj nule jer ako uxz = 0 za neko = 0 (ili zu = 0), onda

1

imamo 0 #x =1-2 =u'uxr =u~'-0 =0, &to je nemoguce. Kontrapozicijom sada mozemo da zaklju¢imo da

netrivijalni delitelji nule nikada nisu invertibilni.

6/12 Primer (Primeri delitelja nule).(a) Videli smo da u Z,, k € Z, je invertibilan ako i samo ako
nzd(k,n) = 1. Dokazimo k € Z,, je delitelj nule ako i samo ako nzd(k,n) > 1. Smer (=) je ocigledan,
jer, kako smo ve¢ napomenuli, delitelj nule nije invertibilan. Pretpostavimo da je k € Z, takav da
nzd(k,n) = d > 1; zapi§imo k = k'd i n = n’d, i primetimo n’ # 0 u Z, jer n’ < n. Tada je
kn' = k'dn’ = k'n = 0 u Z,, pa je k delitelj nule.

(b) Sli¢no, u prstenu M, (R), ako matrica nije invertibilna ona je delitelj nule. Pretpostavimo da A nije
invertibilna, §to znaci da je det(A) = 0. Medutim, to znaci da je 0 jedna od sopstvenih vrednosti matrice
A, pa postoji nenula vekotor v koji je sopstveni za 0, tj. Av = 0-v = 0. Sada moZemo da napravimo
matricu B tako $to poredamo n puta vektor v u nju: B = (v v v); ocigledno, B je nenula
matrica i AB = 0. Ovo pokazuje da je A levi delitelj nule. Da bismo videli da je A desni delitelj nule,
primetimo da je det(AT) = 0 takode, pa nademo sopstveni vektor w za AT koji odovara sopstvenoj
vrednosti 0: ATw = 0-w = 0. Odatle je wT A = 0, pa ako napravimo matricu C tako §to poredamo n

U}T

’LUT

T unju: C = .~ |, jasno dobijamo nenula matricu C takvu da CA = 0; dakle, A je i

puta vrstu w

desni delitelj nule.

6/13 Zadatak. Ako je det(A) = 0 naé¢i matricu D takvu da AD = DA = 0.

(¢) Ako su R; i Ry prsteni, R; x Ry uvek ima netrivijalne delitelje nule (specijalno, nikad nije prsten sa
deljenjem ili polje, jer delitelji nule nisu invertibilni). Naime, zax € R; iy € Ry, x,y # 0, (2,0)-(0,y) =
(0,0) = (0,y) - (z,0), pa su elementi oblika (x,0) i (0,y) uvek delitelji nule.

(d) Neka je R® beskona¢no dimenzioni vektorski prostor nizova (ag,ai,as,...), i neka je R skup svih

linearnih preslikavanja R*® — R*. Nije tesko proveriti da je R prsten u kome sabiramo na sledeci
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nacin: (f + g)(Z) := f(Z) + ¢g(Z), a mnoZenje je obi¢na kompozicija preslikavanja. Nula je samo
konstantno nula-preslikavanje, a jedinica je naravno idg~. Uo¢imo sledeca tri elementa prstena R: levi
sift A(ag,a1,as,...) := (a1,a2,as,...), desni 8ift d(ag, as,as,...) = (0,a9,a1,...) i prvu ,projekciju”
m(ag, a1,as,...) = (ap,0,0,...). Primetimo A = id, tj. § je desni inverz za A, odnosno A je levi inverz
za 0. Odavde sledi da A ne moze biti desni delitelj nule: ako je fA =0,ondaje f = fid= fAd =06 =0,
tj. f = 0. Sli¢no, § ne moze biti levi delitelj nule. Sa druge strane, Aw = 01 7d = 0, pa A jeste levi, a ¢
jeste desni delitelj nule.

6/14 Definicija. Komutativan prsten sa jedinicom R je domen ako nema netrivijalne delitelje nule. (Drugim

re¢ima, R je domen ako u njemu vazi popularan zakon: ab=0 = a=0v b=0.)

6/15 Primer (Primeri domena).(a) Z je domen.
(b) Polja su domeni (jer su svi nenula elementi invertibilni, pa ne mogu biti delitelji nule).

(¢) Zyp je domen ako i samo ako je m prost broj. Ako ne n prost broj, onda za k € Z,, k # 0, imamo
nzd(k,n) = 1, pa je k invertibilan (kako smo veé¢ videli), pa je Z, polje, pa i domen. Ako n nije prost,
imamo 1 < k < n u Z, tako da k | n, odakle je nzd(k,n) = k > 1, pa je k delitelj nule (3to smo takode
ve¢ videli), odakle Z,, nije domen (pa ni polje).

6/16 Komentar. Primetimo da smo zakljuéili Z,, je polje ako i samo ako n je prost broj.

(d) Ako je R domen, onda je i prsten polinoma nad R, R[X], takode domen. Ako je p(X) nenula polinom
sa vodeéim koeficijentom a # 0, i ako je ¢(X) nenula polinom sa vodeéim koeficijentom b, onda je
p(X)q(X) polinom sa vode¢im koeficijentom ab # 0 (jer je R domen), odakle, p(X)q(X) # 0. Dakle,
R[X] nema netrivijalne delitelje nule.

U prethodnom primeru smo naglasili da je polje uvek domen, kao i da je prsten Z,, domen ako i samo ako
je polje. Ovo je zapravo tacno za sve konacne prstene.

6/17 Teorema.
Neka je R konacan domen. Tada je R polje.

Dokaz. Neka je x € R nenula element. Treba da nademo njegov multiplikativan inverz. Posmatrajmo niz
z,22,23,.... Kako je R konacan, ovaj niz nije beskonadan; specijalno, postoje m < n takvi da 2™ = z™.
Odavde je 2™(1 — 2™ ™) = 0. Kako je R domen imamo dve moguénosti: ™ = 0 ili 1 — 2"~ = 0.

Neka je 2™ = 0. Tada postoji najmanje k tako da 2% = 0. Kako z # 0, k > 1 i o¢igledno k¥ < m. Medutim

k—1

tada je 0 = 2% = x2¥~1, pa kako = # 0 i R je domen, mora biti z¥~! = 0; ovo protivreéi pretpostavci da je k

bio najmanji za koji je ¥ = 0. Dakle, ovaj slu¢aj nije mogué.
Neka je 1 — 2"~ ™ = 0, tj. 2"~ ™ = 1. Odatle je z2"~™~! = 1, i nagli smo inverz od z. Dakle, R je polje. [
B Homomorfizmi prstena

6/18 Definicija. Neka su RiS prsteniig : R — S. Preslikavanje ¢ je homomorfizam prstena ako zadovoljava
sledece aksiome:

e p(z+ry) = p() +s ¢(y);
e p(z-rY) = p() -5 9y)
Ako R i S imaju jedinicu, zahtevamo i da je:

e o(lg) =1g.
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6/19 Komentar. Neka je ¢ : R — S homomorfizam prstena. Zbog prve aksiome, ¢ je specijalno homomor-
fizam Abelovih grupa ¢ : (R, +g,0r) — (S, +s,0s), pa iz Algebre 1 znamo da je:

e »(0r) =03, i

o o(—x) = —p(x) za sve x € R.

6/20 Komentar. Sledeée stvari su lake:
(a) idgr : R — R je uvek homomorfizam prstena.

O Ssu o — 1 5 — omomornzmi prstena, onda je 1 O o g omomornzanm prstena.
b) Akosup:R—Siv:S—Th fizmi dajeitop:R—Th fi

1

(¢) Ako je ¢ : R — S homomorfizam i bijekcija, onda je i ¢! : S — R homomorfizam (i bijekcija). (Ovakve

homomorfizme zovemo izomorfizmi; vidi slede¢u definiciju.)

6/21 Definicija. Neka je ¢ : R — S homomorfizam prstena.
(a) Ako je R =S, za ¢ kazemo da je endomorfizam.

(b) Ako je ¢ 1-1, za ¢ kaZemo da je monomorfizam.

(c¢) Ako je v na, za ¢ kazemo da je epimorfizam.

(d) Ako je ¢ bijekcija, za ¢ kaZemo da je izomorfizam.

(e) Ako je R = Si ¢ je bijekcija, za ¢ kazemo da je automorfizam.

6/22 Primer.(a) Preslikavanje ¢ : Z — Z,, dato sa () = ,ostatak pri deljenju = sa n" je epimorfizam

prstena; ¢ nije 1-1.

(b) Preslikavanje m; : R x S — R dato sa m(x,y) = x je epimorfizam prstena; m; nije 1-1 ako je S

netrivijalan. Sli¢no i o : R x S — S dato sa 71 (x,y) = y je epimorfizam prstena.
(c) Neka je R prsten i ¢ € R. Preslikavanje ¢. : R[X] — R dato sa ¢(p(X)) = p(c) je epimorfizam prstena.
(d) Konjugacija C — C, data sa z — Z, je automorfizam prstena C.

(e) Neka je Ux(R) prsten gornje trougaonih 2 x 2 matrica nad R:

U(R) = {(g i) |a,b,ceR}.

(Proveriti da je ovo zaista prsten (nekomutativan sa jedinicom).) Definisemo ¢ : U3(R) —> R x R sa
b

o) g = (a,c). Tada je ¢ epimorfizam prstena. O¢igledno je da je ¢ na, da se slaze sa sabiranjem,
c

i da jedinicu slika u (1,1), 8to je jedinica u R x R. Proveravamo i da se slaZze sa mnoZenjem:

a b\ [z y\) _ (ar ay+bz) B _ [a b Ty
(696 )l =)oy )

6/23 Definicija. Neka je ¢ : R — S homomorfizam prstena.
(a) Jezgro homomorfizma ¢ je ker(p) = {r € R | p(x) = 0g}.

(b) Slika homomorfizma ¢ je im(p) = {p(z) |z € R} = S.
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6/24 Primer.(a) Jezgro epimorfizam ¢ : Z — Z, datog sa ¢(z) = ,ostatak pri deljennju z sa n" je
ker(yp) = nZ.

(b) Jezgro epimorfizma m; : R x S — R datog sa m1(x,y) = x je ker(m) =0 x S.

(¢) Neka je c € R. Izra¢unajmo jezgro epimorfizma ¢, : R[X]| — R datog sa ¢.(p(X)) = p(c). Znamo da je
p(c) = 0 ako i samo ako je p(X) deljiv sa X — ¢, pa je ker(v.) = {(X — ¢)q(X) | ¢(X) € R[X]}.

(d) Neka je ; : R[X] — C preslikavanje dato sa ¢;(p(X)) = p(i). Nije tesko videti da je ¢; epimorfizam
prstena. Izra¢unajmo jezgro. Znamo p(i) = 0 ako i samo ako p(—i) = 0 (kompleksne nule kod polinoma
sa realnim koeficijentima se javljaju po konjugovanim parovima), pa odatle, p(i) = 0 ako i samo ako
p(X) je deljiv sa (X —i)(X +i) = X% + 1. Dakle, ker(¢;) = {(X% + 1)¢(X) | ¢(X) € R[X]}.

b
(e) Jezgro epimorfizma ¢ : Uz(R) — R x R datog sa ¢ (g > = (a,c), ocigledno je ker(p) =
c
0 b
|[beR ;.
0 0

Ocigledno je  na ako i samo ako im(p) = S. Kao i kod grupa, ¢ je 1-1 ako i samo ako je jezgro trivijalno:
ker(v) = {Or}.

6/25 Tvrdenje.
Neka je ¢ : R — S homomorfizam prstena. Tada je ¢ 1-1 ako i samo ako ker(p) = {Og}.

Dokaz. Kako smo ve¢ komentarisali, ¢ je specijalno homomorfizam Abelovih grupa ¢ : (R, +r,0r) — (5, +s,0s),
pa iz Algebre 1 znamo da je ¢ 1-1 ako i samo ako ker(p) = {Og}. O

6/26 Zadatak. Neka je R prsten i a € R. DefiniSemo oznaku n - a, n € Z, na slede¢i nacin:
e 0-a:=0g;

en-a:=a+a+---+azan=1;
_

n

e n-a:=—((—n)-a)zan<-1.
Za m,n € Z i a € R dokazati:
(a) m-a+n-a=(m+n)-aq
(b) m-(n-a) = (mn)-a.
Dalje definiS8emo oznaku a™ na slede¢i nacin:

n

e a":=gqga...qazan=1;
—

n

e ako R ima jedinicuia # 0, a® := 1g;
e akoae R, a":=(a™!)™ zan < —1.

Kada je definisan odgovarajuéi izraz, dokazati:
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6/27 Primer (Karakteristika prstena).
Neka je R prsten sa jediniciom. Primetimo da postoji jedinstveni homomorfizam y : Z — R. Zaista, najpre

mora biti x(0) = 0g i x(1) = 1g, a onda postujuéi sabiranje mora biti:

X)) =x(L+1++1) =x(W)+x1) + - +x(1) =lp+1p+ - +1g=n-1p,
[ }

n n n

za n = 2, gde je n - 1p samo oznaka za zbir n-mnogo 1. Dalje, postujuéi sabiranje vidimo:

Or = x(0) = x(n + (=n)) = x(n) + x(=n) = n-1r + x(-n),

odakle je x(—n) = —(n-1g) = —n -1 za n = 1. Sada nije tesko videti da ovo preslikavanje zaista jeste
homomorfizam prstena (koriste¢i prethodni zadatak npr.).
Jezgro homomorfizma y je aditivna podgrupa od Z, tj. ker(x) = nZ za neko n = 0. Broj n se zove

karakteristika prstena R, i obelezava se sa char(R). Primetimo:

e char(R) # 1 jer u suprotnom 1 € ker(x), pa je Op = x(1) = 1 (setimo se da implicitno pretpostavl-
jamo Or = 1g);

e ako je char(R) = n > 2, onda je n najmanji pozitivan broj takav da n - 1r = Og; ovo je slu¢aj npr. u

prstenu Z,: char(Z,) = n;

e ako je char(R) = 0, onda je x 1-1, i ne postoji pozitivno n takvo da n - 1g = Og; npr. char(Z) = 0,
char(R[X]) = 0, char(M,(R)) = 0 itd.

6/28 Zadatak. Ako je R domen (ili samo sa jedinicom bez delitelja nule), dokazati char(R) = 0ili char(R) =

p za neki prost broj p. Specijalno, ovo je ta¢no za polja.

C Potprsteni i ideali
6/29 Definicija (Potprsten). Neka je R prsteni S € R. S je potprsten od R, S < R, ako vaZe sledece aksiome:
e (S,+) je podgrupa od (R, +), tj.:

—0€eS;
—akoxe Sondai—z€eSs,

—akoz,ye Sondaix+yes.
Iz Algebre 1 znamo da je ekvivalentan uslov da je S # ¢, i x,y € S povladi z —y € S.
e ako x,ye SondaixyeS.
Ako R ima jedinicu trazimo i:

e 1eS.

6/30 Primer (Primeri potprstena).(a) Jedini potprsten od Z je sam Z. Zaista, ako S < Z, kako 1 € S i
kako je S aditivna podgrupa od Z, S mora da sadrzi i aditivnu podgrupu generisanu sa 1, a to je celo
Z.

(b) U prstenu 2Z, potprsteni su svi podskupovi 2nZ, §to se lako vidi.

(¢) Primetimo Z < Q <R < C.

6/31 Definicija (Ideal). Neka je R prsten i I € R. I je ideal od R, I < R, ako vaZe sledece aksiome:

e (I,+) je podgrupa od (R, +), dakle, I # ¢J,ix,y€ I povlaix —y € I.
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e akozxelireR, ondaar,rzel.’

6/32 Komentar. Ako R nema jedinicu, onda je svaki ideal i potprsten od R (i potprsten i ideal su aditivne
podgrupe od R, potprsten, ako R nema jedinicu, treba samo da bude zatvoren za mnoznje, dok ideal mora
da zadovoljava i viSe, mora da bude zatvoren i za mnoZenje elementima iz R.) Ako R ima jedinicu, onda je
samo R istovremeno i potprsten i ideal od sebe. Naime, svaki potprsten mora da sadrzi jedinicu, dok pravi

ideali (ideali strogo manji od R) nikada ne sadrZe jedinicu, $to sledi iz sledeceg tvrdenja.

q D
6/33 Tvrdenje.
Neka je R prsten sa jedinicom i I <t R. Sledeéi iskazi su ekvivalentni:
(1) I =R;
(2) 1eI;
(3) R*nI#.
\ J

Dokaz. (1) = (2) i (2) = (3) su ocigledni, pa dokazujemo (3) = (1). Neka u € R* n I. Tada za svako r € R
imamo i (ru=!)u € I, tj. r € I; dakle, R I, odakle R = I. O

Dakle, pravi ideali u prstenima sa jedinicama nikada ne sadrze invertibilne elemente.

6/34 Primer (Primeri ideala).(a) U svakom prstenu, 0 := {0} je ideal: nula-ideal.

(b) Ideali prstena Z su ta¢no skupovi nZ. Zaista, ovo su jedine aditivne podgrupe od Z, ali zadovoljavaju
i uslov da za r € Z i nk € nZ, rnk = n(rk) € nZ.

(¢) U prstenu 2Z, podskup 2nZ je ideal, §to lako vidimo na slican nacin.

(d) Ako je F polje, jedini pravi ideal je nula ideal, §to sledi iz prethodnog tvrdenja, jer su svi nenula elementi

invertibilni.
e N
6/35 Tvrdenje (Presck ideala je ideal).
Neka je R prsten, i Iy, A € A, familija ideala od R. Tada je i I := (., I ideal od R.
\ J

Dokaz. Kako je presek podgrupa — podgrupa, I jeste aditivna podgrupa od R. Neka z € I, tj. (VA € A) x € I,
ineka r € R. Tada (VA € A) rx,zr € I jer Iy < R, odakle rz,xr € I. Dakle, I < R. O

Primetimo da je, ocigledno, presek ideal najveéi ideal koji je sadrzan u svakom ¢lanu preseka.

6/36 Primer (Glavni ideal).

Neka je R prsten sa jedinicom i a € R. Glavni ideal generisan sa a, u oznaci {a), je najmanji ideal od R koji
sadrzi a. Primetimo najpre da takav ideal postoji prema prethodnom tvrdenju, jer je najmanji ideal koji
sadrzi a upravo presek svih ideala koji sadrZe a (primetimo da uvek postoji ideal koji sadrzi a, a to je ceo
prsten R).

Opisimo {(a) na lepsi nadin (i za to nam je potrebno da R ima jedinicu). Tvrdimo:
{ay = RaR := {riar] + reary + -+ rpar,, |n =1, r1,7],79,75, ..., Tn, 71, € R}.

Nije tesko videti da RaR jeste ideal (direktan rac¢un); takode, a € RaR jer moZemo zapisati a = 1-a - 1.
Dakle, po definiciji, {ay € RaR. Sa druge strane, a € {a) povladi ra € {a) jer je {(a) ideal, §to dalje povladi

rar’ € {a) iz istog razloga, pa i sume ovakvih elemenata pripadaju {a) jer je ideal zatvoren za sabiranje.

6Ako je R komutativan, dovoljno je samo da trazimo rx € I. U nekomutativnom sluéaju mozemo da defini§emo posebno leve
ideale, one koji zadovoljavaju rz € I, i desne ideale, one koji zadovoljavaju xr € I, i oni ne moraju biti isti. Nas ovde zanimaju
obostrani ideali, tj. ideali u smislu nase definicije.
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Dakle, vazi i RaR < {a), ¢ime smo zavrsili dokaz jednakosti.
U sluéaju komutativnog prstena sa jedinicom, {a) zaista ima lep opis: {(a) = Ra := {ra | r € R}. To sledi

jer u slu¢aju komutativnog prstena imamo:

/ / / / / / / / /
riar] + reary + -+ rpar, = rria 4+ rorga + -+ rprpa = (riry +rery + -+ rpr) a = ra,

=T

odakle direktno sledi RaR = Ra.

Primetili smo da je presek ideala najveci ideal koji je sadrzan u svakom idealu koji ucestvuje u preseku.
Postoji i najmanji ideal koji sadrzi neku familiju ideala: njena suma.

’
6/37 Tvrdenje (Suma ideala).
Neka je R prsten, i Iy, A € A, familija idela od R. Tada je:

I=>Y Li={z1+2+ 4z, |n>1 €A, zel)}
AEA

najmanji ideal od R koji sadrzi sve I. (Da bude jasno, u sumi su sve moguce kona¢ne sume elemenata iz

ideala u familiji.)
\ J

Dokaz. Direktan ra¢un za vezbu. O

Konkretno, ako I,J< R, onda je I + J = {i +j | i€ I, j € J}. Primetimo, ako je R komutativan, onda je
{x)y +{yy = {rx +r'y | r,7’ € R}; ovaj ideal oznadavamo i sa (z,y).

6/38 Zadatak. Izracunati mZ n nZ i mZ + nZ u Z.

6/39 Definicija. Neka je R prsten.
(a) Ideal M < R je maksimalan ako je M < R i ne postoji N < R takav da M < N € R.
(b) Ako je R komutativan, ideal P < R je prost ako zadovoljava xy € P povladi x € P ili y € P.

Naglasimo da pojam prostog ideala nismo definisali za nekomutativne prstene.

6/40 Primer.(a) R je ocigledno uvek prost ideal od sebe; ovo nije zanimljivo.
(b) 0 je prost ideal ako i samo ako R nema delitelje nule.
(¢) U Z su prosti ideali 0 i pZ, gde je p prost broj. U Z su maksimalni ideali pZ, gde je p prost broj.

(d) Maksimalni ideali u C[X] su ta¢no glavni ideali generisani polinomom stepena 1: X — z. Najpre, da
bismo videli da je (X — z) maksimalan, pretpostavimo (X — z) & N i dokazimo N = C[X]. Postoji
polinom p(X) € N\(X —z); specijalno, p(X) nije deljiv sa X —z, pa kada ga podelimo sa X —z dobijamo
nenula konstantni ostatak: p(X) = (X — 2)q(X) + w, w € C*. Odatle, w = p(X) — (X —2)g(X) e N
jer p(X)e Ni(X —2)q(X) e (X —z)< N. Kako N sadrzi invertibilan element w, N = C[X].

Dokazimo sada da nemamo druge maksimalne ideale. Neka je M maksimalan; oc¢igledno M # 0 i
M ~nC* = . Izaberimo polinom a(X) € M najmanjeg stepena (dakle, on je stepena bar jedan). Neka
je X — z linearan faktor od a(X), pa a(X) € (X — z). Dokazujemo M = (X — z). Zbog maksimalnosti,
dovoljno je da dokazemo M < (X —z). Neka je p(X) € M, i podelimo p(X) sa a(X) sa ostatkom: p(X) =
a(X)q(X) +r(X), gde je r(X) stepena manjeg od a(X). Primetimo da r(X) = p(X) —a(X)g(X) € M,
pa kako smo izabrali a(X) da bude najmanjeg moguceg stepena u M, i kako je r(X) manjeg stepena, i
kako M n C* = ¢, mora biti r(X) = 0. Dakle, p(X) = a(X)q(X) € (X — 2) jer a(X) € (X — 2).
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6/41 Zadatak. Dokazati da su maksimalni ideali u R[X] glavni ideali generisani linearnim polinomom, i

glavni ideali generisani kvadratnim polinomom sa negativnom diskriminantom.

6/42 Tvrdenje.

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom. Ako je M < R maksimalan, onda je on i prost.

J

Dokaz. Pretpostavimo z,y ¢ M. Tada, zbog maksimalnosti, (x) + M = R i {y) + M = R, pa moZemo
zapisati re + m = 117’y + m’ = 1 za neke r,7’ € Ri m,m’ € M. Odavde je mnozenjem 1 = rr'(zy) +

(ram’ + r'ym + mm’), pa ako bi bilo zy € M dobili bismo i da 1 € M, §to nije; dakle, zy ¢ M. Prema tome,

eM
M je prost. O

6/43 Primer.

Primetimo dve stvari:

(a) Prethodno tvrdenje ne vazi ako R nema jedinicu. Naime, posmatrajmo prsten R = 27 i ideal M = 47Z.
Primetimo da M nije prost jer 2-2 =4 € M, ali 2¢ M. Medutim, M jeste maksimalan. Pretpostavimo
daje M Nine N~ M; tada je n oblikan =4k +2,pa2=n—4ke Njerne Nidke M < N.
Kako 2 € N, sada nije tesko videti da je N = R, §to dokazuje da M jeste maksimalan.

(b) Primetimo i da obratno ne vaZi, prost ideal ne mora biti maksimalan. Najjednostavniji primer je npr.
ideal 0 u Z, koji jeste prost jer Z nema delitelje nule, ali nije maksimalan — sadrZan je u svim idealima
n.

Nesto netrivijalniji primer je sledeéi. Neka je P = (X) u prstenu R = Z[X]; dakle, P je skup svih
polinoma ¢iji je konstantan koeficijent nula. Ideal P jeste prost: ako p(X),q(X) ¢ P, to znadi da p(X)
i ¢(X) imaju nenula konstantne koeficijente, npr. a i b; tada je i konstantan koeficijent ab polinoma
p(X)q(X) takode nenula, pa p(X)q(X) ¢ P. Dakle, P je prost. Sa druge strane, P nije maksimalan.
Npr. M = (2) + P je strogo veéi od P jer 2 € M ~ P, ali M nije ceo R. Zaista, nije tesko videti da
proizvoljan element u M, koji je oblika 2f(X) + X ¢(X), ima paran konstantan koeficijent, pa M # R.
Prema tome, nasli smo strogo veéi pravi ideal od P, i P nije maksimalan.

6/44 Zadatak. Dokazati da je (2, X)) maksimalan u Z[X], i dokazati da ovaj ideal nije glavni.

U prstenima sa jedinicom maksimalni ideali uvek postoje. Za dokaz nam je potrebna aksioma izbora:

N
6/45 Teorema (Hauzdorfov princip maksimalnosti (aksioma izbora)).
Svaka neprazna familija skupova F ima maksimalan lanac u odnosu na <, tj. postoji potfamilija £ & F
takva da:
e A/Be Lpovlati Ac Bili BC A, i (L je lanac)
e ako A e F ~ L onda postoji B e L takavda AL Bi B¢ A. (L je maksimalan lanac)
\ J
e N
6/46 Tvrdenje.
Neka je R prsten sa 1. Tada R ima maksimalan ideal.
\ J

Dokaz. Neka je T familija svih pravih (razli¢itih od R) ideala u R; Z je neprazna jer 0 € Z. Prema Hauzdorfovom
principu maksimalnosti izaberimo neki maksimalni lanac £ € Z. Tvrdimo da je M := | J £ maksimalan ideal.

Prvo dokazujemo da je M ideal. Jasno je da L # J jer T # ¢, pa 0 € M jer pripada svakom ¢lanu unije.
Neka z,y € M; tada x € I iy € J za neke I,J € Z. Kako je £ lanac, I i J su uporedivi, npr. I < J. Tada
z,ye J,paix—yeJ, pax—ye M. Dakle, M jeste aditivna podgrupa od R. Neka x € M i r € R. Ponovo
x €l zaneko I € Z, pa xr,rx € I, odakle i xr,rx € M. Dakle, M jeste ideal.
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M je i pravi ideal jer 1 ¢ M (jer 1 ne pripada nijednom ¢lanu unije; jedino u ovom trenutku korstimo da R
ima jedinicu). Dakle, M € 7.

Dokazimo da je M maksimalan ideal. Pretpostavimo suprotno, M & N & Ri N< R. Tada N e Z i N je
strogi nadskup svih ideala iz L jer je strogi nadskup njihove unije. To znaci da se £ moZe produziti do lanca

L u {N}, sto protivreci ¢injenici da je £ bio maksimalan lanac. Zavrsili smo dokaz. O
6/47 Zadatak. Neka je R prsten sa jedinicom.
(a) Neka je I < R pravi ideal. Dokazati da postoji maksimalan ideal M < R takav da I < M.

(b) Neka a € R nije invertibilan. Dokazati da postoji maksimalan ideal M < R takav da a € M.

(Adaptirati prethodni dokaz.)

U dokazu prethodnog tvrdenja koristili smo da R ima jedinicu. Postavlja se prirodno pitanje da li prsten
bez jedinice mora da ima maksimalan ideal (videli smo da moZe da ima: 4Z u 27Z jeste maksimalan). Odgovor

je u opstem slucaju negativan:

6/48 Primer (Primer prstena koji nema maksimalan ideal).

Ovo pitanje nije lako. Da¢emo jedan vestacki primer, a kasnije ¢emo videti i jedan prirodniji.
Posmatrajmo aditivnu grupu Q i definisimo novo mnozenje na njoj sa a = b := 0 za sve a,b € QQ; nije tesko
videti da je ovo komutativan prsten bez jedinice. Dokaza¢emo da on nema makismalan ideal. Kako je
mnozenje trivijalno, jasno je da je I € Q ideal ako i samo ako je aditivna podgrupa od Q; prema tome,
problem se svodi na dokaz da Q nema maksimalnu podgrupu. Pretpostavimo suprotno, neka je M < Q
maksimalna podgrupa; jasno M # 0. Izaberimo 2 € Q \ M i & € M ~ {0}; tada i % eEQ~Mime M.

q
Kako je M maksimalna, Q = M + <%>, pa je 45 = u + k% za neko u € M i k € Z. MnoZenjem sa mq

mq?
dobijamo % = (mq)u + km, $to pripada M jer u, pa i umnozak (mgq)u, pripada M, kao i m, pa i umnozak

km, pripada M. Kontradikcija.

Nadovezujéi se na prethodni primer moZemo da primetimo da svaku Abelovu grupu moZemo da da pretvorimo

u prsten sa trivijalnim mnozenjem: a * b := 0. Primetimo da ovakav prsten nema prave proste ideale.

D Koli¢nicki prsten

6/49 Definicija. Neka je I < R. Na R definiSemo relaciju jednakosti modulo I, =y, sa:

r=;y :< wz—yel.

x =5 y joS se obelezava i sa x =y mod I.

Primetimo dva trivijalna slucaja: =g je samo relacija jednakosti = na R, dok je =g puna relacija R x R.

4 N
6/50 Tvrdenje.
Neka je I <« R. Relacija =y je kongruencija prstena R, tj.:
(a) =y je ekvivalencija prstena R, i [a]l=, =a+1:={a+ x| x € R};
(b) = postuje operacije, tj. ako a =y o’ i b =; V/, onda:
ea+b=;d +0,i
e ab=;a'l.
\ J

Dokaz. (a) Refleksivnost vazi jer a = a <= a—a €l <= 0¢€ I, a desna strana je tafna. Simetri¢nost:
Pretpostavimo a =7 b, tj. a—be I; tadaib—a = —(a—b) € I, pa b = a. Tranzitivnost: Pretpostavimo a =; b
ib=rctja—bb—cel;tadaia—c=(a—b)+(b—c)el,paa=yec.
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Izratunajmo klasu [a]=,: x € [a]=, & z2=7a < z—a€l — (Jiel)z=a+i < xca+l.

(b) Pretpostavimo a —a’,b—V € I. Tadai(a+b) —(a' + V) =(a—d )+ (b—b)el,pra+b=d +V.
Takode, ab—a't/ = ab—d'b+d'b—a't/ = (a—a )b+ d' (b—V) eI, paad = bb. O

Naglasimo da smo samo u posledenjoj recenici dokaza koristili da je I dvostrani ideal; u svim ostalim

delovima smo koristili samo da je I Abelova grupa u odnosu na +.

6/51 Definicija. Neka je I < R. Koli¢nicki prsten R po I, u oznaci R/I, je koli¢nicki skup R/I := R/=, =

{a + I| a € R} sa operacijama + i - definisanim sa:

(a+D)+b+D):=(a+b)+I i (a+I)-(b+1):=ab+ 1.

6/52 Komentar. Prema prethodnom tvrdenju, definisane operacije u dobro definisane (ne zavise od izbora
predstavnika klasa =;). Direktno se proverava da je R/I prsten u odnosu na ove operacije. Lako vidimo da
je nula u R/I klasa 0 + I = I. Takode, aditivni inverz od a + I je (—a) + I. Ako je R imao jedinicu, onda
je 1 + I jedinica prstena R/I (obratno nije ta¢no: R/I moze da ima jedinicu, a da je R nije imao). Ako je
R bio komutativan, onda je i R/I komutativan (obratno nije ta¢ni: R/I moze da bude komutativan, a da R

nije bio).

6/53 Primer (Primer komutativnog koli¢nika nekomutativnog prstena).
Najjednostavnije je da uzmemo komutativan prsten R i nekomutativan prsten S, i da posmaramo nekomu-
tativan prsten R x S. Tada je I = 0 x S ideal prstena R x S, i (R x S)/I je izomorfan sa R, pa je (R x S)/I
komutativan. Detalje ostavljamo ¢itaocu, a mi ¢emo da pogledamo konkretan primer.

a b
Neka je Uz(R) = {(0 ) | a,b,ce ]R} prsten svih gornje trougaonih 2 x 2 matrica nad R. Nije tesko

c

videti da je Uz(R) zaista prsten (sa jedinicom). Ovaj prsten je nekomutativan; npr.:

b6 2)=62)2 63630

0 0
pripada I, kao i da je I zatvoren za sabiranje. Dokazimo zatvorenost za spoljno mnoZenje:

a b 0 d 0 ad 0 d\[a b 0 dc
= el = el.
0 ¢/ \0 O 0 0 0 0 0 ¢ 0 0
b
Sada mozemo da posmatramo Us(R)/I, i dokazimo da je u pitanju komutativan prsten. Neka su A = (g )
c
iB= (gj y) Tada su:
0 =z

AB:<ax ay—i—bz), BA:<x0a a?b—i-yc), . ABBA=<8 (a—l—c)y—(;—b(x-i—z))gj_.
zc

Posmatrajmo skup I = ( > |be R}; dokazimo da je I ideal u Uy(R). Jasno je da nula matrica

Dakle, AB = BA mod I, tj. (A+I)(B+ 1) = AB+1 = BA+1 = (B+ I)(A+ I), §to dokazuje

komutativnost.

Zadatak. Dokazati da je Uz(R)/T = D5(R), gde je D2(R) = {(a

0
. ) |a,ce R} prsten dijagonalnih
c

matrica.

42



6/54 Primer (Primer koli¢nika sa jedinicom prstena bez jedinice).

Najjednostavnije je da posmatramo prsten sa jedinicom R i prsten bez jedinice S; tada je R x S prsten bez
jedinice, I = 0 x S je ideal, i (R x S)/I = R ima jedinicu. Detalje ostavljamo za vezbu, a ovde dajemo
konkretan primer.

Posmatrajmo prsten polinoma Zy[X] i skup R = {p(X) € Z3[X] | p(0) = 0}; dakle, R je skup svih
polinoma nad Zs &iji je konstantan ¢lan jednak 0. Mogemo da primetimo da je R zapravo ideal (X) u
Z»[X], sto specijalno znaci da je R zatvoren za sabiranje i mnoZenje, tj. sam po sebi je prsten. Jasno je
da R nema jedinicu: naime, ako je p(X) nenula polinom iz R, onda je deg(p) > 1, pa je npr. deg(p - X) =
deg(p) + deg(X) = 1+ 1 = 2, odakle sledi da p- X # X; dakle, p ne moZe biti jedinica.

Neka je I = (X2 + X) ideal generisan u R. O¢igledno X2 = X mod I jer X? — X = X2+ X e I (u Zs

plus i minus su jednaki). Takode, primetimo da je za svako n > 3:

X = X + X! 4+ .. 4+ X3
+ X~ 4+ .+ X3 4+ X?2 4+ X?
(X2 + X)X 2 + X" 3 + ...+ X) + X2

odakle sledi X" = X2 = X mod I. Odavde, za svaki p(X) € R je p(X) =0 mod I (ako p(X) ima paran
broj sabiraka) ili p(X) = X mod I (ako p(X) ima neparan broj sabiraka).

Dakle, postoje samo dva elementa u R/I: i X +1. Kakoje (X +I)(X +1)=X?+I=X+1, X +1 je
jedinica prstena R/I. (StaviSe, o¢igledno je R/I = Zj).

U slu¢aju komutativnog prstena sa jedinicom, prost/maksimalan ideal moZemo da okarakteriSemo na sledeci

nacin:
e N
6/55 Tvrdenje.
Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, i I <« R. Tada:
(a) I je prost ako i samo ako R/I je domen;
(b) I je maksimalan ako i samo ako R/I je polje.
\ J

Dokaz. (a) Primetimo da I nije prost ako i samo ako postoje x,y ¢ I takvi da zy € I, ako i samo ako u R/I
postoje elementi x + I,y + I # I takvi da zy + I = I; kako je xy + I = (x + I)(y + I), poslednje je ekvivalentno
sa R/I ima netrivijalne delitelje nule, tj. R/I nije domen.

(b) Ideal I je maksimalan ako i samo ako za svako z ¢ I, I +{(z) = R, ako i samo ako za svako x ¢ I,
1 e I +{x), ako i samo ako za svako = ¢ I, postoji i € I i r € R tako da 1 = i + ra, ako i samo ako za svako
x ¢ I, postoji r € R tako da ra = 1 mod I, ako i samo ako za svako x + I % I u R/I, postoji r + I tako da
(x+I)(r+1I)=1+1I, ako i samo ako svako z + I # I u R/I ima multiplikativan inverz, ako i samo ako R/I je
polje. O

Primetimo da odavde direktno sledi da je makismalan ideal u komutativnom prstenu sa jedinicom uvek i
prost. Takode, primetimo da u dokazu dela (a) smo zapravo dokazali jace tvrdenje I je prost ako i samo ako
R/I nema delitelje nule, i za ovu ekvivalenciju nije bilo bitno da li R ima ili nema jedinicu (i dalje je bitno da

je komutativan, jer pojam prostog ideala nismo definisale za nekomutativne prstene).

6/56 Primer.

U prethodnom tvrdenju (b) bilo je bitno da R ima jedinicu. Npr. videli smo da u prstenu 27Z imamo
maksimalan ideal 4Z. Lako vidimo da je 2Z/47 = {47Z,2 + 4Z}, na kome mnoZimo (2 + 4Z)(2 + 4Z) =
4 + 47 = 47, pa 27, /47 nema jedinicu, tj. 2Z/47 nije polje (nije ni domen).
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E Teoreme o korespondenciji i izomorfizmu

6/57 Teorema (Teorema o korespondenciji).
Neka je R prsten i I < R.

(a) Ako je J< R takavda I < J,ondaje J/I:={j+1|j€ J}<R/I Stavise, ako je J < R/I, onda je
J = J/I zaneki J< R takav da I < J.

(b) Korespondencija iz (a) verno ¢uva poredak, tj. za J,J' < R takve da I < J,J’, J < J' ako i samo ako
J/I < J/I,iJ=J akoisamo ako J/I = J'/I.

(¢) Ako je R komutativan, u prethodnoj korespondenciji J je prost (maksimalan) u R ako i samo ako je

J/I prost (maksimalan) u R/I.
\ J

Dokaz. (a) Prvi deo je direktan. Neka je J < R takav da I < J, ineka je J/I ={j+1I|je J}. Nulau R/I,
I=0+I€eJ/Ijer0€eJ. Zaz,y € J treba proveriti (z +1)—(y+ 1) = (v —y)+IleJ/l,izaxze JreR
treba proveriti (z + I)(r + R) = xr+ I,(r + I)(x + I) = rz + I € J/I. Obe provere su direktne.

Pretpostavimo sada da je J < R/I. Neka je J := {z € R |z + 1€ J}. Oc¢igledno I < J, jer i + 1 =1 € J jer
J sadrzi nulu u R/I. Treba proveriti da je J ideal. Jasno, 0 € J jer I < J. Neka z,ye J, tj. x + I,y + [ € J;
tada (x —y)+ 1 = (x+ 1) — (y + I) € J, odakle z — y € J; dakle, J je aditivna podgrupa od R. Neka z € J,
tj.z+I € J, inekar e R; tada ra + [ = (r+DNx+1)e J, isliéno ar + I € J, pa ra,zr € J, i zavrsili
smo dokaz da je J ideal. Sada x + I € J ako i samo ako z € J po definiciji, ako i samo ako z + T € J/I. U
poslednjoj ekvivalenciji, smer (=) je direktno po definiciji J/I, a za smer (<) primetimo ako x + I € J/I, onda
jex+1=j5+1zaneko je J,pajex—jel < J, odakle, x € J. Dakle, dokazali smo i da je J = J/I.

(b) Direktan racun, ostavljamo za vezbu.

(c) Prema (a) i (b) je sada ocigledno da je J < R takav da I < J maksimalan ako i samo ako je J/I
maksimalan u R/T (bez obzira da li je prsten komutativan).

Da bismo uradili isto za proste ideale, pretpostavimo da je R komutativan. Primetimo (z + I)(y + I) € J/I
ako i samo ako xzy + I € J/I, ako i samo ako (sli¢no kao malopre) zy € J. Odavde sada sledi da je J/I prost
ako i samo ako je J prost (jer isto z + I € J/I ako i samo ako z € J,iy+ I € J/I ako i samo akoye J). O

6/58 Teorema (Prva teorema o izomorfizmu).
Neka je ¢ : R — S homomorfizam prstena. Tada je ker(¢) := {x € R| p(z) = 0s} < R, im(p) := {p(z) |
xz € R} < S, 1 R/ker(p) = im(p).

Dokaz. Dokazimo najpre da je ker(¢) < R. Kako ¢(0g) = Og, O € ker(yp). Pretpostavimo z,y € ker(y), tj.
p(z) = p(y) = 0g; tada je p(x —y) = p(z) —p(y) = 0s — Og = 0g, pa x —y € ker(yp). Konacno, ako x € ker(p)
ireR,tada je p(rz) = o(r)p(x) = ¢(r) - 0s = 0g islitno p(zr) = 0g, tj. ra,axr € ker(p).

Dalje dokazujemo im(p) < S. Neka a,b € im(p), i neka je a = p(x) i b = ¢(y). Tada 05 = p(0g) € im(p);
a—b=p)—p(y) =plr—y) cim(e); ab=p(x)p(y) = p(zy) € im(p). Dodatno, ako R i S imaju jedinicu,
onda 1g = ¢(1g) € im(p).

Posmatrajmo preslikavanje ® : R/ker(p) — im(p) dato sa ®(z + ker(p)) = ¢(z). Jasno je da je ®(z +
ker(p)) € im(p). Primetimo:

x=y mod ker(p) «— x—yeker(p) < ¢z —y) =05 < () —p(y) =05 < () =o(y).

Prethodni niz ekvivalencija pokazuje da je ® dobro definisano preslikavanje (smer =) koje je 1-1 (smer <=).
Dodatno, ® je ocigledno na jer ¢(x) = ®(z + ker(p)).

Ostaje da proverimo da je ® homomorfizam prstena. Najpre, ®((x + ker(p)) + (y + ker(v))) = ®((z +y) +
ker(¢)) = o(z +y) = ¢(x) + ¢(y) = ©(z + ker(p)) + (y + ker(p)). Slicno, ®((z + ker())(y + ker(v))) =
O((xy) + ker(v)) = e(zy) = p(x)p(y) = P(x + ker(v))®(y + ker(¢)). Konafno, ako R i S imaju jedinice,
imamo da je ®(1r + ker(v)) = ¢(1g) = 1s. O
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6/59 Primer.

Neka je R prsten i I <« R. Posmatrajmo prsten polinoma sa koeficijentima u R. Oznac¢imo sa I[X] podskup
svih polinoma ¢iji koeficijenti pripadaju idealu I. Tada je I[X] < R[X] i R[X]/I[X] = (R/I)[X].
Posmatrajmo preslikavanje ¢ : R[X] — (R/I)[X] dato sa (3} o7 X") :== > o(r; + I)X*. Tvrdimo da je
¢ homomorfizam prstena. Jasno ¢(0) =0+ I = I. Za zbir imamo:

mazx{n,m} max{n,m}

anriXi+isiXi = Z (ri+s:) X" 5 Z (rs+s)+ DX =
i=0 i=0 i=0 =0
mazx{n,m} - 4 m '
= D (4D +(si+D)X = D (ri+ DX+ Y (si+ D)X,
=L i=0 i=0

gde smo stavilir; =0zai>nis; >0 zai>m. Za proizvod imamo:

() (Eee)-E Lz o B o) -

mi( (g +I)(sk+1)> Xi= (i(riJrI)Xi) (

Jj+k=i i=0

INgE

(s; +I)X>

=0

gde smo ponovo stavili r; =0zai>nis; >0zai>m. Ako R ima jedinicu, jasno ¢(1) =1 + I.
Dakle, ¢ jeste homomorifzam prstena. Stavise, ¢ je oigledno na, tj. im(p) = (R/I)[X]. Izraunajmo
ker(p):

diriXieker(p) « D+ DX =1 « (Vi=0,....n)ri+I=1 « (Vi=0,...,n) ;e L.
i=0 i=0
Dakle, ker(p) = I[X], pa je prema prvoj teoremi o izomorfizmu, I[X]| < R[X], i R[X]/I[X] = im(p) =

(R/D)[X].

6/60 Teorema (Druga teorema o izomorfizmu).
Neka je Rprsten, S < RiI<R. Tadaje S+1:={s+i|s€e S, i€} <R, SnI<Si(S+I)/I=S/(SnI).
\

J

Dokaz. Najpre dokazujemo S+ I < R. Kako0e S;I,to 0 =04+0e€ S+ 1. Nekaz,ye S+1,z =s+1
iy=¢+i. Tadax—y=s+i—§s - =(s—-§)+(@—-i)eS+Tjers—s e€Sii—1i el Slino,
zy = (s+14)(s'+i) =55+ (si' +is' +ii’) e S+ 1 jer ss' € Sisi' is’ i’ € I, paisi’ +is +ii' €S. Ako R ima
jedinicu, tada 1€ S, pal=14+0e S5+ I.

Dokaz za S n I < S je direktan. Jasno 0 e SnI. Za x,y € S n I treba proveriti x —ye Snl. ZaxeSnlI
i s € S treba proveriti sx,xs € S n I. Sve provere su direktne.

Primetimo da je dodatno I S + I; jasno, za svaki ¢ € [ imamo i =0+¢e€ S+ 1,tj. I =€ S+ 1,11 jeste
ideal u ovom potprstenu jer je ideal u veéem prstenu.

Posmatrajmo ¢ : S — (S+1)/I dato sa ¢(s) = s+ 1. Direktno se vidi da je ¢ homomorfizam. Primetimo da
je ¢ na: zaista, za s€ Sii€ I imamo (s+14)+1 = s+ I = (s), gde prva jednakost vazi jer oCigledno s +i = s
mod I. Dakle, im(p) = (S+I)/I. Izratunajmo jezgro. Za s€ S, s € ker(¢) < s+I =1 < se . Dakle,
ker(y) = S n I. Tvrdenje sledi prema prvoj teoremi o izomorfizmu. O

6/61 Teorema (Treca teorema o izomorfizmu).
Neka I,J<RilIc< J. Tada J/I:={j+I|jeJ}<R/Ii(R/I)/(J/I)=R/J.
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Dokaz. Prema teoremi o korespondenciji J/I <« R/I. Posmatrajmo preslikavanje ¢ : R/I — R/J dato sa
o(x + I) = x + J. Primetimo da je ovo preslikavanje dobro definisano jer x + [ = y+1 = z—yel =
x —y e J jer I € J; poslednje povlaci x + J = y + J. Dakle, ¢ jeste dobro definisano preslikavanje. Takode,
® je ocigledno na: im(p) = R/J, i direktno vidimo da je ¢ homomorfizam. Izra¢unajmo ker(yp). Imamo
x4+ Ieker(p) < z+J=J < zveJ < x+ e J/I. (Uposlednjoj ekvivalenciji, implikacija <, vazi
jer: x+IeJ/Ipovlaéixa+I=j+1zanekoje J,tj.x—jel < J,odakleiz = (z—j)+je J.) Dakle,
ker(y) = J/I, i teorema sledi prema prvoj teoremi o izomorfizmu. O

F Digresija: Primer prstena bez maksimalnog ideala

Ovaj odeljak je za zainteresovane studente.

Definigemo:

e R je skup svih konvergentnih realnih nizova: R = {(a,) | nlgréo an postoji (i konacan je)};

e Ry je skup svih realnih nizova koji teze nuli: Ry = {(a,) | nh_r)rgo an = 0};

e R, je skup svih realnih nizova koji su eventualno nula: R, = {(a,) | (3N)(Vn > N) a,, = 0}.

Primetimo da je o¢igledno R, < Ry < R.

Na R mozemo prirodno da definiS§emo sabiranje i mnozenje na sledeé¢i nacin:
(an) + (bn) == (an +bn) 1 (an)(bpn) := (anby).

Primetimo da su ovako definisane operacije zaista operacije na R jer zbir i proizvod dva konvergentna niza jeste
konvergentan (i tezi zbiru, odnosnu proizvodu limesa polaznih nizova). Nije tesko videti da je R komutativan
prsten sa nulom 0 = (0), aditivnim inverzom —(ay,) = (—ay,) i jedinicom 1 = (1).

Primetimo sada da je Rp < R. Jasno je da 0 € Ry. Neka (ay), (b,) € Ry, tada nh_r)rgo an — b, = nh_r)réc ap —
nlgigo b,y =0—0=0, pai(a,) — (by) = (an — by) € Ry. Konac¢no, ako (a,) € Ry i (r,) € R, nlgrgo r, =, tada
lim rpa, = lim r, nh_r)rgo an =1-0=0, pa (r,)(a,) = (rma,) € Ry. Moze da se vidi i vige:

n—0o0 n—0o0

6/62 Zadatak. Dokazati da je Ry <t R maksimalan ideal.

Lako mozemo da vidimo i da je R. < R.
Ideal Ry nije potprsten od R, ali jeste prsten (bez jedinice) sam za sebe, i vazi R. < Ry (jer je R, zatvoren
za mnoZenje iz R pa i iz Ry). Nadalje nas ne zanima prsten R; posmatramo prsten Ry i njegov ideal R.. Cilj

je da dokazemo:

6/63 Tvrdenje.

Ry/R. nema maksimalne ideale.

Prema teoremi o korespondenciji dovoljno je da dokazemo da Ry nema maksimalne ideale koji sadrze R..
Dakle, sledeéi korak je da opiSemo maksimalne ideale od Ry.

Za svako k € N uoc¢imo:
o My = {(an) € Ro | a = 0}.

Nije tesko videti da je My <« Ry. Dokazujemo da M} jeste maksimalan ideal od Ry. Jasno je da M < Ry.

/
n

Uocimo proizvoljan niz (r,,) € Ry ~ My; dakle, 7, # 0. Dokazujemo Ry = My, + {(r)). Uo¢imo niz (r},) za koji

1

jery = .- 1ir, =0zan#k; jasno (r;,) € Ro \ My. Dakle, niz (r},)(r,) je nula-niz, osim $to je njegov k-ti ¢lan

jednak 1. Neka je sada (a,) € Ry proizvoljan niz, i neka je (a),) niz dat sa aj, = 01 a, = a,, za n # k; jasno,

(al,) € My. Ocigledno je (an) = (al,) + ((an)(r)) (7a), P (an) € M +{(rs)). Dakle, R = M +{(ra)), i kako je
(r,,) bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je M} maksimalan ideal.
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Sledeéi korak je da dokazemo da Ry nema vise maksimalnih ideala. Primetimo da time zavrSavamo posao
jer oc¢igledno R, & My, za sve k (ocigledno postoje eventualno nula-nizovi (a,) za koje je ag # 0, npr. stavimo
ar =11ia, =0zan#k).

Pretpostavimo suprotno, M <1 Ry je maksimalan ideal takav da M # M} za sve k.

Neka je (eF) niz dat sa: ef =1ief =0zan # k.

Lema. Za sve k, (ef) e M.

Za dokaz leme, fiksirajmo k. Kako M # My, M je maksimalan i My # Ry, imamo M ¢ My. To znaci da
imamo niz (a,) € M ~ My; specijalno, ar # 0. Uoimo niz (b,) dat sa by = i ib, = 02zan # k. Jasno,
(by) € Ro i (ek) = (by)(a,) € M. Ovim smo dokazali lemu.

6/64 Komentar. Da bismo nastavili, moramo malo da skrenemo sa puta. Naime, mi smo opisali kako
izgleda glavni ideal {a) ako je R (komutativan) prsten sa jedinicom; u slu¢aju komutativnog prestena sa
jedinicom, opis je vrlo jednostavan: {a) = Ra. Medutim, nama ovde treba opis u slu¢aju komutativnog
prstena bez jedinice. Problem je u sledeéem. Po definiciji {a) je najmanji ideal koji sadrzi a (koji postoji kao
presek svih ideala koji sadrze a). To specijalno zna¢i da mora biti Ra = {ra | r € R} < {a), medutim, ako R
nema jedinicu, obratna inkluzija ne mora da vazi. Npr. u R = 2Z, R - 2 = 47, dok je (2) = 2Z.

U svakom slucaju, nije tesko videti da je opis slededi:

6/65 Zadatak. Neka je R komutativan prsten bez jedinice i a € R. Tada je {a) = Ra + Za = {ra + Aa |
re R, NeZ}.

Neka je (an) € Ro ~ M; zbog maksimalnosti M, Ry = M + {(ay)). Primetimo da (|a,|) € Ro, kao i da
(1/|an]) € Ro. Tada postoje (b,) € M, (r,,) € Ry i A € Z takvi da:

(Vlan]) = (bn) + (rn)(an) + Aan). (%)
Dalje primetimo i da (sgn(an)/|an|) € Ro, pa i (sgn(an)r/lan|rn), (sgn(an)a/|an|\) € Rp, pa mozemo da

nademo N takvo da zan > N, [sgn(an)r/|an|ral, [sgn(an)/]an|A] < I, odakle sledi 3 < 1—sgn(an)/]an|rn —
sgn(an)y/|an|\ < 3. Uotimo niz (c,) dat sa ¢, =0zan < N i

o - sgn(an)»\/ ||
1 — sgn(an)\/|an|rn — sgn(an)a/|an|A

Po izboru N, ovaj niz je definisan, za n > N imenilac je ogranicen, pa vidimo da (¢,) € Ro.

zan > N.

Dokazimo da je za n > N, ¢,b, = a,. Ako je a, = 0, jasno je po definiciji da je i ¢, = 0, pa jednakost
cnb, = a, vazi. Pretpostavimo da a,, # 0. Tada je:

1 bn () V |an| — Tplp — Ay

cpbn, = T b, = = = a,.

S U n o =
sgn(an)m r @ — —\ @ Y

—T
an n

Dakle, ¢, b, = a, za n > N. Odatle imamo:

(an) = (an) Z (eﬁ) + (cn)(bn) € M,

0

ke
I

jer ngvzo(e’fl) € M prema lemi. Prema tome, (a,) € M; kontradikcija.

G Kineska teorema o ostacima
6/66 Definicija. Ideali I, J < R su uzajamno prosti ako I + J = R.

6/67 Zadatak. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, i neka su Iy, I, . . ., I,,<<R po parovima uzajamno
prosti. Dokazati 1 n o n---n 1, = L I5...1,.
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e “
6/68 Teorema (Kineska teorema o ostacima).

Neka R ima jedinicu, i neka su I1,..., I, << R po parovima uzajamno prosti ideali. Tada je sa:
ole+J)=(z+L,oe+IL...,c+ I,)

definisan izomorfizam:
¢:R/J—> R/} Xx R/Is x -+ x R/I,,

kgde je J =i, In.

Dokaz. Prvo primetimo da je ¢ dobro definisano preslikavanje jer J S I zasve 1 < k < n,paz+J =y+J =
z—yed = (Vk=1,....n)xz—yel, = (Vk=1,...,n) x+ I = y+ Ix. Direktno se vidi da ¢ jeste
homomorfizam prstena.

Dokazimo da je ¢ 1-1, tj. da je ker(y) trivijalno. Imamo = + J € ker(¢) < (Vk=1,...,n) z+ I =
Iy, = (Vk=1,....n)zely, < ze(_, I = z€J < z+J=J; dakle, ker(p) je trivijalno.

Konacno, treba da dokazemo da je ¢ na. Primetimo da za k # [ imamo element a;; € R takav da ar; =0
mod I i ap; =1 mod I;. Zaista, kako su I, i I} uzajamno prosti, I, + I; = R, pa postoje a € I}, i b € I} takvi
da a + b = 1; jasno je da aj,; = a zadovoljava Zeljene uslove. Za svako [, neka je A; proizvod svih ay; za k # 1
(u proizvoljnom poretku). Kako je svaki ¢nilac u proizvodu =1 mod I;, i Ay =1 mod I;. Sa druge strana,
za svako k # [ u proizvodu ucestvuje ¢inilac =0 mod Iy, pa A; =0 mod [y za sve k # [.

Neka je 4 = (z1 + I1,22 + Is,...,2, + I,,) proizvoljan element kodomena. Posmatrajmo element z =
r1A1 + 2042 + -+ + ,A,. Fiksirajmo [. Kako za k # [, Ay, =0 mod [}, x = z;A4; mod I;, a kako je 4; =1
mod I; dobijamo z = x; mod I;. Ovo vaZi za sve [, pa je ¢(x) = ¥; ¢ je na. O

7 Domeni
Podsetimo se definicije domena.
7/1 Definicija. Domen je komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule.

Prva stvar koju treba da primetimo je da je u domenima dozvoljeno skraé¢ivanje:

7/2 Lema.
Neka je D domen, a,b,c€ D, ia # 0. Tada ab = ac povlaéi b = c.

Dokaz. Jednakost ab = ac moZemo zapisati sa a(b — ¢) = 0. Kako D nema delitelje nule i a # 0, mora biti
b—c=0,t].b=c O

7/3 Zadatak. Neka je D komutativan prsten sa jedinicom koji zadovoljava zakon skrac¢ivanja. Dokazati da

je D domen.

A Polje razlomaka

Na isti na¢in kao §to u matematici gradimo polje racionalnih brojeva kao skup razlomaka celih brojeva, mozemo
od bilo kog domena D da napravimo njegovo polje razlomaka F (D).
Neka je D domen i neka je Dy = D ~ {0}. Na skupu D x Dy definiemo relaciju ~ sa:

(a,b) = (z,y) : &= ay = bz, gde a,b,z,ye D, b,y # 0.

7/4 Lema.

~ je ekvivalencija.
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Dokaz. Refleksivnost i simetriénost su o€igledne. Tranzitivnost: Neka (a,b) ~ (z,y) ~ (u,v), tj. ay = bz i
zv = yu. Mnozenjem prve jednakosti sa v dobijamo ayv = bxv, pa iz druge dobijamo ayv = byu. Skracivanjem
sa y # 0, dobijamo av = bu, odakle (a,b) ~ (u,v). O

Oznacimo klasu elementa (a,b) sa §: ¢ := [(a,b)]~; dakle:

%:E > (a,b) » (z,y) = ay = bx.
Y

a

Primetimo dakle da ovako, formalno definisan razlomak ¥, a,b € D i b # 0, zadovoljava uobic¢ajenu jednakost

razlomaka. Oznacimo sa F(D)" koli¢nicki skup:
F(D) := (D x Do)/~ = {% laeD, be Do}.

Na skupu F'(D) defini§emo strukturu prstena sa jedinicom na sledeé¢i nacin:

a x ay + bx a —a a x ax 0 1
-+ - = , —7i=—, —-—i=—, 0:=- 1:=—.
by by b b by by 1 1
7/5 Lema.
F(D) je dobro definisan domen.
Dokaz. Najpre ¢emo dokazati da su operacije dobro definisane. Pretpostavimo § = ‘;—,/ i % = Z—;, tj. ab’ = ba’ i
xy" = ya'. Prvo dokazujemo ¢ ti= ‘;—: + ‘z—:, tj. % = a,yl;,zl,’,m,, tj. treba da pokazemo (ay + bx)b'y’ = (a'y’ +

b'x’)by. Prethodna jednakost svodi se na: ab'yy’+bb'zy’ = a’byy’ +bb'yx’, tj. na: (ab'—a'b)yy’ +bb' (zy —yz') = 0.

Medutim, kako su obe zagrade jednake 0, zavrsili smo posao.

Dalje, pokazujemo —¢ = f‘;—,/, tj. 5% = _b—‘,ll, odnosno (—a)b’ = (—a’)b; ovo je ofigledno iz ab’ = a’d.
Konatno, pokazujemo -7 = ‘;—: . Z—:, tj. 5y = ‘;:Z,/ , odnosno axb'y’ = a’z'by. Poslednja jednakost ekvivalentna

jesa axb'y’ —a'x’by = 0, tj. sa axb'y’ —ax'V'y+ax'b'y—a'x’by = 0, odnosno sa ab’ (xy’ —z'y) + (ab’ —a'b)x’y = 0;
kako su obe zagrade ociglendo 0, zavrsili smo posao.

Dakle, operacije na F'(D) zaista jesu dobro definisane.

Asocijativnost sabiranja:

— 4+ —
Yy v

b yo b(yv) a (by)v by

+ + b(zv + +bx)v + (b +b
(;Jr(x u>:a+xv yu  a(yv) +b(xv +yu)  (ay+bx)v + (by)u  ay z U <a :L'>+

Komutativnost sabiranja sledi vrlo sli¢no. 0 jeste neutral za sabiranje jer 0 + 7 = 24 T = O'bl‘*% = 7.
o

1
Da bismo videli da je F(D) aditivna abelova grupa, treba jo§ da dokazemo da —% jeste inverz od ¢. To

sledi iz: —% + % = =& 4 & = =abrab _ 0 5 0 = 9 direktno iz definicije jer 0-1 =0 = b2 - 0.

Proveru ostalih aksioma ostavljamo za vezbu. Ostaje da se proveri da mnoZenje jeste asocijativno i komu-

tativno, i da je 1 neutral za mnozenje, kao i da je mnozenje distributivno prema sabiranju. Svi delovi slede na
sli¢an nacin kao i gore.
Konaéno, treba da dokazemo da F'(D) nema netrivijalne delitelje nule. Preptostavimo % - % =0, tj. Z—Z = %

To znaci da je ax -1 = by - 0, tj. ax = 0, odakle je a = 0 ili z = 0. Bez umanjenja opstosti, a = 0. Dovoljno je

da zaklju¢imo § =0, a to sada sledi jer a-1=0-1=0=15-0, paje § = % O
Ve¢ smo u prethodnom dokazu primetili da je 7 = 0 ako i samo ako a = 0. Za a € Dy, primetimo da je
2 =1ljerjea-1=a-1. Sadaakoje § # 0, tj. a # 0, tada je 2 definisan element od F(D), i ¢ - 3 = g—g =1,

Sto znaci da svaki nenula element  ima multiplikativni inverz i (%)_1 = g. Dakle:

7/6 Lema.
F(D) je polje.

"Oznaka F(D) dolazi od Fractions in D.
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Polje F(D) se zove polje razlomaka domena D.
Formalno, D ¢ F(D). Medutim, D se moZe identifikovati sa potprstenom od F(D), pa u tom smislu
D c F(D) ima smisla.

7/7 Lema.

Sa v :a > ¢ definisan je monomorfizam ¢ : D — F(D).

Dokaz. Jasno ¢(0) = ¥ =01 ¢(1) = 3 = 1. Za sabiranje: t(a+b) = ¢ = ¢ + 2 = y(a) + 1(b). Za mnozenje:
t(ab) = 2 = 25 — ,(q),(b). Dakle, ¢ jeste homomorfizam prstena.

Da bismo videli da je ¢ 1-1, primetimo a € ker(t) <= ¢ =0 <= a = 0. Dakle, ¢ je 1-1. O

Prema prvoj teoremi o izmorfizmu znamo D =~ im(.) < F(D), pa D moZemo posmatrati kao potprsten od

F(D), gde smo a € D identifikovali sa {.

7/8 Primer.(a) Ako je D =7, onda je F(D) = Q.

(b) Ako je D polje, onda je F(D) = D. Zaista, monomorfizam ¢ je u ovom sluc¢aju izomorfizam. Da bismo

videli da je na, uzmimo ¢ € F(D). Tada, kako je b nenula i D je polje, b je invertibilan, pa mozemo da

vidimo da je § = abflz poslednje sledi jer a -1 = ab™! - b. Prema tome

a
’ b

= 1(ab™1) i ¢ zaista jeste na.

(c) Ako je D = Z[v/2] := {a + bv/2 | a,b € Z}, onda je F(D) = Q[v2] := {z + yv2 | ,y € Q}. Inkluzija
(2) je jasna: ako z + yv2 € Q[v2] gde z = $ iy = <, imamo z + yv2 = ¢ + $V/2 = %ﬁ, a broj
na desnoj strani oc¢igledno pripada F(Z[v/2]). Sa druge stane, za (<), uzmimo razlomak %. Posle

racionalisanja imamo:

bv/2 bv2)(c — dv2 —2bd —ad+ b
a+\f:(a+\2f)(c2\f):a2c 2+2a+2c\@€(@[\@].
c+dv2 2 —2d 2 —2d 2 —2d

(Primetimo da je ¢? — 2d? # 0 ako ¢ 4+ dv/2 # 0, tj. ako ¢ # 0 ili d # 0.)

B Prosti i nerastavljivi elementi

D je sve vreme domen.

7/9 Definicija. (a) Element a € D deli element b € D, oznaka a | b, ako postoji ¢ € D tako da b = ac.
(b) Elementi a,b e D su konjugovani, oznaka a ~ b, ako b = ua za neki u e D*.

(c¢) Element d € D je NZD elemenata a,b € D, oznaka d = nzd(a,b), ako d | a,b,ie | a,bpovladie | d.

(d) Element a € D je prost ako a ¢ D* U {0}, i a | bc povlacia | bilia | c.

(e) Element a € D je nerastavljiv ako a ¢ D* U {0}, i a = be povlaci be D* ili ce D*.

(f) Element a € D ima prostu faktorizaciju ako je a = p1ps ... pn za neke proste p1,ps,...,pn € D.

(g) Element a € D ima nerastavljivu faktorizaciju ako je a = p1ps . .. p, za neke nerastavljive py,pa,...,pn € D.

(h) Dve faktorizacije (proste ili nerastavljive) a = pip2...pn = 1¢2. .. ¢mn su konjugovane ako vazi m = n, i

postoji o € S, tako da p; ~ g4y zasvei=1,2,...,n.

(i) Element a € D ima jednozna¢nu faktorizaciju, ako ima nerastavljivu faktorizaciju, i ako su svake dve

nerastavljive faktorizacije konjugovane.

Nula i invertibilni elementi o¢igledno nikada nemaju prostu (nerastavljivu) faktorizaciju, pa kada govorimo o
tome da li element a ima prostu (nerastavljivu) faktorizaciju uvek podrazumevamo da govorimo o a ¢ D* U {0}.

Sledece tvrdenje nabraja osnovne osobine prethodnih pojmova.
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e “
7/10 Tvrdenje.(a) Relacija | je refleksivna i tranzitivna. Takode, a | b ako i samo ako b € {a).

(b) Relacija ~ je ekvivalencija.

(c) a~bakoisamoakoa|bib|a.

(d) a¢ D* U {0} je prost ako i samo ako je {a) prost ideal.

(e) Prost element je uvek nerastavljiv. Dakle, prosta fakotirzacija je uvek i nerastavljiva.

(f) Akoa¢ D*, a ’ b i b je nerastavljiv, onda a ~ b.

(g) Ako a ima prostu faktorizaciju, onda ima i jednozna¢nu faktorizaciju.

(h) Ako d | P1p2...Pn 1p1,...,pn su prosti, onda d € D> ili d je konjugovan sa proizvodom nekih p-ova.

(i) Ako dva elementa imaju prostu faktorizaciju, onda imaju i NZD.
\ J

Dokaz. (a), (b) i (c) su laki, i ostavljamo za vezbu.

(d) Neka je a ¢ D* U {0}. Kako a | x <= x € {a), definicije prostog elementa i prostog ideala se prevode
jedna na drugu.

(e) Neka je a ¢ D* U {0} prost element, i neka a = bc. Tada ocigledno a ‘ be, pa kako je a prost, a | b ili
a ‘ c. Bez umanjenja opstosti, neka a ! b, i neka je b = ad. Tada je a = bec = adc, pa skradivanjem sa a dobijamo
dc =1, odakle c € D*. Dakle, a je nerastavljiv.

(f) Neka a ¢ D™, a | b i b je nerastavljiv. ZapisSimo b = ac. Kako je b nerastavljivia ¢ D>, to c e D*;
dakle, a ~ b.

(g) Neka je a = pipa...p, prosta faktorizacije (onda je ona i nerastavljiva), i neka je a = qig2...qm
nerastavljiva faktorizacije elementa a. Dovoljno je da dokaZemo da su one konjugovane. Kako p; } Q192 - - - Qm
i p je prost, p; deli neki od ¢inilaca, i bez umanjenja opstosti p; | ¢;. Kako je ¢; nerastavljiv, p; ~ ¢; prema
(f). Zapisimo ¢; = up; gde w € D*. Podelimo p1ps...pn = q1G2 - - - @m sa p1; dobijamo ps...py = Uqa - - - Gm-
Kako prosti elementi ne dele invertibilne (jer su sami neinvertibilni), postupak mozemo da nastavimo sa ps,
itd. Moze da se desi da je m = n, i kroz postupak vidimo da su p-ovi i g-ovi po parovima konjugovani, ¢imo
smo zavrSili dokaz jednoznacnosti. Ako je n < m, onda ¢emo posle n-tog koraka imati 1 = vq;, ...q;,,_, za
neko v € DX, §to povladi da su ¢;,,...,q;, ,, invertibilni; kontradikcija. Ako je m < n, posle m-tog koraka
¢éemo imati py,41 ... pn = v za neko D* | §to povladi da su py,41,- - ., Py invertibilni; opet kontradikcija. Dakle,
zavrsili smo dokaz.

(h) Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po n. Za bazu, pretpostavimo da d ’ pip je prost; kako je p nerastavljiv
prema (e), d € D* ili d ~ p prema (f). Ovo zavrsava dokaz baze.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za proizvod n prostih, i pretpostavimo d | D1---PnDPn+l- 2apiSimo py ... PppPnt1 =
dx. Kako py,41 | dx 1 kako je p,41 prost, ppi1 | dili pp41 ’ T.

Prvi slucaj. Ako p,11 ’ d, zapig§imo d = p,1d’ i podelimo polaznu jednakost sa p,.1; dobijamo p; ...p, =
Pnr1d'x, odakle d’ ’ P1...Pn, paje prema IH d’ € D* ili je d’ konjugovan sa proizvodom nekih od p1,...,p,. U
prvom slucaju je d = p,+1d" ~ ppy1, a u drugom vidimo da je d proizvod nekih od p1,...,pn 1 Ppy1-

Drugi slucaj. Ako p,11 | x, zapiSimo x = p,412’ i podelimo polaznu jednakost sa p,,.1; dobijamo p; ...p, =
dpn17', odakle d ‘ P1-..Pn, pa prema IH direktno zavrSavamo.

(i) Neka su a = p1p2...pn i1 b = q1g2 . .. ¢, proste faktorizacije elemenata a i b. Izaberimo maksimalan skup
konjugovanih parova p-ova i g-ova; bez umanjenja opstosti neka su p; ~ q1,P2 ~ @2, -, Pk ~ Qk, 1 Pk+1y---+Pn
1 Gr+1,---,qm Su po parovima nekonjugovani. Tvrdimo da je d := pips...pr NZD od a i b (ako ne postoji
konjugovani par p-ova i g-ova, d = 1). Jasno je da d } aid | b (d | b jer je d konjugovan sa qiqs-..qx)-
Pretpostavimo e ‘ aie | b; dokazujemo e ’ d. MoZemo da pretpostavimo e ¢ D*; u suprotnom e ’ d trivijalno.
Prema (h), kako e } aie | b, e je konjugovan proizvodu nekih od p-ova i proizvodu nekih od g-ova. To specijalno
znadi da e ima prostu faktorizaciju, pa prema (g) ima i jednozna¢nu faktorizaciju. Odatle, njegove dve nadene
faktorizacije (jedna preko p-ova i druga preko g-ova) su konjugovane. Odatle, prema izboru d, sada lako moZemo

da vidimo da e ’ d.
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TREBA NACI BOLjI NACIN DA SE ZAPISE POSLEDNjE

7/11 Primer.

Posmatrajmo domen Z[iv/3] := {a+bi\/3 | a,b € Z}. Nije tesko videti da je Z[i+/3] potprsten od C (zatvoren
za sabiranje i mnoZenje), pa samim tim jeste i domen.

U ovom i sliénim primerima primetimo sledeée. Za z,w € Z[iv/3] i z # 0, z | w u Z[iv/3] ako i samo ako
koliénik % izra¢unat u C pripada Z[iv/3]: £ € Z[iv/3]. Zaista, mnoZenje je nasledeno iz C, pa ako z | wu
Z[i7/3], i w = zx za neko z € Z[iv/3], onda je i w = zz u C, pa je x = 2 u C. Obratno je, takode, oc¢igledno.
Druga korisna stvar u analizi ovakvih primera je kvadrat modula: |z|? = a® + 30> € N, za z = a + biv/3 €
Z[iv/3].

Npr. mozemo da primetimo da je Z[iv/3]* = {—1,1}. Zaista, —1 i 1 oéigledno jesu invertibilni. Sa druge
strane, ako je z invertibilan, i ako zw = 1 u Z[iv/3], uzimajuéi kvarat modula imamo |z|?|w|? = |zw|? = 1,
pa je |z]2 = 1. Kako 1 = |2]? = a? + 3b? € N, sada je lako da vidimo da je z = 1ili z = —1. Zapravo,

primetimo da odavde mozemo da zaklju¢imo da je z € Z[i1/3] invertibilan ako i samo ako |z|? = 1.

(a) Element 2 nije prost, ali jeste nerastavljiv. Jasno 2 ¢ Z[iv/3]* u {0}. Primetimo da 2 |22 =4 =
(1 —iv3)(1 +1iv/3), ali 241 —4v/3 1241+ +/3. Dakle, 2 nije prost.
Da bismo videli da 2 jeste nerastavljiv, pretpostavimo 2 = zw. Uzimajuéi kvadrat modula imamo
4 = |z?|w|?>. Imamo tri sucaja: [z|> = 11 |w|?> = 4 (u ovom sluzaju z je invertibilan i zavr&ili smo),
|12 =41 |w|?> = 1 (u ovom slucaju w je invertibilan i zavrili smo), ili [2|> = |w|? = 2. Poslednji slucaj

nije mogué jer za z = a + biv/3, |2|> = a® + 3b? ocigledno ne moze da bude 2. Dakle, 2 je nerastavljiv.
7/12 Komentar. Dakle, u opstem slucaju, nerastavljiv element ne mora biti prost.

(b) Na slican nac¢in kao za 2, mozemo da vidimo da su 1 —iy/3 i 1 + i/3 nerastavljivi elementi. Dakle
imamo dve nerastavljive faktorizacije broja 4: 2-2 = 4 = (1 —1iv/3)(1 +4+/3), koje nisu konjugovane jer
2 # +(1—iv/3) 12 # +(1 +iV3).

7/13 Komentar. Dakle, u opStem sluc¢aju, nerastavljive faktorizacije ne moraju biti konjugovane,
tj. element ne mora da ima jednozna¢nu faktorizaciju. Odatle sledi i da prosta faktorizacija ne mora

da postoji.

(c) Brojevi z = 41w = 2(1 —iv/3) nemaju NZD. Kako smo videli z = 2-2 = (1 —4+/3)(1 +i+/3), pa vidimo
da su 21 1—iv/3 zajedni¢ni delioci od z i w. Nije tegko da vidimo da su 2 i 1—i+/3 maksimalni zajednicki
delioci, u smislu da ne postoji d tako da 2 ’ d ’ z,w, kao i da ne postoji d tako da 1 — i/3 ’ d } Z, wW.
Medutim, kako 2 » 1 —i1/3, ovo znaéi da nzd(z,w) ne postoji.

7/14 Komentar. Dakle, u opstem slucaju, dva elementa ne moraju da imaju NZD.

7/15 Primer.
Kompleksan broj z € C je algebarski ceo broj ako postoji moni¢an (vodeéi koeficijent je 1) polinom p(X) €

Z[X] takav da p(z) = 0; dakle, postoje celi brojevi ag, a1, ..., a,—1 € Z takvi da:
ag+a1z+ -+ ap_12" 1+ 2" =0.

Npr. z € Z jeste algebarski ceo broj jer zadobvoljava moni¢an linearan polinom X — z nad Z. Sa druge

strane, npr. z € Q \ Z nije algebraski ceo broj: ako zapiSemo z = % gde su p i ¢ uzajamno pstoji, i ako:
n—1 n
ao+a1£+~-~+an,1pj+p—n =0,
q q q
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mnoZenjem sa ¢" dobijamo:

1

aoq" + a1pg" 4+ ap1p" g+ pt = 0.

Kako ¢ deli prvih n sabiraka, mora da deli i poslednji: ¢ | p™; kako su p i ¢ uzajamno prosti, to je moguce

jedino ako ¢ = +1, pa je z = % = +p € Z; kontradikcija.
Oznac¢imo sa D < C skup svih algebraskih celih brojeva. Tvrdimo da je D potprsten od C. Veé¢ smo videli
0,1 € D, pa treba samo da dokazemo da je D zatvoren za aditivni inverz, sabiranje i mnozenje. Sto se tide

aditivnog inverza, stvar je laka: pretpostavimo da za z € D imamo:
ao+onz+as?+ a2+ a1zt + 2" =0,
gde su a-e celi brojevi. Tada je:
g — a1 (—2) +ag(=2)2 —az(—2)> + -+ (=1)"lau_1(—2)" + (=) (=2)" = 0,

pa mnoZenjem sa —1 ako je potrebno (tj. ako je n neparno), dobijamo relaciju koja pokazuje da —z € D.
Dokazimo zatvorenost za sabiranje i mnozenje. Neka z,w € D. Iz definicije algebarskog celog broja vidimo

n—1

. . o -1 . . . .
da mozemo da zapiSemo z" = — ) T2 i w™ = _ZT:O Bjw?, gde su a-e i f-e celi. Posmatrajmo

vektor-kolonu 7 duzine mn &ji su unosi brojevi zFw!, 0 <k < ni0 <[ < m, u nekom poretku. Primetimo

kol k+1

da je (z + w)z*w! linearna kombinacija nad Z unosa vektora v. Zaista, (z +w)zFw! = 2F+1w! + 2Fw!*! pa

ako k+1<nil+1<m,ovo je veé Zeljena linearna kombinacija. Ako je k+1=nil+ 1 < m, onda je
(2 + w)zFw! = 20! + 2Fwtt! = (= Y7 @iz w! + 2Pttt odakle dobijamo Zeljenu linearnu kombinaciju.
Na sli¢an na¢in postupamo i u ostalim slu¢ajevima. Sta to znadi? Svaki unos vektora (z +w)7 je celobrojna
linearna kombinacija unosa vektora o, tj. postoji celobrojna matrica A takva da (z + w)? = A¥. Linearna
algebra nam kaze da je z + w sopstvena vrednost matrice A (i da je ¥ odgovarajuéi sopstveni vektor).
Linearna algebra nam jo§ kaze da je z + w onda nula karakteristi¢nog polinoma matrice A. Kako je
karakteristi¢ni polinom celobrojne matrice polinom sa celobrojnim koeficijentima, i kako je on do na znak
moni¢an, zaklju¢ujemo z + w € D. Na sli¢an naéin, zw € D.

Da ne ostane misteriozno, pogledajmo konkretan primer prethodnog objasnjenja. Broj z = /5 je algebarski
ceo jer —5 + 22 = 0, tj. 22 = 5. Takode, broj w = ’HT“/E je algebraski ceo jer 1 + w + w? = 0, tj.
w? = —1—w. Posmatrajmo vektor 7 = <1 z w zw)T. KonstruiSemo matricu A takvu da A0 = (z4w)7.
Imamo: (z+w) -1 =z2z+4+w, (z+w)z =22 +20 =5+ 2w, z+ww =20+ w? = zw—1—wi

(2 + w)zw = 22w + 2w? = 5w — z — zw; kad stavimo u matricu, dobijamo:

0 1 1 0 1 1
5 0 0 1

= (z +w)
-1 0 -1 1 w w
0o -1 5 -1 Zw 2w

Iz ove jednakosti sledi da je z+w = v/5+ *HT“@ nula karakteristi¢nog polinoma matrice na levoj strani, koji
je monican i nad Z, pa je z + w algebarski ceo broj. Sli¢no, nameStanjem matrice B tako da B¢ = (zw),
dokazujemo zw je algebarski ceo broj.

Sada znamo da je D potprsten od C, pa je on i domen. Ve¢ smo videli da D nije zatvoren za inverze (npr.
2e D, ali%qéD),paDXu{O};D.

Primetimo da je D zatvoren za koren. Naime, ako:

apt+ a1zt tan_12" 4+ 2" =0,

onde je:

ag + 041(\/2)2 + 4 an_l(\/E)Q(”*l) + (\/2)2” =0,
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odakle v/z € D. (Ovde bi trebalo da smo precizniji, tj. trebalo bi da kaZemo Sta mislimo pod korenom
kompleksnog broja. Ako zapiSemo u trigonometrijskom obliku z = r(cosf + isin ), pod korenom mislimo
vz 1= +/r(cos & + isin4); iz De Moavrove formule znamo (,/z)? = z.)

Odavde sledi da z € D ~ (D* u {0}) nije nerastavljiv (pa ni prost) jer mozemo da zapiemo z = 4/z - y/z u
domenu D, a 1/z ¢ D> (jer z ¢ D*).

7/16 Komentar. Dakle, u opStem slu¢aju, domen ne mora da ima nerastavljive elemente. Specijalno,

nerastavljive faktorizacije ne moraju da postoje.

7/17 Definicija (Broj prostih faktora). Neka je a € D. Za a definiSemo njegov broj prostih faktora, #a €

N U {00}, na sledeci na&in:
o #0 := o0;
e ako a € D*, #a :=0;
e ako a ¢ D* U {0} ima prostu faktorizaciju a = py ...pn, #a :=n;
e ako a ¢ D* U {0} nema prostu faktorizaciju, #a := c0.

7/18 Komentar. Primetimo nekoliko &njenica:
(a) Ocigledno, #a = 0 ako i samo ako a € D*.
(b) Ako svi elementi van D* U {0} imaju prostu faktorizaciju, onda #a = o0 ako i samo ako a = 0.

(¢) Ako a ¢ D* U {0} ima prostu faktorizaciju, onda je broj #a dobro definisan, tj. ne zavisi od izbora
faktorizacije. Zaista, prema tvrdenju 7/10(g) ako a ima prostu faktorizaciju, onda ima jednozna¢nu
faktorizaciju; specijalno, svake dve proste faktorizacije su medusobno konjugovane, pa imaju jednak broj
prostih faktora.

(d) Ako a ~ b (tj. ako {a) = (b)), onda #a = #b. Ovo sledi direktno razmatrajuéi sve sluc¢ajeve. Ako a =0,
ondaib =0, pa #a = #b=00. Akoae€ D*,ondaibe D>, pa #a = #b=10. Ako a ¢ D* U {0} ima
prostu faktorizaciju a = p1ps...pn, 1 b = ua za u € D>, tada je b = (up1)p2 . ..pn prosta faktorizacijaod
b, pa #a = #b =n. Ako a ¢ D* U {0} nema prostu faktorizaciju, onda, prema prethodna tri slu¢aja, ni
b nema prostu faktorizaciju; opet, #a = #b = 0.

(e) Akob |a (tj. ako {ay = (b)), onda #b < #a. Ponovo diskutujemo sve slu¢ajeve. Akoa = 0ilia ¢ D* {0}
nema prostu faktorizaciju, onda #a = 00, pa trivijalno #b < #a. Ako a € D*, onda b ‘ a povlaci da i
be D*, pa #b =0 < 0 = #a. Konac¢no, ako a ¢ D* U {0} ima prostu faktorizaciju a = p; ...p,, kako
b | a, prema tvrdenju 7/10(h), b € D* ili b je konjugovan sa proizvodom nekih p-ova; u oba slucaja je

#b < #a.

(f) Prema prethodne dve tacke, {ay < (b) povladi #b < #a.

7/19 Primer.
Primetimo da potencijalna analogna funkcija broja nerastavljivih faktora u opstem slucaju nije dobro defin-
isana. Sli¢no kao u primeru domena Z[i/3], moZemo da posmatramo domen Z[iv/29] = {a + bir/29 | a,b €
Z}. U njemu je:

30=2-3-5=(1—iv29)(1 +iv/29),

gde su svi elementi 2, 3, 5, 1 — i1/29 i 1 + i1/29 nerastavljivi. Dakle, 30 ne samo da nema jednoznaénu
faktorizaciju, nego ima i nerastavljive faktorizacije razli¢itih duzina. Proveru detalja ostavljamo za vezbu.
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7/20 Definicija. Kazemo da domen D zadovoljava uslov rastuceg lanca na glavnim idealima ili ACCP® ako

ne postoji beskonacan strogo rasuéi lanac glavnih idela, tj. ne postoje elementi ag, a1, as,... takvi da {ag) &

<a1>;<ag>g....

7/21 Primer.
Skoro svi primeri koji nas zanimalju ¢e zadovoljavati ACCP. Medutim, primetimo da u opStem slu¢aju D
ne mora da zadovoljava ACCP. Ako se vratimo na domen D svih algebarskih celih brojeva, mozemo da

primetimo da imamo:

(DS VDEVD(VDe...

pa D ne zadovoljava ACCP.

C Nerastavljivi polinomi

Posebno zanacajan pojam kasnije bi¢e nam pojam nerastavljivog polinoma. On se ne poklapa u potpunosti sa

pojmom nerastavljivog elementa koji smo uveli, pa ¢emo mu posvetiti posebnu paznju.

7/22 Definicija (Slabo nerastavljiv polinom). Neka je D[X] domen polinoma nad domenom D, i neka je
p(X) € D[X] nekonstantan polinom. Polinom p(X) je slabo nerastavljiv ako nije proizvod dva nekonstantna
polinoma, tj. ako nije p(X) = f(X)g(X), gde f(X),g(X) € D[X] i deg(f),deg(g) = 1.

Jasno je da ako je nekonstantan polinom p(X) € D[X] nerastavljiv element u D[X], onda nije proizvod
dva neinvertibilna elementa, pa specijalno nije ni proizvod dva nekonstanta polinoma, tj. p(X) jeste i slabo

nerastavljiv. Obratno medutim nije ta¢no.

7/23 Primer.
U prstenu Z[ X ], polinom 2X se ne moZe zapisati kao proizvod dva nekonstanta polinoma (jer bi u suprotnom
bio bar stepena dva), pa, dakle, jeste slabo nerastavljiv, ali nije nerastavljiv element u Z[X] jer 2X je

ocigledno proizvod dva neinvertibilna elementa 2 i X.

Ipak, treba imati u vidu sledece:

7/24 Komentar. Ako je F polje, onda je nekonstantan polinom p(X) € F[X] nerastavljiv ako i samo ako je
slabo nerastavljiv. Zaista, ako je p(X) slabo nerastavljiv i p(X) = f(X)g(X), onda je npr. f(X) konstantan

(i nenula), pa je invertibilan jer su svi nenula elementi u polju invertibilni.

Zavrsi¢emo ovaj odeljak sa teoremom koju ¢emo Cesto kasnije koristiti.

7/25 Teorema (Ajzenstajnov kriterijum).
Neka je D domen i neka je f(X) = @, X" +ap_1 X" 1+ + a1 X + ag € D[X]. Ako postoji prost element
p € D takav da p | ag,as,...,an_1, pfan i p?tag, onda je f(X) slabo nerastavljiv.

\.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, f(X) = g(X)h(X), g(X) = b, X™ + -+ + b1 X + by, h(X) = e X* + - +
aX +cy,gdel <km<nik+m=n. Kakop|ay = bycyip je prost, bez umanjenja opstosti mozemo da
pretpostavimo p | by. Sa druge strane, kako p { a,, = by, ¢k, sigurno p 1 b,,. Dakle, postoji najmanje i < m takvo

da p | bo,b1,...,b; 1 ptby; primetimo i < n. Posmatrajmo, a;:
a; = boCi + blci_l + -+ bi_lcl + biCO.

(Ovde ako i > k, stavimo ¢; = 0.) Kako p | by, ...,b;—1, deli i zbir boc; + bic;—1 + -+ - + bi—1¢1, pa kako p | a; jer
i < n, zaklju¢ujemo da mora p | b;cg. Po izboru ¢, p 1 b;, pa kako je prost zaklju¢ujemo p | ¢g. Sada iz p | by i
p | co sledi p? | bocy = ag. Kontradikcija. O

8Skracenica ACCP dolazi od Ascending Chain Condition on Principal ideals
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Ajzenstajnov kriterijum vaZi i u opstijem obliku:

7/26 Zadatak. Neka je D domen i neka je f(X) = ap X" +a,_ 1 X" '+ - +a1 X +ag € D[X]. Ako postoji
prost ideal P <1 D takav da ag, a1, ...,a,_1 € P, a, ¢ Piag¢ P2 onda je f(X) slabo nerastavljiv.

aQvde P2 je ideal P2 = {a1b1 + a2b2 + - - + anbn | n>1, a1,b1,a2,b2,...,an,bn € P}.
Ako je P u zadatku glavni ideal, onda je Ajzenstajnov kriterijum u obliku koji je iskazan u gornjoj teoremi.

D Euklidski domeni (ED)

7/27 Definicija. Neka je D domen.

(a) Euklidska norma na D je funkcija N : D \ {0} — N koja zadovljava sledeci uslov:

e zasve a,be D, b # 0, postoje g,r € D takvidaa =bg+r,ir=01ili N(r) < N(b).

(b) Domen D je Euklidski domen (ED) ako postoji euklidska norma na D.

7/28 Primer.(a) Svako polje F' je ED. Norma na F' je data npr. sa N(x) = 1 za sve z # 0. Zaista, za
a,be F,b#0imamoa= (ab ' )b+ 0
— ——

=q =r

(b) Z je ED. Norma na Z je data sa N(x) = |z|.

7/29 Primer (Prsten polinoma nad poljem).
Neka je F' polje, F[X] je ED. Norma je data sa N(a) = deg(a) za a(X) # 0.7
Dokazujemo da NN zaista jeste norma. Pretpostavimo suprotno, N nije norma. To znaéi da je skup:

S ={(a,b) | a,be F[X],b # 0, ne postoje ¢, € F[X] takvi da a =bg +r, ir = 0ili deg(r) < deg(b)}

neprazan. Primetimo da ako (a,b) € S onda, o¢igledno b # 0, ali i a # 0; zaista, ako je a = 0, onda je
a =bg+rzaq=r =0, sto protivredi (a,b) € S. Dakle, za (a,b) € S, deg(a) i deg(b) su definisani, pa je
definisan i deg(a) + deg(b). Fiksirajmo bilo koji par (a,b) € S takav da je zbir deg(a) + deg(b) minimalan
mogué. Zapisimo a(X) = a, X" +a (X) 1 b(X) = b, X™ + V' (X) gde su an, b, # 0,1 d(X)1ib(X) susume
¢lanova stepena manjeg od n odnosno m. Naglasimo da mozda jeste n = 0 ili m = 0. Posmatrajmo dva
slucaja:

Prvi sluéaj: n < m. Tada moZemo zapisati a = bg + r za ¢ = 01 r = a, i kako deg(r) = deg(a) =n <m =
deg(b), zakljuCujemo (a,b) ¢ S. Kontradikcija.

Drugi sluc¢aj: n = m. Tada moZemo da zapiSemo sledece:

a(X) = apn X" + ' (X) = anb ! X" (b X™ + V(X)) + (—anb,! X" (X) + o/ (X)).

—(X) —b(X) —r(X)

Primetimo dve stvari. Prvo, kako (a,b) € S, sigurno r(X) # 0; dakle, deg(r) je definisan. Drugo, o¢igledno
deg(r) < n, pa je i deg(r) + deg(b) < deg(a) + deg(b) odakle (r,b) ¢ S jer je po izboru (a,b) bio par sa
najmanjim zbirom stepena u S. Kako (r,b) ¢ S, to znadi da postoje ¢/, € F[X] takvi da r = bg' + 1/, i
" = 01ili deg(r’) < deg(b). Odatle je a = bg+r = bg+bq +1" =b(g+¢')+7', gde ' = 0ili deg(r’) < deg(b).
Dakle, (a,b) ¢ S. Kontradikeija.

Kako nijedan slucaj nije mogué, zavrsili smo posao: N zaista jeste norma, i F[X] je ED.

%Naglasimo da deg(0) ne definiSemo. U literaturi se ponekad definise deg(0) = —1 ili deg(0) = —oo.

7/30 Primer (Gausovi celi brojevi).
Domen Gausovih celih brojeva je potprsten Z[i] := {a + bi | a,b € Z} od C. Nije tesko videti da je Z[i]

zaista domen — proveru ostavljamo za vezbu. DefiniSemo normu na Z[i] sa: N(a+ bi) := a® + b%. Primetimo
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da je zapravo N(z) = |2|2. (Primetimo da je u ovom slu¢aju i N(0) definisano.)

=24 =a+bi,i

Dokazimo da je N zaista norma na Z[i]. Neka z, w € Z[i], w # 0. U C ra¢unamo = = =5E =

Z

w

primetimo da kako z,w € Z[i], to a,b € Q. Izaberimo cele brojeve u, v € Z takve da |a —u| < % ilb—v| < %;

posmatrajmo ¢ = u + vi € Z[i] i r = z — wq € Z[i]; jasno, z = wq + r, pa treba jo§ da dokazemo r = 0 ili
. . . . . 1 1 .

N(r) < N(w). Najpre primetimo |£ —q|*> = |[(a —u) + (b—v)i]* = (a —i)* + (b—v)* < 7 + 1 < 1. Sada je

N(r) = N(z —wq) = |z —wg|? = |[w|]?|Z — ¢|? < |w|? = N(w). Zavrsili smo dokaz.

7/31 Primer (Ajzenstajnovi celi brojevi).

Domen Ajzenstajnovih celih brojeva je potprsten Z[w] := {a + bw | a,b € Z} od C, gde je w = —% + z§
Nije tegko sracunati da je w? = —1 — w, pa nije tesko videti da je Z[w] zaista potprsten od C — proveru
ostavljamo za vezbu. Definifemo normu na Z[w] sa: N(a + bw) := a® — ab + b?. Primetimo da je i ovde
zapravo N(a + bw) = |a + bw|?: |a + bw|?> = |(a — &) + %742 =(a—%)%+ (%)2 =a? —ab+ b2

Da bismo videli da je N zaista norma na Z[w], postupi¢emo kao u prethodnom primeru. Uzmimo z, w € Z[w],

w # 0, iu C zapidimo = = ﬁﬁ = a+bw, gde a,b € Q. Izaberimo cele brojeve u,v € Z takve da |a —u| < % i

|b—v| < %; posmatrajmo ¢ = u+vw € Zw]ir = z—wq € Z[w]; jasno, z = wq+r, pa treba da dokazemo r = 0
. o . . 1,1,1

ili N(r) < N(w). Primetimo | £ —¢|? = |(a—u)+ (b—v)w|* = (a—i)?—(a—u)(b—v)+(b—v)? < ;+3+3 < L.
Seda je N(r) = N(z — wg) = |z — wal? = [wf?| £ — ql? < [wf* = N(w).

7/32 Zadatak. Dokazati da su slede¢i domeni euklidski:
(a) Z[iv?2] := {a + biv/2 | a,b € Z} sa normom N (a + biy/2) = a? + 2b%;
(b) Z[v2] := {a+bv2 | a,b e Z} sa normom N (a + bv/2) = |a? — 2b%;

(¢) Z[V3] := {a + bv/3 | a,be Z} sa normom N (a + b\/3) = |a® — 3b?|.

E Glavnoidealski domeni (PID)

7/33 Definicija. Domen D je glavnoidealski domen (PID)? ako je svaki ideal u D glavni, tj. za svaki [ < D
postoji a € I tako da I = (a).

7/34 Teorema.
ED je PID.

Dokaz. Neka je D ED sa normom N. Neka je I <« D. Mozemo da pretpostavimo da [ nije trivijalan: I # 0.
Neka je b € I bilo koji nenula element sa minimalnom normom. Tvrdimo I = (b). Treba samo da dokaZemo
(S), pa uzmimo proizvoljno a € I. Zapi§imo a = gb+ r, gde je r = 0ili N(r) < N(b). Kakor =a—qgbeIib
je bio nenula element u I minimalne norme, r, ako je nenula, ne moze imati manju normu od b. Zaklju¢ujemo,
mora biti r = 0. Dakle, a = ¢gb, odakle a € {(b). O

Dakle, svi primeri za koje smo videli da su ED, su i primeri PID.
7/35 Zadatak. Dokazati da Z[i1/3] := {a + bi\/3 | a,b € Z} nije glavnoidealski, pa ni euklidski.

Obrat gornje teoreme ne vazi, ali dati primer PID koji nije ED nije trivijalno. Jedan takav primer dajemo
u odeljku H.

F Domeni sa jednozna¢nom faktorizacijom (UFD)

7/36 Definicija. Domen D je domen sa jednozna¢nom faktorizacijom (UFD)'" ako svaki element a ¢ D* U {0}

ima jednoznaé¢nu faktorizaciju.

9Skracenica PID dolazi od Principal Ideal Domain.
10Skrac¢enica UFD dolazi od Unique Factorization Domain.
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Videli smo da su prosti elementi uvek nerastavljivi, i da obratno ne vazi u opstem slu¢aju. Kod UFD-a je
situacija bolja.

7/37 Lema.
Neka je D UFD. Svaki nerastavljiv element je prost.

Dokaz. Neka je a ¢ D* U {0} nerastavljiv, i neka a | be; treba da dokazemo a | b ili a | ¢. Ako je neki od b1i ¢
invertibilan, odmah vidimo da a deli onog drugog, pa pretpostavimo da b i ¢ nisu invertibilni. ZapiS§imo bc = ad,
i primetimo da ni d nije invertibilan, jer bismo u suprotnom dobili faktorizaciju nerastavljivog elementa a.
Zapi8imo nerastavljive faktorizacije b, cid: b=p1...pp,c=q1 ... qnid=1r1...7%. Sadajepr ... pnq1 ... - qm =
ari ...Tg. 1z jednoznacnosti faktorizacije mora biti n+m = 1+ k, 1 nerastavljivi faktori sa leve i sa desne strane
su po parovima konjugovani. Specijalno, a je konjugovano sa nekim p; ili sa nekim ¢;. U prvom slu¢aju a | b, u
drugom a | ¢. Zavrsili smo dokaz. O

( 7/38 Teorema (Karakterizacija UFD-a). A
Slededi iskazi su ekvivalentni:

(1) D je UFD;

(2) svaki a ¢ D* U {0} ima nerastavljivu faktorizaciju, i svaki nerastavljiv je prost;
(3) svaki a ¢ D* U {0} ima prostu faktorizaciju;

)
)
(4) svaki a ¢ D* U {0} ima nerastavljivu faktorizaciju, i svaka dva elementa imaju NZD;
(5) D zadovoljava ACCP, i svaki nerastavljiv je prost;

)

(6) (Teorema Kaplanskog) svaki nenula pravi prost ideal sadrZi prost element.
\ J

Dokaz. (1)<>(2) Smer = sledi iz definicije UFD ileme 7/37. Smer < sledi iz tvrdenja 7/10(g): svakia ¢ D*u{0}
ima nerastavljivu faktorizaciju, pa kako je svaki nerastavljiv prost, a ima prostu faktorizaciju; prema tvrdenju
7/10(g), a ima jednozna¢nu faktorizaciju.

(2)=>(3) je ocigledno.

(3)=(4) Prvi deo je ocigledan, pa dokazujemo drugi. Neka a,b € D. Ako je neki od njih invertibilan lako
vidimo da je nzd(a,b) = 1; pretpostavimo da nijedan nije invertibilan. Ako je neki od njih nula, lako vidimo da
je nzd(a,b) = 0; pretpostavimo da su oba nenula. Sada prema (3) i tvrdenju 7/10(i), nzd(a,b) postoji.

(4)=>(2) Treba samo da dokazemo da je svaki nerastavljiv prost. Neka je p nerastavljiv, i neka p | ab;
dokazujemo p | @ ili p | b. MoZemo da pretpostavimo da a,b # 0, jer u suprotnom zavrSavamo posao trivijalno.
Uocimo, prema (4), d = nzd(ab, pb). Kako p | ab,pb to p | d, i kako b | ab,pb, to b | d. Zapisimo d = pu = bv.
Sada kako bv = d | pb, skra¢ivanjem sa b # 0 imamo v | p; kako je p nerastavljiv, prema tvrdenju 7/10(f) imamo
dva sluéaja: v e D* iv ~p. Ako v e D*, onda iz bv = d = pu imamo b = puv~!, pa zaklju¢ujemo p | b Ako
v ~ p, kako iz bv = d | ab skra¢ivanjem sa b # 0 sledi v | a, zakljuujemo p | a.

(3)=(5) Kako smo ve¢ dokazali (3)=>(4)=(2), svaki nesvodljiv element jeste prost. Ako pretpostavimo da
imamo strogo rastuéi niz glavnih ideala {(ag) < {(a1) < {a2) < ..., prema komentaru 7/18(f) imamo #ag >
#a1 > #ao > ..., pa kako ovaj niz ne moze beskona¢no da opada, ni polazni niz ideala ne moze beskona¢no
da raste. Dakle, D ima ACCP.

(5)=(6) Neka je P<a1D nenula prost ideal. Kako je prema (5) svaki nerastavljiv prost, dovoljno je da nademo
nerastavljiv element u P. Pretpostavimo suprotno, P ne sadrzi nerastavljive elemente. Dokazacemo sledeée:
za svaki nenula a € P postoji nenula b € P takav da {(a) < (b). Neka je a € P nenula. Kako a nije nerastavljiv
mozemo da zapiSemo a = bc tako da b, c ¢ D*; o€igledno b, c # 0. Kako je P prost i bc = a € P, bar jedan od b
i ¢ pripada P. Bez umanjenja opstosti, b € P. Iz a = be sledi a € {b), pa {a) S (b), iz ¢ ¢ D* sledi {ay & {b).
Sada je lako da konstruiSemo beskonacan rastuéi niz glavnih ideal, §to je kontradikcija sa ACCP: izberemo bilo
koje nenula ag € P. Prema prethodnom tvrdenju, izaberemo nenula a; € P tako da {ag) < {a1). Ponovo, prema

prethodnom tvrdenju izaberemo nenula ay € P tako da {a1) & {as). I nastavimo ovaj postupak.
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(6)=(3) Neka je S skup svih invertibilnih i skup svih konaénih proizvoda prostih elemenata. Dovoljno je
da dokazemo S°¢ = {0}. Pretpostavimo suprotno, a € S° je nenula element. Primetimo da je {(a) < S°. Ako
{ayn S # &, onda {a) sadrzi invertibilan element ili neki proizvod prostih. Ako {a) sadrzi invertibilan element,
onda je i a invertibilan, tj. a € S, §to je suprotno izboru a. Ako {a) sadrZ proizvod prostih p; ...p,, onda
a|pi...pn, pajeia proizvod prostih prema tvrdenju 7/10(h) (jer nije invertibilan), §to opet protivredi izboru
elementa a. Dakle, {a) € S°.

Neka je F := {I< D | {a) = I < S°}. Koriste¢i Hauzdorfov princip maksimalnosti vidimo da F sadrzi
maksimalan element P. Zaista, unija P bilo kog maksimalnog lanca u F je ideal za koji je {a) € P < S¢, odakle
sledi da je P u F, pa je i maksimalan u F jer bismo u suprotnom mogli produziti lanac. (Za vezbu, razjasniti
detalje.) Tvrdimo da je P prost ideal.

Neka b, c ¢ P. Tada su P + (b) i P + {c) strogo veéi od P, pa, zbog maksimalnosti P u F, oni seku S. Neka
jex +rby+sce S, gde x,y € P. Tada o¢igledno i (z + rb)(y + sc) € S, tj. (xzy + (sc)z + (rb)y) + (rs)bce S.
Kako prvi sabirak pripada P i kako P n .S = (J, mora da bude bc ¢ P. Dakle, P je prost ideal.

Kako je P nenula jer sadrZi a, prema (6) sadrzi i prost element. To znaéi P n S # ¢J. Kontradikcija. O

7/39 Teorema.
PID je UFD. Specijalno, ED je UFD.

Dokaz. Neka je D PID. Najkraci dokaz je da proverimo uslov (6) u teoremi 7/38. Neka je P <1 D pravi nenula
prost ideal. Kako je D PID, P = (p). O¢igledno, p ¢ D* u {0}, i kako je (p) prost, p je prost prema tvrdenju
7/10(d).

Klasi¢ni dokaz je ipak da proverimo uslov (5) u teoremi 7/38. Dajemo i taj dokaz. DokaZimo najpre
ACCP. Neka je {agy < {a1y < {az) C ... rastuéi niz glavnih ideala. Tada je i I = J,_,{a,) ideal, pa kako
je I glavnoidealski, I = {(a) za neko a. Po definiciji I, postoji n tako da a € {(a,). Kako sa druge strane,
an, € I = {a), zakljutujemo I = {a) = {ay). Odatle, za k = n, {a,) € {ar) € I = {a,), pa polazni niz postaje
konstantan posle n-tog ¢lana, tj. nije beskona¢no strogo rastudi.

Ostaje da proverimo da su nerastavljivi elementi prosti. Neka je a € D nerastavljiv element, i neka a | b;
dokazujemo a | b ili a | e. Posmatrajmo {a,b), i zapisimo {a, by = {d); to je moguée jer je D PID. Tada d | a,
pa kako je a nerastavljiv, d € D* ili d ~ a prema tvrdenju 7/10(f). Ako je d invertibilan, onda 1 € {d) = {a, b),
pa mozemo da zapiSemo 1 = za + yb, pa mnoZenjem sa ¢ dobijamo ¢ = (xc)a + y(be) € {a), tj. a | ¢. Ako d ~ a,
onda {a) = {(d) = {a, by, odakle b € {a), tj. a | b. Zavrsili smo dokaz. O

Dakle, svi primeri za koje smo videli da su ED ili PID su i UFD. Obrat prethodne teoreme ne vazi, tj. postoji
UFD koji nije PID.

7/40 Primer.

Arhiprimer domena koji je UFD, ali nije PID je Z[X]. Da bismo dokazali da Z[X] nije PID, dokazimo da
ideal T = (2, X) nije glavni. Primetimo, kako je proizvoljan element u I oblika 2p(X) + X¢(X), I je skup
svih polinoma ¢iji je konstantan koeficijent paran. Specijalno, I # Z[X]. Pretpostavimo suprotno, I je
glavni ideal T = {a(X)). Kako a(X) | 2 jer 2 € I, a(X) = a je konstantan polinoma, i mora biti a = +1
ili @ = +2; ako a = +1, onda je a invertibilan, $to nije slu¢aj. Dakle, a = +2, i odatle I = (2). Kako
X el =(2),2] X, sto je ofigledno kontradikcija.

Ostaje da vidimo da Z[X] jeste UFD. Ovo sledi direktno iz Gausove leme, koju ¢emo dokazati u odeljku G,
a u ovom konkretnom slu¢aju mozemo da izvedemo direktan dokaz. Proverimo uslov (6) iz teoreme 7/38.
Neka je P<1Z[X] pravi nenula prost ideal; treba da nademo prost element p(X) € P. Primetimo najpre da
je P nZ<Z prost ideal. Ovo je prili¢no ocigledno i direktno (Za veZzbicu.), a mozemo da vidimo i ovako:
prema drugoj teoremi o izomorfizmu Z/(P nZ) = (Z + P)/P < Z[X]/P, pa kako je Z/(P n Z) izomorfan
potprstenu domena Z[X|/P (domen je jer je P prost), i Z/(P n Z) je domen, pa je P n Z prost ideal u P.

Ako je P nZ = pZ za neki prost broj p, onda je p prost (u Z[X]) element od P, §to zavrSava posao. I ovo
lako moZemo da vidimo direktno (Za vezbu.), a moZzemo da vidimo i ovako: u Z[X ], {p) = pZ[X], a prema
primeru 6/59, Z[X]/pZ[X] = (Z/pZ)[X]; kako je prsten na desnoj strani domen, pZ[X] je prost u Z[X].
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Dakle, ostaje nam sluaj P nZ = 0. (Primetimo da ne moZe biti P n Z = Z, jer to znac¢i da 1 € P,
pa P = Z[X] nije pravi ideal.) Uzmimo p(X) € P da bude polinom minimalnog moguceg stepena, i
medu takvim polinomima, uzmimo p(X) da bude, po apsolutnoj vrednosti, minimalnog moguceg vodeceg
koeficijenta. Primetimo da ne postoji prost broj ¢ koji deli sve koeficijente polinoma p(X) (takve polinom
¢emo kasnije zvati primitivni). Zaista, ako postoji prost broj ¢ koji deli sve koeficijente polinoma p(X),
onda je p(X) = qp/(X), pa kako ¢ ¢ P i P je prost, p'(X) € P, i kako p/(X) ima isti stepen kao p(X) i po
apsolutnoj vrednosti manji vodeéi koeficijent od p(X), dobijamo kontradikciju sa izborom polinoma p(X).
Tvrdimo P = {(p(X)), odakle p(X) je prost, $to zavrSsava posao. Pretpostavimo suprotno, i neka je f(X) € P
najmanjeg moguceg stepena takav da p(X) t f(X). Zapisimo p(X) = Zf:o piXti f(X) = ", [ X% po
izboru polinoma p(X), k < n. Izaberimo nenula cele brojeve a,b € Z takve da ap, = bf,, i posmatrajmo
polinom g(X) := aX" *p(X) — bf(X). Jasno g(X) € P i deg(g) < deg(f). Po izboru polinoma f(X) sledi
p(X) | g(X), odakle direktno sledi p(X) | aX" *p(X) — g(X) = bf(X).

Izaberimo sada po apsolutnoj vrednosti najmanje nenula b tako da p(X) | bf(X); takav izbor je mogué jer
bar jedno takvo b postoji prema prethodnom zakljucku. Ako je |b| = 1, zavrsili smo posao: p(X) | f(X), tj.
f(X) e (p(X)). Ostaje nam slucaj |b] > 1, i dokazacemo da on nije mogué¢. Pretpostavimo |b| > 1. Tada
postoji prost broj g takav da ¢ | b. Dokaza¢emo da p(X) | gf(X), S§to ¢e biti kontradikcija sa izborom broja
b jer |g| < |b]. Kako p(X) | bf(X), zapisSimo bf(X) = p(X)s(X) is(X) = 22:0 $; X" gde l = n — k. Setimo
se da ¢ ne deli sve koeficijente polinoma p(X); pa neka je i < k najmanji takav da ¢t p;. Tvrdimo da ¢ deli
sve koeficijente polinoma s(X). Pretpostavimo suprotno, ¢ ne deli sve koeficijente polinoma s(X), i neka je
j <l najmanji takav da ¢ { s;. U jednakosti bf(X) = p(X)s(X) posmatrajmo koeficijent uz X**7:

bfi+j =PoSi+1 + -+ Pi—18j4+1 +PiSj + Pit18j—1 + -+ + PiyjSo -
—A =B

Kako ¢ | bfiy; jer ¢ | b, ¢ | A prema izboru broja i, i ¢ | B prema izboru broja j, zaklju¢ujemo q | p;s;,
Sto je u suprotnosti sa ¢ t p; i ¢ 1 s;. Dakle, g deli sve koeficijente polinoma s(X), pa mozemo zapisati
s(X) = ¢s'(X). Vracanjem u gornju jednakost dobijamo: bf(X) = p(X)s(X) = ¢p(X)s'(X), odakle je
Sf(X) = p(X)s'(X), odakle p(X) | %f(X). Zavrsili smo posao.

7/41 Zadatak. Dokazati da je R[X,Y ] UFD koji nije PID.

Medu UFD-ovima, PID-ove moZemo prepoznati na sledeéi nacin:

e “
7/42 Teorema.
Neka je D UFD. Sledeci iskazi su ekvivalentni:
(1) D je PID;
(2) svaki pravi nenula prost ideal je maksimalan;
(3) prosti ideali su glavni;
(4) maksimalni ideali su glavni;
(5) ako nzd(a,b) = 1, onda {(a,by = D, za sve a,b € D;
(6) {a,by =<{nzd(a,b)), za sve a,b € D;
(7) ideali {a,b) su glavni, za sve a,b€ D.
\ J

Dokaz. (1)=(2) Neka je D PID, i neka je P nenula pravi prost ideal. Pretpostavimo P € @ < D, i, kako je
D PID, zapisimo P = {a) i Q = {(b). Kako je P prost, a je prost element, a kako je Q@ # D, b ¢ D*. Kako
a € {by, to b | a. Kako je a prost (pa i nerastavljiv) i b¢ D>, to je b ~ a. Dakle, P = @, odakle sledi da je P

maksimalan.
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(2)=>(3) Neka je P nenula pravi prost ideal. Uzmimo nenula element x € P, i, kako je D UFD, posmatrajmo
njegovu prostu faktorizaciju: = = pips...p,. Kako je P prost, p; € P za neko I. Tada je (p;) prost ideal, pa je
prema (2) maksimalan. Kako je {p;) € P # D, iz maksimalnosti sledi P = (p;).

(3)=(4) je ofigledno jer su maksimalni ideali uvek prosti.

(4)=>(5) Pretpostavimo nzd(a,b) = 1. Ako {a,b) # D, onda postoji maksimalan ideal M takav da {a,b) <
M; prema (4) M = {c), i ofigledno ¢ ¢ D*. Sada a,b € {c) povladi ¢ | a,b, pa ¢ | nzd(a,b) = 1. Odavde, c € D*;
kontradikcija.

(5)=(6) Pretpostavimo nzd(a,b) = ¢ (NZD postoji jer je D UFD). Jasno {a,by < {c). Zapidimo a = ca’
ib = cb. Tada lako vidimo da je nzd(a’,b") = 1, pa prema (5), {a’,b') = D, odakle moZzemo da zapiSemo
1 =rad’ + sb’. MnoZenjem sa ¢ dobijamo: ¢ = ra + sb € {a,by. Dakle, {a,b) = {c).

(6)=(7) Ocigledno.

(7)=>(1) Pretpostavimo suprotno, D nije PID, i neka I nije glavni. Naéi éemo beskonacan strogo rastuéi
lanac glavnih ideala §to protivre¢i ACCP s obzirom da je D UFD. Neka je ag € I proizvoljno. Pretpostavimo

da smo konstruisali strogo rastuéi lanac glavnih podideala od I:
(ap) G a1) & -+ & {an) € 1,

i pokazimo da ga uvek moZemo produZiti za jo§ jedan ¢lan. Kako I nije glavni, I # {a,), pa izaberimo

be I~ {an). Tada {an) < {an,b) € I, i, prema (7), {an,b) = {an+1) za neko a,+1. Zavrsili smo posao. O

7/43 Primer.

Imajuéi u vidu prethodnu teoremu, ako znamo da je domen UFD, ¢esto lako mozemo da prepoznamo da li
je PID. Npr. ako D jeste UFD, ali nije polje, po Gausovoj lemi (odeljak G) D[X] jeste UFD. Posmatramo
preslikavanje ¢ : D[X] — D dato sa ¢(f(X)) := f(0). Lako moZemo da vidimo da je ¢ epimorfizam
prstena, pa je po prvoj teoremi o izomorfizmu D[X]/ker(p) = D, tj. D[X]/ker(f) je domen koji nije polje,
tj. ker(f) je ideal koji je prost ali nije maksimalan. Dakle, D[X] nije PID.

Dodatno, lako mozemo da izra¢unamo ker(y) = (X), jer f(0) = 0 ako i samo ako f(X) ima nula konstantni
koeficijent, ako i samo ako X | f(X).

G Gausova teorema

U ovom odeljku dokazac¢emo sledeée dve teoreme:

N
7/44 Teorema (Gausova lema).

Neka je D UFD, F = F(D), i f(X) € D[X] nenula polinom. Tada f(X) je nerastavljiv u D[X] ako i samo
ako f(X) je primitivan i f(X) je nerastavljiv u F[X].
\

J
e “
7/45 Teorema (Gausova teorema).
Ako je D UFD, onda je i D[X] UFD.
\ J

Gausova lema je rezultat koji se se ¢esto koristi u zadacima. Moramo najpre da defiSemo pojam primitivnog

polinoma i da dokazemo da je skup primitivnih polinoma zatvoren za mnozenje.

7/46 Definicija. Neka je D UFD, i neka je f(X) = ap, X" + -+ + a1 X + ap € D[X] nekonstantan polinom.
KaZzemo da je polinom f(X) primitivan ako ne postoji prost element p € D takav da p | ap, a1, ..., ay.

7/47 Primer.

Moni¢an polinom f(X) (dakle, ako a,, = 1) je primitivan.

7/48 Zadatak. Neka je D UFD, i f(X) = ap, X" + -+ + a1 X + ap € D[X] nekonstantan polinom. Dokazati

da su slededéi iskazi ekvivalentni:
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(1) f(X) je primitivan;
(2) nzd(ag,a,-..,a,) = 1;

(3) <a0,a1, . .,an> =D.

7/49 Komentar. Neka je D UFD. Primetimo da je nekonstantan polinom f(X) = a, X" +---+a; X +ag €
D[X] nerastavljiv ako i samo ako je primitivan i slabo nerastavljiv. Za (=) treba samo da dokazemo da
nerastavljiv povla¢i primitivan (jer ve¢ znamo da povladi slabo nerastavljiv). Ako f(X) nije primitivan,
postoji prost p koji deli sve koeficijente a;; zapisimo a; = pa,. Tada f(X) = p(a, X"+ -+ a} X + a;) svedoci
rastavljivost polinoma f(X) u D[X].

(<) Pretpostavimo sada da je f(X) primitivan i slabo nerastavljiv. Zapisimo f(X) = ¢g(X)h(X). Kako je
f(X) slabo nerastavljiv, jedan od g(X) i h(X) je konstantan, npr. g(X) = ¢; dakle, f(X) = ch(X). Ako
je c¢ invertibilan, zavr§ili smo posao. Dakle, treba da odbacimo sluc¢aj da je ¢ neinvertibilan. Pretpostavimo
suprotno, c¢ je neinvertibilan. Kako je D UFD, ¢ se moze napisati kao proizvod prostih, i neka je p jedan
od njegovih faktora. Ali sada ocigledno iz f(X) = cg(X) sledi da p deli sve koeficijente polinoma f(X), sto

protivrec¢i primitivnosti.

Za dokaz Gausove leme, potrebna nam je kratka priprema.

’
7/50 Lema.
Neka je D UFD.

(a) Ako je f(X) e D[X] nekonstantan polinom, onda postoje d € D i primitivan polinoma f'(X) takvi da
f(X) = df'(X).

(b) Ako su f(X),g(X) € D[X] primitivni polinomi i a,b € D \ {0}, onda af(X) = bg(X) povlaci a ~ b u

Dii f(X) ~ g(X) € D[X].
\ )

Dokaz. (a) Zapisimo f(X) = ap,X™ + -+ + a1 X™ + ag. Neka je d = nzd(ag,a1,...,a,); primetimo da d
postoji jer je D UFD. Zapisimo a; = daj za sve i = 0,1,...,n, i stavimo f/(X) = a, X" + --- + a{ X + q;.
Ocigledno f(X) = df’(X), pa ostaje da dokaZzemo da je f'(X) primitivan. Ako imamo prost element p takav da
p | ag,ay, ... al,, onda pd | ag,ai,...,an, pa pd | d; odatle p ~ 1, $to protivredi ¢injenici da je p prost. Dakle,
f/(X) je primitivan.

(b) Pretpostavimo da je af(X) = bg(X), gde su f(X) i g(X) primitivni, i a,b # 0. Neka je d = nzd(a,b)
(postoji jer smo u UFD-u), i zapi§imo a = da’ i b = db’. Deljenjem sa d dobijamo o’ f(X) = t'g(X). Ako su d’ i
b invertibilni, onda smo zavrsili posao: tada ocigledno a = da’ ~ db' =bi f(X) = (a'10')g(X) ~ g(X). Dakle,
pretpostavimo da bar jedan od @’ i b/, bez umanjenja op$tosti a’, nije invertibilan; dokazujemo da ovaj slucaj
nije mogué. Neka je p neki njegov prost faktor. Tada p | o’ f(X) = b'g(X), tj. p deli sve koeficijente polinoma
b’ g(X). Kako je g(X) primitivan, p ne deli neki koeficijent g; polinoma g(X). Dakle, p1 g;, p | b'g; i p je prost
povlage p | &'. Odatle p | o/, b, pa pd | a,b, odakle pd | d. Dakle, p ~ 1, §to je u suprotnosti sa ¢injenicom da je

p prost. Zavrsili smo dokaz. O

7/51 Lema.
Neka je D UFD, i neka su f(X), g(X) € D[X] nekonstantni polinomi. Ako su f(X) i g(X) primitivni, onda
jei f(X)g(X) primitivan.

Dokaz. Zapisimo f(X) =a, X"+ -+ a1 X +ap1g(X) =0, X"+ -+ 01X + bg, gde n,m = 1, ay, by, # 0;
zapisimo f(X)g(X) = cx X¥ + -+ 1 X + o, gde k = m + n. Neka je p € D proizvoljan prost element. Kako

p nedeli sve koeficijente polinoma f(X) i g(X) jer su oni primitivni, postoje najmanji i < n i j < m takvi da
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pia; iptb; (dakle, p|ag,...,a;—1 akoi>0,ip]|by,...,bj—1 ako j > 0). Posmatrajmo koeficijent ¢, ;:

Citj = aobi.m‘ + -+ ai_lbﬁl —&-aibj + ai+1bj_1 + -+ aiﬂ-bo .

=A =B

(Ovde podrazumevamo da smo stavili a; = 0 za l > n i b = 0 za [ > m, ako se takvi indeksi pojavljuju.)
Primetimo da p | A jer deli a-ove u svim sabircima, i p | B jer deli b-ove u svim sabircima. Medutim, kako
p1{ai, pfbjip jeprost, p1abj, paptciyj. Dakle, p ne deli sve koeficijente polinoma f(X)g(X). Kako je p
bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da ne postoji prost element koji deli sve koeficijente polinoma f(X)g(X), pa je

on primitivan. O

7/52 Komentar. Prethodni dokaz je prilicno elementaran. DokaZimo prethodnu lemu na jos jedan, nesto
neelementarniji nadin.

Pretpostavimo suprotno, f(X)g(X) nije primitivan. To znaci da postoji prost element p koji deli sve njegove
koeficijente, tj. pravi prost ideal (p) < D sadrzi sve koeficijente polinoma f(X)g(X). Setimo se da je D/{p)
domen jer je {(p) prost. Prema primeru 6/59, D[X]/{p)[X] = (D/{p))[X], pa je D[X]/{p)[X] domen (jer
je izomorfan prstenu polinoma nad domenom). U domenu D[X]/{p)[X] je f(X)g(X) + (p)[X] = {p)[X]
jer svi koeficijenti polinoma f(X)g(X) pripadaju (p). Dakle, (f(X) + ()[X])(g(X) + {p)[X]) = {p)[X],
pa kako je D[X]/{p)[X] domen, jedan od ¢inilaca je nula, npr. f(X) + (p)[X] = (P)[X]. To znadi da
svi koeficijenti polinoma f(X) pripadaju {p), pa p deli sve koeficijente polinoma f(X), odakle f(X) nije
primitivan. Kontradikcija.

Dokaz teoreme 7/44 (Gausove leme). Neka je D UFD, F = F(D), i f(X) = ap X" + -+ a1 X + ap € D[X]
nenula polinom.

(=) Neka je f(X) nerastavljiv u D[X]. Prema komentaru 7/49 znamo da je f(X) primitivan i slabo
nerastavljiv. Pretpostavimo da u F[X] vazi f(X) = g(X)h(X). Ako je g(X) ili h(X) konstantan, zavrsili
smo posao. Dakle, treba da odbacimo slu¢aj g(X), h(X) su nekonstantni. Izaberimo nenula a € D tako da
ag(X) € D[X]; primetimo da je ovo moguée — npr., uzmimo za a proizvod svih imenilaca koeficijenata polinoma
g(X). Sli¢no, nadimo nenula b € D tako da bh(X) € D[X]. Koristeéi lemu 7/50(a), nadimo o', b’ € D i primitivne
polinome ¢'(X), h'(X) € D[X] takve da ag(X) = a’¢’(X) i bh(X) = VA (X). Tada je abf(X) = abg(X)bh(X) =
a'b/ g (X)h'(X). Kako su f(X)1i¢ (X)h'(X) primitivni (drugi prema lemi 7/51), prema lemi 7/50(b), ab ~ o't/
i f(X)~ ¢(X)h(X). Druga od ovih ¢injenica povladi f(X) = ug’(X)h'(X) za neko u € D[X]|* = D*, §to je
u suprotnosti sa slabom nerastavljivos¢u polinoma f(X).

(<) Ako je f(X) rastavljiv u D[X], onda prema komentaru 7/49, f(X) nije primitivan ili f(X) nije slabo
rastavljiv. U prvom slué¢aju nemamo Sta da dokaZemo, a u drugom je dovoljno da primetimo da ako zapiSemo
f(X) kao proizvod dva nekonstanta polinoma nad D, to je specijalno i rastavljanje f(X) nad F jer D < F}
odatle, f(X) je rastavljiv nad F. O

Gausovu teoremu sada izvodimo kao posledicu.

Dokaz teoreme 7/45 (Gausove teoreme). Neka je D UFD, dokazujemo D[X] je UFD. Proveri¢emo uslov (5)
iz. teoreme 7/38. Dokazimo prvo da D[X] zadovoljava ACCP. Neka je {(ao(X)) € {(a1(X)) € <{az(X)) < ...
beskonacan lanac glavih idela; dokaza¢emo da ne moZe biti strogo rastuéi. Najpre primetimo da je deg(ag) =
deg(ay) = deg(az) = ..., pa kako ovaj niz ne moze beskona¢no da strogo opada, u originalnom nizu, pocesi od
nekog ¢lana, svi polinomi su istog stepena. Bez umanjenja opstosti, odbacivanjem nekog pocetnog dela niza,
moZzemo da pretpostavimo da su svi polinomi ag(X),a1(X), a2(X),... istog stepena. Oznafimo da a* vodeéi
koeficijent polinoma a,(X). Primetimo da {(a,) S {an41) povladi {a¥) < (a*. ) u D, pa u D imamo rastuci
niz glavnih idela. Kako je D UFD, ovaj niz glavnih ideala u D nije beskona¢no strogo rastuéi, pa ponovo
odbacivanjem nekog pocetnog dela, mozemo da pretpostavimo da je {a¥) = {af) za sve n, tj. a¥ ~ af za sve
n. Sada, iz a,(X) | ap(X) 1 deg(a,) = deg(ap) sledi ag(X) = da,(X). Specijalno, af = da?, pa kako af ~ af,
to je d € D*. Dakle, ao(X) = dan(X) ~ an(X), odakle {ag(X)) = {(an(X)) za sve n. Ovim smo dokazali da
D[X] zadovoljava ACCP.
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Ostaje da dokazemo da je svaki nerastavljiv polinom f(X) prost u D[X]. Prema Gausovoj lemi f(X) je
primitivan i f(X) je nerastavljiv u F[X], gde je F = F(D). Kako je F[X] UFD (jer je ED prema primeru
7/29), f(X) jeste prost u F[X]. Pretpostavimo f(X) | g(X)h(X) u D[X]. Tada je ovo ta¢no i u F[X], pa,
bez umanjenja opstosti, f(X) | ¢(X) u F[X]. Zapisimo ¢g(X) = f(X)g(X) gde ¢ € F[X]. Izaberimo a € D
tako da aq(X) € D[X], i izaberimo b, ¢ € D i primitivne polinome ¢'(X), ¢’ (X) € D[X] tako da g(X) = bg'(X)
i ag(X) = c¢'(X); poslednje je moguée prema lemi 7/50(a). Sada je abg'(X) = ag(X) = af(X)q(X) =
cf(X)q'(X). Prema lemi 7/51, f(X)q'(X) je primitivan, pa prema lemi 7/50(b), ¢'(X) ~ f(X)q'(X). Odavde
lako sledi f(X) | ¢'(X) | g(X). Zavrsili smo dokaz. O

H Primer PID-a koji nije ED

Neka je & = Hgﬂ; posmatrajmo Z[¢] := {a + b¢ | a,b € Z}. Primetimo da je:

5  1+2iW/19-19 2+2i/19 20
&= 4 =71 1 ¢h

odakle lako vidimo da je Z[£] zatvoren za mnoZenje, i da je £ potprsten od C. Dokazademo da je Z[&] PID koji

nije euklidski. Najpre ¢emo da dokazemo sledeéu lemu:

r7/53 Lema.(a) Za svako z € C vazi bar jedan od slede¢a dva uslova: A
(1) postoji s € Z[£] tako da |z — s| < 1;
(2) postoji s € Z[€] tako da |2z — s| < 1.

k(b) Ako z € C \ Z[¢], postoje r, s € Z[{] tako da 0 < |rz — s| < 1. )

Dokaz. (a) Primetimo da je a + b€ = 2QT+b + gi\/19. Takode, primetimo da je 2a + b parno ako i samo ako je b
parno, pa su elementi prstena Z[¢] oblika m + niv/19 ili (m + 1) + (n+ 1)i1/19, gde su m, n € Z. Dakle, Z[¢] u
C izgleda ovako:

[ ] [ ] o [ ] o [ ] ]
V197
o L ] { ] { L ] L o
Ji9,
2
p—o— @ —— 0 —— 00—
—2 =3 —1 =L i1 3 2 5 3 I 4 2
2 2 2 2 2 2 2
o L ] o L ] L L o
—VT5,
2

Slika Z[¢] u C

Kao 3to je prikazano na slici, Z[£] odreduje pokrivanje kompleksne ravni C paralelogramima ¢ija su temena
elementi iz Z[¢]. Primetimo da za svako z € Z postoji sg € Z[{] tako da z — sy € P, gde je P oznaceni
paralelogram sa temenima 0,1,1 + w,w; zaista, ako se z nalazi u paralelogramu sa donjim levim temenom s(
(paralelogramu sa temenima sg, o + 1,80 + w + 1, 89 + w), translacijom za —sg taj paralelogram se slika u P,

paz—sp€ P:
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(Formalno, ako zapiSemo z = x + iy = z + % \/;91- = (r—F5)+ %HT‘/E =(r—F5)+ %f, ako uzmemo

m:v[x—\/%J, n = l%J i so =m + n&, dobijamo z — sg € P.)
Stavise, mozemo da nademo s; € Z[¢] tako da z—s; € @ gde je @ pravougaonik sa temenima 0,1, &+ 1,6 —1:

Kao 8to slika sugerise, za z — sg € P, ako z — sg pripada plavom trapezu stavimo s; = sg, a ako z — sg pripada
zelenom trouglu stavimo s; = sg+ 1 (transliramo z — sy za —1). (Formalno, ako Re(z—sg) < 1 stavimo s; = g,
a ako Re(z — sg) = 1 stavimo s; = sg + 1.) Dakle, sada znamo da z moZemo da transliramo za s; € Z[£], tako
da z—s1 € Q.

Tvrdimo sledeée: dovoljno je da za w € Q nademo t € Z[£] tako da |w —¢| < 1 1ili |2w —¢t| < 1. Zaista,
primenom ovog na ¢t = z — 1 imamo |z — (s1 + t)| < 1ili |2z — (2s1 + t)| < 1, pa moZemo uzeti Zeljeno s da
bude s = s; + t, odnosno s = 2s1 + t.

Dakle, na dalje, za w € Q trazimo ¢ € Z[£] tako da |w —¢| < 1 ili |2w —¢| < 1. Geometrijski to znadi da w
pripada jedini¢nom krugu sa centrom t, odnosno da 2w pripada jedini¢nom krugu sa centrom t. Posmatrajmo

sledecu sliku (levo):

[ Yo%
em

1}5

Na slici levo su jedini¢ni krugovi sa centrima 0, 1 i £&. Ako w pripada crvenom pravougaoniku, tj. ako 0 <

Re(w) < % 10 < Im(w) < @, jasno je da treba da uzmemo ¢t = 0. Ako w pripada plavom pravougaoniku,
tj. ako % < Re(w) <110 < Im(w) < ?, jasno je da treba da uzmemo t = 1. Kona¢no, ako w pripada
narandZastom pravougaoniku, tj. ako 0 < Re(w) < 11 M < Im(w) < @, jasno je da treba da uzmemo
t = £ Konkretne racune ostavljamo za vezbu. Dakle, ostaje nam sivi pravougaonik, 0 < Re(w) < 1 i

§ < Im(w) < M, koji nije u potpunosti pokriven sa ova tri kruga.
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Posmatrajmo homotetiju sa centrom 0 i koeficijentom 2 (slika desno). Za w iz sivog pravougaonika imamo
0 < Re(2w) < 213 < Im(2w) < /19 — +/3. Sliku sivog pravougaonika mozemo da podelimo na dva kao
na slici: ljubicasti u kome je 0 < Re(2w) < 1 i zeleni u kome je 1 < Re(2w) < 2. Ako je 2w u ljubi¢astom
pravougaoniku, uzimajuéi ¢ = £ dobijamo [2w — t| < 1, a ako je 2w u zelenom, uzimajuéi t = 1 + £ dobijamo
|2w — t| < 1. T ovaj racun je direktan i ostavljamo ga za vezbu.

Ovime smo zavisili dokaz dela (a).

(b) Neka z € C \ Z[£]. Opsti slucaj u (b) sledi iz (a). Preciznije, ako postoji s € Z[€] tako da |z — s| < 1,
tada je odmah |z — s| > 0 jer z ¢ Z[£], pa uzimajuéi ovo s i r = 1 zavrSavamo posao. Pretpostavimo sada da
postoji s € Z[£] tako da |2z — s| < 1. Ako se desilo da je |2z — s| > 0, opet smo zavrsili uzimajuéi ovo s ir = 2.

Dakle, ostaje nam slucaj da smo nasli s € Z[¢], tako da |2z — s| < 1, ali |2z — s| = 0, tj. 22 = s. Kako
z ¢ Z[£], 21 s u Z[&], tj. ako zapiSemo s = a+ b¢, bar jedan od a i b je neparan. Imamo tri partikularna slucaja:

1. sluéaj: a je neparan i b je paran. Tada je s = 1+ (2a' + 2V'E), pa je z = 3 + (a/ + b'€), odakle je
z—(a' +V¢) = 1. Dakle, |z — (a/ +b'¢)| = 1 §to je stogo vece od nule i strogo manje od jedinice, i zavrsili smo.

2. sludaj: a je neparan i b je neparan. Tada je s = 1+ &+ (2a' +2b'€), paje z — (a’ +b'€) = % Mnozenjem
sa £ dobijamo £z — £(a’ + V'E) = % =228 — (£-2)— L. Dakle, &2 — [¢(a’ +V€) — (€ —2)] = —1, paza
r=2¢1(novo) s =¢(a + &) — (£ —2) dobijamo 0 < |rz — s| < 1.

3. slucaj: a je paran i b je neparan. Tada je s = £+ (2a’ + 2V'€), paje z— (o' +VE) = % Mnozenjem sa 1 +§
dobijamo (14&)z—(1+&)(a/+1/¢) = £ = 265 — (¢—2)— 1 ponovo, (1+&)z—[(1+&)(a/+H€)—(¢—2)] =
pazar=1+¢1(novo) s = (1+&)(a +V&) — (£ —2) dobijamo 0 < |rz — s| < 1.

Zavr§ili smo dokaz. O

Da bismo dokazali da je Z[¢] PID koristicemo karakterizacu iz sledeée teoreme, ali prvo nam je potreban
sledeé¢i pojam.

7/54 Definicija (Dedekind-Haseova norma). Neka je D domen. Dedekind-Haseova norma na D je preslika-

vanje N : D — N koje zadovoljava:
e N(z) =0 ako i samo ako x = 0;
e zasve a,be D, a,b # 0, vazi:

—bla
— postoje r, s € D takvi da 0 < N(ra + sb) < N(b).

7/55 Komentar. Primetimo da ako D ima euklidsku normu, onda ima i Dedekind—Haseovu normu. Neka
je N, euklidska norma na D. Definigimo N : D — N sa: N(0) := 0 i N(z) := 2V(X) za 2 # 0. Da
bismo proverili da je N Dedekind-Haseova norma, najpre jasno je da N(z) = 0 <= z = 0, pa uzmimo
nenula a,b € D, i pretpostavimo b { a. ZapiS§imo a = bq + r, gde, kako b 1 a, N.(r) < N.(b). Kako je
0 < Ne(r) < No(b), imamo 0 < 2Ne(F) < 2Ne(®) i 0 < N(r) < N(b), ikakojer =a—qgb=1-a+ (—q) b,
toje 0 < N(1-a+ (—q)-b) < N(b), i zavrsili smo posao.

Dakle, euklidski domeni imaju Dedekind—Haseovu normu. Medutim, tacno je i viSe: domeni koju imaju
Dedekind-Haseovu normu su ta¢no PID-ovi.

7/56 Teorema.
Neka je D domen. Tada D je PID ako i samo ako postoji Dedekind—Haseova norma na D.

Dokaz. (=) Neka je D PID. Specijalno, D je UFD, pa svaki nenula i neinvertibilan element z ima prostu
faktorizaciju, i broj prostih faktora #x je definisan. Defini§imo N : D — N sa:

e N(0):=0;

o N(z):=2%% za x # 0.
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(Ako promenimo definiciju 7/17 da definifemo #0 := —o0, onda je N(z) = 2#% za sve x € D.)

Dokaza¢emo da je N Dedekind-Haseova norma na D; jasno je N(z) = 0 <= =z = 0. Pretpostavimo
a,b e D, a,b # 0, 1 pretpostavimo b { a. Neka je ¢ = nzd(a,b). Prema teoremi 7/42(6), {a,b)y = {(¢); odatle,
¢ =ra+ sbzaneke r,s € D, ijasno ¢ # 0. Kako a € {¢) \ (), to (b) < {c), pa #c < #b prema komentaru 7,/18.
Odatle imamo 0 < N(c¢) < N(b), tj. 0 < N(ra + sb) < N(b), §to dokazuje da je N Dedekind-Haseova norma na
D.

(<) Neka je N : D — N Dedekind-Haseova norma na D; dokazujemo da je D PID. Dokaz je slican dokazu
teoreme 7/34. Neka je <D pravi nenula ideal, i neka je b € I nenula element najmanje moguée norme. Tvrdimo
I = (b), i dovoljno je da dokazzemo I < (b). Neka je a € I nenula element. Ako b | a zavrili smo posao, pa
treba da eliminiSemo slucaj bt a. Ako b1 a, postoje r,s € D takvi da za & = ra + sb vazi 0 < N(z) < N(b).
Kako jasno z € I, kako N(z) > 0 povlaci x # 0, i kako N(z) < N(b), dobili smo kontradikciju sa izborom
elementa b. Zavrsili smo dokaz. O

Sada moZemo da dokaZzemo:

7/57 Tvrdenje.
Z[¢] je PID.

Dokaz. Dovoljno je da nademo Dedekind-Haseovu normu na Z[€]. Defini§imo N (a + b¢) := a® + ab + 5b%. Kao
i u mnogim ranijim sli¢nim primerima (npr. kod prstena Gausovih celih brojeva i Ajzenstajnovih celih brojeva)
u pitanju je funkcija N(2) = |z|*:

la + be|> = = a® + ab + 5b°.

2a+b b/I9 0 [2a+b\> [bVIO\ o  4a2 + dab + b + 192
> T2 | T\ =2 ) T2 ) T 1

Proveravamo da je N Dedekind-Haseova norma na Z[£]. Najpre, jasno N(z) = |2|> =0 <= z = 0. Proverimo
drugi uslov. Neka su z,w € Z[{] nenula elementi, i pretpostavimo w { z. Posmatrajmo 2 € C; kako w { z u Z[{],
£ ¢ Z[¢]. Prema lemi 7/53(b), postoje r, s € Z[] tako da 0 < |rZ — s| < 1. Odatle je 0 < |rZ — s[> <1, pa je
0<|rz —sPw* <|wl? tj. 0 <|rz —sw|* < |w|?. Dakle, 0 < N(rz — sw) < N(w), i zavrsili smo dokaz. [

7/58 Zadatak. Imajuéi u vidu lemu 7/53 i dokaz prethodnog tvrdenja, geometrijski objasniti zasto sa
N(z) = |2|? nije definisana Dedekind—Haseova norma na Z[i+/3]. (Setimo se da Z[i+/3] nije UFD, pa ni PID,
pa svakako ne moze da ima Dedekind-Haseovu normu.)

Dalje dokazujemo da Z[£] nije euklidski domen. Iskoristi¢éemo slede¢u lemu.

7/59 Lema.(a) Z[¢]* = {£1};
(b) 21 3 su nerastavljivi;

(¢) ni 2 ni 3 ne deli nijedan od £ — 1, £1 & + 1.

Dokaz. Setimo se da je za a+ b€ € Z[£], |a+b€|? = a® + ab+5b (ovo smo videli u dokazu prethodnog tvrdenja).
(a) Neka je a + b€ invertibilan; tada postoji « + y¢ tako da (a + b€)(z + y&) = 1. Uzimajuéi kvadrat modula
dobijamo:
1= |(a+0&)(z +y&)” = |(a + bE) Pz + y&|* = (a® + ab + 5b%)(a? + zy + 5xy°).

Odavde je a® + ab + 5b%> = 1. Ako je b = 0, mora biti a = +1, odakle nalazimo dva invertibilna elementa +1.
Dovoljno je jos da dokazemo da je b # 0 nemoguce. Zaista, imamo da je 1 = a?+ab+5b% = (a+g)2+1z9b2 > 0+14—9
ako b # 0; kako 1 * %7 zakljuéujemo da ne moze biti b # 0.

(b) Zapisimo 2 = (a + b)(c + d§) i uzmimo kvadrat modula:

4 = (a® + ab + 5b*)(c* + cd + 5d?).
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Ako je neka zagrada na desnoj strani jednaka 1, npr. a® + ab + 5b® = 1, kao u (a) zakljucujemo a + b¢ = +1
je invertibilan, $to zavrSava posao. Dakle, ostaje samo da eliminiSemo slu¢aj da su obe zagrade u gornjem
proizvodu jednake 2. Pretpostavimo a? + ab + 5b* = 2. Kao i u (a), kako je a? + ab + 50> = (a + 2)? + 122
kako je % > 2, mora biti b = 0, pa se jednakost svodi na a? = 2. Kako ova jednakost ne vazi ni za jedno celo
a, zavrsili smo posao.

Na potpuno isti na¢in vidimo da je 3 nerastavljiv.

(c) Ovo je ocigledno. O

7/60 Tvrdenje.
Z[&] nije ED.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, Z[{] je euklidski domen sa normom N. Izaberimo d € Z[£] ~\ (Z[¢]* v {0})
minimalne moguce norme.

Prvo, primetimo da za svako x € Z[{] vazi bar jednood d | x—1,d | x id | z+1. Zaista, kako je Z[£] euklidski,
mozemo da zapiSemo x = dg + r gde r = 0 ili N(r) < N(d). Po izboru d, N(r) < N(d) znaci r € Z[£]* U {0},
pa, imajuéi u vidu lemu 7/59(a), zaklju¢ujemo r € {—1,0,1}. Dakle, vazi bar jedno od z = dg—1, z = dq i
x = dq + 1, odakle sledi Zeljeno tvrdenje: vazi bar jednood d |z —1,d|zid|x+ 1.

Primenimo prethodni pasus na x = 2; zaklju¢ujemo d | 2—1=11ilid | 2ilid |2+ 1 = 3. Kako d nije
invertibilan, d | 1 je nemoguce. Kako su prema lemi 7/59(b), 2 i 3 nerastavljivi, d | 2 povladi d ~ 2, a d | 3
povladi d ~ 3; kako su prema lemi 7/59(a), 1 jedini invertibilni, zaklju¢ujemo da je d = —2ilid =2ilid = —3
ili d = 3.

Primenimo sada gornje zapazanje na x = £; zakljuéujemo d | { —1ili d | £ ili d | € + 1. Medutim, znajuci da

je d = £2 ili d = £3, nijedna opcija nije mogucéa prema lemi 7/59(c). Ova kontradikcija zavr3ava dokaz. O

8 Polja

Da podsetimo, polje je domen u kome su svi elementi invertibilni. S tim u vezi, jedini pravi ideal u polju je
nula ideal. U analizi polja F', Cesto ¢e nam biti bitan prsten polinoma nad F', F[X], pa ¢emo da se podsetimo
nekoliko njegovih osobina.

Najpre, F[X] je ED (primer 7/29) u kome je norma data sa N(p(X)) = deg(p(X)) za p(X) # 0. (Setimo
se da deg(0) ne definisemo, ili mozemo da ga definisemo kao deg(0) = —1, ili kao deg(0) = —o0.) To znadi
da za svaka dva polinoma p(X),q(X) € F[X], ¢(X) # 0, postoje polinomi b(X),r(X) € F[X] takvi da
p(X) = a(X)B(X) + 7(X), i 7(X) = 0 ili deg(r(X)) < deg(a(X)).

Kako je F[X] ED, on je i PID (teorema 7,/34), pa i UFD (teorema 7/39). Specijalno, to znaci da se u F[X]
pojmovi prost i nerastavljiv element poklapaju (tvrdenje 7/10(e) i lema 7/37). Sa druge strane, polinom u
F[X] je nerastavljiv ako i samo ako je slabo nerastavljiv (komentar 7,/24), pa dakle u F[X] vazi:

prost polinom = nerastavljiv polinom = slabo nerastavljiv polinom.
Takode, svaki pravi nenula prost ideal je maksimalan (teorema 7/42), i obratno vazi prema 6/42, pa u F[X]

vazi:

pravi nenula prost ideal = maksimalan ideal.

Kako je F[X] PID, svi ideali su glavni, pa su pravi nenula prosti ideali glavni ideali generisani prostim elementom

(tvrdenje 7/10(d)). Prema svemu rec¢enom, prethodnoj jednakosti mozemo da dodamo i:

maksimalan ideal = (nerastavljiv polinom).

A Karakteristika polja

Podsetimo se da je polje domen u kome je svaki nenula element invertibilan.
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Neka je F' polje. U primeru 6/27 videli smo da postoji jedinstveni homomorfizam prstena x : Z — F
koji je definisan sa x(n) = n - 1p. Prema prvoj teoremi o izomorfizmu, Z/ker(x) = im(x) < F. Kako je
Z/ker(x) izomorfan potprstenu polja F', u pitanju je domen, pa je ker () prost ideal od Z: dakle, ker(x) = 0 ili
ker(x) = pZ, gde je p prost broj (ovo je bio zadatak 6,/28). Definisali smo da je char(F) = 0 ako je ker(x) =0,
i char(F) = p ako je ker(x) = p.

Ako je ker(x) = 0, tada je x 1-1, pa vidimo da F' sadrzi izomorfnu kopiju celih brojeva; u ovom slu¢aju,
po definiciji x, kona¢ni zbirovi 1 nikada nisu jednaki nula. Dodatno, s obzirom da je Z < F, i da u F nenula
elementi imaju inverze, direktno vidimo da je i Q < F. Za Q kaZemo da se prosto potpolje od F.

Sa druge strane, ako je ker(x) = pZ, onda je Z/pZ sadrzano u F. Kako je p prost, pZ je i maksimalan ideal
od Z, pa je Z/pZ polje. U ovom slucaju kazemo da je Z/pZ prosto potpolje od F. U ovom slu¢aju, po definiciji

X, P je najmanji pozitivan ceo broj za koji je 1p +--- + 1p = Op.
—_—

P
Da rezimiramo. Kada govorimo o polju F', uvek je slu¢aj da ono sadrZi ili potpolje izomorfno sa Q ili potpolje

izomorfno sa Z/pZ, p je prost broj, i u oba slu¢aja je u pitanju potpolje generisano sa jedinicom.

8/1 Tvrdenje.

Neka je F' polje, R prsten sa jedinicom i ¢ : F' — R homomorfizam. Tada je f monomorfizam.

Dokaz. Jezgro ker(p) je ideal od F, pa je ili ker(p) = 0 ili ker(¢) = F, jer su ovo jedini ideali polja F. Kako
je (1) =1, ker(p) # F, odakle preostaje samo da je ker(y) = 0, tj. ¢ je 1-1. O

8/2 Tvrdenje.
Neka je ¢ : F — E homomorfizam polja. Tada je char(F) = char(FE), i ¢ je identiteta na prostom potpolju.

Dokaz. Prema prethodnom tvrdenju, ¢ je 1-1. Neka je xp : Z —> F dato sa xp(n) =n-lpixg:2Z — FE
dato sa xg(n) = n-1g. S obzirom da je ¢ homomorfizam, nije tesko videti da je xg = ¢ o xp. Odatle
je xe(z) = 0p <= o(xr(z)) = 0p <= xr(x) = OF jer je ¢ 1-1. Dakle, ker(xg) = ker(xr), pa je
char(E) = char(F'). Prema tome, E i F imaju isto prosto potpolje.

Primetimo da je ¢ identiteta na im(xr); pod ovim mislimo da je ¢(n-1p) = n - 1g, $to je ocigledno.
Prema tome, ako su F' (pa i E) proste karaketristike, ¢ jeste identiteta na prostom potpolju od F. Ako su F

(i E) karakteristike nula, treba jo$ da proverimo da je 90(2’11;’) = ’7’;115, gde n # 0. Ovo sada direktno sledi iz

P(2E) = ol(m 1) (0 19) ™) = (- Lp)p(n 1p) ™ = (- 1) 1) ™ = 22, =

n<1F n-lE

B Rasirenje polja

8/3 Definicija. Neka su F' i FE polja. Za E kaZemo da je raSirenje polja F' ako je F potpolje od E: F < E.

Sa E/F zapisujemo iskaz ,,F je raSirenje polja F".

\
8/4 Tvrdenje (Osnovna zapazanja o raSirenju).
Neka je E/F. Tada:
(a) char(F) = char(E);
(b) E je vektorski prostor nad poljem F' (u odnosu na sabiranje u E i mnoZenje u E elementom iz F').
\ J

Dokaz. (a) Ako je char(F) = 0, onda Q < F, pa kako F < F, to i Q < E, odakle char(E) = 0. Ako je
char(F) = p, onda Z, < F, pa opet kako F < E, to i Z, < E, odakle char(E) = p. Dakle, u svakom slu¢aju,
char(F) = char(E).

(b) Treba da proverimo da E zadovoljava aksiome vektorskog prostora nad poljem F, a to znagci:

e F je Abelova grupa u odnosu na sabiranje, $to jeste tacno;

e za fe Fieec F, vazi fe € E, §to takode jeste tacno jer F € E;
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e za f, f' € Fie e € FE vaze jednakosti: f(f )e= (ff")e,1-e=ce, f(e+e€') = fe+fe'i(f+[f)e= fe+[e,
§to takode jeste ta¢no zbog osobina mnoZenja u F.

Dakle, direktno (i trivijalno), E jeste vektorski prostor nad F. O
8/5 Komentar. Neka je E/F.

(a) Kako je E vektorski prostor nad F, iz linearne algebre znamo da postoji baza B € E za E nad F.

(b) Podsetimo, ako je baza B = {by,ba,...,b,} kona¢na, biti baza znadi:

e za svako e € F postoje koeficijenti fi, fo,..., fn € F takvi da e = f1by + fobs + - + fnbn;

(uslov generatrise)

e ako za fi1, fo,..., fn € F, fibi + fabos + -+ fub, =0,0nda je f1 = fo=---= f, =0.

(uslov linearne nezavisnosti)

Ekvivalentno, za svako e € F postoje jedinstveni koeficijenti f1, fo, ..., f, € F takvi da e = f1b1 + fobs +
S

(¢) Iz linearne algebre je manje poznato, pa naglasimo, ako je baza B beskonac¢na, biti baza znaci:

e za svako e € F postoji konaéno mnogo by,bs,...,b, € B i koeficijenti f1, fo,..., f, € F takvi da
e = fiby + faby + - + fuby, (dakle, svako e € E je generisano nad F sa kona¢no mnogo elemenata
baze);

e za proizvoljan izbor kona¢no mnogo by, bo,...,b, € B, ako za fi1, fo,..., fn € F, fib1 + fobo +--- +
fnubn =0, onda je fi = fo = --- = f, =0 (dakle, svaki kona¢an podskup od B je linearno nezavisan
nad F).

(d) Iz linearne algebre takode znamo da su svake dve baze jednake kardinalnosti, tj. da je dobro definisan
pojam dimenzije: dimp(E) = |B|.

8/6 Definicija (Stepen rasirenja). Neka je E/F. Stepen rasirenja E/F je [E : F] := dimp(F). Rasirenje E/F
je kona¢no ako je [FE : F| kona¢an broj; u suprotnom je beskonaéno.

8/7 Primer.(a) Ozna¢imo Q[v/2] := {a + bv/2 | a,b € Q}. Nije tesko videti da je Q[+/2] potprsten od C
(ili R). Medutim, vazi i viSe, u pitanju je potpolje. Ako je a+bv/2 # 0, onda je i a — bv/2 # 0 (Zasto?),
pa racionalisanjem imamo:

1 _a—b\/i_ a b

i1 0Ve 2 @22 @2

V2 e Q[V2].

Dakle, Q[v/2] sadr#i i inverze, pa je polje.

Ocigleno, Q@ < Q[v2], pa posmatrajmo Q[/2]/Q. Iz same definicije se vidi da je {1,+/2} generatrisa
za Q[v/2] nad Q. Da bismo videli da je ovo i baza, proverimo linearnu nezavisnost. Neka a + bv/2 = 0,
a,b € Q. Ako je b = 0, direktno je a = 0, i zavrsili smo. Ako je b # 0, onda je V2 = -7 €@
kontradikcija.

Dakle, [Q[v/2] : Q] = 2, i baza ovog ragirenja je {1,/2}.
(b) Oznacimo Q[V/2] := {a + bV/2 + cV/4 | a,b,c € Q}. Dokazacemo da je Q[¥/2] polje, takvo da [QV/2 :
Q] = 3, i da je baza ovog rasirenja {1, v/2, V/4}.

Da je Q[+4/2] Abelova grupa je prili¢no ocigledno. Treba da dokazemo zatvorenost za mnozenje kako
bismo dokazali da je prsten. Imamo:

(a+bV2+ V) (x +yV2 + 2V4) = (ax + 2bz + 2cy) + (ay + bz + 2¢2) V2 + (az + by + cx) V4 € Q[V2],
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pa je Q[+/2] zaista zatvoreno za mnozenje. Da bi smo dokazali da je polje, treba da dokazemo da je
zatvoreno za inverze. Neka je a+by2+c¥/4 # 0. Zelimo da dokazemo da postoji x+y\3@+z\3/éi € Q[\s/§]
tako da (a + bV/2 + cv/2)(z + yv/2 + 24/4) = 1. Imajuéi u vidu prethodni rac¢un, dovoljno je da imamo
z,y,z € Q tako da ax + 2bz + 2cy = 1, ay + bx + 2cz = 01 az + by + cx = 0. Ovo mozemo da kazemo i
na sledeéi na¢in: dovoljno je da slede¢a matri¢na jednacina ima reSenje:

a 2c 2b T 1
b a 2||ly|=10
c b a z 0

Dakle, jasno je da je dovoljno (a $to ¢e se ispostaviti i potrebnim) da je matrica na levoj strani invert-

ibilna. Ona je invertibilna ako i samo ako joj je determinanta a® + 2b3 + 4¢® — 6abc # 0.

Dakle, ima smisla da ispitamo racionalna refenja jednacine a® + 2b% + 4¢3 — 6abc = 0. Jedno resenje
je naravno (a,b,c) = (0,0,0); ovo zovemo trivijalno resenje, i dokazacemo da je ono i jedino reSenje.
Pretpostavimo da postoji (a,b, c) netrivijalno resenje. Tada postoji i netrivijalno celobrojno resenje,
jer ako uzmemo s za bude NZS imenilaca od a, b, ¢, mnozeéi sa s* imamo (sa)3 + 2(bs)® + 4(sc)? —

6(sa)(sb)(sc) =0, pa je i (sa, sb, sc) netrivijalno celobrojno reSenje.

Dakle, pretpostavimo da je (a,b,c) netrivijalna celobrojna trojka takva da a® + 2b® + 4¢3 — 6abe =
0. Mozemo da pretpostavimo da je nzd(a,b,c) = 1. Zaista, ako je d = nzd(a,b,c), deleéi sa d°
dobijamo (%)3 + 2(3)3 +4(%)3 - 6%%5 = 0, pa imamo i celobrojno resenje (4, %, $) za koje je NZD ovih
brojeva jedan. Dakle, bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da je nzd(a,b,c) = 1. Posmatrajmo sada
jednakost:

a® + 2b% + 4¢3 — 6abe = 0.

Kako su poslednja tri sabirka parna, mora i a® da bude paran, pa i a je paran: zapisimo a = 2d’.
Vracajuéi u jednakost imamo:
8a" + 2b% + 4¢® — 12a’be = 0,

i deleéi sa dva dobijamo:
4a/® +b® + 2¢3 — 6a’be = 0.

Sliéno kao malopre, b je parno, pa ako zapiSemo b = 2b’, ubacimo u jednakost i podelimo sa dva
dobijamo:
20/ 4+ 40" + & — 6a’b'c = 0.

Odavde je i ¢ parno. Medutim, to je kontradikcija jer nzd(a,b,c) = 1 specijalno znaci da ne mogu sva

tri da budu parna.

Dakle, (0,0,0) je jedino racionalno resenje jednacine a® + 2b® + 4¢® — 6abc = 0. Vracéajuéi se u polazni
problem, gornja matrica ima inverz ako i samo ako determinanta a® + 2b3 + 4¢3 — 6abc # 0, ako i samo
ako (a,b,c) # (0,0,0). Dakle, ako a + b¥/2 + c¥/4 # 0, specijalno (a,b,c) # (0,0,0), pa prethodna
analiza pokazuje da ovaj element ima inverz u Q[+/2].

Dakle, Q[+/2] jeste polje. Skup {1, /2, ¥/4} ocigledno je generatrisa za Q[v/2]/Q. Da li je ovaj skup
linearno nezavisan nad Q? Ako je bar jedan koeficijent u linearnoj kombinaciji a + b¥/2 4+ ¢v/4 nenula,
onda, kao Sto smo videli, taj element ima inverz, pa je i sam nenula. Dakle, {1, /2, ¥/4} je linearno
nezavisan nad Q. Prema tome u pitanju je baza, i odatle [Q[+/2] : Q] = 3.

Mi éemo razviti teoriju koja ée nam omogudéiti da prethodne primer brze resimo, ali do tada pokusajte da

uradite sledeéi zadatak direktno elementarnim metodama:

8/8 Zadatak. Dokazati da je Q[v/2] := {a+bv/2+cv4+dv/8 | a,b,c,d € Q} je polje, i Q[+v/2]/Q je rasirenje
stepena &etiri sa bazom {1, v/2, V/4, v/8}.
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Osnovna osobina stepena rasirenja je:

8/9 Teorema (Lancano pravilo).
Neka je FF < E < K lanac polja (dakle, ovde imamo tri raSirenja: E/F, K/E i K/F).

(a) Ako je B baza za E/F i C baza za K/E, onda je, onda je BC := {bc|be B, ce C} baza za K/F.

(b) [K:F]=[K:E]-[E:F].

Specijalno, K/F je kona¢no ako i samo ako su K/FE i E/F konatni, i tada [K : E],[E: F] | [K : F].
\ J

Dokaz. (a) Da bismo dokazali da je BC' generatorni skup za K/F, uzmimo k € K. Kako je C baza za K/E,
mozemo zapisati k = >, e;¢; zaneke e; € Ei¢; € C. Kako je B baza za E/F, moZemo zapisati ¢; = Z;nzl fib;
za neke f;; € F'ib; € B. Sada je:

k? = Z €;C; = Z < f”b]) C; = Z fij(bjci).
i=1 Jj=1 =1

i=1 i=1j

Dakle, k smo zapisali kao kona¢nu linearnu kombinaciju elemenata iz BC' sa koeficijentima iz F', §to znadi da
je BC generatorni skup za K nad F.

Dalje treba da proverimo da su kona¢ni podskupovi od BC' linearno nezavisni, pa uzmimo kona¢no mnogo
elemenata iz BC. MoZemo da pretpostavimo da smo uzeli bjc; zasve 1 < j <mil <1i<n. Pretpostavimo da
je Xty 2oy fij(bic) = 0. Ovu sumu mozemo da zapiSemo kao 33" (Zznzl fijbj) ¢; = 0, §to je, primeti¢emo,
linerna kombinacija c-ova nad E, odakle je zbog linearne nezavisnosti C' nad FE, koeficijent Z;Zl fijb; = 0 za
svako i. Poslednje je linearna kombinacija b-ova nad F', pa, za svako i, zbog linearne nezavisnosti B nad F,
fij = 0 za svako j. Dakle, svi koeficijenti su nula, pa zaklju¢ujemo da je {b;c; | j < m, i < n} linearno nezavisan
nad F.

(b) Uz oznake iz (a), po definiciji stepena, [F : F| = |B|, [K : E] = |C|, i, prema (a), [K : F] = |BC|.
Dakle, treba samo proveriti da li je |BC| = |B| - |C|. Dovoljno je da za razli¢ite parove (b,c) # (V/,c') vazi
be # b'. Neka (b,c) # (b',c¢'). Ako je ¢ = ¢/, onda je b # V', pa je bc # b/ ofigledno. Ako ¢ # ¢, onda
be=bcd < bc—bcd =0 < b=1"V =0 zbog linearne nezavisnoti C nad F; medutim kako b, b’ pripadaju

bazi B nad F, oni su nenula, pa ponovo zaklj¢ujemo bc # b'c. O

8/10 Zadatak. Uraditi zadatak 8/8 korsteci prethodnu teoremu.
[Uputstvo: Uociti lanac Q < Q[v/2] < Q[v/2].]

C Prosta rasirenja polja

8/11 Definicija (Prosto rasirenje). Neka je E/F.

(a) Za a € E, sa F[a] ozna¢avamo najmanji potprsten od F koji sadrzi F i a.
(b) Za a € E, sa F(a) oznatavamo najmanje potpolje od F koje sadrzi F i a.

(c) Rasirenje E/F je prosto ako je E = F(a) za neko a € E. U tom slu¢aju kazemo da je a primitivan element

rasirenja E/F.

Skupovi F[a] i F(a) imaju jednostavan opis:

e “
8/12 Tvrdenje.
Neka je E/F i a € E. Tada:
(a) Fla] ={p(a) | p(X) € F[X]};
(b) Fla) = {%4 | p(X),q(X) € F[X], q(a) + 0}.
\ J
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Dokaz. (a) S obzirom da F[a] sadrzii F i a, i s obzirom da je F[a] zatvoren za mnozenje i sabiranje, jasno je da
{p(a) | p(X) € F[X]} € F[a]. Sadruge strane, nije tesko videti da {p(a) | p(X) € F[X]} jeste potprsten od F, pa
kako je F[a] najmanji potprsten od F' koji sadrzi F i a zaklju¢ujemo da mora biti Fla] = {p(a) | p(X) € F[X]}.
(b) Sli¢no kao (a). O

8/13 Definicija. Neka je E/F iac€ E.

(a) Element a je algebarski nad F' ako postoji nenula polinom p(X) € F[X] takav da je p(a) = 0. U suprotnom,

a je transcendentan nad F'.

(b) Ako je a algebarski nad F', minimalan polinom za @ nad F' je nenula polinom p, r(X) € F[X] koji zado-

voljava sledece uslove:
b /ua,F(a) =0;
® Lo, 7(X) je monican (vodeci koeficijent je 1);

o (i r(X) je nerastavljiv nad F.

8/14 Tvrdenje.
Neka je E/F i a € E algebarski nad F'. Tada:

(a) po,r(X) postoji i jedinstven je;
(b) ako za p(X) € F[X] vazi p(a) = 0, onda pq r(X) | p(X

)
)
(¢) F(a) = Flal;
)
)

’11

(d) {1,a,a?, ...,a" "'} je baza za F(a)/F, gde je n = deg(iia,r);

(e specijalno, [F(a) : F] = deg(tia.r)-

J

Dokaz. (a) Neka je m(X) € F[X] nenula polinom najmanjeg moguceg stepena (recimo n) takav da m(a) = 0;
primetimo da m(X) postoji jer je a algebarski element. Ako je m,, vodeéi koeficijent polinoma m(X), zamenom
m(X) sa W%nm(X)7 moZemo da pretpostavimo da je m(X) moni¢an polinom. Da bismo dokazali da je m(X)
minimalan za a nad F, dovoljno je jo§ da dokaZzemo da je m(X) nerastavljiv nad F. Pretpostavimo m(X) =
p(X)q(X) gde su p(X),q(X) € F[X] nekonstantni polinomi. Kako je 0 = m(a) = p(a)g(a), mora biti p(a) = 0
i g(a) = 0. Kako su oba polinoma p(X) i ¢(X) stepena manjeg od m(X), ovo je kontradikcija. Dakle, m(X) je
nerastavljiv. Ovime smo dokazali da minimalan polinom postoji.

Pre jedinstvenosti dokazimo (b). Neka je p(X) € F[X] takav da p(a) = 0. Kako je F[X] euklidski domen,
moZemo da zapigemo p(X) = m(X)qg(X) + r(X) gde je r(X) = 0 ili deg(r) < deg(m). Kako je r(a) =
p(a) —m(a)g(a) =0—0-g(a) = 0, po izboru m(X) ne moze biti deg(r) < deg(m), pa zaklju¢ujemo r(X) = 0.
Dakle, p(X) = m(X)q(X), tj. m(X) | p(X

Vratimo se na jedinstvenost minimalnog polinoma. Neka je m’(X) € F[X] jo§ jedan minimalan polinom za
a nad F. Kako je m'(X) = 0, prema prethodnom m(X) | m’(X). Kako je m/(X) nerastavljiv, m(X) ~ m/(X);
specijalno, deg(m) = deg(m’) jer F[X]* = F ~ {0}. Kako su m(X) i m/(X) moni¢ni, mora biti m’(X) = m(X).

(c) Jasno je da Fla] < F(a), pa je potrebno da dokaZemo obratnu inkluziju. Neka je b € F(a); tada je
b= %7 gde p(X),q(X) € F[X]iq(a) # 0. Neka je d(X) = nzd(q(X), o7 (X)) u F[X]. Zbog nerastavljivosti
polinoma pig p(X), ili je d(X) = 1ili d(X) = pa,r(X); kako g(a) # 01 d(X) | ¢(X), vidimo da d(X) # i, r(X).
Dakle, d(X) = 1. Mozemo da zapisemo 1 = d(X) = u(X)g(X) + v(X)pte,#(X) za neke u(X),v(X) € F[X]. Za
X = a dobijamo 1 = u(a)g(a). Sada je b = SEZ; : ZEZ; = p(a)u(a) € F[X], i zavrsili smo dokaz.

(d) Neka je n = deg(pq ). Najpre primetimo da je {1,a,...,a" '} linearno nezavisan nad F. Zaista, ako
je Ao+ Aa+ -+ A1t =0, gde \; € F, dobijamo polinom p(X) = Ao + M X + -+ + A\, 1 X" 1 e F[X]
za koji je p(a) = 0, pa prema (b), per(X) | p(X). Medutim kako je p(X) stepena manjeg od n, mora biti

p(X) = 0, tj. sve A-e su nula.
Videli smo u (c¢) da je proizvoljan nenula element z € F'(a) oblika = p(a) za neki p(X) € F[X].
zapiSemo p(X) = pq r(X)q(X) + r(X), gde 7(X) = 0 ili deg(r) < deg(tq,r) = n, dobijamo = = p(a) = r(a).

73



Kako z # 0, r(X) # 0, pa je deg(r) <mn. Iz x = r(a) i deg(r) < n sledi da je z zapisan kao linearna kombinacija

{1,a,...,a" '}
(e) Direktno iz (d). O

q N

8/15 Posledica.

Neka je F' < K < F lanac polja, i a € E algebarski nad F'. Tada:

(a) a je algebraski nad K;

(B) ta,x(X) | pra,p(X).
\ J

Dokaz. (a) je oCigledno. Naime, p, p(X) € K[X] jer F' < K, pa a anulira bar jedan polinom (uq (X)) nad
K. Deo (b) sada sledi direktnom primenom prethodnog tvrdenja (b). O

8/16 Primer.

Posmatrajmo potpolje F' = Q(v/2,4/3) od C. (Po analogiji sa ranijim definicijama, mislimo na najmanje
rasirenje od Q koje sadrzi /2 i 4/3.) Analizirajmo F/Q.

Izrac¢unajmo najpre [F : Q]. Uocimo lanac polja: Q < Q(v/2) < (Q(v/2))(v/3) = F. Primetimo da /2
zadovoljava polinom X2 — 2 nad Q. Da li je ovo ty5,0(X)? Pitanje je samo da li je rastavljiv nad Q. I
odgovor je: nije. Ovo mozemo lako da vidimo na sledeéi nadin. S obzirom da je u pitanju polinom drugog
stepena, on je rastavljiv nad Q ako i samo ako je proizvod dva linearna polinoma nad Q, ako i samo ako
ima racionalnu nulu. Kako su nule od X2 —2 ++4/2, i kako znamo da /2 nije racionalan, zaklju¢ujemo da je
X?—2 nerastavljiv nad Q, pa je 1 /5 o(X) = X?—2. Primetimo jo§ jedan nacin da zaklju¢imo nerastavljivost
X? — 2 nad Q. Naime, kako je ovaj polinom moni¢an, on je i primitivan, pa po Gausovoj lemi je rastavljiv
nad Q ako i samo ako je rastavljiv nad Z. A za nerastavljivost nad Z moZemo da iskoristimo AjzenStajnov
kriterijum: za prost broj 2 vidimo da 2 deli sve koeficijente polinoma X2 — 2 osim najstarijeg, kao i da
4 = 22 ne deli najmladi koeficijent. U svakom slucaju, [Q(v/2) : Q] = deg(X? — 2) = 2. Takode, {1,+/2} je
baza za Q(v/2) nad Q.

Da bismo izar¢unali [F : Q], prema lanéanom pravilu dovoljno je da izra¢unamo [Q(v/2,/3) : Q(v/2)]. Za
ovo nam je potreban p V3.0(+2) (X). Jedan kandidat nam je svakako X2 — 3. Ovaj polinom je nerastavljiv
nad Q (isti argumenti kao u prethodnom pasus), medutim pitanje je da li je rastavljiv nad Q(+/2). S obzirom
da je stepena 2, on je nerastavljiv nad Q(+/2) ako i samo ako nema koren u Q(/2). Njegovi koreni su ++/3,
pa pitamo se da li v/3 € Q(+/2)? Pretpostavimo da ovo jeste slucaj, i zapisimo v/3 u bazi za Q(v/2) nad
Q: V3 =oa+ b\/?, a,b € Q. Jasno b # 0 jer znamo V3 ¢ Q. Kvadriranjem V3—bV2 = a dobijamo
3 4 2b% — 2b0v/6 = a?, tj. V6 = % € Q, sto je kontradikcija. Dakle, X2 — 3 jeste nerastavljiv nad
Q(v2), paje iy vz (X) = X2 =3, {1,v3} je baza 72 Q(v3, v/3) nad Q(v2), i [Q(v2,V3) : Q(+2)] = 2.
Prema lancanom pravilu je [Q(v/2,v/3) : Q] = [Q(+v/2,v3) : Q(v2)] - [Q(v/2) : Q] = 2-2 = 4. Stavige,
baza za Q(+/2,v/3) nad Q dobija se mnoZenjem baza u lancu, tj. {1,4/3}-{1,4/2} = {1,v/2,4/3,1/6}. Dakle,
elementi Q(+/2,+/3) na jedinstven nacin zapisuju se u obliku a + bv/2 + ¢v/3 + dv/6, gde a,b,c,d € Q.
Dokazimo i da je Q(v/2,+/3)/Q prosto ragirenje. Za to bi trebalo da nademo neki primitivan element. I
tvrdimo slede¢e: o = v/2 + /3 je primitivan element za F/Q. Najpre, o¢igledno o € F, pa imamo lanac
Q < Q(a) < F. Probajmo da nademo ji, o(X). Kvadriranjem o = /2 4+ /3 dobijamo a? = 5 + 24/6,
odakle je a® — 5 = 24/6, pa ponovnim kvadriranjem dobijamo a* — 1002 + 25 = 24, tj. « zadovoljava
X4—-10X2%2+1 = 0. Ovo nam je kandidat za minimalni polinom nad Q. Pitanje je samo da li je nerastavljiv.
Nazalost, Ajzenstajnov kriterijum nam ne pomaze, ali mozemo da iskoristimo Gausovu lemu i da dokazemo
da je nerastavljiv nad Z. S obzirom da je polinom ¢etvrtog stepena, ako je rastavljiv on je ili proizvod
linearnog i kubnog polinoma, ili proizvod dva kvadratna polinoma. U oba slu¢aja mozemo da pretpostavimo
da je rastav monican jer u proizvodu moraju da daju moni¢an polinom, a jedini nacini da u proizvodu
dobijemo 1uZsul=1-1=(-1)-(-1). Ako je X* —10X? + 1 proizvod linearnog i kubnog moni¢nog
polinoma nad Z, on mora da ima celobrojnu nulu, kandidati su +1, i vidimo da ovo nije slu¢aj. Ostaje da
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dokazemo da X* — 10X? + 1 nije proizvod dva moni¢na kvadratna polinoma nad Z. Pretpostavimo:
X —10X? 4+ 1= (X?+aX +b)(X?+cX +d), a,b,c,de Z.

Tadajea+c¢c=0,b+d+ ac=—10, ad+ bc = 01i bd = 1. Dakle, ¢ = —a, pa se druga jednakost svodi na
b+d—a?=-10.Izbd =1jeb=d=1ilib=d = —1. U prvom slucaju b +d — a® = —10 postaje a? = 12,
a u drugom a? = 8; u oba sluc¢aja a nije ceo broj. Ova kontradikcija zavrsava dokaz nerastavljivosti.
Dakle, [Q(a) : Q] = deg(X* —10X2 + 1) = 4. Iz landanog pravila na Q < Q(a) < F imamo: [F: Q] = [F :
Q)] [Q(e) : Q, tj. 4 = [F: Q(a)] - 4, odakle je [F : Q(a)] = 1, . F = Q(a).

U prethodnom postupku smo dokazali nerastavljivost X* — 10X? + 1 nad Q, pa smo zakljucili F' = Q(«).
Mogli smo da dokazemo i F' = Q(«) direktno, pa da lan¢ano pravilo iskoristimo kao dokaz nerastavljivosti.
Naime, iz @ = v/2 + 4/3 imamo a — /2 = v/3, odakle kvadriranjem dobijamo a2 — 2a+/2 + 2 = 3, odakle
V2 = % € Q(a). Sada i3 = a — 2 € Q(a), pa konatno i Q(v/2,4/3) < Q(a). Kako smo ve¢
imali Q(a) < Q(+v/2,/3), zaklju¢ujemo Q(a) = Q(+v/2,4/3). Imajuéi u vidu prvi deo analize, ovo znaci
[Q() : Q] = 4, tj. minimalni polinom za « nad Q je stepena &etiri. Kako je na$ kandidat X* — 10X? + 1
stepena Cetiri, on mora biti Zeljeni minimalni polinom (zbog jedinstvenosti minimalnog polinoma), $to

specijalno znaci da je on nerastavljiv nad Q.

8/17 Primer.
Neka je a = /7 + /49; analizirajmo rasirenje Q(«)/Q.
Odredimo prvo minimalni polinom za « nad Q. Kubiranjem a = /7 + /49 dobijamo:

o = T+ 3VT2/49 + 3V/7TV492 + 49 = 56 + 21(V/7 + V/49) = 56 + 21

Dakle, o zadovoljava polinom X3 — 21X — 56. Primetimo da ovaj polinom jeste nerastavljiv nad Z po
Ajzenstajnovom kriterijumu za prost broj 7; prema Gausovoj lemi, on je nerastavljiv i nad Q. Dakle,
pa.0(X) = X3 — 21X — 56. Odatle {1, a, a?} je baza za Q(a) nad Q, i [Q(«) : Q] = 3.

Dokazimo da je Q(a) = Q(4/7). Jasno je da a € Q(¥/7), pa je Q(a) < Q(4/7). Iz lancanog pravila imamo
jednakost:

[Q(V7) : Q] = [Q(V7) : Q(a)] - [Q(a) : Q] = [Q(V7T) : Q(av)] - 3.

Nije tesko videti da je i [Q(4/7) : Q] = 3: /7 zadovoljava polinom X® — 7 nad Q, i ovaj polinom jeste
nerastavljiv nad Q prema AjzenStajnovom kriterijumu (za prost broj 7) i Gausovoj lemi, tj. g7 o(X) =
X3 — 7. Dakle, [Q(/7) : Q()] = 1, odakle sledi Q(a) = Q(¥/7).

Primetimo da smo jednakost mogli da dokazemo i direktno, ali je ra¢un malo nezgodniji. Na primer,
kvadriranjem o = /7+ /49 dobijamo o = /49+2-7T+7/7 = 14+a+6+/7, odakle je ¥/7 = % € Qa),
pa je 1 Q(V/7) < Q(w).

Primetimo jos da je Q(¥/7) = Q(+/49). Ovo je zapravo lako: > vazi jer ¥/49 = (¥/7)? € Q(/7), a < vazi jer
7= S2 e QU/D).

Medutim, da smo direktno dokazivali Q(a) = Q(4/49), ponovo bismo mogli da primetimo o € Q(4/49)
(mada je to manje o¢igledno nego a € Q(+/7)), i da uo¢imo lanac Q < Q(a) < Q(4/49), pa da dokazemo
[Q(/49) : Q] = 3. Medutim, ovde bismo naisli na jo$ jedan problem. Naime, /49 zadovoljava polinoma
X3 — 49, ¢ja nesvodljivost ne sledi direktno prema Ajzenstajnovom kriterijumu. Medutim, tada moZemo
da kazemo da polinom treéeg stepena jeste rastavljiv ako i samo ako ima racionalnu nulu, a kandidati za
nju su +1, £7 i £49; dakle, direktnim ra¢unom dobijamo nerastavljivost.

Ovde bi mozda bilo manje zamorno direktno dokazati Q(+/49) < Q(«) (ostavljamo za vezbu).

8/18 Primer.
Neka je F najmanje potpolje od C koje sadrzi sve korene polinoma X3 —5 (F se zove korensko polje polinoma
X3 — 5 nad Q). Izracunati [F : Q].

Nadimo najpre sve korene polinoma X3 —5, tj. resimo jednac¢inu X°® = 5. Jedno reenje svakako je 1 = /5.
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Ako podelimo X? — 5 sa X — {/5 dobijamo:
X3 —5=(X—V5)(X2+V5X + V/25).

Preostala dva korena mozemo da dobijemo iz formule za korene kvadratne funkcije:

—V5 V254925 -5+ V503, 1 V3
= 9 = 9 2\/3<2i2 >

x2,3
’ 2

Dakle, Zeljeno polje je F = Q(¥/5, V/5(—1 + z@), V5(—3 — z?)) Lako vidimo da je F = Q(¥/5,—3 +

i@, —% — z?), zaista, ovo sledi jer su polja zatvorena za mnoZenje i deljenje (u konkretnom slucaju sa
{/5). Odatle je dalje lako F' = Q(+/5,i4/3). Da bismo izracunali [F : Q], mozemo da idemo na lan¢ano

pravilo na dva lanca: Q < Q(¥/5) < F i Q < Q(iv/3) < F. Dobijamo:

[F': Q] = deg(nys o) deg(byzoem) 10 [F Q= deg(piz0) - deg(b45.q.iva))-

Direktno mozemo da vidimo da je p1 g5 o(X) = X3-5i Bivzo(X) = X2 + 3; nerastavljivost oba opravdava
se Ajzenstajnovim kriterijumom. Sada mozemo da nastavimo na dva nadina.

Prvi nacin. Koriste¢i samo prvo navedeno lan¢ano pravilo, dovoljno je da nademo p, V3.0(¥5) (X). Kandidat
je svakako i ovde X2 + 3, pa se postavlja pitanje njegove nerastavljivosti nad Q(4/5). S obzirom da je
stepena dva, dovoljno je da vidimo da nema koren u Q(+/5), i to zaista jeste taéno. Naime, koreni +iy/3
od X? + 3 nisu realni, dok je polje Q(4/5) ocigledno potpolje od R (setimo se da je baza nad Q jednaka
{1, V/5, V/25}); dakle, X2 + 3 nema korene u Q(4/5), pa je nerastavljiv nad njim, i tiv3,0(45) (X) = X2 +3.
Koris¢enjem prvog lancanog pravila dobijamo [F : Q] = 3-2 = 6.

Drugi naéin. Znamo da p; /5 o5 (X) | #iy3,0(X) = X? +3, kao i pyg gavs)(X) | pyse(X) = X =5,
pa imamo deg(p; /5 o #/5))(X) < 21 deg(p 5 g(iv3))(X) < 3. Dakle, iz gornja dva lan¢ana pravila imamo:
3I[F:Q,2][F:Q]i[F:Q]<6;sledi [F:Q]=6.

8/19 Komentar. Iskoristimo priliku da kaZemo nesto vise o reSavanju jednadine X" = a, a € C, a # 0.
Pretpostavimo da je xp jedno reSenje. Tada sva reSenja mozemo da opiSemo sa: xp&, gde je & reSenje
jedna¢ine X™ = 1. Zaista, ako je x reSenje X" = a iz 2" = a i 2{ = a sledi (z/z¢)"™ = 1, pa moZemo da
zapiSemo = = xzg(z/x¢) gde je x/xo reSenje X™ = 1. Sa druge strane, ako je £ reSenje X" = 1, onda je
(&)™ = 2j&" = a -1 = a, tj. o€ je reSenje jednacine X™ = a. Dakle, ako imamo partikularno resenje xo,

problem se svodi na reSavanje jednac¢ine X™ = 1.
27k

k 2mk
n n

Oznadimo sa w,, = cos 27” +4sin 27” Prema De Moavrovoj formuli znamo da je w;; = cos +14sin za svako

k=0,1,...,n—1 (i za druge k-ove, ali nas ovi zanimaju). Primetimo da su svi ovi elementi razli¢iti (zato i

uzimamo k = 0,1,...,n—1, od n poéinju periodi¢no da se ponavljaju). Ponovo prema De Moavrovoj formuli

imamo da je (w¥)"™ = cos 27k + isin 27k = 1. Dakle, refenja jednacine X" = 1 su 1 = w, wy,, w2, ..., wl "}
Prema tome, reSenja X™ = a su xg, ToWn, Tow?, . . . , Tow? !

1) = Q(x,wn) (poslednja jednakost
lako se vidi). U prethodnom primeru je dakle F' = Q(+/5,ws), gde je ws = cos %’r +isin 2?7’ = —% + Z@ Ovo

.....

Korensko polje od X" — a nad Q stoga je Q(zo, Town, Tow?, . . ., Tow

D Konstrukcije lenjirom i Sestarom

U ovoj lekciji baviéemo se geometrijskim konstrukcijama (neoznadenim) lenjirom i Sestarom iz algebarskog ugla.
Geometrijske konstrukcije deSavaju se u realnoj ravni R?. Pretpostavljamo na podetku da su nam date dve
tatke O = (0,0) i E = (1,0) u ravni, odnosno da nam je poznata jedini¢na duZ. Podrazumevamo da nam je
iz geometrije poznato da su neke osnovne konstrukcije izvodive koristeéi lenjir i Sestar, kao npr. konstrukcija
simetrale date duzi, konstrukcija simetrale datog ugla, konstrukcija prave kroz tac¢ku paralelna sa datom pravom,
itd.

76



8/20 Definicija. Ako je S € R? skup tacaka, kazemo da je tacka X konstruktibilna u jednom koraku iz S ako
se X moze dobiti u preseku ®; i @5, gde je svaka od ®; jedna od sledec¢ih figura:

e prava AB, gde A,B€ S;
e krug sa centrom C polupre¢nika AB, gde A, B,C € S.

(Ako su nam tacke skupa S poznate (date ili ve¢ konstruisane), jasno je da prethodne figure mozemo konstruisati

lenjirom, odnosno Sestarom.)
8/21 Definicija. Neka je S < R? skup tacaka, X € R? i a € R2.

(a) Tacka X je konstruktibilna iz S ako postoji konacan niz tacaka X, Xs,..., X, = X takvi da je za svako
i = 1 tacka X; konstruktibilna u jednom koraku iz S u {X; | j < i}.

(b) Tacka X je konstruktibilna ako je konstruktibilna iz {O, E}.
(¢) Broj a je konstruktibilan (iz S) ako je tacka (a,0) konstruktibilna (iz S).

8/22 Definicija. Sa K < R? obelezavamo skup svih konstruktibilnih tacaka. Sa K < R obelezavamo skup svih
konstruktibilnih brojeva.

Sledeca lema je laka:

8/23 Lema.
Tacka (a,b) je konstsruktibilna akko su brojevi a i b konstruktibilni. O
Dakle:
e N

8/24 Posledica.

K=K?2. O
\. J
e N

8/25 Teorema.

K je prebrojivo potpolje od R koje sadrzi Q.

\. J

Dokaz. Dokaz da je K polje (samim tim potpolje od R, samim tim sadrzi Q) je lak. Treba da se proveri da
za a,b € K vazi —a,a + b,abe K,iakob# 1dal/be K. Ovo su sve jednostavne konstrukcije (neke koriste
Talesovu teoremu).

Dokazimo da je K prebrojiv; dovoljno je da dokazemo da je K prebrojiv. Oznacimo sa KC,, skup svih tacaka
koje su konstruktibilne u najvise n koraka. Indukcijom po n vidimo da je svaki od skupova KC,, konacan. Zaista,
za n = 1, iz skupa {O, E} konstruktibilna je jedna prava i dva kruga, pa lako vidimo da u jednom koraku
mozemo da dobijemo samo &etiri nove tacke, tj. Ky je konacan. Pretpostavimo da je KC,, konacan sa t tacaka.
Tada tacke skupa KC,, odeduju najviSe (;) razli¢itih pravih i najvise t(;) razli¢itih krugova. Kada sve ovo
ispresecamo, vidimo da moZemo da konstruiSemo samo kona¢no mnogo novih tacaka u jo§ jednom koraku, pa

je Kn+1 konacan. Kako je K = Ule K., K je prebrojiv unija konac¢nih skupova, dakle prebrojiv skup. O

8/26 Definicija. Polje K naziva se polje konstruktibilnih brojeva.

8/27 Posledica.
Tacka X je konstruktibilna akko je konstruktibilna iz skupa QZ2.

Dokaz. Smer (=) je o¢igledan jer O, E € Q2.

(<) sledi jer Q € K. Preciznije, pretpostavimo da je X1, Xa,..., X, = X niz tacaka koji svedo¢i da je X
konstruktibilna iz Q2. U konstrukciji svake tatke X; koristimo (mozda) nekoliko tacaka iz Q?; pretpostavimo da
za konstrukciju tacke X; koristimo Y; 1,...,Y; x, € Q*. Kako je Q € K, za sve 4, j imamo niz Z; j 1, .. ., Zijli; =
Y ; koji svedoci da je Y; ; konstruktibilna iz {O, E}. Sada kada spojimo sve ove nizove i nadovezemo polazni

niz jasno je da smo dobili niz koji svedodi da je X konstruktibilna iz {O, E}. O
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Kao jos jednu posledicu prethodne teoreme imamo da ,veéina" tacaka u ravni zapravo nije konstruktibilna
(s obzirom da je K prebrojiv, a R neprebrojiv). Teorija polja nam omoguéava da izvrsimo i precizniju analizu

(ne)konstruktibilnih brojeva.

8/28 Lema.
Neka je F' < R i neka je tacka X (a,b) konstruktibilna u jednom koraku iz F?. Tada je |F(a,b) : F| < 2.

Dokaz. Treba da razmotrimo tri slucaja.
1. sluaj: tacka X je u preseku pravih AB i CD gde A, B,C,D € F?. Jedna¢ina prave AB je:

(xp —wa)(y —ya) = (yp —ya)(z —z4),

pa kako X € AB imamo (zp —x4)(b—ya) = (yp —ya)(a—2x4), islitno X € CD povladi (zp —z¢)(b—yc) =
(yp — yo)(a — x¢), pa direktno vidimo da a,b dobijamo kao reSenje 2 x 2 sistema linearnih jednadina sa
koeficijentima u F', odakle a,b € F, odakle [F(a,b) : F] = 1.

2. slucaj: tacka X je u preseku prave AB i kruga k(C, DE), gde A, B,C, D, E € F?. Neka je r duzina duzi
DE; primetimo r? € F. Jednagina kruga je:

(r—xc)’+ (y—yo)* =r?

a jednacina prave je (xp —24)(y —ya) = (yp —ya)(x — x4), pa a,b dobijamo kao reSenja ovog sistema. Kako
A # B, bez umanjenja opS$tosti pretpostavimo x 4 # . Tada jednaéinu gornje prave moZemo zapisati u obliku
y = azr + B, gde jasno o, € F. Zamenom u jednacinu kruga dobijamo da a zadovoljava polinom drugog
stepena nad F, pa [F(a) : F] <2, a kako je b = aa + B, [F(a,b) : F(a)] = 1. Dakle, [F(a,b) : F] = [F(a,b) :
F(a)] - [F(a): F] < 2.

3. sluéaj: tacka X je u preseku krugova ki(A, BO) i ko( P,QR), gde sve tacke pripadaju F2. Neka su

r?,73 € F redom kvadrati duZina duzi BC i QR. Tada a,b dobijamo reSavanjem sistema:

(v — CICA)2 +(y— yA)2 = T%,

(x—axp)® + (y —yp)* = r3.
Oduzimanjem ove dve jednac¢ine dobija se jednadina prave (radikalne ose ovih krugova) oblika ax + Sy = =, gde
a, 8,7 € F, pa reSavamo sistem u kojem ucestvuje jednacina prvog kruga i jednacina ove prave. Kao u drugom
sluéaju dobijamo [F(a,b) : F] < 2. O

8/29 Lema.
Ako je [E : F] = 2, tada je svaka tacka iz E? konstruktibilna iz F2.

Dokaz. Neka je X(a,b) tacka iz E?; dovoljno je da dokazemo da su brojevi a i b, tj. tacke (a,0) i (b,0) konstruk-
tibilne iz F2. Naravno, dokazujemo samo za (a, 0). Ako je a € I/, nemamo &ta da dokazujemo, pa pretpostavimo
a¢ F. Tada F < F(a) < E,paiz2=[E: F]|=[E: F(a)]-[F(a): F]i[F(a): F] > 1 vidimo E = F(a) i
[F(a): F] = 2, $to znaéi da a zadovoljava polinom 22 + ax + 3 = 0 nad F. Neka je a # 0. Primetimo da tacka

(a,0) zadovoljava jednac¢inu:

(w4 27+ + D) =

Ovo je ocigledno jednacina kruga k(A,OB) gde A(—¥%, —g) iB=(5- g) su iz F2. Dakle, (a,0) dobijamo u
preseku ovog kruga i prave OF, te je (a,0) konstruktibilna.
Ako je gore o = 0, tj. a zadovoljava polinom 2%+ 3 = 0 nad F, tada a+1 zadovoljava polinom z? —2z+1+/ =

0 nad F', pa prema prethodnom pasusu (a + 1,0) je konstruktibilna, a odatle i (a,0). O
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8/30 Teorema.
Neka je F' < R. Tacka X (a,b) je konstruktibilna iz F? akko postoji niz polja F = Fy < F} < --- < F),
takvih da [Fi11: F;] =2 zasvei<nia,be F,.

Dokaz. (=) Neka je Xi,Xo,...,X, = X niz tadaka preko kojih vr§imo konstrukciju tacke X iz F?; neka
je Xi(a;,b;). Ako stavimo Fy = F i F;11 = F;(a;4+1,bi+1) direktno prema lemi 8/28 dobijamo niz polja
F=F <F, << F,takvihda [F;41 : F;] <2ia,be F,. Ako izbacimo iz niza nepotrebna ponavljanja
dobijamo novi niz u kome je [F;;1 : F;] = 2 za sve i < n.

(<) Pretpostavimo da imamo niz polja F = Fy < F} < --- < F,, takvih da [Fj41 : F;] =2 zasve i <n i
a,b € F,. Prema lemi 8/29, X je konstruktibilno iz F2_,. Svaka tacka iz F>_, potrebna za konstrukciju X je,
ponovo prema lemi 8,29, konstruktibilna iz F?_,, itd. Dakle, X je konstruktibilna iz F2. O

8/31 Posledica (Potreban uslov za konstruktibilnost iz F2).
Ako je tacka X (a,b) konstruktibilna iz F2, onda je [F(a,b) : F] = 2" za neko n € N.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi moZzemo da nademo niz polja F' = Fy <
F]=2zasvei<niabe F,. Primetimo da je [F, : F] =2"idaje F <
pravilu [F(a,b) : F] = 2™ za neko m < n. O

Fy < -+ < F, takvih da [Fi4; :
F

(a,b) < F,, pa je po lan¢anom

Imajuéi u vidu posledicu 8/27 direktno izvodimo:

e )
8/32 Posledica (Potreban i dovoljan uslov za konstruktibilnost).(a) Tacka X(a,b) je konstruktibilna

akko postoji niz polja Q = Fy < Fy < --- < F,, takvida [Fj41: F;] =2zasvei<nia,be F,.

(b) Broj a je konstruktibilan akko postoji niz polja Q = Fy < Fy < --- < F, takvi da [Fy11 : F;] = 2 za sve

i<niaekF,. O
\ J
e w
8/33 Posledica (Potreban uslov za konstruktibilnost).
(a) Ako je tacka X (a,b) konstruktibilna onda je [Q(a,b) : Q] = 2" za neko n € N.
(b) Ako je broj a konstruktibilan onda je [Q(a) : Q] = 2" za neko n € N. O
\ J

8/34 Primer (Duplikacija kocke je nemoguca).
Problem duplikacije kocke je slede¢i. Ako nam je data kocka stranice 1, konstruisati kocku duplo vece

zapremine. Dakle, treba da konstruiSemo duz duzine /2. Ovo nije moguée prema posledici 8/33 jer

[Q(V2): Q] =3.

8/35 Primer (Kvadratura kruga je nemoguca).

Problem kvadrature kruga je slede¢i. Ako nam je dat krug poluprecnika 1, konstruisati kvadrat jednake
povrsine. Dakle, treba da konstruiSemo kvadrat povrsine =, tj. stranice v/m. Ovo nije moguce prema
posledici 8/33 jer [Q(4/7) : Q] = o0 jer je m transcendentan broj.

8/36 Primer (Tricekcija ugla je nemoguca).
Problem trisekcije ugla je sledeéi. Za zadati ugao konstruisati ugao jednak njegovoj treé¢ini. Dokazacemo
da ugao od 20° nije konstruktibilan, pa trisekcija ugla od 60° nije moguéa. O¢igledno, ugao od 20° je

konstruktibilan akko i samo ako je konstruktibilan cos20°. Primetimo:

cos 60° 44 sin 60° = (cos 20° +isin 20°)% =
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= (cos® 20° — 3 cos 20° sin® 20°) + (3 cos? 20° sin 20° —sin® 20°),

pa je % = c0s60° = cos®20° — 3cos20°(1 — cos?20°) = 4cos®20° — 3cos20°. Dakle, cos20° zadovoljava

polinom 2% — %m — % = 0. Ovaj polinom nema racionalan koren (direktna provera svih moguénosti), pa je

nerastavljiv nad Q, odakle [Q(cos20°) : Q] = 3, pa cos 20° nije konstruktibilan prema posledici 8/33.

-
8/37 Lema.

Ugao od n°, n € N, je konstuktibilan akko 3 | n.
\ J

Dokaz. Prema prethodnom primeru uglovi od 1° i 2° ne mogu biti konstruktibilni (u suprotnom, dovoljnim
brojem nadovezivanja konstruisali bismo ugao od 20°). Iz geometrije znamo da je pravilan petougao kon-
struktibilan, pa je konstruktibilan njegov centralni ugao od 72°. Ako oduzmemo konstruktibilan ugao od 60°,
dobijamo da je ugao od 12° konstruktibilan. Polovljenjem dva puta konstruiSemo ugao od 3°. Dakle, ugao od

1° 1 2° nisu, a ugao od 3° jeste konstruktibilan. Sada tvrdenje leme direktno sledi. O

8/38 Primer.
Konstrukcija pravilnog 9-tougla je nemoguéa. U suprotnom konstruisali bismo i njegov centralni ugao od

40°, a 3140. (Ili bismo polovljenjem dobili ugao od 20°, a videli smo da je to nemoguce.)

8/39 Primer.
U opstem slu¢aju nije moguée konstruisati jednakokraki trougao ako su dati krak b i polupreénik upisanog
kruga r. Dokazimo da jednakokraki trougao ¢iji je krak b = 5 i polupre¢nik upisanog kruga r = 1 nije

konstruktibilan. (Treba naglasiti da ovaj trougao zaista postoji.) Pogledajmo sliku:

A

A

Iz AADC ~ AAFEO imamo é—g = 2—8, tj. % = %, tj. % = h — 1, odakle je ¢ = % Po Pitagorinoj

teoremi je h? + ¢ = b2, pa je h® + % = 25, odnosno h?(h —1)? — 25(h — 1)? + 25 = 0. Sredivanjem

dobijamo da h zadovoljava polinom 3 — 222 — 242 + 50 = 0, koji je po Ajzenstajnovom kriteriju nerastavljiv.
Dakle, |Q(h) : Q| = 3, pa visina h nije konstruktibilan broj prema posledici 8/33, pa ni trougao ne moze
biti konstruktibilan.

Za kraj bez dokaza navodimo i sledec¢u teoremu:

\

8/40 Teorema.

Pravilan n-tougao je konstruktibilan akko n = 2*p1ps...pm, gde k,m = 01ip1,. .., pm su razliciti Fermaovi

prosti brojevi (prosti brojevi oblika 22 + 1, gde I € N). O
J
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