Algebra 2 — radna verzija skripte

Slavko Moconja
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I Dejstvo grupe na skup

A Definicija, primeri, osnovne osobine

I-1 Definicija. Neka je G grupa i X neprazan skup. Dejstvo grupe G na skup X je preslikavanje - : G x X —

X, (g,2) — g -z, koje zadovoljava slede¢e dve aksiome:
(dl) (Vxze X) e-z =z, gde e oznacava neutral grupe G;
(d2) (Vg,heG,zeX) g-(h-z)=(gh)-x.

éinjenicu da G deluje na X zapisujemo sa G —~ X.

I-2 Komentar. O dejstvu mozemo da razmisljamo kao o dinamickom konceptu: svaki element g € G deluje

na X tako $to pomera njegove elemente; g pomera element x € X u element g - z:



Tada aksiome mozemo predstaviti na sledeéi nacin:

e h\ — \
g > (h-z)=(gh) -z

. \ /

(Primetimo da je redosled nadovezivanja strelica u drugoj aksiomi u saglasnosti sa pravilom za kompoziciju
funkcija.) MoZemo da imamo u vidu i da je ovo dejstvo elementa g na X permutacija skupa X (bijekcija na

X), 8to ¢emo kasnije i dokazati.

I-3 Primer. Nekaje G =S, i X =[n] ={1,2,...,n}. Imamo prirodno dejstvo S,, —~ [n] dato sa o i := o(i).
Proverimo aksiome dejstva:
(d1) |]-4=[](%) =4 (setimo se da je neutral grupe G koincidencija |], tj. identi¢ko preslikavanje skupa [n]);
(d2) o-(t-i)=0(r-i)=0(7(i))) =0co7(i) =(coT) 1.
Dakle, obe aksiome su zadovoljene.
Pogledajmo specijalan sluc¢aj S, — [4], i nacrtajmo dejstva permutacija o = [134], p = |13], 7 = |12]|34]:
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Imamo i prirodno dejstvo S,, — [[n]]?, gde [[n]]? = {{i,j} | i, € [n], i # j} dato sa o - {i, 5} := {o(i),0(5)}.
Proveri¢emo aksiome dejstva, ali prvo treba da proverimo da li je ono dobro definisano. Naime, ako o € S,,
i {i,7} € [[n]]?, treba da proverimo da o - {i,j} € [[n]]®. {i,j} € [[n]]? znaci i,j € [n] i i # j, pa kako je o
permutacija skupa [n], specijalno 1-1, imamo da je (i) # o(j), i naravno o(i),o(j) € [n], odakle {o(i),0(j)} €
[[n]]?; dakle, o - {i, j} € [[n]]*.
dn [1-{i,53 = {16, [1G)} = {i, 43
(@2) o (7 {i,3}) = o+ {7(0), 7()} = {o(r(0)), o (r(i))} = {0 0 7(i),000 7)) = (0 7) - i, ).
Pogledajmo slu¢aj Sy — [[4]]?, i nacrtajmo dejstva permutacija o = |134] i p = |13].
Najpre primetimo da je [[4]]? = {{1,2}, {1, 3}, {1,4},{2,3}, {2, 4}, {3,4}}.
Po definiciji [134] - {1,2} = {|134](1),[134](2)} = {3,2}, i na sli¢an nacin vidimo da su odgovarajauca dejstva

data sa:
p
C ) .

{1, 3} {1,2} — o — {2,3} {1,3} {1,2} {2,3}
/N \ / ~r
/ \ N/ VAN
{1’4} — 0= {374} {234} {L 4} {3’4} {274}

o 0

I-4 Primer. Neka je G = Dy i X = {temena kvadrata}; prirodno Dy —~ X. Setimo se da je D4 generisana sa
rotacijom p za 90° oko centra kvadrata u pozitivhom smeru i bilo kojom osnom simetrijom o, npr. u odnosu na

vertikalnu osu:



Sy

Nacrtajmo dejstva izometrija p, o i po (primetimo da je po osna simetrija u odnosu na pravu koja sadrzi
dijagonalu AC).

— 7~ Qp07
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Dy prirodno deluje i na skup dijagonala kvadrata {AC, BD}. Nacrtajmo dejstva gornjih elemenata:

— P~ — 0~ /N N\
AC BD AC BD P AC BD po
r\p/ \0/ A N/

I-5 Primer (Dejstvo grupe na sebe mnozenjem sleva). Posmatrajmo G —~ G dato sa g - x := gx.
Proverimo aksiome dejstva:
(dl) e-x=ex =u;
(d2) g-(h-2) =g- (hz) = g(hx) = (gh)x = (gh) - z.
1

I-6 Primer (Dejstvo grupe na sebe konjugacijom). Posmatrajmo G —~ G dato sa g -z := gzrg™*.
Proverimo aksiome dejstva:

(dl) e-x = exe ! = eve = x5

(d2) g-(h-z)=g-(hah™') = ghah~'g~" = gha(gh)~" = (gh) - =.

Setimo se, ako je H < G, G/H oznacava skup svih levih koseta podgrupe H: G/H := {aH | a € G}, gde je
levi koset aH := {ah | h € H}. Takode, setimo se: aH = bH <= a 'be H.

I-7 Primer (Dejstvo grupe na kosete podgrupe). Neka je H < G. Posmatrajmo G —~ G/H dato sa g - aH :=
(ga)H.

Kako smo definisali da g koset predstavljen sa a pomera u koset predstavljen sa ga, trebalo bi najpre
da dokazemo da je ovako zadato dejstvo dobro definisano. Tj. treba da proverimo da aH = bH povladi
g-aH = g-bH, tj. (ga)H = (gb)H. To mozemo da uradimo koriste¢i gornju napomenu: aH = bH <= a lbe
H < alglghe H < (ga)~'(gb) e H < (ga)H = (gb)H. Sada moZemo da proverimo aksiome
dejstva:

(d1) e-aH = (ea)H = aH;
(d2) g (h-aH) = g (ha)H = (g(ha))H = ((gh)a)H = (gh) - aH.

I-8 Primer (Dejstvo grupe na podgrupe konjugacijom). Neka je Sub(G) familija svih podgrupa od G. Pos-
matrajmo G — Sub(G) dato sa g- H := gHg™ L.
Poznato nam je da za H < G, takode gHg~ ' < G, tj. gornje preslikavanje je dobro definisano. Aksiome

dejstva lako mozemo da proverimo na slican nacin kao u primeru I-6.



I-9 Primer. Za o €S, i (v1,%2,...,%,) € R" defini§imo: o - (v1,22,...,%n) := (To(1); To(2) - - s Ta(n))-
Proverimo aksiome dejstva:

(dl) H . (l‘l, Loy .- ,xn) = (Jﬁn(l),xn(g), . ,J,‘H(n)) = (.’I,‘l,.’L‘Q7 . ,xn).
(d2) Neka su 0,7 € S,

U-(T'(xl,x27...7$n)) = a-(xT(l),xT(2)7...,xT(n))
= (To(r) To(r@) -+ Ta(r(n)
= ('Ta'or(l Toor(2)y - - - axUOT(n))
= (coT) - (x1,22,...,24).

I-10 Zadatak. (a) Racun u prethodnom primeru je neta¢an. Gde je greska?
(b) Dokazati da gornja formula ne definise S,, —~ R™.
(c) Dokazati da sa o - (z1,%2,...,%n) := (Te-1(1); To-1(2)s - - - » Ta—1(n)) Jeste definisano S,, ~ R".

I-11 Primer. Neka je S neprazan skup i X = S™. DefniSemo Z,, —~ X sa:

k- (l‘o,.’l}l, R 7xn71) = (m0+ka Titks--- 7:1;(n—1)+k:)7

gde i + k ra¢unamo u Z,, (sabiramo modulo n).
Proverimo aksiome dejstva:

(d1) 0- (20,715, Tn-1) = (T040, 1405 -+ -, T(n—-1)+0) = (L0, T1, -+, Tn_1);
(d2)
k-(m-(xo,71,...,%n-1)) = k- (Tosrm>Titm,-- s T(n—1)4m)
= k-, 1, Yn—1), 8de Yi = Tiym
= (Yoskr Yitks - Yn—1)+k)
= (Tothtm Tliktms s T(n—1)4ktm)
= (k+m) (zo,z1,...,Tpn_1).

I-12 Primer. Neka je G grupa i X = {(g0,91,---,9n-1) € G" | g0g1-..-9n—1 = e}. Formula iz prethodnog
primera definise Z,, —~ X. Ako je G kona¢na, |X| = |G|*7L.

Treba samo da proverimo da je dejstvo dobro definisano, tj. da za k € Z, 1 (go,91,---,9n-1) € X,
k- (90,915 9n-1) € X. 12 (90,915, 9k—1,9k> Gk 41 -+ - Gn—1) € X imamo gogi ... grk—19x9k+1---gn-1 = €.
Odavde, mnoZenjem sa (gxgx+1---gn_1)" * zdesna, dobijamo gog1 -..9x—1 = (JxGk+1---gn_1)" ', Pa mnozen-

jem sa grgk+1-..Ggn—1 sleva zakljufujemo grgr+1--.9n—19091---9x—1 = e. Dakle, k- (go, 91,1 9n-1) =
(Gky Ght1s - Gn—15905 91, - - - s g—1) € X. Aksiome dejstva smo ve¢ proverili u prethodnom primeru.

Ako je G konacna, dokazimo | X | = |G|*~!. Posmatrajmo preslikavanje X — G™~! datosa (go, g1, -+, 9n_1) —
(g1,--+,9n—1); dokaza¢emo da je u pitanju bijekcija. Preslikavanje je ,na" jer za proizvoljno (¢1,...,9n—1) €
G"! imamo gog1...gn—1 = € za go = (g1,---,9n—1)"", Pa (90,91, -, 9n-1) € X i (90,91, Gn-1) —
(91,---y9n-1)- Ako (90,91, In-1),(96,91,---s9n—1) € X, imamo go = (g1...gn-1)"" = g}, pa imamo

da je (90, 915+ > 9n—-1) = (94,915 - - - gn—1), Sto dokazuje da je preslikavanje ,,1-1".

I-13 Primer. Neka G —~ X, inekaje Y skup. Zage G i f € XY definiSemo G —~ XY sa g- f € XY je funkcija
data sa (g f)(x) == f(g~! - ).

Proverimo aksiome dejstva:
(d1) za svako z € X imamo (e- f)(z) = f(e™!-z) = f(e-x) = f(x), gde u poslednjem koraku korisimo (d1) za



G —~ X, odakle jee- f = f;

(d2) za svako x € X imamo:

(g-(h-)@) = (h-flg™" 2)

odakle g - (h- f) = (gh) - f.
I-14 Definicija. (a) Neka G —~ X. Za g € G definiSemo ¢, : X — X sa d4(z) := g - .

(b) Neka je X neprazan skup. Sa Sym(X) oznaCavamo grupu svih permutacija skupa X (bijekcija X — X)
u odnosu na operaciju kompozicije funkcija; idx je neutral ove grupe; inverz permutacije o je inverzno
preslikavanje 0 ~1. (Komentar. Sym([n]) =S,,.)

I-15 Tvrdenje (Osnovne osobine dejstva). Neka G —~ X, g, he Gix,ye X.

(b)
(c) g € Sym(X);
(d) 56 = idx;

g-rT=9-YyY <= T=Y;

(e) (Sg O (Sh . 6gh;

(g) 0:G — Sym(X) dato sa §(g) := d, je homomorfizam grupa.

Dokaz. (a) (=) Pretpostavimo g -z = y. Tada je:

(d1) _ (d2) _ _
v =ex= ("9 x =g (gra)=9"y

(<) sada sledi iz (=) na sledeci nacin:

- =) .
gly=2 = (¢ ) =y tjg-x=uy

(b) (=) Neka je g+ = g -y =: z. Prema (a) imamo x = ¢! - 2 = y. Smer (<) je o¢igledan.
(c) Prema (b) d, je ,1-1". Kako smo ve¢ videli z = g- (97! - 2) = d,(g™" - z); §, je ,na'.

(d) d. = idx vazi prema (d1).

(€) 04 00y = g4y, vazi prema (d2).

(f) Prema (d) i (e) je ;-1 0 0y = idx = b4 0 4-1, odakle je d,—1 = 0"

(

g) Direktno prema (e). O

I-16 Zadatak. Neka G —~ X.

(a) Ako H < G, prirodno H —~ X restrikcijom dejstva.

(b) Prirodno G —~ [X]" = {n-to¢lani podskupovi od X} sa g {z1,...,2n} :={g - 21,...,9 Tn}.

(¢) Prirodno G —~ X" — dijagonalno dejstvo sa g - (z1,...,25) := (g - Z1,...,9  Tn).

Komentar. Deo (a) je ofigledan. Aksiome dejstva u delovima (b) i (c) se direktno proveravaju. U delu (b)

potrebno je proveriti i dobru definisanost koja sledi iz prethodnog tvrdenja.



B Jezgro i slika dejstva, Kejlijeva teorema, n!-teorema

I-17 Komentar. Neka G —~ X. Prema tvrdenju I-15(g) imamo pridruzeni homomorfizam § : G — Sym/(X)

dat sa 0(g) = &4, gde d4(x) = g - .

1-18 Definicija. Neka G —~ X i neka je § : G — Sym(X) pridruZzeni homomorfizam. Definigemo:
(a) Ker(G —~ X) := Ker(d);

(b) Im(G ~ X) := Im(9).
I-19 Komentar. (a) Prema prvoj teoremi o izomorfizmu imamo:

G/Ker(G ~ X) = Im(G —~ X) < Sym(X).

(b) ge Ker(G ~ X) < §;,=idx «— (VxeX)g -z=ux
Ker(G~X)={geG|(VxeX)g z=ux}

Naveséemo nekoliko primera primene gornje formule na razli¢ita dejstva.

120 Teorema (Kejlijeva teorema). Svaka grupa G je izomorfna podgrupi neke grupe permutacija. Preciznije,
do na izomorfizam, G < Sym(QG).

Dokaz. Uo¢imo dejstvo G — G mnozenja sleva iz primera [-5: g - x := gx. Kako je gr = x <= g = e, jezgro
Ker(G —~ G) = {e} je trivialno. Prema komentaru I-19(a):

G =G/Ker(G ~G) = Im(G —~ G) < Sym(G).

Dakle, G < Sym/(G). O

I-21 Teorema. G/Z(G) = Inn(G).
Dokaz. Uotimo dejstvo G —~ G konjugacijom iz primera I-6: g -z := gzg~'. Najpre, kako je d,(x) = gzg—*,
Im(G ~ G) = {6y | g € G} = Inn(G) — grupa unutra$njih automorfizama grupe G. Takode, g € Ker(G —~

1

G) — WMeX)gx=2 = (VeeX)grg'=2 — (VxeX)gr=129 «— ge Z(G). Teorema

direktno sledi prema komentaru I-19(a). O

I-22 Definicija. Neka je H < G. Jezgro podgrupe H je:

Core(H) := ﬂ aHa™'.
aeG

I-23 Teorema (n!-teorema). Neka je H < G i |G : H| = n. Tada |G : Core(H)| | nl.

Dokaz. Uoc¢imo dejstvo G —~ G/H na kosetima podgrupe H iz primera I-7: ¢ -a := gaH. Izratunajmo
Ker(G —~ G/H): g € Ker(G —~ G/H) <= (Na € G)g-aH =aH <= (ae€G) gaH = aH <
(Vae G)algae H «— (Nae G) geaHa ! < ge Core(H); dakle, Ker(G — G/H) = Core(H).
Prema komentaru I-19(a): G/Core(H) < Sym(G/H). Kako |G/H| = |G : H| = n, |Sym(G/H)| = nl, pa po
Lagranzovoj teoremi imamo |G : Core(H)| = |G/Core(H)| | nl. O



I-24 Komentar. U dokazu prethodne teoreme smo videli da je Core(H) jezgro izvesnog homomorfizma (datog
dejstvom), §to znadi da je Core(H)< G. Kako je H = eHe™ !, H ucestvuje u preseku kojim je definisano jezgro
Core(H), pa zaklju¢ujujemo Core(H) < H. Prema tome, Core(H) je podgrupa od H koja je normalna u G.
Stavige, C ore(H) je najveca podgrupa od H koja je normalna u G. Da bismo ovo videli, pretpostavimo K < H
i K< @. Tada je za svako a € G, K = aKa™' < aHa™ ', gde jednakost vazi jer K < G, a inkluzija jer K < H.
Odatle je K = (,cqaKa™ < (\,eqaHa™ = Core(H).

Primetimo i da odavde imamo H <« G <= Core(H) = H.

ae

Dajemo jedan primer primene n!-teoreme.

I-25 Teorema. Neka je G kona¢na grupa i neka je H < G takva da |G : H| = p, gde je p najmanji prost broj
koji deli |G|. Tada H < G.
Specijalno, podgrupa indeksa 2 uvek mora biti normalna.

Dokaz. Primetimo da je (|G|,p!) = p jer je p najmanji prost broj koji deli |G]. Kako sa jedne strane, po
Lagranzovoj teoremi, |G : Core(H)| | |G|, a sa druge strane, po nl-teoremi, |G : Core(H)| | p!, dobijamo da
|G : Core(H)| deli i njihov NZD, tj. p. Dakle, ili |G : Core(H)| = 1 ili |G : Core(H)| = p. Prvi slu¢aj nije
mogu¢ jer |G : Core(H)| = 1 zna¢i G = Core(H), a Core(H) < Hi H # G (jer |G : H| = p). Dakle,
|G : Core(H)| = p. Sada kako jei |G : H| = piCore(H) < H, zaklju¢ujemo Core(H) = H, odakle H< G. O

C Orbite i stabilizatori
I-26 Definicija. Neka G ~ X iz € X.

(a) Orbita elementa x je skup:
G r:={g-z|lzeX}cX!

(b) Stabilizator elementa « je skup:
G,:={geG|g-x=1} =G>

I-27 Primer. Neka je G —~ G dejstvo grupe na sebe mnozenjem sleva iz primera [-5: g -z = gz, i neka je

1

xr € G. Primetimo da je G - o = G. Zaista, za y € G imamo (yz~!) -2 = yz~lo = y, pa y € G - x; dakle,

G -z=G. Takode, g- v =2 > gr =2 <> g=e¢, tj. G, = {e}.

1

I-28 Primer. Neka je G —~ G dejstvo grupe na sebe konjugacijom iz primera [-6: g -x = gzrg™, i neka je

reG. Tadaje G2 = {grg™' | g€ G} =: 2% — klasa konjugacije elementa x. Primetimo da je G-z = {z} <

(Vge @) grgl =2 —= (VgeG)gr =29 — z¢€ Z(G). Slicno, ge G, < grg =2 < gr=

xg <= g€ C(x), tj. Gy = C(x) — centralizator elementa z u G.

I-29 Primer. Neka je H < G, G —~ G/H dejstvo grupe na kosetima iz primera I-7: ¢g - aH = gaH, i neka je
aH € G/H. Tada je G - aH = G/H; zaista, za bH € G/H imamo bH = ba~'aH = (ba~')-aH € G - aH. Dakle,
G-aH = G/H. Takode, g € Gug <= gaH =aH <= a 'gae H < geaHa ' tj. Gog = aHa™'.

I-30 Primer. Neka je G —~ Sub(G) dejstvo na podgrupa konjugacijom iz primera I-8: g- H = gHg~*. Tada
geGy = g-H=H < gHg'!=H < gH = Hg < ge€ N(H); dakle, Gy = N(H) —

normalizator podgrupe H u G.

I-31 Primer. Neka je S skup i Zy — S* dejstvo iz primera I-11: k - (xq, 71,22, 23) = (Th, Ths1, Thi2, Thr3)
gde sabiramo u Z4. Izracunajmo orbitu i satbilizator proizvoljne ¢etvorke.

Pretpostavimo najpre da je 29 = x1 = 29 = x3 =: x. Tada je za svako k € Zy, k- (z,x,2,z) = (2,2, z,x),
paje Zy - (v, z,2,2) = {(v,2,7,2)} i (Z4)(2,,0,2) = La-

Pretpostavimo sada da su neka tri od xg, x1,x2, x3 jednaki, a ¢etvrti od njih je razli¢it, npr. pretpostavimo

Ti=To F X1 = To =Tz =Y. Tada je 0- (x7yayay) = (337?479,9)» 1 (%ym%w = (y7y7yax)a 2. (%?hyay) =

1Orbita elementa z se ponekad obelezava i O(z) ili Oy.
2Stabilizator elementa x se ponekad obelezava i Stab(z) ili By .



(v, y,2,y) 13- (x,y,y,y) = (y,2,y,y). Dakle, Zy - (x,y,y,y) = {(=,4,9,9), ¥, 9,9, 2), (v, y,2,9), (W, z, 9, y)}, |
jedino 0 fiksira element (z,y,y,y), pa je (Z4)(z,y.yy) = {0}. Isti rezultat dobijamo i ako je neki drugi element

x; razli¢it od preostalih koji su jednaki.

Pretpostavimo sada da medu xg, 1, x2, 3 imamo dva para jednakih elemenata. Najpre, neka je zg = x1 =:
x # Yy := xy = x3. Kao i malopre vidimo da je Z, - (z,2,y,y) = {(z,2,y,y), (x,y,y,2), (y,y,x, ), (y, z, x,y)},
kao i da jedino 0 fiksira (z,z,y,y), tj. (Z4)(z,zy,y) = {0}. Isti rezultat dobijamo i ako podemo od bilo kog
elementa iz navedene orbite.

Drugi podslucaj je g = xo =: x # y := x1 = x3. Tada je Zy - (v,y,2,vy) = {(z,y,2,y), (y,x,y,x)}, 1 pored
0, i 2 fiksira element (z,y,,y), pa je (Z4)(2,y,0,y) = 10,2}

U svim preostalim sluc¢ajevima, koje ostavljamo za vezbu, dobijamo Zy - (xg, x1, x2, x3)} je Getvoroelementni
skup i (Za) (wg,21,02,25) = 10}

1-32 Primer. Neka je p prost broj, S skup i Z, —~ S? kao u primeru I-11. Izra¢unajmo orbitu i stabilizator

proizvoljne p-torke.

Podelicemo problem na dva slucaja. Prvo, pretpostavimo zg = 1 = --- = z,_; =: z. Ocigledno Z, -
(z,z,...,x) ={x,z,...,x} 1 (Zp)(z}m)m’w) =Zp.
Pretpostavimo sada da nisu svi zg, 21, . . ., £,—1 jednaki. Tvrdimo da je stabilizator trivijalan. Pretpostavimo

suprotno. Neka je k € Z,, k > 0, takav da:
k - (1'0,1'1, s axp—l) = (IOaZ‘la s 7:Cp—1)'

Kako je (k,p) =1 jer je p prost broj, po Bezuovoj lemi postoje brojevi «, 5 € Z takvi da je 1 = ak + fp; tada

je modulo p, 1 = ay,k, gde je o), ostatak pri deljenju « sa p. Sada imamo:

(SEl,...,I’p_l,SC()) = 1‘(1’0,1‘1...,17]3_1)
= (apk) - (zo,x1,...,2p-1)
= ( + -+k‘)-(x07x1,...,mp,1)
Qp

= ($0,x1,...,$p_1)
gde u poslednjem koraku o, puta primenjujemo aksiomu (d2) i gornju jednakost. Dakle, dobijamo (z¢, 21, ..., Zp—1) =
(x1,...,2p_1,20), odakle zg = 1 = --- = 2,_1. Kontradikcija. Dakle, stabilizator je trivijalan.

Sada lako vidimo da orbita ima p razli¢itih elemenata. Naime, ako za | < k, |- (zo,...,%p—1) = k -

(zo,...,2p_1),ondajei0-(zg,...,xp—1) = (k=1)-(x0,...,xp_1), odakle k—I pripada stabilizatoru; kontradikcija
prema prethodnom ra¢unu.

Isti rezultat, sa potpuno istim ra¢unom, dobijamo i za dejstvo iz primera I-12.
I-33 Tvrdenje. Neka G = X, ae Gix e X.
(a) G, < G;
(b) Ga.. = aGza™1; specijalno, elementi u istoj orbiti imaju konjugovane stabilizatore;
(c) Ker(G ~ X) =(yex Ga-
Dokaz. (a) Ocigledno e € G, prema (d1), pa G, # &. Neka g,h € Gy, tj. g-x =h-x =x;tadaig ! -z = .
Sadai(¢97*h) -2 =g ' (h-2) =g ' 2 =2, odakle g-*h € G,. Dakle, G, < G.
(b) Imamo g€ Gopy = g-(a-2)=0a-2 < ga-x=a-2 < a ‘ga-x =2 < a lgaeCG, =
g€ aGra~"'; dakle, Gy., = aGra™t.

(c) Imamo g € Ker(G ~ X) «— (VeeX)g-z =2 «— (VzeX)ge G, < g€ ),cx Gs; dakle,
Ker(G —~ X) = (\,ex Ga- O

1-34 Teorema (Orbita-stabilizator teorema). Neka G —~ X iz € X.



(a) Sa aG, — a - x definisana je bijekcija G/Gy — G - x.
(b) GGl = |G -al.

(c) Ako je G kona¢na, onda je |G| = |G| - |G - z|.

Dokaz. (a) Uoc¢imo sledeci niz ekvivalencija:
aGy =bG, — b laeG, — b lax=2 < a-2=0-1.

On pokazuje da je dato preslikavanje dobro definisano (smer (=)) i da je ,1-1" (smer («)). Kako je ono

ocigledno ,na" (jer se u a - x slika aG,), u pitanju je bijekcija. (b) sada direktno sledi iz (a):
G Ga| = |G/Ga| = |G - x],
|G|

a (c) direktno sledi iz (b) jer je |G : G| = 1G] ako je G konacna grupa. O

ol

1-35 Primer. Neka je G kona¢na grupa i neka H, K < G. Od ranije nam je poznata formula |HK| = %H%'

Dokazimo ovu formula koriste¢i orbita-stabilizator teoremu.
Posmatrajmo dejstvo H x K — G dato sa (h, k) -z = hzk™!. Za vezbu ostavljamo proveru aksioma dejstva.

Izra¢unajmo orbitu od e:
(Hx K)-e={(h,k)-e|lheH ke K}y={hek ' |heH ke K} ={hk'|heH ke K} = HK ' = HK,
gde K~! = K vazi jer je K podgrupa; dakle, |(H x K) -e| = |[HK]|. Izra¢unajmo i stabilizator od e:
(h,k)e (Hx K), = (hk)-e=e — hek''=e < h=keHnK.
Dakle, |(H x K).| = |H n K|. Prema orbita stabilizator teoremi imamo:
|H x K| = |(H x K) -e|- |(H x K)| = [H|-|K|=|HK|-|H n K|,

odakle sledi gornja formula.

1-36 Primer. Izrac¢unati koliko grupa prostornih rotacija (bez refleksija) kocke ima elemenata.
Neka je G grupa o kojoj govorimo. Mozemo da resimo ovaj problem na vise nacina.

I na¢in. Oznacimo sa S = {s1,...,s¢} skup strana kocke:

S1

S3
S5 — S92

I

S6

Grupa G prirodno deluje na S, pri ¢emu oc¢igledno G -s; = X, tj. |G- s1| = 6. Sa druge strane, ako g € G fiksira
s1, mora da fiksira i sg, i ¢ je odreden sa slikom so koja moze da bude s, s3, 54 ili s5. Dakle, |Gy, | = 4. Prema
orbita-stabilizator teoremi |G| = |G - s1| - |G, | = 6 -4 = 24.

IT nadin. Oznac¢imo sa T = {A, B,C, D, A’, B',C’, D'} skup temena kocke:



A B’

Grupa G prirodno deluje na T, pri ¢emu o¢igledno G- A =T |G- A| = 8. Ako g € G fiksira A, g je odredena sa
slikom od B koja moze da bude B, D ili A’; |G 4| = 3. Prema orbita stabilizator teoremi |G| = |G - A| - |G 4| =
8.3 =24.

ITT nac¢in. Oznac¢imo sa D = {AC’,BD',CA’, DB’} skup dijagonala kocke (prethodna slika). Grupa G
prirodno deluje na D, i o€igledno |G - AC’'| = D, tj. |G - AC’| = 4. Neka g € G fiksira dijagonalu AC’. Moguca
su dva sluc¢aja. Prvi: g fiksira temena A i C’. Tada je g odredena sa slikom temena B i imamo tri moguénosti:
B se slika u B, D ili A’. Drugi slucaj: ¢ transponuje temena A i C’. Ponovo je g odredena slikom temena
B koje sada moze da se slika u B’,C ili D'. Prema tome, |Gac/| = 6. Prema orbita-stabilizator teoremi
|G| = |G- AC'| - |Sacr| =4-6 =24.

Ovde mozemo da kazemo i vise. Nije tesko videti da ako g € G fiksira sve dijagonale, onda g mora biti
koincidencija (jedina druga izometrija koja fiksira sve dijagonale je centralna simetrija u odnosu na centar
kocke, ali ona je indirektna, tj. ne pripada G); dakle, Ker(G —~ D) je trivijalna. Kako je G =~ G/Ker(G —~
D) =~ Im(G —~ D) < Sym(D) = Sy, i kako |G| = [S4| = 24, zakljuCujemo G = S;.

I-37 Zadatak. Izra¢unati broj svih izometrija kocke.
I-38 Teorema. Neka G —~ X. Saz ~ y: <= x € G -y definisana je ekvivalencija na X, i klasa ekvivalencija

elementa x, [z]~, je orbita elementa x: [z]. = G - z. Specijalno, orbite dejstva ¢ine particiju skupa X.

Dokaz. Relacija ~ je refleksivna jer v = e-x € G - x. Pretpostavimo = ~ y, tj. z € G -y. Tada x = g - y za neko
geG, pajey=g!
2e€G-yiyeG -z. Tadax=g-yiy=~h-zzaneke ghe G, odaklejex =g-y=g-(h-2)=(gh) - z€ G-z,

-x € G-x,tj. y ~ x; relacija je simetricna. Kona¢no, pretpostavimo z ~ y iy ~ z, tj.

tj. * ~ z; relacija je tranzitivna.
Po definiciji je y € [2]. <= y~x < ye G- x; dakle, [z]. =G - x. O

D Klasovna jednakost, KoSijeva teorema, ostale primene

Prema teoremi 1-38 orbite dejstva G — X ¢ine particiju skupa X. Ako su x;, i € I, predstavnici svih orbita

(iz svake orbite smo izabrali po jedan element), onda imamo:

el

Ako je X konacan skup, onda je i I konacan, i iz (f) i orbita-stabilizator teoreme imamo:

X[ =[G 2| = |G : Gul. (1)

el el

Ako je i G kona¢na, prethodnu jednakost moZemo da zapiSemo i na slede¢i naéin:

1
X| =G| ), —=
X1 =161
el
jerje |G : Gy,| = 1€l Jednakost (1) zovemo klasovna jednakost za dejstvo G —~ X.

[k
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I-39 Primer. Neka je G kona¢na grupa. Posmatrajmo dejstvo G —~ G konjugacijom iz primera [-6: g - x =
grg~t. Neka su x;, i € I, predstavnici netrivijalnih orbita (tj. zai € I, G-x; # {x;}). (Primetimo da netrivijlane

orbite postoje ako i samo ako je G neabelova.) Tada je:
G =1Z(G)] + Y16 : C(ai)-
il

Primetimo da 2 € Z(G) <= (Vge G)gr =29 — (Nge G)grg ' =2 — (NgeQ)g-z =
r <= G -2 = {z}. Dakle, samo centralni elementi imaju trivijalne orbite i moraju biti predstavnici svojih

obita. Prema tome, Z(G) u {z; | i € I} je skup predstavnika svih orbita. Prema klasovnoj jednakosti je:

G| = D Gzl = > |G|+ Y|G x| = > 1+ |G : G| = |Z(G) + |G : Clxi)],

zeZ(G)u{x;liel} zeZ(QG) iel z€Z(g) iel i€l

gde poslednja jednakost vazi jer je G, = C(x;) prema primeru [-28.

I-40 Teorema. Neka je G p-grupa, tj. |G| = p", gde je p prost brojin > 1. Tada Z(G) # {e}.

Dokaz. Kao u prethodnom primeru, neka su z;, ¢ € I, predstavnici netrivijalnih orbita dejstva konjugacijom.
Tada x; ¢ Z(G) za i € I, pa C(x;) # G, odakle je |G : C(x;)| > 1. Kako |G : C(z;)| | |G| = p", zakljucujemo
P ’ |G : C(x;)]. Pogledajmo jednakost is prethodnog primera:

P =Gl =Z(G) + |G : Oay)].

el

Broj p deli levu stranu, i, kako smo upravo videli, deli svaki sabirak sume na desnoj strani; sledi, p } |Z(G)].
Kako |Z(G)| = 1 jer uvek e € Z(G), mora biti |Z(G)| = p; centar je netrivijalan. O

1-41 Posledica. Grupa reda p?, p je prost broj, je Abelova.

Dokaz. Neka je |G| = p?. Netrivijalni elementi grupe G su ili reda p ili reda p?>. Ako postoji element reda p?,
G je cikli¢na reda p?, pa je specijalno Abelova. Preptostavimo da ne postoji element reda p?; svi netrivijalni
elmenti su reda p. Prema prethodnoj teoremi postoji netrivijalan element a € Z(G). Kako je a reda p, mozemo
da izaberemo element b ¢ (a). Kako ab = ba jer a € Z(G), podgrupa {a,b) je Abelova. Takode, {a,b) strogo je
veéa od (a) jer b ¢ (a). Prema LagranZovoj teoremi mora biti [(a, by| = p?, odakle G' = {a, b) je Abelova. O

Neka je p prost broj i neka je G konaéna grupa. Neka je X = {(go,91,---,9p-1) € G? | gog1 ... gp—1 = €}.
Posmatrajmo dejstvo Z, —~ X iz primera I-12: k- (go,91,---,9p—-1) = (k+0,Gk+1, - - - » Gkt (p—1)) gde sabiramo u
Zyp. Setimo se da je | X| = |G[P~! (videti primer [-12). U primeru I-32 smo videli daza § = (go, g1,.-.,9p—1) € X

imamo dve moguénosti:

eakojego=9g1="=0gp-1, Ly G=1{g} 1 (Zp)g = Lyp;
e ako go, 91 ..., 9p—1 nisu svi jednaki, |Z, - §| = p i (Zy)gz je trivijalan.
Neka je X1 = {ge€ X | go = g1 = --- = gp—1} skup elemenata sa jedno¢lanom orbitom, i neka je X, skup

predstavnika svih p-to¢lanih orbita; tada je X; U X, skup predstavnika svih orbita. Prema (f) imamo:

xX=|]2-gu ||z 7

gex, geX,
odakle je:
GPr =X = D) 1+ ), p=[X]+p|X,| (*)
geXx, gex,

I-42 Teorema (Mala Fermaova teorema). Ako je p prost broj i p{n, onda n?~! =1 mod p.
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Dokaz. Uzmimo G = Zj,. 1z () imamo:

nP~! = |X;| mod p.

Dovoljno je da dokazemo |X;| = 1. Neka g€ X;. Tada § = (a,qa,...,a), gdle a € Z,,ia+a+---+a =0, tj.
—_—

P
pa = 0. (Primetite da s obzirom da radimo u grupi G = Z,, notacija je aditivna.) Medutim, pa = 0 zna¢i da

red od a u Z, deli p, a takode deli i n po Lagranzovoj teoremi, pa kako p{ n mora biti da je a element reda 1,
tj. a = 0. Odavde vidimo da je X; = {(0,0,...,0)}, 1 |X1]| = 1. O
1-43 Teorema (Vilsonova teorema). Ako je p prost broj, onda (p —1)! = —1 mod p.

Dokaz. Uzmimo G = S,. Iz (x) imamo:

(PP~ = |X| = [ X1 + pl Xy,

odakle | X;| =0 mod p. Dovoljno je da izratunamo X; u ovom slu¢aju. Primetimo ¢ = (0, 0,...,0) € X; ako
A
P
i samo ako o? = |], ako i samo ako o = || ili ¢ je reda p. Jedine permutacije u S, reda p su p-ciklovi, i njih ima
(p— 1)I. Dakle, |X;| =1+ (p — 1)!, odakle sledi teorema. O

I-44 Teorema (Kogijeva teorema). Ako je p prost broj i p ‘ |G|, onda G ima element reda p.

Dokaz. Prema (), |G[P™' = [X1| + p|X,|, odakle p | [X1| jer p | |G|. Primetimo § = (a,a,...,a) € X; ako i
samo ako a? = e, ako i samo ako a = e ili a je reda p. Odavde |X;| > 1 jer (e,e,...,€) € X1, pa kako p | | X

mora biti | X;| = p, a to znadi i da za neko a # e, (a,a,...,a) € X1, a to znaci da je a reda p. O

E Broj orbita, Bernsajdova lema
U ovom delu GG 1 X su konacni.
I-45 Definicija. Neka G ~ X i g € G.

(a) Skup fiksnih tacaka od g je skup:

Xy={zeX|g-x=z}cX.
(b) Sa o(G —~ X)) obelezavamo broj orbita dejstva G —~ X.

1-46 Teorema (Bernsajdova lema). Neka G —~ X. Tada:

1
o(G~ X) = il 21Xl

geG

Dokaz. Posmatrajmo skup S = {(g,2) € G x X | g-x = x}. Skup S mozemo da napisemo kao disjunktnu uniju

na dva nacina:

S = U{(g,.ﬁ)‘l’eX,g'l‘:Z‘},
geG

i kao:

S=| [{g.2)geG, g 2 =a}.
zeG

Primetimo da je [{(g9,2) |z € X, g-z = z}| = |X,|, a daje [{(g,2) | g€ G, g - = z}| = |G,|. Odatle je:

> Xl =151= )] |Gal.

geG zeX
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Kako je |G| = | is orbita-stabilizator teoreme, iz prethodne jednakosti, posle kratkog sredivanja, dobijamo:

@2l 8

geG zeX

Prema tome, dovoljno je da dokazemo da je suma na desnoj strani jednaka o(G —~ X). Ako sa O ozna¢imo

familiju svih orbita, desnu stranu gornje jednakosti ra¢unamo na sledec¢i nacin:
1 1
2, PN I RN IR e I
|G x| OeO zeO |G JI‘ ‘O| OeO |O| zeO OeO |O‘ OeO
Zavrsili smo dokaz. ]
I-47 Primer. Na koliko na¢ina moZemo da obojimo temena kvadrata u tri boje (crvena, zelena i plava) ako

smatramo da su dva kvadrata jednako obojena ako rotacijom ili osnom simetrijom jednog mozemo da dobijemo

drugi. Npr. sledeca tri kvadrata su isto obojena.

Ozna¢imo temena kvadrata sa A, B, C, D:

B C

Neka je X skup svih kvadrata sa obojenim temenima u tri boje; primetimo da je |X| = 3* = 81. Neka Dy — X
na prirodan nacin. Po uslovu zadatka dva kvadrata iz X su jednako obojena ako i samo ako se nalaze u isto]
orbiti. Prema tome, problem se svodi na ra¢unanje broja o(Dy — X). Prema Bernsajdovoj lemi potrebno je da

izra¢unamo |X,| za sve g € Dy.
e |X.|. Svaki kvadrat je fiksiran sa e, pa je X, = X, tj. | X.| = 81.
e |X,|. Rotacija p se ponasa kao cikl | ABCD]:

A D D C

A

B c A B

Da bi p fiksirala obojeni kvadrat mora biti boja od A jednaka boji od D, boja od B jednaka boji od A,
boja od C jednaka boji od B i boja od D jednaka boji od C'; dakle, sva temena moraju biti isto obojena,

i imamo samo tri nacina za ovo: |X,| = 3.
e Slicno, | X 3] = 3.
e |X,2|. Rotacija p? se ponasa kao dupli cikl |[AC]|BD]:

A D C B

S

B c D A

Da bi p? fiksirala obojeni kvadrat moraju A i C biti isto obojeni, i B i D isto obojeni; imamo 3% moguénosti,
tj. |Xp2| =9.
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e | X,|, gde je o osna simetrija u odnosu na vertikalnu osu; o se ponasa kao dupli cikl |AD]|BC:

A D D A

la

B c C B

Da bi o fiksirala obojeni kvadrat A i D moraju biti jednako obojeni, i B i C' jednako obojeni; | X, | = 9.
e Sli¢no, |X,,2| =9, gde je op? osna simetrija u odnosu na horizontalnu osu.
e |X,,|, gde je op osna simetrija u odnosu na dijagonalu BD, tj. ponasa se kao transpozicija |AC:

A D C D

B c B A

Da bi op fiksirala obojeni kvadrat moraju A i C biti jednako obojeni, a B i D proizvoljno; imamo 33
mogucnosti, tj. | X,,| = 27.

e Slicno, | X, 3| = 27.
1z Bernsajdove leme imamo:

1 168
0(1D34~X):§(81+3+3+9+9+9+27+27):?:21.

Graf je skup V na kome je definisana irefleksivna, simetri¢na relacija E; ako su z,y € V' (&vorovi grafa) u
relaciji F, to crtamo kao liniju izmedu « i y (ivica grafa). Dva grafa na istom skupu su izomorfna ako postoji
permutacija ¢vorova tako da od prvog grafa dobijemo drugi. Npr. prva dva grafa na skupu V' = [4] na sledecoj

slici su medusobno izomorfna (izomorfizam je dat permutacijom |12]), i neizomorfni su sa tre¢im:

1 4 1 4 1 4

[ 1)/

2 3 2 3 2 3

I1-48 Primer. Koliko ima neizomorfnih grafova na ¢etvoroelementnom skupu V' = [4]?

Neka je X skup svih grafova na [4]; kako imamo Sest parova ¢vorova, i za svaki od njih mozemo da odlu¢imo
da li postoji ili ne postoji ivica izmedu &vorova tog para, vidimo da je | X| = 26 = 64. Neka S; —~ X na prirodan
nacin. Primetimo da su dva grafa izomorfna ako i samo ako prioadaju istoj orbiti, prema tome problem se svodi
na rac¢unanje o(Sy —~ X)), za Sta ¢emo iskoristiti Bernsajdovu lemu.

Grupa Sy ima pet tipova permutacija: ima Sest 4-cikla, osam 3-cikla, Sest transpozicija, dve duple transpozi-
cije i jednu koincidenciju. Nije tesko videti da |X,| zavisi od tipa ciklusne dekompozicije (a ne od konkretne
permutacije tog tipa). Tako da nema potrebe da ra¢unamo | X, | za sve permutacije o, dovoljno je za pet pred-
stavnika navedenih tipova. Oznacimo sa e;;, ¢ < j, ivicu izmedu ¢vorova ¢ i j; e;; moze i ne mora da postoji u

grafu.

e 0 = |1234] je 4-cikl. Permutacija o na ivicama grafa deluje kao permutacija |ejaeazesseiq]|e13e24]. Da bi
o fiksirala graf ivice iz prvog cikla ili sve postoje ili nijedna ne postoji, i isto vazi za ivice drugog cikla.

Dakle, imamo dva izbora, tj. 22 grafova koji su fiksirani sa o: |X,| = 4.

e o = |123] je 3-cikl. Na ivicama grafa o deluje kao permutacija |ej2e23€13]|€14€24€34]. Kao i malopre, da
bi ¢ fiksirala graf, ivice iz prvog cikla ili sve postoje ili nijedna ne postoji, i slicno za drugi cikl; imamo
dva izbora, tj. | X,| = 22 = 4.
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e o = |12] je transpozicija. Na ivicama grafa o deluje kao permutacija |e12]|e13€23]|€14€24]|€34]. Za svaki
od ciklova (njih Getiri; dva su trivijalni) imamo moguénost da izaberemo da li ivice u njemu postoje ili ne;
|X,| = 2% = 16.

e o = |12]|34] je dupla transpozicija. Na ivicama grafa o deluje kao permutacija |e12]|e13€24]|€14€23]|€34]-

Kao i malopre, |X,| = 2% = 16.

e o = |] je koincidencija. Kako o fiksira svih Sest ivica, za svaku mozemo da izaberemo da li postoji ili ne;
| X,| = 2% = 64.

Prema Bernsajdovoj lemi broj orbita jednak je:

1 264
o(S4~X):ﬂ(6~4+8~4+6-16+3-16+64):ﬂzll.

Dakle imamo 11 neizomorfnih grafova na ¢etvoroelementnom skupu.

II Teoreme Silova
IT-1 Definicija. Neka je G kona¢na grupa i neka |G| = p™ - n gde je p prost broj i (p,n) =1, tj. ptn.
(a) Za podgrupu H < G kazemo da je p-podgrupa ako je reda p* za neko k < m.

(b) Za podgrupu H < G kazemo da je Silovljeva p-podgrupa ili S,-podgrupa ako je reda p™.

(c) Sa Syl,(G) oznaavamo skup svih S,-podgrupa od G, a sa s, obelezavamo njihov broj s, := |Syl,(G)|.

Primetimo da a priori ne znamo da li je Syl,(G) prazna familija.

A Prva teorema Silova

II-2 Teorema (Prva teorema Silova). Neka p | |G|, tada Syl,(G) # &.

Prvi dokaz prve teoreme Silova. Dokaz izvodimo putpunom indukcijom po |G|. Neka je |G| = p™ - n, p 1 n.
Imamo dva slucaja.

1. slucaj: p| |Z(G)|. Po Kogijevoj teoremi, Z(G) ima element a reda p. Tada je (a)<tG i G/{a) je grupa reda
p™ 1. n. Po indukcijskoj hipotezi G/{a) ima podgrupu H reda p™~! (ako m = 1, ta podgrupa je trivijalna).
Tada je H := n~'[H] podgrupa od G reda p™, gde je m : G — G/{a) kanonska projekcija.

2. slucaj: p1|Z(G)|. Posmatrajmo dejstvo konjugacijom G — G. Prema primeru I-39 znamo da je:

Gl =12(G)| +}1G : G,

el

)

gde su z;, i € I, predstavnici netrivijalnih orbita. Kako p | |G| i pt|Z(G)|, za neko i € I imamo p { |G : G,

Kako je |G : G,,| = \Clicj.l’ p™ | |Gl ipt]|G: Gy, zakljuéujemo p™ | |G,,|. Sa druge strane, kako x; ima
netrivijalnu orbitu, prema orbita-stabilizator teoremi |G,| < |G| = p™ - n. Dakle, |G,,| = p™ - n/, gde n’ < n.

Po indukcijskoj hipotezi G,, ima podgrupu H reda p™, a ona je naravno podgrupa i od G. Zavrsili smo
dokaz. O

Dacemo jo$ jedan dokaz prve teoreme Silova, za koji nam je potrebna sledec¢a lema.

IT-3 Lema. Neka je p prost broj, m > 0in > 1. Tada:

pmen
=n mod p.
(")
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Dokaz. Primetimo najpre daza 1 <k <p, p ’ (’k)) Zaista, kako je (i) = k'(p Bl ik,p—Fk <p, prost broj p iz

brojioca se ne skracuje, pa p | (Z) Koristeéi ovu ¢injenicu i binomnu teoremu imamo:

P
(x+1)P Z() =2 +1 mod p.

Sada indukcijom mozemo da vidimo da (z + 1)?” = 2" 4+ 1 mod p. Zaista, baza m = 0 je trivijalna, a u

koraku imamo:
m m\P IH m P m
(x+1)P +1:<(9L“—i—1)p ) = (Jcp +1> mod p=a?"" +1 mod p,

gde smo u poslednjem koraku iskoristili gornju jednakost.

Nas zanima koeficijent uz z?" u razvoju (z + 1)1’"1'” modulo p. Prema prethodno dokazanom imamo:
m m n m n
(x+ 1P "= ((x +1)7 ) = (1:” + 1) mod p,
a koeficijent uz 2P" u razvoju (2" + 1) je (711) = n. Dakle, (p;,;”) =n mod p. O

Drugi dokaz prve teoreme Silova. Neka je |G| = p™ - > 1, ptn Nekaje X = [G]?" — familija svih
"-toclanih podskupova u G. Prema prethodnoj lemi, \X| ( ,,L”) =n mod p, pa ptn povladi p1t|X|.
Posmatrajmo dejstvo G —~ X dato sa g - S := ¢S := {gx | z € S}. (Ovo je dejstvo iz zadatka 1-16(Db)

indukovano dejstvom grupe G na sebe mnoZenjem sleva iz primera I-5.) Iz klasovne jednakosti znamo da je

|X| jednak zbiru kardinalnosti svih orbita; kako p t |X|, postoji orbita G - S takva da p 1 |G - S|. Prema
orbita-stabilizator teoremi znamo |G| = |G - S| - |Gs|, pa kako p™ | |G| ip 1t |G - S|, zakljutujemo p™ | |Gsl;

specijalno, |Gg| = p™. Sa druge strane, za fiksirano x € S, za bilo koje g € Gg imamo gz € gS =g- S = S,

pa Ggx < S; odatle, |Gg| = |Ggz| < |S| = p™. Dakle, |Gs| = p™, pa kako je Gg < G (tvrdenje 1-33(a)),

zaklju¢ujemo Gg € Syl(G). O

IT-4 Komentar. Primetimo da smo drugi dokaz izveli bez korisé¢enja Kogijeve teoreme. Prateéi ovakav pristup,
Kosijevu teoremu lako mozemo da izvedemo iz prve teoreme Silova. Naime, neka p ‘ |G|. Prema prvoj teoremi
Silova izaberimo H € Syl,(G), i izaberimo netrivijalan element a € H. Kako je |[H| = p™, po Lagranzovoj

. . . 1
teoremi red elementa a je p* za neko 1 < k < m. Tada je a?" " element reda P.

B Druga i treé¢a teorema Silova

I1-5 Lema. Neka |G| =p™-n, ptn,i P e Syl,(G). Ako je a element reda p* i aPa~! = P, onda a € P.

Dokaz. Primetimo da je k < m. Uslov aPa~! = P povladi {a)P = P{a), §to je dovoljno da zaklju¢imo da je
{a)P < G. Takode je |[{a) n P| = p', za neko | < k jer je {a) n P < {a). Imamo:

(@I IPL_p*opm
Kaynp| = P

KayP| =
Dakle, (a)P je p-nadgrupa S,-podgrupe P, pa mora biti ()P = P zbog maksimalnosti P. Dakle, ae P. O

I1-6 Definicija. Neka p | |G|, p je prost broj, i P € Syl,(G). Re¢i éemo da je skup S < Syl,(G) P-invariantan
ako je zatvoren za dejstvo P —~ Syl,(G) konjugacijom (za a € P i Q € Syl,(G), a-Q = aQa~'). Drugim

re¢ima, @ € S povladi P-Q < S. Treéim re¢ima, S je unija nekoliko orbita tog dejstva.
II-7 Lema. Neka p | |G|, p je prost broj, i P € Syl,(G). Neka je S < Syl,(G) P-invarijantan. Tada:

e ako Pe S, |S| =1 mod p;
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e ako P¢ S, p||S]

Dokaz. U skladu sa prethodnom definicijom, govorimo o dejstvu P —~ Syl,(G) konjugacijom.

Prvo primetimo [P - Q| = 1 ako i samo ako ) = P. Smer (<) je o¢igledan. Za (=), za svako a € P imamo
a-Q=Q,tj. aQa~' = Q, pa kako je a element reda p* jer je iz P, prema lemi II-5, a € Q. Dakle, P < Q, pa
kako su obe Silovljeve podgrupe, specijalno istog su reda, vazi P = Q.

Sa druge strane, ako |P - Q| > 1, prema orbita-stabilizator teoremi |P - Q| = |P : Pg| | |P|, pa imamo
p|IP-Ql.

Dakle, jedina jednoc¢lana orbita je P - P = {P}, sve ostale orbite su kardinalnosti deljive sa p. Kako je S
unija nekoliko orbita, ako P € S, mora biti |S| =1 mod p, a ako P ¢ S, mora biti |S| =0 mod p. O

IT1-8 Teorema (Druga teorema Silova). Neka p ’ |G|, p je prost broj. Svake dve S,-podgrupe su medusobno
konjugovane.

Dokaz. Posmatrajmo dejstvo G — Syl,(G) dato konjugacijom: a - @Q = aQa™'; treba da dokazemo da ovo
dejstvo ima jednu orbitu. Pretpostavimo suprotno. Neka P, Q € Syl,(G) imaju razli¢ite orbite. Primetimo da
je orbita G - P i P-invarijantna i Q-invarijantna. Prema lemi II-7, P € G - P povladi |G - P| = 1 mod p, a
Q¢ G- P povladi p ‘ |G - P|. Kontradikcija. O

I1-9 Teorema (Treca teorema Silova). Neka |G| = p™ - n, p je prost broj, i p 1 n.
(a) sp =1 mod p;
(b) 22 P e Syl,(G), |G : N(P)| = sy

(c) sp | n.

Dokaz. (a) Neka je P € Syl,(G) proizvoljna. Kako je Syl,(G) o¢igledno P-invarijantan, prema lemi II-7,
sp = |Sylp,(G)| =1 mod p.

(b) Posmatrajmo dejstvo G —~ Syl,(G) dato konjugacijom: a-Q = aQa~'. Neka je P € Syl,(GQ) i
izra¢unajmo Gp. Imamo a € Gp <= aPa"! =P <= ae N(P). Dakle, Gp = N(P), paje |G : N(P)| =
|G : Gp| = |G- P| = s,, gde druga jednakost vazi prema orbita-stabilizator teoremi, a poslednja jednakost vazi
prema drugoj teoremi Silova jer ovo dejstvo ima samo jednu orbitu, pa je G - P = Syl,(G).

(¢c) Prema (b), s, | |G| = p™ - n, a prema (a), pts,. Dakle, s, | n. O

I1-10 Posledica. Neka p | |G|, p je prost broj, i neka P € Syl,(G). Tada P < G ako i samo ako s, = 1.

Dokaz. Prema trecoj teoremi Silova, s, =1 <= |G: N(P)|=1 < G = N(P) < P<(. (Alternativno,
prema drugoj teoremi Silova, P< G < Syl,(G) = {P} < s, =1.) O

I1-11 Posledica. Neka p | |G|, p je prost broj, i H < G je p-podgrupa od G. Tada je H sadrzana u nekoj
Sp-podgrupi od G.

Dokaz. Posmatrajmo dejstvo H —~ Syl,(G) dato konjugacijom: h-Q = hQh~'. Neka su Q;, i € I, predstavnici
svih orbita. Kako |H - Q;| = |H : Hg,| | |H| i H je p-podgrupa, svaka orbita je kardinalnosti ili 1 ili stepen
od p. Prema klasovnoj jednakost s, = [Syl,(G)| = >,,c; |H - Qi|, a prema trecoj teoremi Silova s, = 1 mod p;
dakle, ne mogu svi sabirci na desnoj strani da budu stepeni od p. Dakle, postoji ¢ € I tako da je H - Q; = {Q;}.
To znaéi da za svako h € H vazi hQ;h~' = Q,, pa prema lemi II-5, h € ;. Prema tome, H < Q;. O
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C Primene teorema Silova

II-12 Definicija. Grupa G je prosta ako nema pravu netrivijalnu normalnu podgrupu: ne postoji H <G takva

da{e} £ H<G.

Primeri prostih grupa su grupe prostog reda, tj. ciklicne grupe Z,. One uopSte nemaju pravu netrivijalnu
podgrupu, pa nemaju ni normalnu takvu. Abelove grupe, razli¢ite od Z, nisu proste. Naime, ako je G Abelova
grupa koja nije prostog reda, prema Kosijevoj teoremi moZemo da nademo element a € G koji jeste prostog
reda; tada je (a)< G jer je G Abelova, i {¢} £ H < G. Dakle, pitanje da li je neka grupa prosta je zanimljivo

za neabelove grupe.

IT-13 Primer. Grupe reda p™, p je prost broj i n > 2, nisu proste.
Pretpostavimo da je G neabelova grupa reda p™. (Dakle, moZzemo da kaZemo da je i n > 3 prema posledici
I-41.) Videli smo u teoremi I-40 da je Z(G) netrivijalan, pa kako je on i prava podgrupa jer je G neabelova,

nasli smo pravu netrivijalnu normalnu podgrupu.

II-14 Primer. Grupe reda pqg™, p < g su prosti brojevi i m > 1, nisu proste.
Po tre¢oj teoremi Silova s, =1 mod ¢ 1 s4 | p, pa kako je p < ¢ mora biti s, = 1. Dakle S;-podgrupa od G

je prava netrivijalna normalna podgrupa.

II-15 Primer. Grupe reda p?q™, p < ¢ su prosti brojevi i m > 1, nisu proste.

Po trecoj teoremi Silova s, = 1 mod ¢ i s4 | p?, pa kako je p < ¢ moze biti sq = 1, u kom slucaju smo
zavrgili — S, -podgrupa je prava netrivijalna normalna podgrupa, ili moze biti s, = p? pod uslovom da p? = 1
mod ¢q. Medutim, ovo povlaéi ¢ | p> —1 = (p—1)(p + 1), pa kako je ¢ prost i p < ¢ mora biti ¢ | p+ 1, a ovo je
jedino moguée ako p =21iq = 3.

Pretpostavimo da je |G| = 22-3™ i m > 2. Prema prethodnom pasusu moZemo da pretpostavimo sz = 4.
Neka je P neka Ss-podgrupa. Prema trecoj teoremi Silova |G : N(P)| = s3 = 4, pa prema n!-teoremi |G :
Core(N(P))| | 4! = 24 = 23 .3. Kako 3% | |G|, zaklju¢ujemo da 3 | |Core(N(P))|. Dakle, Core(N(P)) je
netrivijalna podgrupa. Kako je Core(N(P)) € N(P) < G jer |G : N(P)| = 4, Core(N(P)) je i prava podgrupa.
Kako je jezgro uvek normalna podgrupa, zavrsili smo posao.

Dakle, imamo jedan specijalan slucaj da razmotrimo: |G| = 12 = 22 - 3. Ponovo moZemo da pretpostavimo
s3 = 4. Neka su Py, ..., Py sve S3-podgrupe. Kako su sve one reda tri, dakle cikli¢ne prostog reda, medusobno

se seku samo po neutralu pa [Py u---U Py =4-24+1=09.

Py P,
D= O

Tada preostala tri elementa, zajedno sa neutralom, mogu da formiraju samo jednu podgrupu reda 4, tj. samo

jednu Ss-podgrupu. Dakle, so = 1, odakle je Sy-podgrupa prava netrivijalna normalna podgrupa.

II-16 Primer. Grupe reda 23 - p™, 2 < p je prost broj i m > 1, nisu proste.
Kako s, | 2% imamo s, € {1,2,4,8}, a kako s, = 1 mod p imamo sledece slucajeve.

e Zap=>5ilip>7,s, =1, paje Sy-podgrupa jedinstvena i normalna, i zavrsili smo.
e Zap="17,s7€{1,8}; ako s7 = 1 zavrsavamo kao u prethodnoj tacki, pa pretpostavimo sy = 8.

— Ako m = 2, uzmimo neku S7-podgrupu P, imamo |G : N(P)| = 8 prema trecoj teoremi Silova, pa
|G : Core(N(P))| | 8! prema n!-teoremi, odakle 7 | |Core(N(P))| jer m = 2. Dakle, lako vidimo da

je Core(N(P)) prava netrivijalna normalna podgrupa, i zavrsili smo.
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— Imamo specijalan sluéaj |G| = 56 = 23 - 7. Neka su P, ..., P sve Sy-podgrupe; kako su sve one
cikli¢ne prostog reda 7, medusobno se seku samo po neutralu, pa [Py u--- U Pg| =8-6+1 =49. To
znaci da u G preostaje sedam elemenata, koji zajedno sa neutralom mogu da formiraju samo jednu
So-podgrupu. Dakle, so = 1, pa je Sy-podgrupa prava netrivijalna normalna podgrupa.

e Zap =3, s3 € {l,4}; ako s3 = 1 zavrSavamo kao u prvoj tacki, pa pretpostavimo s3 = 4.

— Ako m = 2, uzmimo neku Ss-podgrupu P, imamo |G : N(P)| = 4 prema trec¢oj teoremi Silova, pa
|G : Core(N(P))| | 4! prema n!-teoremi, odakle 3 | |Core(N(P))| jer m = 2. Dakle, Core(N(P)) je
prava netrivijalna normalna podgrupa.

— Imamo specijalan slucaj |G| = 24 = 23 .3. MoZemo da postupimo kao u prethodnom slu¢aju
posmatrajucéi Ss-podgrupu. Ako je so = 1, zavrSili smo. Preostala moguénost je s = 3. Neka je
@ neka Sy-podgrupa; imamo |G : N(Q)| = 3 prema trecoj teoremi Silova, pa |G : Core(N(Q))| | 3!
prema n!-teoremi, odakle 4 ! |Core(N(Q))|. Dakle, Core(N(Q)) je prava netrivijalna normalna
podgrupa.

I1-17 Zadatak. Ako |G| < 60 i |G| nije prost broj, dokazati da G nije prosta.

IIT Alternirajuée grupe

Dokazac¢emo da grupe A,, n > 5, nisu proste. Broj n > 5 je fiksiran.

ITI-1 Lema. Ako N < A,, sadrzi 3-cikl, onda N = A,,.

Dokaz. Nakon prenumeracije skupa {1,2,...,n}, mozemo da pretpostavimo |123] € N. Neka sui,j > 311 # j;
imamo |3i5]|123]|3i7]~! = [12i], pa kako |3ij] € A,, i N je normalna, |12i] € N. Kako ovi 3-ciklovi generigu A,
zakljuc¢ujemo N = A,,. U

III-2 Lema. Ako N<A,,gden=5ilin=06,1 N # {|]), onda N = A,,.

Dokaz. Dovoljno je da nademo 3-cikl u /N prema lemi III-1. Kako je N netrivijalna mora da sadrzi nesto od
slede¢ih permutacija:

(a) 3-cikl;

(b) duplu transpoziciju;

(¢) 5-cikl;

(d) dupli 3-cikl u sluc¢aju n = 6;

(e) proizvod 4-cikla i 2-cikla u slu¢aju n = 6.

Kao $to smo veé rekli, slucaj (a) povlaci N = A,,.
(b) Pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi = [12]|34]. Zbog normalnosti
sadrzi i y = [125]z[125] 7! = |25]|34], pa sadrzi i:
zy = 12134][251|34] — 1251,

¢ime smo sveli problem na (a).
(c) Pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi @ = [12345]. Zbog normalnosti
sadrzi i y = (|12]|34])2(|12][34]) ! = [21435], pa sadr#i i:

zy = |12345](21435] = |153],
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¢ime smo sveli problem na (a).
(d) Neka je n = 6 i pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi = = |123]|456].
Zbog normalnosti zadrzi i y = |124]z|124]~! = |243]|156], pa sadr#i i:

zy = [123]]456](243][156] = |16254],

¢ime smo sveli problem na (c).
(e) Neka je n = 6 i pretpostavimo da N, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n}, sadrzi x = [1234]|56].
Tada i 2% = [13]|24] € N, ¢ime smo sveli problem na (b). O

IIT-3 Lema. Ako N < A,,gden>7,i N #{[]), onda N = A,,.

Dokaz. Neka je 2z € N netrivijalna permutacija, i preptostavimo, posle prenumeracije skupa {1,2,...,n},
(1) # 1. Neka je z(1) = ¢ > 11 neka su j,k > 1 takvi da su 4, j, k medusobno razli¢iti. Primetimo da
je lijkl|z|ijk]™1(1) = |ijklx(1) = |ijk](i) = j # i = x(1), pa y := |ijk]z|ijk]™* # z i takode y € N zbog
normalnosti. Neka je z = yz~! € N. Primetimo sledece:

z = ligklalijk]) e~ = |ijklalikjle™" = [ijk]|x(i)z(j)z(k)].

Dakle, z € N permutuje najvise Sest elemenata. Neka je S Sestoclani skup koji sadrzi i, 7, k, (i), z(j), z(k) i
neka je H podgrupa od A,, koju ¢ine sve parne permutacije koje permutuju skup S, a fiksiraju sve brojeve van
S. Dakle, z€ Hi H =~ Ag. Kako je N<A,, toje NmnH<H, pakako je z€ NnH ikako H =~ Ag, zaklju¢ujemo
N n H = H prema lemi II1-2, tj. H € N. Kako H sadrzi 3-ciklove, i IV ih sadrzi, pa zakljucak sledi prema lemi
T11-1. O

Kao posledicu prethodne tri leme izvodimo:
ITT-4 Teorema. Grupe A,, n > 5, nisu proste.

I11-5 Zadatak. Dokazati da je A, jedina prava netrivijalna normalna podgrupa od S,,, n = 5.

IV  Druga i tre¢a teorema o izomorfizmu

A Druga teorema o izomorfizmu

IV-1 Teorema (Druga teorema o izomorfizmu). Neka je G grupa, N< G i H < G. Tada je Nn H< H,
N< NH ivazi N/(NnH)>~ NH/N.

/]
[~
<

/
N H

H

ey

Dokaz. Kako je N <G, znamo da je NH < GG. Jasno je N < NH, pa kako je N normalna u vec¢oj grupi G,
normalna je i u manjoj grupi NH: N<NH. Takode, akoa€ N H i he H tada h~tah € N jer je N normalna
uGiaeN,aliihtahe H jer a,h e H. Dakle, h~tah € N n H, §to znaci da je N n H < H. Dakle, koli¢nici
NH/N i H/(N n H) su definisani.
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Uo¢imo preslikavanje ¢ : H — NH/N dato sa ¢(h) := hN; primetimo da h = eh € NH, pa hN jeste
element koli¢nika NH /N, tj, ¢ je dobro definisano preslikavanje. Takode je ¢(h1hs) = h1haN = hiN - hoN =
o(h1)p(he), gde druga jednakost vazi po definiciji operacije u NH /N, pa vidimo da je ¢ homomorfizam.

Odredimo jezgro ovog homomorfizma. Imamo, za h€ H, p(h) = N < hN =N <= he N < he
N n H. Dakle, Ker(p) =N n H.

Dokazimo i da je ¢ na. Neka je xN proizvoljan koset gde v € NH. Zapisimo z = nhzane Nihe H.
Zbog normalnosti grupe N je h~'nh = n/ za neko n’ € N, pa je x = nh = hn/. Odatle je N = hn/N = hN jer
n’ € N, tj. N = p(h) sto dokazuje da je ¢ na. Dakle, Im(p) = NH/N.

Prema prvoj teoremi o izomorfizmu H/Ker(p) =~ Im(y), tj. H/(N n H) ~ NH/N. O

B Treéa teorema o izomorfizmu

IV—2 Teorema (Treca teorema o izomorfizmu). Neka su N, K <G i N < K. Tada je K/N < G/N i
(G/N)/(K/N) = G/K.

Dokaz. Kolicnik G/N je definisan jer N <« G. Takode, N < G i N < K povlate N < K, pa je i koli¢nik K/N
definisan. Oc¢igledno K/N < G/N, pa o¢igledno K/N < G/N; dokazimo K/N<G/N. Za k € K i g € G imamo
gN kN - (gN)~! = (gkg~ )N € K/N jer gkg—! € K zbog K < G.

Dakle, (G/N)/(K/N) je definisana. Grupa G/K je definisana jer K < G. Posmatrajmo preslikavanje
¢ : G/N - G/K dato sa ¢(gN) = gK. Moramo da proverimo da je ¢ dobro definisano, tj. da ne zavisi od
izbora predstavnika g koseta gN. Ako je g1 N = goN, tada je g; 'go € N, paig;'gs € K jer N < K, pa je i
g1 K = go K. Dakle, ¢ jeste dobro definisano.

Dokazimo da je ¢ homomorfizam: ¢(g1N - g2N) = p(g9192N) = g192K = 91K - 2K = ¢(g91N)p(g2N), gde
prva i trec¢a jedankost vaze po definiciji operacije u odgovarajucem koli¢niku.

Homomorfizam ¢ ocigledno je na: koset gK je slika koseta gN. Dakle, Im(p) = G/K. Izra¢unajmo jezgro.
Imamo da p(gN) = K < gK =K <= g€ K < ¢gN € K/N; u poslednjoj ekvivalenciji (<) vazi jer
ako je gN = kN za ke K, onda g~ 'k € N < K, odakle, kako k € K, sledi i g € K. Dakle, Ker(yp) = K/N.

Prema prvoj teoremi o izomorfizmu (G/N)/(K/N) =~ G/K. O

V ResSive grupe

A Digresija: Karakterisi¢ne podgrupe

V-1 Definicija. Podgrupa H < G je karakteristi¢na, H char G, ako je invariantna u odnosu na sve automor-
fizme grupe G: (Vy € Aut(G)) ¢[H]| = H.

V-2 Komentar. 1. Primetimo: H char G <= (Vp € Aut(G)) p[H] < H. Zaista, ako poslednje vazi,
onda za svako o imamo i ¢[H| € Hip [H]| S H, odakle jei H = p[o  [H]]| S ¢[H], pavazi ¢[H] = H.

2. Kako je Inn(G) € Aut(G), jasno je da H char G povladi H < G, jer H < G zna¢i da za svako g € G,
dg[H] < H (pogledati teoremu I-21 za definiciju Inn(G)).

V-3 Primer. Z(G) char G.

Nekaa € Z(G)ip € Aut(G). Neka je x € G proizvoljno. Tada ap~!(z) = ¢~ !(z)a jer a € Z(G), pa primenom
¢ dobijamo ¢(a)x = zp(a). Kako je x bilo proizvoljno zakljuc¢ujemo p(a) € Z(G). Dakle ¢[Z(G)] < Z(G), pa
zaista Z(G) char G.
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V—4 Primer. Ako je H < G jedinstvena podgrupa kona¢nog indeksa n, onda je H char G (pai H < G).

Ako je H jedina podgrupa indeksa n, kako je za svako ¢ € Aut(G) tada i ¢[H| podgrupa indeksa n, iz
jedinstvenosti sledi ¢[H] = H.

Sli¢no, ako je H < G jedinstvena podgrupa kona¢nog reda n, onda je H char G i specijalno H < G.

Npr. u grupi kvaterniona Qs, {—1, 1} je jedinstvena podgrupa reda 2 (i jedinstvena podgrupa indeksa 4), pa
je {—1,1} char Qg i {—1,1} < Qs.

V-5 Primer. U opstem slu¢aju H < G ne povla¢i H char G.
Npr. u Klajnovoj grupi V = Zg x Zsy je Zs x {0y <V jer je V Abelova, ali nije Zs x {0) char V jer imamo
automorfizam koji transponuje generatore (1,0) i (0,1) pa podgrupu Zs x {0) slika u podgrupu {0) x Z,.

Znamo da H < K < G ne povlaci uvek H < G. Arhiprimer je grupa D4 u kojoj je (o) < (o, p?) < Dy, ali
<(T> <*Zl ]D)4.

V-6 Tvrdenje. (a) Ako H char K char G, onda H char G.

(b) Ako H char K< G, onda H < G.

Dokaz. (a) Neka je ¢ € Aut(G), treba da dokazemo ¢[H| = H. Kako je K char G, ¢[K]| = K, pa ¢,k € Aut(K).
Odatle, kako je H char K, o,x[H]| = H, pajeip[H]| = o x[H] = H.

(b) Argument je slican kao u (a). Neka je a € G proizvoljno. Kako je K < G to je §,[K| = K, tj.
(0a)1k € Aut(K). Kako je H char K to (§,)1x[H] = H, paid,[H| = H. Dakle, H< G. O

V-7 Primer. Ako H char G i H < K < G, ne mora biti H char K. (Za razliku od normalnosti, podgrupa
mozZe da bude karakteristi¢na u veéoj grupi, a da ne bude karakteristi¢na u manjoj.)
Posmatrajmo G = Zy X Za, K = {(2,0),(0,1)) i H = {(2,0)). Primetimo da H nije karakteristi¢cna u K;

nije tesko videti da je slede¢om tablicom dat automorfizam grupe K koji o¢igledno ne fiksira H:

Dokazimo sada H char G. Neka je ¢ € Aut(G). Tada je ¢((1,0)) element reda Cetiri, tj. jedan od (1,0), (3,0), (1, 1)
i(3,1). U svakom od ovih slucajeva je: ¢((2,0)) = ¢((1,0) + (1,0)) = »((1,0)) + ¢((1,0)) = (2,0), gde se
poslednja jednakost lako proveri u sva Cetiri slucaja. Dakle, ¢ fiksira H.

B 1Izvod i abelizacija grupe

V-8 Definicija. Neka je G grupa, a,be G,1 A, B € G.

(a) Komutator elemenata a i b je element [a,b] := a=1b~Lab.
(b) [A4,B]:={[a,b] |a€ A, be B).

Ocigledno ab = ba <= [a,b] = e. Primetimo da je [a,b]™! = [b,a], kao i g~'[a,blg = [¢ag, g~ 1bg], i vise

o([a,b]) = [o(a),c(b)] za svako o € Aut(G).

V-9 Definicija. Izvod grupe G je podgrupa G’ := [G, G] generisana svim komutatorima.

V-10 Komentar. Kako je skup svih komutatora zatvoren za inverz (jer [a,b]~! = [b,a]), proizvoljni element

izvoda G’ jednak je kona¢nom proizvodu komutatora, tj. ako x € G’, onda je x = [a1,b1][ag, b2] ... [an, by]-

V—-11 Teorema. Neka je G grupa.
(a) G' char G, pajei G'<@.

(b) Koli¢nik G/G’ je Abelova grupa.
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(¢) Za H< G vazi: G/H je Abelova akko G’ < H. Specijalno, izvod G’ je najmanja normalna podgrupa H od
G takva da je G/H Abelova.

Dokaz. (a) Veé smo naglasili da za svaki automorfizam imamo o([a,b]) = [o(a),o ()], pa direktno imamo
o|G'] = G, tj. G’ char G, pai G' < G.

(b) Kako je, u grupi G/G’, [aG',bG"] = [a,b]G’ = G’ jer [a,b] € G’, svi komutatori u G/G’ su trivijalni, pa
je G/G" Abelova.

(c¢) Neka je H < G takva da je G/H Abelova. Tada je, za proizvoljne a,b € G, H = [aH,bH]| = [a,b]H, pa
[a,b] € H. Kako H sadrzi sve komutatore, sadrzi i G': G’ < H. Sa druge stane, ako G' < H, tada je1 G' < H,
pa po trecoj teoremi o izomorfizmu imamo G/H = (G/G")/(H/G"), pa je G/H izomorfna koli¢niku Abelove
(prema (b)) grupe G/G’, te je i sama Abelova. O

V-12 Definicija. Grupa G /G’ naziva se abelizacija grupe G i obelezavamo je sa G% := G/G".

V-13 Teorema (Univerzalno svojstvo abelizacije). Neka je 7% : G — G kanonski epimorfizam. Ako je A
Abelova grupa i ¢ : G — A homomorfizam, tada postoji jedinstveni homomorfizam ¢ : G — A takav da

W =1 o

0
G——mmm A
al
o 7
rab s
A
Gab/

Dokaz. Dokazimo najpre jedinstvenost. Neka su 77[;1, 1/;2 : G — A homomorfizmi takvi da 7,/;17rab =1 = 1[)27#“7.
Tada je 11 (9G") = d17**(g) = 1(g) = Y2m**(g) = th2(9C"), paje thr = to.

Definigimo v : G — A sa ¥(gG’) = 9(g). Dokazimo da je 1) dobro definisano. Neka je g1G’ = g2 G, tj.
gy ge € G'. Tada, g; ‘g2 je konacan proizvod komutatora. Primetimo da je ¢ ([a,b]) = [¢(a),¥(b)] = 0 jer
je A Abelova, pa je i (g g2) = 0, tj. g7 "g2 € Ker(¥), tj. ¥(g91) = (g2). Dakle, ¥ jeste dobro definisano
preslikavanje. O¢igledno je ¢ = 1 o 7%, Kona¢no ) je homomorfizam jer @(glG’ cg2G') = zﬁ(glggG’) =

¥(g192) = ¥(g1)¥(g92) = V(1G)Y(92G). u

C Visi izvodi grupe
V-14 Definicija. Za n > 2, n-ti izvod grupe G, G™ definiS§emo rekurentno sa G := (G~
V—-15 Komentar. Primetimo da indukcijom, koriste¢i tvrdenje V-6(a) i teoremu V-11(a), lako dokazujemo
G char G, pai G™ <G, za sve n > 1.
V-16 Lema. Neka je G grupa, H < G i ¢ : G — K epimorfizam grupa. Tada:
(a) H™ < G™ zasve n > 1;
(b) [G™M] = K™ za sve n > 1.
Dokaz. (a) Kako je H < G, to je H = [H,H] < [G,G] = G’. Nastavljamo indukcijom, H” = [H',H'] <
[G',G'] = G", itd.
(b) Kako je ¢[G] = K jer je ¢ na, imamo o[G'] = ¢[[G,G]] = [¢[G],¢[G]] = [K,K] = K', gde druga

jednakost vazi jer ¢([a, b]) = [¢(a), ¢(b)]. Dalje nastavljamo indukcijom, o[G"] = ¢[[G’, G']] = [¢[G'], |G']] =
[K',K'] = K", itd. O
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V—-17 Primer. Izra¢unajmo izvode grupa S,, i A, za n > 3.

Primetimo da je svaki komutator u grupi S, parna permutacija, pa S, < A,. Primetimo i da je, za
k= 3,4,...,n, [12k] = |1k]|2k]|1k]|2k] = [ |1k],|2k] ] € G'. Kako znamo da |12k| generisu A, imamo i
A, cS. Dakle, S, = A,,, pa jeiS® =S, /A, = Z.

Kako je Az Abelova grupa Al = (e), pa je S§ = {e). Odavde sledi i da su svi visi izvodi grupa Agz i S;
trivijalni.

Izracunajmo A/. Uoc¢imo V = {[],[12]|34], [13]]24], |14]|23]} — podgrupa duplih transpozicija. Nije tesko
videti da ovo zaista jeste podgrupa izomorfna Klajnovoj grupi — otud oznaka V. Kako konjugat ¢uva ciklusnu
dekompoziciju, a V sadrzi sve duple transpozicije, podgrupa V' je normalna i njen koli¢nik A4/V je reda 3,
tj. grupa Zs. Kako je koli¢nik Abelova grupa, zakljucujemo da A}, < V. Podgrupa V ima svoje Cetiri prave
podgrupe: trivijalnu i tri cikli¢ne reda 2. Kako A4 nije Abelova, A} nije trivijalna. Sa druge strane, nije tesko
videti da nijedna od podgrupa od V reda 2 nije normalna podgrupa od A4. Prema tome A, = V. Kako je V
Abelova, Aj = V' = {|]), 1 visi izvodi su o¢igledno takode trivijalni. Dakle, S| =V, S} = (|]) i visi izvodi su
takode trivijalni.

Izracunajmo sada i A/, za n > 5. Fiksirajmo proizvoljno k, 3 < k < n. Kako je n > 5, izaberimo i, j takve

da3<i<j<niij#k. Kaouprvom pasusu primeticemo da je:
|12k] = [[1k[[ij], [2K]|ij]] € AT,
Kako ovi 3-ciklovi generisu A,,, zaklju¢ujemo A/ = A,,, pa su ocigledno i svi visi izvodi jednaki A,,. Dakle, za
n>5,iS$Lm)=Anzasvem>2.
D Resive grupe

V-18 Definicija. Grupa G je rediva ako za neko n > 1 vazi G™ = (¢). Najmanje takvo n zovemo stepen

resiv0st1.

Jasno je da su sve Abelove grupe resive jer im je veé prvi izvod trivijalan.
V-19 Primer. Kako smo videli u prethodnom odeljku, S3 i Sy jesu resive, dok S,, za n > 5 nisu resive.
V—20 Tvrdenje. (a) Podgrupa resive grupe je resiva.
(b) Homomorfna slika resive grupe je resiva. Posebno, koli¢nik resive grupe je resiv.
Dokaz. (a) Neka je G resiva i H < G. Neka je n > 1 takav da G = (¢). Prema lemi V-16(a), H™ < G =
(e), paje H™ = (e) i H je rediva.

(b) Neka je G resiva i ¢ : G — K je epimorfizam. Neka je n > 1 takav da G = (e). Prema lemi V-16(b),

K™ = o[GM] = p[{e)] = {e) i K je rediva.
Ako je N<G i G je resiva, kolicnik G/N je resiv kao homomorfna slika od G pri kanonskom epimorfizmu. [

V—21 Teorema. Neka je N <G ineka su N i G/N resive. Tada je i G reSiva.

Dokaz. Neka sum,n = 1 takvi da N(™) = (e) i (G/N)"™ = (N). Neka je 7 : G — G/N kanonski epimorfizam.
Prema lemi V-16(b) je (N) = (G/N)™ = 7[G™], pa je G < N. Prema lemi V-16(a) sada je (G™)(™ <
N = (e}, paje (GM)™) = (e). Grupa G je resiva jer je (G™)(m) = Ggn+m), O

V—22 Posledica. Ako su Gy i G4 resive, regiva je i G1 x Ga.

Dokaz. Za Gy x (ey<1 Gy x G5 imamo da je G x () =~ G rediva i Gy x Go/G1 x () =~ G5 rediva, pa je prema

prethodnoj teoremi i G; x G5 reSiva. ]
V—-23 Tvrdenje. Grupe reda p” su resive, gde p je prost i n > 1.
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Dokaz. Indukcijom po n. Za n = 1, grupa je cikli¢na, pa je resiva. Neka je |G| = p™ za n > 1. Setimo se da
je centar grupe reda p™ netrivijalan (teorema 1-40), pa je |Z(G)| = p™ za neko 1 < m < n. Ako je m = n,
G = Z(G) je Abelova pa je resiva. Preptostavimo m < n. Tada je G/Z(G) reda p"~™ gde 1 <n —m < n, pa
je G/Z(G) resiva po IH, a Z(G) je resiva kao Abelova. Po teoremi V-21, G je resiva. O

V—24 Teorema. Neka je G grupa. Slededi iskazi su ekvivalentni:

(1) G je resiva;

(2) postoji niz podgrupa G = Hy > Hy > Hy > - - = H,, = (e) takav da je H;/H; 1 Abelova za sve i < n.

Ako je G konacna, jo§ jedan ekvivalent je i:

(3) postoji niz podgrupa G = Hy > Hy > Hy > - > H,, = {e) takav da je H;/H;; cikli¢na prostog reda za sve

i <n.

Dokaz. (1)=(2): Neka je G resiva i G = (e). Niz G =G = G" = --- =G = (e) je Zeljeni niz.
(2)=(1): Neka je G = Hy> H; > Hy > --- > H,, = {e) niz podgrupa takav da je H;/H;.1 Abelova za sve
i < n. Indukcijom po i > 1 dokazujemo da je G} < H;. (Ovo je dovoljno jer je tada G < H,, = (e) povlaci
G™ = (e)i G jeresiva.) Za i = 1, kako je G/H; Abelova po teoremi V-11(c) direktno imamo G’ < Hj.
Pretpostavimo da je GV < H; i dokazimo GU*Y < H; . Kako je H;11 < H; i G < H; po IH, mozemo

da uo¢imo dijagram:

Po drugoj teoremi o izomorfizmu G /(H;. 1 n GW) = H;\1,GW/H; 1, pa je GO /(Hiy n GW) izomorfna
podgrupi Abelove grupe H;/H;, 1, tj. i ona je Abelova. Prema teoremi V-11(c), G0tV = (GW) < Hiy 1 n GO
specijalno, GU+tY) < H; 1, i zavrsili smo dokaz.

Pretpostavimo sada da je G konacna grupa. (3)=(2) je ofigledno, pa dokazujemo (2)=>(3). Dovoljno je da
dokazemo slede¢u lemu: Ako H< K i K/H je konacna Abelova grupa, onda postoji L takva da H< L< K, L/H
je ciklicna prostog reda i K/L je Abelova reda manjeg od |K/H|. Zaista, ova lema nam oc¢iglendo omogucava
da u kona¢no mnogo koraka ,ubacimo" izmedu svakog para H; = H; 1 nove podgrupe takve da novodobijeni
niz zadovoljava Zeljeno svojstvo.

Dokazimo lemu. Kako je K/H kona¢na Abelova grupa, uzmimo prost broj p koji deli |K/H|. Po Kogijevo]
lemi K/H ima element a«H reda p, pa posmatrajmo podgrupu {aH ), koja je cikli¢na reda p. Ona je naravno
normalna u K/H jer je K/H Abelova. Tada je L = 7 *[{aH )] normalna podgrupa od K takva da H < L i
{(aH) = L/H. Primetimo da jeste H< L< K. Takode, L/H je cikli¢na prostog reda, a K /L je po trecoj teoremi
o izomorfizmu izomorfna sa (K/H)/(L/H) $to je koli¢nik kona¢ne Abelove grupe, pa je i sam kona¢na Abelova
grupa. Sto se ti¢e reda, o¢igledno je |K/L| = % = %ﬂ < |K/H|. Time smo zavrsili dokaz. O
V—-25 Komentar. U delu (3) je bitno da je G kona¢na. Primera radi, grupa Z, iako reSiva jer je Abelova,
nema niz opisan u delu (3). Ako imamo niz Z=>H, >--->H,_; = H, = {0), gde je H,,_1 netrivijalna, znamo

da je H,,—1 = kZ za neko k, pa H,,_1/H, = kZ/{0) = kZ nije kona¢na, pa ni prostog reda.
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