
3.2. TEOREMA O EKSTREMALNIM TIPOVIMA

UVODNE NAPOMENE

Neka je (Xn) stacionaran sluqajan niz i Mn maksimum prvih n
qlanova tog niza, tj.

Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}.

Pretpostavimo da za neke nizove konstanti an > 0 i bn ∈ R, n ∈ N,
neku nedegenerisanu funkciju raspodele G i svaki x ∈ C(G) va�i

lim
n→∞

P{Mn 6 anx+ bn} = G(x). (3.2.1)

Tada za svaki prirodan broj k > 2 i svaki x ∈ C(G) va�i i

lim
n→∞

P{Mnk 6 ankx+ bnk} = G(x). (3.2.2)

Doka�imo prvo slede�u jednostavnu lemu:

LEMA 3.2.1. Pretpostavimo da va�i (3.2.1). Ako za svaki prirodan
broj k > 2 i svaki x ∈ C(G) pri n→∞ va�i

P{Mnk 6 ankx+ bnk} − P k{Mn 6 ankx+ bnk} → 0, (3.2.3)

onda je G funkcija raspodele ekstremnih vrednosti, tj. pripada
familiji Gumbelovih, Frexeovih ili Vejbulovih raspodela.

Dokaz. Ako va�i (3.2.1), onda va�i i (3.2.2). Zato iz (3.2.3) dobi-
jamo da za svaki prirodan broj k > 2, pri n→∞ va�i

P k{Mn 6 ankx+ bnk} → G(x), P{Mn 6 ankx+ bnk} → G1/k(x),

tj. postoji niz funkcija raspodele (Fn), takav da pri n→∞ va�i

Fn(ankx+ bnk} →w G1/k(x).

Na osnovu teoreme 2.4.1 sledi da je G(x) M-stabilna raspodela,
a na osnovu teorema 2.4.3 i 2.5.1 dobijamo da G(x) pripada klasi
raspodela ekstremnih vrednosti. �

Osnovni rezultat koji �e biti dokazan u ovom paragrafu jeste
teorema o ekstremalnim tipovima za stacionarne sluqajne nizove,
koja predstavǉa uopxteǌe odgovaraju�e teoreme za nizove nezav-
isnih sluqajnih veliqina. Ta teorema tvrdi da pri odre�enim
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2 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

uslovima slabe zavisnosti za niz (Xn), funkcija G(x) iz (3.1.1)
jeste M-stabilna, xto je ekvivalentno tvr�eǌu da je G(x) neka od
funkcija raspodele ekstremnih vrednosti.

MAKSIMUMI NA DISJUNKTNIM SKUPOVIMA

Od uslova slabe zavisnosti navedenih u odeǉku 3.1 u teoriji ek-
stremnih vrednosti stacionarnih sluqajnih nizova najqe7�e se
koristi uslov D(un). Znaqaj ovog uslova i naqin ǌegovog kor-
i7�eǌa ilustrova�emo teoremom koja govori o stepenu zavisnosti
maksimuma stacionarnog sluqajnog niza na disjunktnim skupovima,
pri qemu rastojaǌe izme�u tih skupova nije maǌe od datog broja.
Za svaki prirodan broj n oznaqimo Nn = {1, 2, . . . , n}, a za svaki
konaqan podskup A skupa prirodnih brojeva neka je

M(A) = max{Xi : i ∈ A}.

TEOREMA 3.2.1. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn) stacionaran sluqa-
jan niz i (un) niz realnih brojeva, takav da va�i uslov D(un). Za fik-
sirane brojeve n, k i l neka su A1, A2, . . . , Ak ⊂ Nn disjunktni skupovi,
takvi da za proizvoǉne r i s, gde je r ∈ Ai, s ∈ Aj i i 6= j, va�i
|r − s| > l. Tada va�i nejednakost∣∣∣∣P( k⋂

i=1

{M(Aj) 6 un}
)
−
∏k

i=1 P{M(Aj) 6 un}
∣∣∣∣ 6 (k − 1)αn,l. (3.2.4)

Dokaz indukcijom po k. Za k = 2 nejednakost (3.2.4) se svodi na
uslov D(un). Pretpostavimo da nejednakost (3.2.4) va�i za proizvoǉnih
k − 1 skupova, takvih da rastojaǌe me�u ǌima nije maǌe od l.
Razmotrimo sada k skupova A1, A2, . . . , Ak ⊂ Nn za koje va�i uslov
teoreme. Oznaqimo

Bi = {M(Ai) 6 un}, i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Korix�eǌem uslova D(un) i induktivne pretpostavke dobijamo

∆ := |P (B1B2 . . . Bk)− P (B1)P (B2) . . . P (Bk)|
6 |P (B1B2 . . . Bk−1Bk)− P (B1B2 . . . Bk−1)P (Bk)|
+|P (B1B2 . . . Bk−1)− P (B1)P (B2) . . . P (Bk−1)| · P (Bk)

6 αn,l + (k − 2)αn,l = (k − 1)αn,l. �
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OSNOVNO POMO�NO TVR�EǋE

U dokazu teoreme o ekstremalnim tipovima za strogo stacionarne
sluqajne nizove osnovnu ulogu ima slede�e pomo�no tvr�eǌe:

TEOREMA 3.2.2. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn) strogo stacionaran
sluqajan niz i (un) niz realnih brojeva, takav da va�i uslov D(un).
Tada za svaki fiksiran prirodan broj k > 2 pri n→∞ va�i:

P{Mn 6 un} − P k{M[n/k] 6 un} → 0, (3.2.5)

P{Mnk 6 unk} − P k{Mn 6 unk} → 0. (3.2.6)

Dokaz. Za svaki prirodan broj n oznaqimo Nn = {1, 2, . . . , n}. Neka
je k fiksiran prirodan broj i m = [n/k]. Za velike vrednosti
prirodnog broja n mo�emo izabrati prirodan broj l, tako da va�i
nejednakost k < l < m. Neka je

Nmk = (I1 ∪ J1) ∪ (I2 ∪ J2) ∪ · · · ∪ (Ik ∪ Jk)

razbijaǌe skupa Nmk = {1, 2, . . . ,mk} na disjunktne skupove tako da
su ispuǌeni slede�i uslovi:
• Svaki od me�usobno disjunktnih skupova I1, J1, I2, J2, . . . , Ik, Jk
sastoji se od uzastopnih prirodnih brojeva;
• Va�e jednakosti

|I1| = |I2| = · · · = |Ik| = m− l, |J1| = |J2| = · · · = |Jk| = l,

• Skupovi I1, J1, I2, J2, . . . , Ik, Jk pore�ani su u zapisanom re-
dosledu, odnosno:

skup I1 sadr�i prvih m− l prirodnih brojeva;
skup J1 sadr�i slede�ih l prirodnih brojeva;
skup I2 sadr�i slede�ih m− l prirodnih brojeva;
skup J2 sadr�i slede�ih l prirodnih brojeva; itd.
Kako je mk 6 n < (m + 1)k, to je |Nn \Nmk| < k < l. Odredimo

jox skupove Ik+1 i Jk+1 na slede�i naqin:

Ik+1 = {mk + 1,mk + 2, . . . , (m+ 1)k},

Jk+1 = {mk,mk − 1, . . . ,mk −m+ l + 1}.

Tada va�e jednakosti |Ik+1| = l, |Jk+1| = m − l. Skup Ik+1 sadr�i
razliku Nn \ Nmk, a skup Jk+1 sadr�an je u skupu Nmk. U dal-
jem �emo koristiti da su maksimumi na intervalima I1, I2, . . . , Ik
slabo zavisni, a da se mali intervali J1, J2, . . . , Jk, Jk+1 mogu
zanemariti.
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Oznaqimo ∆ = P{Mn 6 un} − P k{M[n/k] 6 un}. Tada va�i jednakost

∆ = −
{
P

(
k⋂

s=1
{M(Is) 6 un}

)
− P{Mn 6 un}

}

+

{
P

(
k⋂

s=1
{M(Is) 6 un}

)
− P k{M(I1) 6 un}

}
+
(
P k{M(I1) 6 un} − P k{M[n/k] 6 un}

)
. (3.2.7)

Proceni�emo svaku od razlika na desnoj strani nejednakosti (3.2.7).
Taqnije dokaza�emo da va�e nejednakosti:

0 6 P

(
k⋂

s=1
{M(Is) 6 un}

)
−P{Mn 6 un} 6 (k+1)P{M(I1) 6 un < M(J1)},

(3.2.8)∣∣∣∣P( k⋂
s=1
{M(Is) 6 un}

)
− P k{M(I1) 6 un}

∣∣∣∣ 6 (k − 1)αn,l, (3.2.9)

|P k{M(I1) 6 un} − P k{M[n/k] 6 un}| 6 kP{M(I1) 6 un < M(J1)}.
(3.2.10)

Oznaqimo D =

(
k⋂

s=1
{M(Is) 6 un}

)
\ {Mn 6 un}. Tada va�i

D ⊂
(

k⋃
s=1
{M(Is) 6 un < M(Js)}

)
∪ {Mmk 6 un < M(Jk+1)}

⊂
(

k+1⋃
s=1
{M(Is) 6 un < M(Js)}

)
. (3.2.11)

Kako je (Xn) strogo stacionaran sluqajan niz, to verovatno�e do-
ga�aja {M(Is) 6 un < M(Js)} ne zavise od s. Imaju�i to u vidu, do-
bijamo da nejednakost (3.2.8) sledi iz (3.2.11). Nejednakost (3.2.9)
sledi iz teoreme 3.2.1, jer verovatno�e doga�aja {M(Is) 6 un}
(tako�e zbog stacionarnosti) ne zavise od s.

Primetimo da za x, y ∈ [0, 1] va�i nejednakost |xk−yk| 6 k|x−y|.
Koriste�i tu qiǌenicu, dobijamo da je

|P k{M(I1) 6 un} − P k{M[n/k] 6 un}|

6 k · |P{M(I1) 6 un} − P{M[n/k] 6 un}|

= kP{M(I1) 6 un < M(J1)},

i time je dokazana nejednakost (3.2.10).
Neka su k i r fiksirani prirodni brojevi, l > k i n > (2r+1)kl.

Tada mo�emo izabrati disjunktne podskupove A1, A2, . . . , Ar skupa
{1, 2, . . . , [n/k]− l}, tako da va�i:
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• Svaki od me�usobno disjunktnih skupova A1, A2, . . . , Ar sastoji
se od l uzastopnih prirodnih brojeva;
• Ako s ∈ Ai, t ∈ Aj, gde je i 6= j, onda va�i |s− t| > l;
• Za svaki j ∈ {1, 2, . . . , r} i svaki s ∈ Aj va�i [n/k]− l+ 1− s > l, tj.
rastojaǌe izme�u svakog od skupova A1, A2, . . . , Ar i skupa J1 nije
maǌe od l.

Uvedimo slede�e oznake:

p = P{M(I1) 6 un < M(J1)}, q = P{M(J1) 6 un}.

Poxto se svaki od skupova A1, A2, . . . , Ar, J1 sastoji od l uzastopnih
prirodnih brojeva, to iz stacionarnosti niza (Xn) dobijamo da za
sve s ∈ {1, 2, . . . , r} va�i

P{M(As) 6 un} = P{M(J1) 6 un} = q. (3.2.12)

Korix�eǌem teoreme 3.2.1 i jednakosti (3.2.12) dobijamo

p 6 P{M(A1) 6 un, . . . ,M(Ar) 6 un,M(J1) > un}

= P{M(A1) 6 un, . . . ,M(Ar) 6 un}

−P{M(A1) 6 un, . . . ,M(Ar) 6 un,M(J1) 6 un}

6

∣∣∣∣P( r⋂
s=1
{M(As) 6 un}

)
− qr

∣∣∣∣+ qr − qr+1

+

∣∣∣∣qr+1 − P
{(

r⋂
s=1
{M(As) 6 un}

)
∩M(J1) 6 un}

}∣∣∣∣
6 (r − 1)αn,l + qr − qr+1 + rαn,l

i konaqno

p = P{M(I1) 6 un < M(J1)} 6 qr − qr+1 + (2r − 1)αn,l. (3.2.13)

Koriste�i nejednakosti (3.2.8), (3.2.9), (3.2.10) i (3.2.13), dobi-
jamo

|∆| = |P{Mn 6 un} − P k{M[n/k] 6 un}|

6 (2k + 1)P{M(I1) 6 un < M(J1)}+ (k − 1)αn,l

6 (2k + 1)(qr − qr+1) + {(2k + 1)(2r − 1) + (k − 1)}αn,l.

S obzirom da funkcija g(q) = qr − qr+1, 0 6 q 6 1, ima maksimum(
r

r + 1

)r
1

r + 1
u taqki q =

r

r + 1
, daǉe sledi

|∆| 6 (2k+ 1)

(
r

r + 1

)r
1

2r + 1
+ {(2k+ 1)(2r− 1) + (k− 1)}αn,l. (3.2.14)
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Pustimo da n → ∞ i izaberimo l tako da va�i l = ln = o(n). Tada
iz (3.2.14) dobijamo da je

lim sup
n→∞

|P{Mn 6 un} − P k{M[n/k] 6 un}|

6 (2k + 1)

(
r

r + 1

)r
1

r + 1
. (3.2.15)

Konaqno ako u (3.2.15) pustimo da r →∞, dobijamo (3.2.5). Relaciju
(3.2.6) dobijamo, ako u (3.2.5) umesto n stavimo nk. �

EKSTREMALNI TIPOVI ZA STACIONARNE NIZOVE

TEOREMA 3.2.3. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn) strogo staciona-
ran sluqajan niz, an > 0 i bn ∈ R, gde je n ∈ N, nizovi konstanti
i G(x) nedegenerisana funkcija raspodele, tako da za svaki x ∈ C(G)
va�i

lim
n→∞

P{Mn 6 anx+ bn} = G(x). (3.2.16)

Ako za svaki realan broj x i un = anx+ bn va�i uslov D(un), onda je
G(x) funkcija raspodele ekstremnih vrednosti.

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.2.2 dobijamo da za svaki prirodan broj
k > 2 i niz un = anx+ bn va�i (3.2.6). Tvr�eǌe teoreme sada sledi
iz leme 3.2.1. �


