
EKSTREMNE VREDNOSTI
STACIONARNIH NIZOVA

3.1. STACIONARNI SLUQAJNI NIZOVI

UVODNE NAPOMENE

U prethodnoj glavi razmatrali smo problem odre�ivaǌa asimptot-
ske raspodele maksimuma prvih n qlanova niza nezavisnih sluqaj-
nih veliqina koje imaju istu raspodelu, pri n → ∞. Pri razma-
traǌu konkretnih problema u kojima ekstremne vrednosti imaju
va�nu ulogu, uslov nezavisnosti i uslov da sluqajne veliqine koje
se prouqavaju imaju istu raspodelu, mogu biti naruxeni.

Prirodno se name�e pitaǌe da li se prethodno razvijena teo-
rija mo�e proxiriti, tako da va�i i u pomenutim opxtim situaci-
jama. Vrlo sadr�ajna teorija razvijena je za stacionarne nizove,
kod kojih qlanovi i daǉe imaju istu raspodelu, ali se, umesto
uslova nezavisnosti, zahteva da su qlanovi niza slabo zavisni,
ako se indeksi tih qlanova puno razlikuju. Sliqna teorija pos-
toji i za stacionarne procese sa neprekidnim parametrima, ali
�emo se na ovom mestu baviti samo stacionarnim nizovima, tj. sta-
cionarnim sluqajnim procesima sa diskretnim parametrom. Ele-
menti ove teorije i opxirna bibliografija mogu se na�i u kǌi-
gama: Leadbetter, Lindgren, Rootzén (1983); Resnick (1987); Kotz, Nadara-
jah (2000); Reiss, Thomas (2001) i radu Leadbetter, Rootzén (1988).

Jedan od najva�nijih rezultata u teoriji o ekstremnim vred-
nostima stacionarnih procesa je teorema o ekstremalnim tipovima,
koja tvrdi da se pri odre�enim uslovima pomexanosti (slabe za-
visnosti) kao graniqne raspodele maksimuma mogu pojaviti samo
tri pomenute raspodele ekstremnih vrednosti.

DEFINICIJA I PRIMERI

DEFINICIJA 3.1.1. Sluqajan niz X1, X2, X3, . . . , je strogo sta-
cionaran, ako za sve prirodne brojeve n i k sluqajni vektori

(X1, X2, . . . , Xn) i (X1+k, X2+k, . . . , Xn+k)

imaju istu raspodelu.

Napomiǌemo da �emo ovde razmatrati samo strogo stacionarne
nizove u smislu definicije 3.1.1. Iz te definicije neposredno
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sledi da svi qlanovi strogo stacionarnog niza imaju istu raspo-
delu, xto je jedan od uslova koji je pretpostavǉan i u klasiqnoj
teoriji ekstremnih vrednosti, koja je data u glavi 2. Jasno je da
niz nezavisnih sluqajnih veliqina zadovoǉava uslov stroge sta-
cionarnosti. Navodimo i dva netrivijalna primera strogo sta-
cionarnih nizova.

PRIMER 3.1.1. Neka su ξ, η ∈ N (0, σ2) nezavisne sluqajne veli-
qine, λ ∈ R i Xn, n ∈ N niz sluqajnih veliqina definisan sa

Xn = ξ cos(λn) + η sin(λn). (3.1.1)

Sluqajna veliqina Xn, data sa (3.1.1), normalno je raspodeǉena,
kao linearna kombinacija normalnih sluqajnih veliqina. Lako se
proverava da za svaki prirodan broj r i svaki nenegativan ceo broj
s va�i E(Xr) = 0 i

E(XrXr+s) = σ2 cos(λs). (3.1.2)

Na osnovu (3.1.2) dobijamo da sluqajni vektori (X1, X2, . . . , Xn)
i (X1+k, X2+k, . . . , Xn+k) imaju iste kovarijacione matrice, za sve
prirodne brojeve n i k. Kako su u pitaǌu normalno raspodeǉeni
sluqajni vektori, to oni imaju i istu raspodelu, tj. niz (Xn) je
strogo stacionaran.

PRIMER 3.1.2. [Chernick (1981)] Neka je k ⩾ 2 prirodan broj,
(Xn) niz sluqajnih veliqina definisan na slede�i naqin: X0 je
proizvoǉna sluqajna veliqina sa ravnomernom raspodelom na in-
tervalu [0,1] i

Xn =
1

k
Xn−1 + εn, za n ⩾ 1,

gde je (εn) niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa ravnomernom raspo-
delom na skupu {0, 1/k, 2/k, . . . (k − 1)/k}, takav da εn ne zavisi od
Xn−1. Tada je (Xn) strogo stacionaran niz qiji svi qlanovi imaju
ravnomernu raspodelu na intervalu [0,1].

USLOVI SLABE ZAVISNOSTI

Graniqne teoreme u teoriji sumiraǌa ili u teoriji ekstremnih
vrednosti zavisnih sluqajnih veliqina dokazuju se pri odre�enim
pretpostavkama o slaboj zavisnosti qlanova tog niza qiji se in-
deksi puno razlikuju. Kao sinonim za termin slaba zavisnost
koristi se i termin pomexanost. Postoje razliqite definicije
slabe zavisnosti, odre�ene koeficijentima pomexanosti koji daju
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meru zavisnosti me�u qlanovima strogo stacionarnog niza sluqa-
jnih veliqina. U definicijama koje slede smatramo da indeks n
uzima vrednosti iz skupa prirodnih brojeva. Definicije se na
prirodan naqin mogu proxiriti na nizove qiji su qlanovi indek-
sirani svim celim brojevima. Sa Mb

a oznaqavamo σ-algebru gener-
isanu sluqajnim veliqinama Xt, a ⩽ t ⩽ b.

Jedan od oblika slabe zavisnosti me�u qlanovima strogo sta-
cionarnog sluqajnog niza jeste zavisnost koja se prote�e samo na
konaqne intervale. Taqnije, qlanovi strogo stacionarnog niza
(Xn) su m-zavisni, ako su sluqajne veliqine Xi i Xj nezavisne za
sve indekse i i j koji zadovoǉavaju uslov |i− j| > m, odnosno ako su
sluqajne veliqine Xj1 , Xj2 , . . . , Xjn potpuno nezavisne u sluqaju
da se svi indeksi j1, j2, . . . , jn me�usobno razlikuju za vixe od
m. Ekstremne vrednosti na uzorcima iz m-zavisnih stacionarnih
nizova prouqavane su u radu Watson (1954).

Zavisnost qlanova strogo stacionarnog niza, iako mo�da slaba,
mo�e se protezati i na beskonaqnost. U slede�im dvema definici-
jama uvodi se ograniqeǌe na zavisnost doga�aja koji se odnose na
proxlost do nekog trenutka t i na budu�nost posle trenutka t+ k.

DEFINICIJA 3.1.2. [Rosenblatt (1956)] Strogo stacionaran niz
(Xn) zadovoǉava uslov jake pomexanosti ako postoji niz α(k) (ko-
eficijent pomexanosti), takav da α(k) → 0 pri k → ∞ i da nejed-
nakost

sup
A∈Mt

1, B∈M∞
t+k

|P (AB)− P (A)P (B)| ⩽ α(k),

va�i za sve prirodne brojeve t i k.

DEFINICIJA 3.1.3. [Ibragimov (1962)] Strogo stacionaran niz
(Xn) zadovoǉava uslov ravnomerne jake pomexanosti ako postoji niz
β(k) (koeficijent ravnomerne jake pomexanosti), takav da β(k) → 0
pri k → ∞ i da nejednakost

sup
A∈Mt

1,P (A)>0, B∈M∞
t+k

|P (B | A)− P (B)| ⩽ β(k),

va�i za sve prirodne brojeve t i k.

Prethodne dve definicije ograniqavaju stepen zavisnosti pro-
izvoǉnih doga�aja A ∈ Mt

1 i B ∈ M∞
t+k. Pri prouqavaǌa ekstrem-

nih vrednosti od posebnog su interesa doga�aji oblika {Xj ⩽ u},
odnosno {Xj > u}, pa se zato mogu uvesti maǌe ograniqavaju�e
definicije slabe zavisnosti, koje se odnose samo na takve doga-
�aje.



4 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

DEFINICIJA 3.1.4. Strogo stacionaran sluqajan niz (Xn) zado-
voǉava uslov D, ako za sve prirodne brojeve

1 ⩽ j1 < · · · < jk < jk+1 < · · · < jk+m ⩽ n,

gde je jk+1 − jk ⩾ l, i svaki realan broj u va�i nejednakost∣∣∣∣P(
k+m⋂
s=1

{Xjs ⩽ u}
)
− P

(
k⋂

s=1
{Xjs ⩽ u}

)
P

(
k+m⋂
s=k+1

{Xjs ⩽ u}
)∣∣∣∣ ⩽ d(l),

i d(l) → 0 pri l → ∞.

DEFINICIJA 3.1.5. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn) strogo sta-
cionaran sluqajan niz, a (un) niz realnih brojeva. Uslov D(un) je
zadovoǉen, ako za sve prirodne brojeve

1 ⩽ j1 < · · · < jk < jk+1 < · · · < jk+m ⩽ n,

gde je jk+1 − jk ⩾ l, va�i nejednakost∣∣∣∣P(
k+m⋂
s=1

{Xjs ⩽ un}
)
− P

(
k⋂

s=1
{Xjs ⩽ un}

)
P

(
k+m⋂
s=k+1

{Xjs ⩽ un}
)∣∣∣∣ ⩽ αn,l,

i αn,ln → 0 pri n → ∞ za neki niz ln = o(n).

DEFINICIJA 3.1.6. [Loynes (1965)] Neka je (Xn) strogo stacionaran
sluqajan niz i (un) niz realnih brojeva. Uslov D′(un) va�i ako je

lim
k→∞

lim sup
n→∞

n ·
[n/k]∑
j=2

P{X1 > un, Xj > un} = 0.

Pomenimo jox da se pri prouqavaǌu normalnih strogo staci-
onarnih nizova stepen zavisnosti qesto zadaje koeficijentom ko-
relacije. Na primer, ako je (Xn) strogo stacionaran sluqajan niz,
qiji svi qlanovi imaju N (0, 1) raspodelu, onda se slaba zavisnost
qlanova tog niza mo�e zadati uslovom rn = E(XjXj+n) → 0 pri
n → ∞.


