Vezba 4
Metod Feautrier
(Feautrier, P.: 1964, C.R. Acad. Sci., Paris 258, 3189)

Zadatak 4.a)

Napisati program za formalno resenje jednacine prenosa zracenja koristeéi njen diferen-
cijalni oblik i Feautrier resenje. Funkcija izvora je data sa:

S(1) =1+0.17 +0.017> + 10e™".
Uporediti tako dobijeni izlazni specifi¢ni intenzitet zracenja sa tacnim izlaznim specificnim
intenzitetom koji je dobijen analiticki:
(0,2, 1) = 1+ 0.1 4002t 4 — 20
Po N T

Monohromatska opticka dubina u pravcu p je:

Na¢i maksimalnu apsolutnu gresku dobijenog formalnog resenja u odnosu na tacno, anali-
ticko resenje:

e(xnu) = |I(07'T7:U’) - Iem(o,x’pj)’/jex(o,xhu)‘

Zadatak 4.b)
Resiti jednacinu prenosa zracenja

dly,

p = alloy — %) (1)

sa funkcijom izvora u liniji
St=eB+(1-¢)J, . (2)

Jo :/ Opdpdr = i/goxdac/ I dp (3)
oo 1

koristeé¢i Feautrier metodu. Razmatrati slucaj izotermne atmosfere sa B = 1, ¢ = 1074,

. =const (z je frekventno rastojanje od centra linije u jedinicama Doplerove Sirine) i

Doplerov profil ¢, = \%e—“g. Graficki prikazati dobijeno reSenje za S(7) i za izlazni fluks

gde je

zracenja u liniji F, (7 = 0).



Feautrier metod (Paul Feautrier, 1964)

U plan-paralelnoj geometriji jedna¢inu prenosa zracenja (1) mozemo pisati posebno
za izlazno (I,f,) i za ulazno (I,,) polje zracenja:

dr},

=, (I -8, 1
dI;,
YR - _
p— = pul(ly, = Su). (3.1b)

Koristimo uobi¢ajenu notaciju: v je frekvencija, pravac p je sada ogranic¢en na interval
0 <pu<1, adr je element monohromatske opticke dubine

dr, = —afdz = —p,aldz = p,dr (3.2)

gde je ¢, profil koeficijenta apsorpcije u liniji. Pretpostavljamo da funkcija izvora S, ne
zavisi od pravca, kao napr.

Su =Y + BVJIJ (33@)

u slucaju koherentnog rasejanja u kontinuumu, ili

S, =7 + 5, / Oy JydV (3.3b)

u slucaju kompletne redistribucije zrac¢enja u spektralnoj liniji (v, je termalni ¢lan, a (3,
je koeficijent rasejanja podeljen ukupnim koeficijentom ekstinkcije; zavisnost v i 3 od v se
javlja u opstem sluc¢aju ako razmatramo i kontinuum na koji naleze linija).

Feautrier (1964) je uveo dve nove promenljive:

1 _

Uyy = 5([;; +1,,) (3.4a)
1 _

Uvp = 5( lj_u - qu) (34b)

koje su, za dati pravac, veli¢ine slicne srednjem intenzitetu i fluksu, respektivno. Sabira-
njem jednacina (3.1a) i (3.1b) dobijamo:

dv,
1% dTM = oy (Upy — Su), (3.5a)
a oduzimanjem (3.1a) i (3.1b):
du,
1 dru = LUy - (3.50)

Zamenom (3.5b) u (3.5a) eliminiSemo v,,, i kona¢no dobijamo jednacinu prenosa kao
diferencijalnu jednac¢inu II reda (tj. sistem jednac¢ina za svaku frekvenciju i svaki pravac):
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2
od uw_u
2 T TrH
dr

- Sl/' (36)

Zbog zavisnosti koeficijenta apsorpcije u liniji od dubine (3.2), u opstem sluc¢aju jednacina
(3.6) ima oblik:

2 i 1 du,,
ay(2)dz a,(z) dz

|=up, — Sy (3.7)
Ako, medjutim, pretpostavimo da se ¢, ne menja sa dubinom (, =const) mozemo pisati:

2 72
W duy,, "
124
02 dr? "

~S,. (3.8)

(Jednac¢inu prenosa u ovom obliku resava¢emo u ovoj vezbi.) Koriste¢i grani¢ni uslov na
T =0:
I, H(T =0)=0

iz (3.4) sledi da je v,,,(0) = u,,(0), tako da (3.5b) postaje:

duy,,

1 Jo = w(0) - (3.9)

dr,
Na 7 = Tyhae Sa zadatim Iju(Tmam) imamo:

duy,,

1

dTV )Tma:c = Iju<7mam) - uvu(ﬂnam) . (3.10)

Ako pretpostavimo da na 7,,,, vazi difuzna aproksimacija, imamo:

dB,

+ —
I, (Tmaz) = By(Tmaz) + M(d_n)Tma:c'

Kao donji granicni uslov u polu-beskonac¢noj atmosferi pretpostavicemo da vazi:

du,,,

( ar) Ve =0 . (3.11)

Jednacina (3.6) sa funkcijom izvora (3.3) i grani¢nim uslovima (3.9) i (3.10), odnosno
(3.11) resava se numericki. Za to je neophodno izraziti analiticke operatore preko al-
gebarskih operacija. Za ovaj prelaz sa analize na algebru neophodni su slede¢i koraci:
diskretizacija promenljivih, zamena integrala kvadraturnim sumama i izvoda konac¢nim
razlikama.

Izaberimo skup tacaka po dubini {r;} (I = 1, N), skup pravaca {y;} (j = 1, NM) i
skup frekventnih tacaka {v;} (i = 1, NF). Bilo koju neprekidnu funkciju f(7, v, u) onda
treba definisati vrednostima f(7,v;, ;) na diskretnom skupu nezavisno promenljivih. U
skracenoj notaciji mozemo ih pisati kao f; ;.
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Integrale u izrazu za funkciju izvora (3.3b) zamenjujemo kvadraturnim sumama:
St =Y+ Bui Z WiPLi Z WUy g,j- (3.12)
( J

Ako pravce i frekvencije grupisemo u jedan skup vrednosti sa indeksom k(k = 1, NK)
tako da je (v, pur) = (vi, pj) sa k =7+ (i — 1) - NM, funkcija izvora ima oblik:

NK

Sl,k =Y.k -+ ﬁlyk Z Wy, ULk - (313)
k'=1

Izvod u jednacini (3.6), odnosno (3.8), zamenimo kona¢nim razlikama:

d d
(d2u>l - (_:—L)H_% - (ﬁ)l—%
dr? : AT+ AT 1)
gde je
(d_u) 1N(& RS Sl d_u> IN(&) R
dr’ttz A7’ Tig1—m dt =3 AT gy

tako da je jednac¢ina prenosa zracenja (3.8) u diskretnom obliku:

, 1 11

2 2 2
— g — N S = - S
2 ATZATZ_% Ul—1,k — M AT, (ATZ—% + ATH_% )Ul,k + Uy ATZATH%UHLIC @k(ul,k l,k)
(3.14)
Ovde su:
ATH—% = (1141 —71)
ATZ_% =(n—m7_1)
1
Ar = §(Am% +AT_1) (3.15)

Jednacinu (3.8) za svako k = 1, NK i na svakoj dubini [ = 2, N — 1 onda prepisujemo
kao:

apg - Ui—1,k ik Uk ek Uip1 e = Uk — Sip = Uk — Y — B E W - Uk
I

gde su koeficijenti dati sa:



pp 11
goi AT ATZ_% ATH_%

)

b =—

El

2
o=t 1
5 - 2 °
Pk ATZATH—%

Ako sa u; oznacimo vektor dimenzija NK na dubini /, onda se jednacina (3.12) moze
prepisati kao matri¢na jednacina:

—Ayiy_q + By — Crigyq = Ly (3.16)

zal=2,N—1.

Matrice A;, B; i C; su dimenzija N KxN K. Matrice A; i C; su dijagonalne, dok su
u matrici B; svi elementi razli¢iti od nule. Nedijagonalni elementi poticu od kvadraturne
sume u integralu rasejanja, a dijagonalni sadrze jos i operator diferenciranja. L; je vektor
koji sadrzi termalne ¢lanove (g;B;).

Za kompletiranje sistema jednacina potrebni su nam diskretizovani grani¢ni uslovi.
Na povrsini, jednac¢inu (3.9) mozemo prepisati, sa tacnoséu do prvog reda, kao:

U2,k — ULk

k
H AT3/2

= QUL K

Medjutim, koristeci Tejlorov razvoj:

du 1 d?u
Uk = ULk + ATg/z(%)l + §AT§/2(F)1

granicni uslov mozemo pisati sa tacnos¢u do drugog reda:

A2 U2,k = V1,k-

ATS/Q ATQ 3/2

3/2

ME U2 g — ULk ATs)9
— = " e+ ——(u1 =S
or  ATg)o b 2(/%/901@)( Lp 1K)
odnosno
2 2 2 2 2
{1+ (1 /er) 4 (1 /) —ﬁLkak}uLk _ (1 /Pr)
k

Ovde je wy = Wik - Y1,k - Wik, @ Wik 1 Wk su tezine za integraciju po frekvencijama i
pravcima.
U matri¢nom obliku uslov na gornjoj granici mozemo pisati:

Biu, — Ciug = Izl (317)
Sli¢no, na donjoj granici, koriste¢i Tejlorov razvoj:

du 1 d*u
UN—1 = UN — ATN—%(E)N + §AT]%[_%(W)N )
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(3.6) i (3.10) imamo:

{1+2(Mk/90k) 2(px/x)? xS widun uk/s%) _ _2<Hk/80k).114\;k

—~ o5 UN-1,k = INk
Aty 1 AT? 1 . ATy _1
2

ili, u matricnom obliku:

—Anun_1+Bnuyn :I/N. (3.18)

Algoritam za reSavanje - procedura eliminacije i naknadne supstitucije

Skup jednacina:

Biu, — Ciug = El
— A1 + Bty — Ciig1 = Ly

—Anitin_1+Byuy = Ly

predstavlja sistem koji ima tri-dijagonalnu strukturu. Sistem se reSava na slede¢i nacin.
Polaze¢i od gornjeg grani¢nog uslova (3.17) imamo:

=B;'Cyiy +By'L; = Dyt + 1 (3.19)
Zamena (3.19) u (3.16) za | = 2 dovodi do
= Douz + 1,
gde je
D; = (B; — AyDy) 7 1C,
Vo = (BQ — A2D1>_1(I_/2 + Agﬁl) .

Tako imamo:

u; = Dyt + 1y (3.20)
gde su
D, = (Bl — AlDl_l)_lcl (3.21)
i —
v = (Bl — AlDl_l)_l(Ll + Aﬂ?l_l) (3.22)
zal=2,N.
Polazeé¢i od | = 1, racunamo sukcesivne vrednosti za D; i 7, dol = N — 1. U

poslednjoj tacki (N), Cy =0, pa je Dy =01 uy = vy. Posto imamo @y, zamenom u
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(3.20) nalazimo sve ostale u;, (I = N —1,1). Posto smo izracunali u; ; ; mozemo izracunati
NM . e . ... ..
Jii=> i1 bjuy; ; 1 funkciju izvora koja sadrzi integrale po frekvencijama:

)

St =y + BEN wipri i -

Formalno resenje koje koristi Feautrier Semu

Formalno resenje je reSenje jednacine prenosa zracenja sa poznatom funkcijom izvora.
Posto je S poznato, za svaku frekvenciju i svaki pravac (izostavljamo index k radi kraceg
zapisa) trazimo reSenje diskretizovanog sistema u obliku:

A1 + Biug — Crugpr = Ly

gde je | indeks koji se odnosi na tacku po dubini [ = 1,...N, a u je tzv. Feautrier
promenljiva. Za unutrasnje tacke u modelu, [ =2,...,. N — 1:

 (u/e)?  (u/e)? _
AZ_ATZ_%ATZ7 CZ_ATH%ATZ’ Bi=1+A+C

L =25

gde je
1).

2 2

1
ATH_% =741 —7 Ar_i1=7-—-7_-1 An= i(ATH_% + AT

Na gornjoj granici je A; = 0. Pretpostavljajué¢i da nema upadnog zracenja na gornjoj
granici:
2 2 2 2 2
/o) | 2m/e)” o 2o o

Bi=1+

ATg/Q AT32/2 ’ ! AT??/Z ’

Na donjoj granici Cy =0, a

2 2 2 2 2 2
By =1+ A(u/sa) n A(ugso) Ay = A(Mé‘ﬁ) CLn =Sy A(u/s@) It
N-3 TN TN-1 TN-}
gde je I K, izlazni intenzitet zracenja na donjoj granici koji je, u difuznoj aproksimaciji, dat
sa:
ds ., SN —Sn_1
If = Sy + (B)(22)y = Sy + (B)(2X—20=1y
b= v (P = 5w+ (B

Resenje je i dalje dato jednacinama (3.16)-(3.19) samo §to su A4;, B; i C; sada brojevi, a
ne matrice.



Formalno resenje jednacine prenosa zracenja (II nacin)

Potrebno je resiti jednacinu prenosa zracenja kao diferencijalnu jednacinu drugog reda
sa poznatom funkcijom izvora:

(= L2 ult) - 5W) (1)

Podjimo od gornjeg grani¢nog uslova (za [ = 1). S obzirom da pretpostavljamo da nema
upadnog zraenja na gornjoj granici atmosfere (I~ (1) = 0), sledi da je u(1) = v(1) i da je:

du Yy Yy
—); = —v(1) = —=u(l
(Gon = Z2u(1) = Pu()
Sto mozemo pisati u obliku:
du
(7)1 = a1 +biu(1) (2)

gde su koeficijenti a; = 0 i by = ¢,/ poznati.
Razvijmo u(2) u Tejlorov red do ¢lanova drugog reda:

U 7'2 2'LL
u(2) = u(l) + Ar(ooy, + 2T (00), Q

Ovde je AT =15 — 7.
Zamenom jednacine (1) za l =11 (2) u (3) dobijamo relaciju:

u(l) = a(l) + 6(L)u(2) , (4)
koja povezuje resenja u dva susedna sloja. Pogledajmo sada ostale tacke u atmosferi
(I =2,N —1). Koristeéi Lagranzov interpolacioni polinom, drugi izvod d?u/dr? mozemo
pisati na sledeé¢i nacin:

d2
(d_TZ)’ = DM u(l — 1)+ DLu(l) + DPu(l + 1) (5)
gde su:
2
DM =
(Ti41 — 1)1 — 11—1)
DL = — 2
(1141 — 7)(71 — T1-1)
DP = 2

(Ti41 — 1) (1141 — Ti—1)
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Jednacina (1) se sada moze prepisati kao:

[\S]

d*u

(F)l =DMu(l—1)+ DLu(l) + DPu(l+1) =

(u(l) =5(1))

‘(;M|“6

Zamenjujuéi u (6) relaciju:
u(l—1)=a(l—1)+ B —1)u(l)
sa poznatim «(l — 1) i B(I — 1) iz prethodnog sloja, dobija se relacija:

u(l) = a(l) + B(Du(l + 1)

¢iji se koeficijenti a(l) i B(1) za sve [ = 2, N — 1 ¢uvaju za 'back-substitution’.
Sada primenjujemo donji grani¢ni uslov (za [ = N):

d
(F2)w = an + by u(N)
sa zadatim ay 1 by (napr. ay = 0,by = 0).
Razvojem u Tejlorov red imamo:

du AT d2u
u(N —1) =u(N) - AT(E)N + T(P)N

gde je AT = 7§ — Tn—1. Zamenjujudi (9) i (1) za [ = N u gornju jedna¢inu imamo:

u(N —1) =ay_; +By_1u(N),

(10)

gde su koeficijenti oy, 1 Bx_; poznati. Izjednacavanjem (10) sa izrazom (8) za l = N —1,

dobijamo:
ay_;—a(N—1)

“UN) =GN D B,

Sa tako izracunatim resenjem na poslednjoj dubini, u(N), koristeéi (8) dobijamo u(l)

za sve ostale tacke u atmosferi, od [ = N — 1 do povrSine.



