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Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Óâîä

Çàäàòàê êîjè ñå ðåøàâà ìåòîäàìà êëàñòåðîâà»à ñå óïðîø£åíî ìîæå äåôèíèñàòè
íà ñëåäå£è íà÷èí:

Èçâðøèòè ïîäåëó äàòîã ñêóïà îájåêàòà X = {x1,x2, ...,xn} íà ãðóïå
(ïîäñêóïîâå) òàêî äà jå îájåêàò xi êîjè ïðèïàäà ãðóïè Gl ñëè÷íèjè ïî
íåêîì êðèòåðèjóìó îájåêòèìà xj êîjè ïðèïàäàjó (èñòîj) ãðóïè Gl íåãî
íåêîì îájåêòó xk êîjè ïðèïàäà íåêîj äðóãîj ãðóïè Gm. Ñâàêà îä ãðóïà
G ñå íàçèâà êëàñòåð, à öåëîêóïàí ïîñòóïàê ïîäåëå óëàçíîã ñêóïà
êëàñòåðîâà»å.

Ó ëèòåðàòóðè ñå çà êëàñòåðîâà»å êîðèñòå è ñèíîíèìè ñåãìåíòàöèjà è
ïàðòèöèîíèñà»å. Òàêî¢å, ó îêâèðó äåëà âåçàíîã çà êëàñòåðîâà»å êàî ñèíîíèìè
£å ñå êîðèñòèòè åëåìåíò è òà÷êà.
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Óâîä

Èçáîð ìåòîäå êëàñòåðîâà»à è ìåðå ïîìî£ó êîjå ñå ðà÷óíà ñëè÷íîñò ó âåëèêîj
ìåðè çàâèñå îä òèïà ïîäàòêà êîjå òðåáà êëàñòåðîâàòè. Òàêî¢å, ó âåëèêîì áðîjó
ñëó÷àjåâà íèjå äî êðàjà jàñíî äåôèíèñàíî øòà ñâå ìîãó äà áóäó öåëèíå êîjå
ïðåäñòàâ§àjó êëàñòåðå, òàêî äà jå ÷åñòà íåäîóìèöà äà ëè jå áðîj êëàñòåðà êîjè ñå
äîáèjå êàî ðåçóëòàò êîðåêòàí.

Òåìå è àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à êîjè £å áèòè îáðà¢åíè

Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó è èçáîð êàðàêòåðèñòèêà ïîäàòàêà

Àëãîðèòìè çà êëàñòåðîâà»å çàñíîâàíè íà ðåïðåçåíòàòèâíèì
ïðåäñòàâíèöèìà

Àëãîðèòìè õèjåðàõèjñêîã êëàñòåðîâà»à (ñàêóï§àjó£åã è ðàçäâàjàjó£åã)

Àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà ìðåæàìà è ãóñòèíè

Àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà íåóðîíñêèì ìðåæàìà

Êðèòåðèjóìè ïðîâåðå êîðåêòíîñòè êëàñòåðîâà»à
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Øòà jå êëàñòåð àíàëèçà?

Ïðîíàëàæå»å ãðóïà îájåêàòà òàêâèõ äà ñó îájåêòè ó ãðóïè ìå¢óñîáíî ñëè÷íè (èëè
ïîâåçàíè), è äà ñó îájåêòè ó ðàçëè÷èòèì ãðóïàìà ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòè (èëè
íåïîâåçàíè)
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Øòà jåñòå à øòà íèjå êëàñòåð àíàëèçà?

Ïðèïàäíîñò îájåêàòà (åëåìåíàòà) jåäíîì êëàñòåðó íå çíà÷è äà ñó
åëåìåíòè ìå¢óñîáíî ñëè÷íè ïî ñâèì êðèòåðèjóìèìà. Òàêî, íà ïðèìåð
êëàñòåðè êîjè ñó ïðèêàçàíè íà ïðåòõîäíîj ñëèöè ñó äîáèjåíè ïðåìà
ïðîñòîðíîì ãðóïèñà»ó åëåìåíàòà, ìå¢óòèì, íåìà íèêàâèõ ïðåïðåêà
äà äåî åëåìåíàòà jåäíîã êëàñòåðà áóäå ïî íåêîì êðèòåðèjóìó
ñëè÷íèjè åëåìåíòèìà äðóãîã êëàñòåðà íåãî ñâàêîì îä åëåìåíàòà
êëàñòåðà ó êîìå ñå íàëàçå.
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Øòà jåñòå à øòà íèjå êëàñòåð àíàëèçà?

Íå ïðåäñòàâ§à ñâàêà ïîäåëà ìàòåðèjàëà ó ãðóïå êëàñòåð àíàëèçó.
Òàêî íïð. êëàñòåð àíàëèçà íèjå

Êëàñèôèêàöèjà ïîä íàäçîðîì (òî jå êëàñèôèêàöèjà ó óæåì
ñìèñëó!)

Jåäíîñòàâíà ïîäåëà (íïð. ïîäåëà ñòóäåíàòà ïî ïðâîì ñëîâó
ïðåçèìåíà)

Ðåçóëòàò óïèòà (ïîäåëà åëåìåíàòà íà îíå êîjè çàäîâî§àâàjó èëè
íå çàäîâî§àâàjó íåêè åëåìåíòàðíè óñëîâ)

Ïîäåëà ãðàôà

....
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Äâîñìèñëåíîñò ïîjìà êëàñòåðà

Áðîj êëàñòåðà çàâèñè îä ïîñìàòðàíîã êðèòåðèjóìà. Íïð. íà ñëèöè ñå ïðåïîçíàjó

äâà êëàñòåðà, àêî ñå ïîñìàòðà ñàìî ïðîñòîðíè ïîëîæàj ãðóïà

÷åòèðè êëàñòåðà, àêî ñå ïîñìàòðà ðàñïîðåä åëåìåíàòà (åëåìåíòè îçíà÷åíè
êðñòè£èìà è êâàäðàòèìà ñó ðàïîðå¢åíè äóæ õèïîòåòè÷êè ïðàâèõ ëèíèjà,
äîê åëåìåíòè îçíà÷åíè çâåçäèöàìà è òðîóãëîâèìà îäñòóïàjó îä òîã
ïðàâèëà)

øåñò êëàñòåðà, àêî ñå ïîñìàòðà ìå¢óñîáíà óäà§åíîñò åëåìåíàòà (ìåðåíà
íïð. êàî åóêëèäñêî ðàñòîjà»å) è ïîñòàâè ãîð»à ãðàíèöà íà ðàñòîjà»å äâà
åëåìåíòà çà ïðèïàäíîñò èñòîì êëàñòåðó
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Òèïîâè êëàñòåðîâà»à

Ó çàâèñíîñòè îä êàðàêòåðèñòèêà êëàñòåðà êîjè ñå äîáèjàjó êàî ðåçóëòàòè, ïîñòîjå
ðàçëè÷èòè òèïîâè êëàñòåðîâà»à.

Êîä ïàðòèöèîíîã êëàñòåðîâà»à ñêóï óëàçíèõ ïîäàòàêà ñå äåëè ó íåïðåêëàïàjó£å
ïîäñêóïîâå (êëàñòåðå) òàêâå äà ñâàêè ïîäàòàê ïðèïàäà òà÷íî jåäíîì êëàñòåðó
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Òèïîâè êëàñòåðîâà»à (íàñòàâàê)

Ó ñëó÷àjó äà êëàñòåðè ìîãó äà ñàäðæå (óãíåæäåíå) êëàñòåðå, òàäà jåäàí åëåìåíò
ìîæå äà ïðèïàäà âèøå êëàñòåðà íà ðàçëè÷èòèì íèâîèìà õèjåðàðõèjå -
õèjåðàðõèjñêî êëàñòåðîâà»å

Ïðèêàç õèjåðàðõèjå êëàñòåðà ñå ÷åñòî íàçèâà äåíäîãðàì, è äîñòà ÷åñòî jå ó
óïîòðåáè ó ïðèðîäíèì íàóêàìà, ïîãîòîâó ó áèîëîãèjè.
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Òèïîâè êëàñòåðîâà»à (íàñòàâàê)

Òèïîâè êëàñòåðîâà»à ìîãó äà çàâèñå è îä äðóãèõ êðèòåðèjóìà:

Åêñëóçèâíî/íååêñëóçèâíî êëàñòåðîâà»å, ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè
ïîjåäèíà÷íè åëåìåíò êîjè ñå êëàñòåðójå ïðèïàäà ñàìî jåäíîì (åêñêëóçèâíî)
èëè ìîæå èñòîâðåìåíî äà ñå íàëàçè ó âèøå êëàñòåðà (íååêñêëóçèâíî
êëàñòåðîâà»å). Ïðèìåð íååêñêëóçèâíîã êëàñòåðîâà»à jå åâèäåíöèjà
ñòóäåíàòà íà óíèâåðçèòåòó ãäå ñòóäåíò ìîæå äà áóäå åâèäåíòèðàí êàî
ñòóäåíò jåäíîã èëè âèøå ñòóäèjñêèõ ïðîãðàìà, ó çàâèñíîñòè äà ëè èõ
ïàðàëåëíî ñòóäèðà.

Ðàñïëèíóòî/íåðàñïëèíóòî êëàñòåðîâà»å. Ó ðàñïëèíóòîì êëàñòåðîâà»ó
åëåìåíò ïðèïàäà ñâàêîì êëàñòåðó ñà íåêîì òåæèíîì èçìå¢ó 0 è 1, ïðè
÷åìó jå çáèð òåæèíà åëåìåíòà ó ñâèì êëàñòåðèìà jåäíàê 1

Äåëèìè÷íî/êîìïëåòíî êëàñòåðîâà»å ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè ñå
êëàñòåðójå ñàìî äåî ïîäàòàêà èëè êîìïëåòàí ñêóï

Õåòåðîãåíî/õîìîãåíî êëàñòåðîâà»å. Àêî ñó êëàñòåðè ðàçëè÷èòå âåëè÷èíå,
îáëèêà è/èëè ãóñòèíå òàäà ñå êëàñòåðîâà»å íàçèâà íåõîìîãåíî.
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Òèïîâè êëàñòåðà

Äîáðî ðàçäâîjåíè êëàñòåðè (åíã. well-separated)

Êàðàêòåðèñòèêà äîáðî ðàçäâîjåíèõ êëàñòåðà jå äà èì ïðèïàäàjó
åëåìåíòè òàêâè äà ñó áëèæå áèëî êîì äðóãîì åëåìåíòó ó êëàñòåðó
íåãî îñòàëèì åëåìåíòèìà êîjè íèñó ó êëàñòåðó, ïðè ÷åìó ñå ÷åñòî
ïîñòàâ§à ïðàã çà ìàêñèìàëíó óäà§åíîñò åëåìåíàòà ó èñòîì êëàñòåðó.
Îâàj ñëó÷àj ñå jàâ§à ñàìî êîä ïðèðîäíî ðàçäâîjåíèõ êëàñòåðà.
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Òèïîâè êëàñòåðà

Êëàñòåðè çàñíîâàíè íà öåíòðó (åíã. center-based,

prototype-based)

Êëàñòåð jå ñêóï îájåêàòà òàêâèõ äà jå áèëî êîjè îájåêàò ó êëàñòåðó
áëèæè (èëè âèøå ñëè÷àí) ïðîòîòèïó (�öåíòðó�) êëàñòåðà ó îäíîñó íà
ïðîòîòèïîâå (öåíòðå) îñòàëèõ êëàñòåðà. Öåíòàð êëàñòåðà jå ÷åñòî
öåíòðîèä (ïðîñåê ñâèõ òà÷àêà ó êëàñòåðó) èëè ìåäîèä
(íàjðåïðåçåíòàòèâíèjà òà÷êà ó êëàñòåðó)
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Òèïîâè êëàñòåðà (íàñòàâàê)

Êëàñòåðè çàñíîâàíè íà ãðàôîâèìà (åíã. graph based)

Àêî ñó åëåìåíòè ïðåäñòàâ§åíè êàî
÷âîðîâè ïîâåçàíîã ãðàôà, òàäà
êëàñòåðè ìîãó äà áóäó ñêóïîâè îájåêàòà
êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè, àëè íèñó
ïîâåçàíè ñà îájåêòèìà âàí ãðóïå,
îäíîñíî êîjè ïðèïàäàjó èçîëîâàíîì
ïîäãðàôó.

Íåêå äåôèíèöèjå äîïóøòàjó äà èçìå¢ó
êëàñòåðà (ïîäãðàôîâà) ïîñòîjå âåçå,
àëè ó ìíîãî ìà»åì áðîjó (èëè ñà
ìíîãî âå£èì ðàñòîjà»åì) íåãî èçìå¢ó
åëåìåíàòà ïîäãðàôà.
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Òèïîâè êëàñòåðà (íàñòàâàê)

Êëàñòåðè çàñíîâàíè íà ñóñåäñòâó (åíã. contiguous based clusters)

Êëàñòåðè çàñíîâàíè íà ñóñåäñòâó ïðåäñòàâ§àjó âðñòó êëàñòåðà çàñíîâàíèõ íà
ãðàôîâèìà êîä êîjèõ äâà åëåìåíòà ïðèïàäàjó èñòîì êëàñòåðó àêêî ñó íà
ðàñòîjà»ó êîjå jå ìà»å îä óíàïðåä äåôèíèñàíîã ïðàãà. Ïîñëåäèöà îâàêâîã óñëîâà
jå äà çà ñâàêè åëåìåíò êîjè ïðèïàäà îâîì òèïó êëàñòåðà ïîñòîjè åëåìåíò èç èñòîã
êëàñòåðà êîìå jå îí áëèæè íåãî áèëî êîì åëåìåíòó êîjè ïðèïàäà äðóãîì êëàñòåðó.
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Òèïîâè êëàñòåðà (íàñòàâàê)

Êëàñòåðè çàñíîâàíè íà ãóñòèíè (åíã. density-based)

Êëàñòåðè ñó îáëàñòè ñà âåëèêîì ãóñòèíîì òà÷àêà êîjå ñó ðàçäâîjåíå îáëàñòèìà ñà
ìàëîì ãóñòèíîì òà÷àêà. Îâà êàðàêòåðèñòèêà êëàñòåðà ñå êîðèñòè êàäà ñó
êëàñòåðè íåïðàâèëíè èëè èñïðåïëåòåíè, è êàäà ñó ïðèñóòíè øóì èëè åëåìåíòè
âàí ãðàíèöà.
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Òèïîâè êëàñòåðà (íàñòàâàê)

Êîíöåïòóàëíè êëàñòåðè/êëàñòåðîâà»å íà îñíîâó çàjåäíè÷êèõ

îñîáèíà (åíã. conceptual clusters)

Îâàj òèï êëàñòåðà ñå äîáèjà êàäà ñå êëàñòåð äåôèíèøå êàî ñêóï åëåìåíàòà êîjè
èìàjó èñòó çàjåäíè÷êó êàðàêòåðèñòèêó. Èàêî îâà äåôèíèöèjà îáóõâàòà âåëèêè
áðîj ïðåòõîäíî íàâåäíèõ äåôèíèöèjà êëàñòåðà, ïîñòîjå ñëó÷àjåâè êàäà çàjåäíè÷êà
îñîáèíà íå ìîæå äà ñå èçðàçè ïðåêî óîáè÷àjåíèõ ìåðà. Òàêî íà ïðåòõîäíîj ñëèöè,
çàjåäíè÷êà îñîáèíà åëåìåíàòà jå »èõîâ îáëèê.
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Àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà ðåïðåçåíòàòèâíèì

ïðåäñòàâíèöèìà

Îñíîâíè ïðèíöèï: Çà ñêóï îä n òà÷àêà X1,X2, ..., Xn ó d
äèìåíçèîíîì ïðîñòîðó öè§ jå ïðîíà£è k ðåïðåçåíòàòèâíèõ òà÷àêà
Y1,Y2, ... Yk , ãäå jå k êîjå ìèíèìèçójó öè§íó ôóíêöèjó

O =
n

∑
i=1

[minjDist(Xi ,Yj )]

ãäå jå Dist(A,B) ôóíêöèjà ðàñòîjà»à
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Àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà ðåïðåçåíòàòèâíèì

ïîäàöèìà

Àëãîðèòàì çà êëàñòåðîâà»å ïîìî£ó ðåïðåçåíòàòèâíèõ ïðåäñòàâíèêà ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè ïðåêî ñëåäå£åã ïñåóäîêîäà:

/* Skup podataka: D={x1,x2 ,...,xn},

Broj reprezent. predstavnika: k */

klasterovanje_sa_reprezentativnim_predstavnicima(D, k)

begin

inicijalni izbor skupa reprezentativnih predstavnika

S={Y1,Y2 ,...,Yk};

repeat

Formiraj klastere (C1, ...Ck) dodelom svake tacke

iz D najblizem predstavniku iz S koristeci

funkciju rastojanja Dist(xi,Yj);

Ponovo formiraj S odredjivanjem novog predstavnika Yj

za svaki Cj koji minimizuje prethodnu funkciju O

until doslo je do konvergencije;

return (C1, ..., Ck);

end
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Àëãîðèòàì ê-ñðåäèíà

Àëãîðèòàì k-ñðåäèíà jå jåäàí îä äâà (ïîðåä k-ìåäèjàíà)
íàjçíà÷àjíèjà ïðåäñòàâíèêà ìîäåëà ñà ïðîòîòèïîì. Ó îâîì àëãîðèòìó
ñå ïðîòîòèï äåôèíèøå êàî öåíòðîèä.

Çà ðàçëèêó îä àëãîðèòàìà êëàñòåðîâà»à êîjè èíòåðíî îäðå¢ójó
íàjáî§è áðîj êëàñòåðà, àëãîðèòàì k-ñðåäèíà çàõòåâà äà ñå áðîj
êëàñòåðà k íàâåäå óíàïðåä. Àëãîðèòàì ñå èçâðøàâà òàêî øòî ñå
èíèöèjàëíî ñâàêà òà÷êà äîäå§ójå êëàñòåðó ñà íàjáëèæèì öåíòðîèäîì.
Ó íàðåäíîì êîðàêó ñå âðøè èçðà÷óíàâà»å íîâèõ öåíòðîèäà, è
ðå-èçðà÷óíàâà»å ïðèïàäíîñòè ñâàêå òà÷êå ïîjåäèíîì êëàñòåðó.

Íà íàðåäíèì ñëàjäîâèìà jå ïðèêàçàí ïðîöåñ êëàñòåðîâà»à
àëãîðèòìîì k-ñðåäèíà èòåðàòèâíèì ïîñòóïêîì, ïðè ÷åìó jå
èíèöèjàëíî çàäàòà âðåäíîñò k=3;
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Àëãîðèòàì ê-ñðåäèíà: ïðèìåð
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Àëãîðèòàì ê-ñðåäèíà: ïðèìåð
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Àëãîðèòàì ê-ñðåäèíà

Çà îäðå¢èâà»å ðàñòîjà»à ìîãó äà ñå êîðèñòå ðàçëè÷èòå
ìåðå (îáðà¢åíå ó óâîäíîì äåëó êóðñà!).

Àëãîðèòàì êîíâåðãèðà çà ïîìåíóòå ìåðå, ïðè ÷åìó ñå
íàjâå£è äåî êîíâåðãåíöèjå äåøàâà ó ïðâèõ íåêîëèêî
èòåðàöèjà

Êàî óñëîâ çàóñòàâ§à»à àëãîðèòìà ñå çàäàjå áðîj òà÷àêà
êîjå ïðîìåíå êëàñòåð ó îäðå¢åíîj èòåðàöèjè. Àêî jå áðîj
òà÷àêà êîjå ïðîìåíå êëàñòåð ìà»è îä çàäàòîã ïðàãà,
àëãîðèòàì ñå çàóñòàâ§à.
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Àëãîðèòàì ê-ñðåäèíà

Jåäàí îä íåäîñòàòàêà ìåòîäå jå ÷åñòî áèðà»å ïî÷åòíèõ
öåíòðîèäà íà ñëó÷àjàí íà÷èí. Ðåçóëòàò îâàêâîã íà÷èíà
èçáîðà jå äîáèjà»å êëàñòåðà êîjè ìîãó äà ñå ðàçëèêójó îä
'ïðèðîäíèõ' êëàñòåðà, îäíîñíî äîáèjà»å
íåçàäîâî§àâàjó£èõ ðåçóëòàòà (âèäåòè ïðèìåð ó äà§åì
òåêñòó)

Ñëîæåíîñò: âðåìåíñêà O(n ∗K ∗ I ∗d), ïðîñòîðíà
O((n+K )∗d) ãäå jå n áðîj òà÷àêà, K áðîj êëàñòåðà, I áðîj
èòåðàöèjà, è d áðîj àòðèáóòà. Îäàâäå ñå âèäè äà jå
àëãîðèòàì k ñðåäèíà ðåëàòèâíî íååôèêàñàí çà ìàòåðèjàë
ñà jàêî âåëèêèì áðîjåì òà÷àêà jåð çàõòåâà âåëèêè áðîj
èçðà÷óíàâà»à.
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Åâàëóàöèjà ìåòîäå Ê-ñðåäèíà

Êàäà ñå óðàäè êëàñòåðîâà»å ìåòîäîì k-ñðåäèíà ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å
äà ëè ñó äîáèjåíè ðåçóëòàòè êîðåêòíè, îäíîñíî äà ëè ñó ìîãëè äà ñå
äîáèjó 'áî§è' ðåçóëòàòè íïð. çà èçáîð íåêå äðóãå âðåäíîñòè çà k .
Ïîñòîjè âèøå ìåðà ïîìî£ó êîjèõ ìîæå äà ñå ïðîöåíè êâàëèòåò
äîáèjåíîã êëàñòåðîâà»à. Çà ïîäàòêå ó Åóêëèäñêîì ïðîñòîðó ñå
íàj÷åø£å êàî ìåðà êîðèñòè çáèð êâàäðàòà ãðåøàêà (åíã. sum of

squared errors, SSE ).

Ôîðìàëíî, ðà÷óíà ñå ãðåøêà ñâàêå îä òà÷àêà òàêî øòî ñå îäðåäè ðàñòîjà»å äî
öåíòàðà êëàñòåðà, è îäðåäè ñå çáèð êâàäðàòà ãðåøàêà ñâèõ òà÷àêà ó êëàñòåðó. Îä
äâà ìîãó£à êëàñòåðà áèðà ñå îíàj ñà ìà»îì . Èíòóèòèâíî çíà÷å»å ìà»å
âðåäíîñòè jå äà öåíòðîèäè ó òîì êëàñòåðîâà»ó áî§å ïðåäñòàâ§àjó òà÷êå ó
êëàñòåðó.
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Åâàëóàöèjà ìåòîäå Ê-ñðåäèíà (íàñòàâàê)

Ôîðìàëíî

SSE =
K

∑
i=1

∑
x∈Ci

dist(ci ,x)
2

ãäå jå x jå òà÷êà ó êëàñòåðó Ci à ci jå ðåïðåçåíòàòèâíà òà÷êà ó
êëàñòåðó Ci

Jåäàí îä íà÷èíà çà ñìà»å»å SSE jå ïîâå£à»å áðîjà êëàñòåðà k

Äîáðî êëàñòåðîâà»å ñà ìàëèì k ìîæå äà èìà ìà»ó SSE
ãðåøêó îä ëîøåã êëàñòåðîâà»à ñà âåëèêèì k
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Êëàñòåðîâà»å äîêóìåíàòà ìåòîäîì Ê-ñðåäèíà

Çà äîêóìåíòå ñå êàî ìåðà êîðèñòè êîñèíóñíî ðàñòîjà»å

Ïîäàöè ñå ïðåäñòàâ§àjó ïðåêî ìàòðèöå òåðìîâà

Ñòåïåí ñëè÷íîñòè äîêóìåíàòà ó êëàñòåðó ñà öåíòðîèäîì ñå
íàçèâà êîõåçèjà êëàñòåðà

Àíàëîãîí SSE ó ñëó÷àjó êëàñòåðîâà»à òåêñòóàëíèõ
äîêóìåíàòà jå óêóïíà êîõåçèjà êîjà ñå èçðà÷óíàâà êàî

Ukupna kohezija=
K

∑
i=1

∑
x∈Ci

cosinus(ci ,x)



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îïòèìàëíî è ñóáîïòèìàëíî êëàñòåðîâà»å

Èçáîð ïî÷åòíîã öåíòðîèäà jå jàêî âàæàí jåð ìîæå äà äîâåäå äî íåêîðåêòíèõ
ðåçóëòàòà. Ó ãðóïó íåêîðåêòíèõ ðåçóëòàòà ñïàäà è òçâ. ñóá-îïòèìàëíî
êëàñòåðîâà»å ó êîì ñëó÷àjó jå èçâðøåíî êëàñòåðîâà»å ìàòåðèjàëà, àëè íèjå
äîáèjåíà ãëîáàëíî âå£ ñàìî ëîêàëíî íàjìà»à âðåäíîñò SSE

Ñëó÷àjàí èçáîð ïî÷åòíèõ öåíòðîèäà íå äîâîäè óâåê äî íàjáî§åã ðåøå»à -
èëóñòðàöèjà íà íàðåäíèì ñëàjäîâèìà
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Âàæíîñò èçáîðà ïî÷åòíîã öåíòðîèäà - ïðèìåð 1
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Âàæíîñò èçáîðà ïî÷åòíîã öåíòðîèäà - ïðèìåð 1
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Âàæíîñò èçáîðà ïî÷åòíîã öåíòðîèäà - ïðèìåð 2
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Âàæíîñò èçáîðà ïî÷åòíîã öåíòðîèäà - ïðèìåð 2
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Èçáîð ïî÷åòíèõ öåíòðîèäà

Àêî ïîñòîjè k 'ðåàëíèõ' êëàñòåðà òàäà jå âåðîâàòíî£à äà ñå

èçàáåðå ïî jåäàí öåíòðîèä ó ñâàêîì îä »èõ ðåëàòèâíî ìàëà

Àêî jå k âåëèêî øàíñà çà äîáàð èçáîð jå ìàëà
Àêî êëàñòåðè èìàjó èñòó âåëè÷èíó n, òàäà âàæè

P =
áðîj íà÷èíà çà èçáîð öåíòðîèäà ó ñâàêîì êëàñòåðó

áðîj íà÷èíà çà èçáîð ê öåíòðîèäà

P =
k!nk

(kn)k
=

k!

kk

Íà ïðèìåð, çà k = 10, âåðîâàòíî£à jå 10!/1010=0.00036

Ïîíåêàä ñå èíèöèjàëíè öåíòðîèäè ñàìè ïîðàâíàjó íà 'ïðàâè'

ðåäîñëåä, à ïîíåêàä íå
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Èçáîð ïî÷åòíèõ öåíòðîèäà - êîðåêòíî

ïîðàâíà»å
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Âàæíîñò èçáîðà ïî÷åòíîã öåíòðîèäà - êîðåêòíî

ïîðàâíà»å
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Èçáîð ïî÷åòíèõ öåíòðîèäà - íåêîðåêòíî

ïîðàâíà»å
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Âàæíîñò èçáîðà ïî÷åòíîã öåíòðîèäà -

íåêîðåêòíî ïîðàâíà»å
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Èçáîð ïî÷åòíèõ öåíòðîèäà

Ðàçëè÷èòå òåõíèêå ìîãó äà ñå ïðèìåíå ðàäè ïîáî§øà»à äîáèjåíèõ ðåçóëòàò èëè
ïîâå£à»à øàíñè çà äîáèjà»å êâàëèòåòíèjèõ ðåçóëòàòà. Jåäàí äåî òåõíèêà ñå
îäíîñè íà èçáîð ïî÷åòíèõ öåíòðîèäà, äîê jå äðóãè îðèjåíòèñàí íà äîäàòíó îáðàäó
äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà. Ìîãó£å òåõíèêå ñó:

Óçàñòîïíà èçâðøàâà»à àëãîðèòìà

Ñâàêî èçâðøàâà»å ñà íïð. ñëó÷àjíî èçàáðàíèì öåíòðîèäèìà

Èçìå¢ó »èõ ñå èçàáåðå êëàñòåð ñà íàjìà»èì SSE

Íàä óçîðöèìà ñå ïðèìåíè õèjåðàðõèjñêî êëàñòåðîâà»å è èçàáåðó ïî÷åòíè
öåíòðîèäè

Èçàáåðå ñå m (m > k) ïî÷åòíèõ öåíòðîèäà è áèðàjó ñå 'äîáðè' öåíòðîèäè

èçìå¢ó »èõ

Äà áè îâàj íà÷èí áèî óñïåøàí ïîòðåáíî jå äà èçàáðàíè êàíäèäàòè çà

öåíòðîèäå ïîêðèâàjó øòî øèðè ïðîñòîð

Ïðèìåíèòè ïðèñòóï Ê-ñðåäèíå++

Ïðèìåíèòè ìåòîäó áèñåêöèjå Ê-ñðåäèíà

Èçâðøèòè ïîñòïðîöåñèðà»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà
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Ê-ñðåäèíå++

Jåäàí îä íà÷èíà çà èíèöèjàëèçàöèjó ñêóïà èíèöèjàëíèõ

öåíòðîèäà

Äàjå áî§å ðåçóëòàòå ó îäíîñó íà ÑÑÅ

Àëãîðèòàì ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïðåêî ñëåäå£åã ïñåóäîêîäà:

Izabrati slucajno tacku kako prvi centroid

for i=1 to k do

Odrediti rastojanje d(x) svake (do sada

neizabrane) tacke do najblizeg centroida

Svakoj tacki dodeliti verovatnocu proporcionalnu

njenom d(x)^2

Izabrati novi centroid od preostalih tacaka

koristeci verovatnoce kao tezine

end for
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Ïîñòïðîöåñèðà»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà

Äîñòà ÷åñòî, åëåìåíòè âàí ãðàíèöà ìîãó çíàòíî äà óòè÷ó íà ëîøå
ðåçóëòàòå êëàñòåðîâà»à. Êâàëèòåò êëàñòåðîâà»à ìîæå äà ñå äîäàòíî
ïîáî§øà àíàëèçîì ðåçóëòàòà è óêëà»à»åì åëåìåíàòà âàí ãðàíèöà.
Óêëà»à»å ìîæå äà ñå èçâðøè è ó ôàçè ïðåïðîöåñèðà»à ïîäàòàêà.
Ïðè òîìå òðåáà áèòè îïðåçàí, jåð óêëà»à»å åëåìåíòà âàí ãðàíèöà íå
âàæè çà ñâàêó âðñòó àïëèêàöèjà (íïð. íå âàæè ó ñëó÷àjó êîìïðåñèjå
ïîäàòàêà).

Äîäàòíå òåõíèêå ïîñòïðîöåñèðà»à êîjå äîâîäå äî ïîáî§øà»à
ðåçóëòàòà ñó:

Åëèìèíàöèjà ìàëèõ êëàñòåðà ñà åëåìåíòèìà âàí ãðàíèöà

Ïîäåëà êëàñòåðà ñà âèñîêèì SSE

Èíòåãðàöèjà êëàñòåðà êîjè ñó 'áëèçó' è èìàjó ðåëàòèâíî ìàëè
SSE
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Ðàä ñà ïðàçíèì êëàñòåðèìà

Îñíîâíè àëãîðèòàì k-ñðåäèíà ìîæå äà ïðîèçâåäå ïðàçíå êëàñòåðå
ïðè èçâðøàâà»ó. Ïðè òîìå 'ïðàçàí' îçíà÷àâà äà ñå ó òîì êëàñòåðó
íàëàçè ñàìî öåíòðîèä, áåç èjåäíîã åëåìåíòà.
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Ðàä ñà ïðàçíèì êëàñòåðèìà

Ñòðàòåãèjå çà åëèìèíàöèjó ïðàçíèõ êëàñòåðà óê§ó÷ójó çàìåíó
öåíòðîèäà íà íåêè îä ñëåäå£èõ íà÷èíà:

Èçàáðàòè òà÷êó êîjà íàjâèøå ó÷åñòâójå ó SSE

Èçàáðàòè òà÷êó êîjà jå íàjäà§å îä òåêó£èõ öåíòðîèäà

Èçàáðàòè òà÷êó èç êëàñòåðà ñà íàjâå£èì SSE . Îâàj íà÷èí
îáè÷íî äîâîäè äî äåîáå êëàñòåðà

Àêî èìà âèøå ïðàçíèõ êëàñòåðà ïîíîâèòè ïîñòóïàê
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Àëãîðèòàì áèñåêöèjå Ê-ñðåäèíà

Àëãîðèòàì áèñåêöèjå k-ñðåäèíà jå âàðèjàíòà àëãîðèòìà k-ñðåäèíà
êîjà ìîæå äà ïðîèçâåäå ïàðòèöèîíî èëè õèjåðàðõèjñêî êëàñòåðîâà»å

Îñíîâíà èäåjà: çà äîáèjà»å k êëàñòåðà ïîäåëè ñå ñêóï ñâèõ òà÷àêà ó
äâà êëàñòåðà, èçàáåðå ñå jåäàí îä »èõ çà ïîäåëó, óç ïîíàâ§à»å
ïîñòóïêà ñâå äîê ñå íå äîáèjå Ê êëàñòåðà. Ðàçëè÷èòè íà÷èíè ïîäåëå
êëàñòåðà ñó:

ïîäåëè ñå íàjâå£è êëàñòåð

ïîäåëè ñå êëàñòåð ñà íàjâå£èì ÑÑÅ

êîðèñòè ñå êðèòåðèjóì çàñíîâàí è íà âåëè÷èíè êëàñòåðà è íà
âåëè÷èíè ÑÑÅ-à

Îâà ìåòîäà ñå ÷åñòî íå êîðèñòè çà ñàìî êëàñòåðîâà»å, âå£ ñå

äîáèjåíè öåíòðîèäè êîðèñòå çà óëàç ó îñíîâíè Ê-ñðåäèíà àëãîðèòàì

êëàñòåðîâà»à
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Àëãîðèòàì áèñåêöèjå Ê-ñðåäèíà - ïðèìåð
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Íåäîñòàöè àëãîðèòìà k-ñðåäèíà

Íåäîñòàöè è îãðàíè÷å»à àëãîðèòìà k-ñðåäèíà ñó

íå ôóíêöèîíèøå çà êëàñòåðå ïðîèçâî§íîã îáëèêà

íå ôóíêöèîíèøå çà êëàñòåðå ðàçëè÷èòèõ ãóñòèíà

îñåò§èâ jå íà åëåìåíòå âàí ãðàíèöà êîjè ìîãó äà äîâåäó
äî jåäèíè÷íèõ èëè ïðàçíèõ êëàñòåðà

ïðîáëåì ïðåäñòàâ§à îäðå¢èâà»å ðåïðåçåíòàòèâíèõ
ïðåäñòàâíèêà è áðîjà êëàñòåðà k
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Äîáðå ñòðàíå àëãîðèòìà k-ñðåäèíà

Äîáðå ñòðàíå àëãîðèòìà k-ñðåäèíà ñó

Jåäíîñòàâíîñò èìïëåìåíòàöèjå è ïðèìåíå

Íàjáî§å ðàäè ñà ãëîáóëàðíèì ïîäàöèìà

Àêî ñå êàî ìåðà ðàñòîjà»à êîðèñòè Ìàõàëàíîáèñîâî
ðàñòîjà»å, àëãîðèòàì ê-ñðåäèíà ïðåïîçíàjå êëàñòåðå
ðàçëè÷èòèõ ãóñòèíà

Íåêè íåäîñòàöè è îãðàíè÷å»à àëãîðèòìà k-ñðåäèíà ñó
èëóñòðîâàíè íà íàðåäíèì ñëàjäîâèìà. Ó ñâà òðè ñëó÷àjà
ïðèêàçàíà îãðàíè÷å»à ìîãó äà ñå ïðåâàçè¢ó ïîâå£à»åì áðîjà
êëàñòåðà k è íàëàæå»åì êëàñòåðà êîjè ñó ïîäêëàñòåðè
ïðèðîäíèõ êëàñòåðà.
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Îãðàíè÷å»à àëãîðèòìà ê-ñðåäèíà

Ïðèìåíà àëãîðèòìà k-ñðåäèíà íà êëàñòåðå ðàçëè÷èòèõ
âåëè÷èíà
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Îãðàíè÷å»à àëãîðèòìà ê-ñðåäèíà

Ïðèìåíà àëãîðèòìà k-ñðåäèíà íà êëàñòåðå ðàçëè÷èòèõ ãóñòèíà
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Îãðàíè÷å»à àëãîðèòìà ê-ñðåäèíà

Ïðèìåíà àëãîðèòìà k-ñðåäèíà íà íå-ãëîáóëàðíå êëàñòåðå
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Ïðåâàçèëàæå»å îãðàíè÷å»à àëã. ê-ñðåäèíà
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Ïðåâàçèëàæå»å îãðàíè÷å»à àëã. ê-ñðåäèíà
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Ïðåâàçèëàæå»å îãðàíè÷å»à àëã. ê-ñðåäèíà
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Àëãîðèòàì ê-ìåäèjàíà

Àëãîðèòàì k-ìåäèjàíà jå ñëè÷àí àëãîðèòìó k-ñðåäèíà, ïðè ÷åìó ñå
êàî öåíòðîèä êîðèñòè ìåäèjàíà. Íåêå êàðàêòåðèñòèêå îâîã àëãîðèòìà
ñó:

Êîðèñòè ñå ðàñòîjà»å òàêñè áëîê.

Ïîêàçójå ñå äà ðåïðåçåíòàòèâíè ïðåäñòàâíèê ìåäèjàíà ïîäàòàêà
ïî ñâàêîj äèìåíçèjè êëàñòåðà Cj

Ìà»à jå îñåò§èâîñò íà åëåìåíòå âàí ãðàíèöà
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Àëãîðèòàì ê-ìåäîèäà

Ó àëãîðòèìó k-ìåäîèäà èçáîð öåíòðîèäà ñå óâåê âðøè èç èíöèjàëíîã
ñêóïà òà÷àêà. Èàêî íèjå îïòèìàëàí, ðàçëîã çà îâàêàâ èçáîð jå óòèöàj
åëåìåíàòà âàí ãðàíèöà íà ìåäèjàíó, ìàäà jå ïîíåêàä òåøêî
èçðà÷óíàòè öåíòàð çà îäðå¢åíå (ñëîæåíå) òèïîâå ïîäàòàêà. Êàî è êîä
k-ìåäèjàíå è ó îâîì àëãîðèòìó ñå êàî ìåðà ðàñòîjà»à êîðèñòè òàêñè

áëîê.

Ïðèìåð àëãîðèòìà k-ìåäîèäà jå ïðèêàçàí íà íàðåäíîì ñëàjäó.

Äåòà§íèjå èíôîðìàöèjå î àëãîðèòìó k-ìåäîèäà ìîãó äà ñå íà¢ó ó
ê»èçè Charu C. Aggarwal: Data Mining The Textbook, Springer, 2015
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Àëãîðèòàì ê-ìåäîèäà

/* Skup podataka: D={x1,x2 ,...,xn},

Broj reprezent. predstavnika: k */

klasterovanje_sa_reprezentativnim_predstavnicima(D, k)

begin

inicijalni izbor skupa reprezentativnih predstavnika

S={Y1,Y2 ,...,Yk} iz skupa D;

repeat

Formiraj klastere (C1, ...Ck) dodelom svake tacke

iz D najblizem predstavniku iz S koristeci

funkciju rastojanja Dist(xi,Yj);

Odrediti par xi iz D i Yj iz S tako da zamena

Yj sa xi daje najbolje moguce povecanje

ciljne funkcije;

Izvrsiti zamenu Xi i Yj samo ako je

povecanje pozitivno;

until nema poboljsanja vrednosti funkcije;

return (C1, ..., Ck);

end
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Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Äðóãó âåëèêó ãðóïó àëãîðèòàìà çà êëàñòåðîâà»å ÷èíå àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã
êëàñòåðîâà»à. Îñíîâíà èäåjà îâå ãðóïå àëãîðèòàìà jå ôîðìèðà»å ñêóïà
óãíåæäåíèõ êëàñòåðà êîjè ñó îðãàíèçîâàíè ó îáëèêó õèjåðàõèjå ïî íèâîèìà.
Ðåçóëòàòè îâå ãðóïå àëãîðèòàìà ñå íàj÷åø£å âèçóåëèçójó ó îáëèêó äåíäîãðàìà
èëè äèjàãðàìà ñà óãíåæäåíèì êëàñòåðèìà íà êîìå ñå, ïîðåä îäíîñà
êëàñòåð/ïîäêëàñòåð, âèäè è ðåäîñëåä ôîðìèðà»à êëàñòåðà, îäíîñíî êîjà äâà
ïîäêëàñòåðà ñå ñïjàjó ó êëàñòåð. Íà íàðåäíîj ñëèöè ïðèêàçàíè ñó ðåçóëòàòè
êëàñòåðîâà»à ñêóïà îä 6 òà÷àêà ó îáëèêó äåíäîãðàìà è äèjàãðàìà ñà óãíåæäåíèì
êëàñòåðèìà.
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Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à ñå äåëå ó äâå ãðóïå:

àëãîðèòìå ñàêóï§àjó£åã êëàñòåðîâà»à (åíã. agglomerative clustering). Êîä
îâå ãðóïå àëãîðèòàìà õèjåðàðõèjà êëàñòåðà ñå ôîðìèðà îäîçäî/íàâèøå. Íà
ïî÷åòêó àëãîðèòìà ñå ñâàêà òà÷êà ïîñìàòðà êàî ïîñåáàí êëàñòåð, è ó
ñâàêîì îä íàðåäíèõ êîðàêà ñå âðøè ñïàjà»å äâà íàjáëèæà (ïðåìà íåêîì
êðèòåðèjóìó) êëàñòåðà.

àëãîðèòìå ðàçäâàjàjó£åã êëàñòåðîâà»à (åíã. divisive clustering). Êîä îâå
ãðóïå àëãîðèòàìà õèjåðàðõèjà êëàñòåðà ñå ôîðìèðà îäîçãî/íàíèæå. Íà
ïî÷åòêó àëãîðèòìà ñå ñìàòðà äà ñâå òà÷êå ïðèïàäàjó jåäíîì êëàñòåðó (íà
âðõè õèjåðàðõèjå) êîjè ñå ó íàðåäíèì êîðàöèìà äåëè ñâå äîê ñå íå äî¢å äî
êëàñòåðà êîjè ñàäðæå ñàìî ïîjåäèíà÷íå òà÷êå.

Òðàäèöèîíàëíè õèjåðàðõèjñêè àëãîðèòìè äåëå èëè ñïàjàjó ïî jåäàí êëàñòåð
ó jåäíîì êîðàêó è êîðèñòå ìàòðèöå ñëè÷íîñòè èëè ìàòðèöå ðàñòîjà»à (äâà
êëàñòåðà ñó íàjñëè÷íèjà àêî jå ðàñòîjà»å èçìå¢ó »èõ íàjìà»å è îáðàòíî)

Êàðàêòåðèñòèêà îâå ãðóïå àëãîðèòàìà jå äà ñå èíèöèjàëíî íå íàâîäè áðîj
êëàñòåðà êîjè £å ñå ôîðìèðàòè
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Àëãîðèòìè ñàêóï§àjó£åã êëàñòåðîâà»à

Çàjåäíè÷êà îñîáèíà ñâèõ àëãîðèòàìà õèjåðàõèjñêîã êëàñòåðîâà»à jå íà÷èí
ôîðìèðà»à õèjåðàõèjå - êðå£å ñå îä ïîjåäèíà÷íèõ òà÷àêà êîjå ñå
ïîñìàòðàjó êàî jåäèíè÷íè êëàñòåðè. Ó ñâàêîì îä íàðåäíèõ êîðàêà
àëãîðèòàìà ñå âðøè ñàêóï§à»å íàjáëèæåã ïàðà êëàñòåðà ó íîâè êëàñòåð
ñâå äîê íå îñòàíå jåäàí êëàñòåð

Èìïëåìåíòàöèjå íåêèõ àëãîðèòàìà äîïóøòàjó òçâ. ïðåñåöà»å, îäíîñíî
ðàíèjå çàóñòàâ§à»å àëãîðèòìà óêîëèêî ñå äî¢å äî k êëàñòåðà èëè ñå äî¢å
äî l-òîã íèâîà õèjåðàðõèjå, ãäå ñó k è l óíàïðåä çàäàòè áðîjåâè

Ãëàâíà ðàçëèêà èçìå¢ó àëãîðèòàìà îâîã òèïà jå èçáîð ôóíêöèjå/ìåòîäå çà
èçðà÷óíàâà»å ñëè÷íîñòè íà îñíîâó êîjå ñå âðøè ñïàjà»å äâà êëàñòåðà. Îä
îâîã èçáîðà çàâèñè è îáëèê äîáèjåíå õèjåðàðõèjå.

Çà îäðå¢èâà»å ðàñòîjà»à ìîãó äà ñå êîðèñòå ðàçëè÷èòå ìåðå: ðàñòîjà»å
Ìèíêîâñêîã (Åóêëèäñêî ðàñòîjà»å, òàêñè áëîê, ...), Ìàõàëàíîáèñîâî
ðàñòîjà»å, ....
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Àëãîðèòìè ñàêóï§àjó£åã êëàñòåðîâà»à

Ïñåóäîêîä àëãîðèòìà ñàêóï§àjó£åã õèjåðàõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

/* Podatak: D, matrica slicnosti (rastojanja) M */

Sakupljajuce_klasterovanje(D)

begin

inicijalizacija matrice slicnosti M dimenzije n x n

na osnovu podataka D;

repeat

Uzeti najblizi par klastera i i j koristeci M;

Kombinovati klastere i i j;

Obrisati redove i kolone klastera i i j iz M i

formirati novi red i kolonu u M za

novodobijeni klaster;

Uneti novi red i kolonu u M;

until kriterijum izlaska;

return tekuci skup klastera;

end
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Àëãîðèòìè ñàêóï§àjó£åã êëàñòåðîâà»à

Ïðîáëåì - ÷óâà»å ìàòðèöå ðàñòîjà»à

Ôîðìèðà»å íîâîã êëàñòåðà - ìàòðèöà ñå ìîäèôèêójå (èëè ñå ïðàâè íîâà)
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Àëãîðèòìè ñàêóï§àjó£åã êëàñòåðîâà»à
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Ñëè÷íîñò êëàñòåðà

Ó ñêëàäó ñà îïøòèì ïðèíöèïîì çà èçâðøàâà»å àëãîðèòàìà
(ñàêóï§àjó£åã) õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à êîjè ïîäðàçóìåâà
ñïàjà»å äâà êëàñòåðà êîjà ñó íàjñëè÷íèjà (íà íàjìà»åì
ðàñòîjà»ó), ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êàêî äåôèíèñàòè ôóíêöèjå è
ìåòîäå çà èçðà÷óíàâà»å ñëè÷íîñòè (ðàñòîjà»à) äâà êëàñòåðà P
è Q ñà m è n åëåìåíàòà.



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Ñëè÷íîñò êëàñòåðà

Íà îñíîâó ìàòðèöå ñëè÷íîñòè òåêó£åã ñêóïà êëàñòåðà, ñâàêà îä
ôóíêöèjà êîjà ñå êîðèñòè èçðà÷óíàâà ñëè÷íîñò èçìå¢ó ïàðà
êëàñòåðà è äîáèjåíó âðåäíîñò óïèñójå ó ìàòðèöó ñëè÷íîñòè.



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Ìåòîäå çà èçðà÷óíàâà»å ñëè÷íîñòè êëàñòåðà

Íåêå îä ìåòîäà êîjå ñå ìîãó êîðèñòèòè çà èçðà÷óíàâà»å ðàñòîjà»à äâà êëàñòåðà
P è Q ñà m è n åëåìåíàòà ñó:

1) Ðàñòîjà»å èçìå¢ó êëàñòåðà P è Q jå jåäíàêî íàjìà»åì ðàñòîjà»ó èçìå¢ó
áèëî êîjå äâå òà÷êå êîjå èì ïðèïàäàjó, òj.

D(P,Q) =min(d(pi ,qj )), i = 1, ...,m, j = 1, ...,n,pi ∈ P,qj ∈Q

ãäå jå d(x ,y) ìåðà çà ðàñòîjà»å èçìå¢ó äâå òà÷êå, à m è n áðîj òà÷àêà ó
êëàñòåðèìà P è Q (íàjáî§à, íàjêðà£à, ïîjåäèíà÷íà âåçà)

2) Ðàñòîjà»å èçìå¢ó êëàñòåðà jå jåäíàêî íàjâå£åì ðàñòîjà»ó èçìå¢ó áèëî êîjå
äâå òà÷êå êîjå ïðèïàäàjó êëàñòåðèìà P è Q, òj.

D(P,Q) =max(d(pi ,qj )), i = 1, ...,m, j = 1, ...,n,pi ∈ P,qj ∈Q

ãäå jå d(x ,y) ìåðà çà ðàñòîjà»å èçìå¢ó äâå òà÷êå, à m è n áðîj òà÷àêà ó
êëàñòåðèìà P è Q (íàjãîðà, íàjäóæà, êîìïëåòíà âåçà)



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Ìåòîäå çà èçðà÷óíàâà»å ñëè÷íîñòè êëàñòåðà

3) Ðàñòîjà»å èçìå¢ó êëàñòåðà P è Q jå jåäíàêî ïðîñå÷íîì ðàñòîjà»ó òà÷àêà
êîjå èì ïðèïàäàjó, òj.

D(P,Q) =
∑pi∈P,qj∈Q,i=1,...,m,j=1,...,n, d(pi ,qj )

m×n

ãäå jå d(x ,y) ìåðà çà ðàñòîjà»å èçìå¢ó äâå òà÷êå, à è áðîj òà÷àêà ó
êëàñòåðèìà P è Q.

Ó ðà÷óíà»å ïðîñå÷íîã ðàñòîjà»à ìîãó äà áóäó óê§ó÷åíè è òåæèíñêè
ôàêòîðè, ïðè ÷åìó òåæèíå çàâèñå îä áðîjà òà÷àêà ó ñâàêîì êëàñòåðó.

Ìîäèôèêàöèjà: Ðàñòîjà»å èçìå¢ó êëàñòåðà P è Q jå jåäíàêî ïðîñå÷íîì
ðàñòîjà»ó ñâèõ ïàðîâà òà÷àêà êîjå ñó ïðèñóòíè ó îáà êëàñòåðà, òj.

D(P,Q) =
∑i∈P∪Q ∑j∈P

⋃
Q,i ̸=j d(i , j)

(m+n)× (m+n−1)



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Ìåòîäå çà èçðà÷óíàâà»å ñëè÷íîñòè êëàñòåðà

4) Ðàñòîjà»å èçìå¢ó êëàñòåðà P è Q jå jåäíàêî ðàñòîjà»ó èçìå¢ó »èõîâèõ
öåíòðîèäà êëàñòåðà. Ó íàðåäíîì êîðàêó ñå ñïàjàjó äâà êëàñòåðà ÷èjè ñó
öåíòðîèäè íàjáëèæè. Ëîøå îñîáèíå

íå ïðàâè ðàçëèêó êîä ñïàjà»à èçìå¢ó êëàñòåðà ðàçëè÷èòèõ âåëè÷èíà
àêî jå ðàñòîjà»å »èõîâèõ öåíòðîèäà jåäíàêî
íàêîí ñïàjà»à ñå ïîíîâî èçðà÷óíàâàjó öåíòðîèäè è ìîæå äà ñå äåñè
äà jå ðàñòîjà»å èçìå¢ó (öåíòðîèäà) äâà êëàñòåðà íà íèâîó k ìà»å
íåãî ðàñòîjà»å (öåíòðîèäà) íåêèõ êëàñòåðà íà íèâîó k−1

Óìåñòî öåíòðîèäà çà ðàñòîjà»å êëàñòåðà ìîãó äà ñå êîðèñòå è ìåäèjàíå.

5) Íîâè êëàñòåð ñå ôîðìèðà îä äâà êëàñòåðà ÷èjèì ñïàjà»åì ñå ìèíèìèçójå
ïðîìåíà âàðèjàíñå óíóòàð íîâîäîáèjåíîã êëàñòåðà. Ïðîìåíå ó âàðèjàíñè
ïîñëå ñïàjà»à êëàñòåðà ìîãó äà ñå èçðàçå ôîðìóëîì

∇SEij = SEij −SEi −SEj

ãäå SEx îçíà÷àâà ïðîñå÷íó êâàäðàòíó ãðåøêó êëàñòåðà x .



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Ìåòîäå çà èçðà÷óíàâà»å ñëè÷íîñòè êëàñòåðà

6) Ward-îâ ìåòîä è êîìå ñå óìåñòî âàðèjàíñå êîðèñòè çáèð êâàäðàòà ãðåøàêà.
Íîâè êëàñòåð ñå ôîðìèðà îä äâà êëàñòåðà ÷èjèì ñïàjà»åì ñå äîáèjà
ìèíèìàëíî ïîâå£à»å çáèðà êâàäàðàòà ãðåøàêà óíóòàð íîâîã êëàñòåðà.
Òàêî, ó îïøòåì ñëó÷àjó ãðåøêà E jå jåäíàêà

E =
K

∑
k=1

∑
xi∈Ck

|| xi −ck ||2

ãäå jå K áðîj êëàñòåðà, è ck öåíòðîèä êëàñòåðà Ck äîáèjåíîã ñïàjà»åì äâà
êëàñòåðà. Ïðîìåíà ñå ðà÷óíà ñàìî çà íîâîäîáèjåíè êëàñòåð íà îñíîâó
êëàñòåðà îä êîjèõ jå íàñòàî è èçíîñè

∇Eij =
minj

mi +nj
|| ci −cj ||2

ãäå mi è nj ïðåäñòàâ§àjó áðîj òà÷àêà ó êëàñòåðèìà Ci è Cj .



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Íåêè íåäîñòàöè ñàêóï§àjó£åã õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Ïîñëå êîìáèíîâà»à êëàñòåðè íå ìîãó äà ñå ðàçäâîjå

Ïðåâàçèëàæå»å: êîðèø£å»å ïàðòèöèîíîã êëàñòåðîâà»à çà
ôîðìèðà»å ìà»èõ êëàñòåðà íà êîjå ñå âðøè õèjåðàðõèjñêî
êëàñòåðîâà»å (íïð. TwoStep àëãîðèòàì ó SPSS Modeleru)

Íå ïîñòîjè ãëîáàëíà ôóíêöèjà êîjà ñå äèðåêòíî ìèíèìèçójå

Ó çàâèñíîñòè îä ðà÷óíà»à ðàñòîjà»à jàâ§àjó ñå

îñåò§èâîñò íà øóì è åëåìåíòå âàí ãðàíèöà

òåøêî£å ó îáðàäè êëàñòåðà ðàçëè÷èòèõ âåëè÷èíà

òåøêî£å ó îáðàäè íåãëîáóëàðíèõ êëàñòåðà

òåíäåíöèjà êà ðàçáèjà»ó âåëèêèõ êëàñòåðà

Íà íàðåäíèì ñëàjäîâèìà áè£å èëóñòðîâàíå ïðåäíîñòè è íåäîñòàöè
ðàçëè÷èòèõ ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè êëàñòåðà.
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Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Íàjáî§à (íàjêðà£à, ïîjåäèíà÷íà) âåçà ñå ðà÷óíà êàî ìèíèìóì ðàñòîjà»à êëàñòåðà
èç ìàòðèöå ñëè÷íîñòè. Òàêî áè, çà äàòà òà÷êå è »èõîâà ðàñòîjà»à

Ó ïðâîì êîðàêó áèëè ñïîjåíè êëàñòåðè (òà÷êå) 3 è 6 jåð jå »èõîâî ìå¢óñîáíî
ðàñòîjà»å íàjìà»å (0.11), ïà èçà »èõ êëàñòåðè 2 è 5 (ðàñòîjà»å 0.14), èòä.
Ðàñòîjà»å èçìå¢ó òàêî äîáèjåíèõ êëàñòåðà áè ñå ðà÷óíàëî ïî èñòîì ïðèíöèïó êàî
dist({3,6},{2,5}) =min(dist(3,2),dist(6,2),dist(3,5),dist(6,5))

=min(0.15,0.25,0.28,0.39)
=0.15



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Ïîãîäíîñò íàjáî§å âåçå: ìîæå äà îáðàäè íå-åëèïòè÷êå êëàñòåðå



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Íåäîñòàöè íàjáî§å âåçå: îñåò§èâîñò íà øóì è åëåìåíòå âàí

ãðàíèöà



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Íàjãîðà (íàjäóæà, êîìïëåòíà) âåçà

Äîìà£è çàäàòàê: îäðåäèòè ðàñòîjà»å êëàñòåðà {3,6} è {2,5}, è ðàñòîjà»å
êëàñòåðà {3,6} è {4}.



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Ïîãîäíîñò íàjãîðå âåçå: îòïîðíîñò íà øóì è åëåìåíòå âàí

ãðàíèöà



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Íåäîñòàòàê íàjãîðå âåçå: òåíäåíöèjà ðàçáèjà»à âåëèêèõ

êëàñòåðà è íàãè»à»å ãëîáóëàðíèì êëàñòåðèìà



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Ïðîñåê ðàñòîjà»à ïàðîâà åëåìåíàòà èç äâà êëàñòåðà

Äîìà£è çàäàòàê: îäðåäèòè ðàñòîjà»å êëàñòåðà {3,6} îä îñòàëèõ

êëàñòåðà.



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Ïðîñåê ðàñòîjà»à ïàðîâà åëåìåíàòà èç äâà êëàñòåðà

Êîìïðîìèñ èçìå¢ó ïîjåäèíà÷íå è êîìïëåòíå âåçå

Ïîãîäíîñò: ìà»å jå îñåò§èâà íà øóì è åëåìåíòå âàí
ãðàíèöà

Íåäîñòàöè: íàêëîíîñò êà ãëîáóëàðíèì êëàñòåðèìà
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Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Ñëè÷íîñò êëàñòåðà: Ward-îâà ìåòîäà

ñëè÷íîñò äâà êëàñòåðà ñå îäðå¢ójå êàî ïîâå£à»å êâàäðàòíå
ãðåøêå ïðè »èõîâîì ïîòåíöèjàëíîì ñïàjà»ó

ñëè÷íî ïðîñåêó ðàñòîjà»à ïàðîâà åëåìåíàòà àêî jå ìåðà
ðàñòîjà»à êâàäðàò ãðåøêå

ìà»å jå îñåò§èâà íà øóì è åëåìåíòå âàí ãðàíèöà

íàêëîíîñò êà ãëîáóëàðíèì êëàñòåðèìà

Õèjåðàðõèjñêè àíàëîãîí Ê-ñðåäèíà; ìîæå äà ñå êîðèñòè çà
èíèöèjàëèçàöèjó Ê-ñðåäèíà



Óâîä ó êëàñòåð àíàëèçó Àëãîðèòìè êëàñòåðîâà»à Àëãîðèòìè õèjåðàðõèjñêîã êëàñòåðîâà»à

Îñîáèíå ìåòîäà çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè

Ðåçóëòàòè êëàñòåðîâà»à ðàçëè÷èòèì ìåòîäàìà
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Âðåìåíñêà è ïðîñòîðíà ñëîæåíîñò

Âðåìåíñêà è ïðîñòîðíà ñëîæåíîñò

Ïðîñòîðíà O(n2) ãäå jå n áðîj òà÷àêà (çáîã ìàòðèöå
ñëè÷íîñòè)

Âðåìåíñêà O(n3): n êîðàêà ó êîjèìà ñå ðà÷óíàjó åëåìåíàòè
ìàòðèöå ñëè÷íîñòè (O(n2))

Àêî ñå ðàñòîjà»à çà ñâàêè êëàñòåð ÷óâàjó ó îáëèêó
ñîðòèðàíå ëèñòå, öåíà òðàæå»à ñëè÷íèõ êëàñòåðà ó èòîì
êîðàêó ìîæå äà ñå ñìà»è íà (n− i +1), à çáîã äîäàòíå
öåíå ÷óâà»à åëåìåíàòà ó îáëèêó ëèñòå, óêóïíà öåíà ìîæå
äà ñå ñìà»è íà O(n2log(n))
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Lance-Williams-îâà ôîðìóëà çà ñëè÷íîñò

êëàñòåðà

Ñâå ïðåòõîäíî íàâåäåíå ôóíêöèjå çà ðà÷óíà»å ñëè÷íîñòè ìîãó
äà ñå ïîñìàòðàjó êàî âðåäíîñòè Lance-Williams-îâà ôîðìóëå çà
èçàáðàíå ïàðàìåòðå.

Îâà îñîáèíà äàjå ìîãó£íîñò äà ñâå òåõíèêå ñàêóï§àjó£åã
êëàñòåðîâà»à êîjå ìîãó äà ñå ïðåäñòàâå Lance-Williams-îâîì
ôîðìóëîì íå ìîðàjó äà ÷óâàjó îðèãèíàëíå òà÷êå, âå£ jå ìîãó£å
äà ñå ìàòðèöà ñëè÷íîñòè àæóðèðà êîä ñâàêîã ñïàjà»à.
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Lance-Williams-îâà ôîðìóëà çà ñëè÷íîñò

êëàñòåðà

Íåêà jå êëàñòåð R äîáèjåí ñïàjà»åì êëàñòåðà A è B, è íåêà jå p(., .) ôóíêöèjà
ñëè÷íîñòè. Ñëè÷íîñò êëàñòåðà R è Q jå jåäíàêà

p(R,Q) = αAp(A,Q)+αBp(B,Q)+βp(A,B)+ γ|p(A,Q)−p(B,Q)|

Ìåòîäà αA αB β γ

Ïîjåäèíà÷íà âåçà 1/2 1/2 0 -1/2
Êîìïëåòíà âåçà 1/2 1/2 0 1/2
Ïðîñåê ãðóïå (UPGMA) na

na+nb

nb
na+nb

0 0

Òåæèíñêè ïðîñåê ãð. (WPGMA) 1/2 1/2 0 0

Öåíòðîèä (UPGMC) na
na+nb

nb
na+nb

−na×nb
(na+nb)

2 0

Ìåäèjàíà (WPGMC) 1/2 1/2 -1/4 0

Ward-îâà ìåòîäà
na+nq

na+nb+nq

nb+nq
na+nb+nq

−nq
na+nb+nq

0

ãäå ñó na,nb è nq áðîjåâè åëåìåíàòà ó êëàñòåðèìà A,B è Q

Îçíàêå - U: unweighted; W: weighted; PGM: pair group method; A: average; C: centroid
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