Sarrus-ovo pravilo u teoriji prostornih deter-
minanata.

Drimljeno w sjednici matematicko-prirodoslovnoga razreda ] ugoslavenske
ukade;m)e Znanosts ¢ umjetnosts dne 11. siecnja 1902,

Narisao pr. Boepan Gavrirovié.

Neka je sa agjp obiljeZen u nekoj prostornoj determinanti ele-
menat i-te horizontalne ravni, j-te vertikalne ravni prvoga razreda
i k-te vertikalne ravni drugoga razreda. Tada ¢e u matrici prostorne
determinante. tredega reda nnatl 27 elemenata 1 oni ¢e u njoj biti
ovako rasporedeni:

Ay X112 [33E
A2y o Gyt s

[Z2%51 (32 Ay

Tu determinantu éu simbolicki hiljeziti sa
/111, 333].

Zna se, da su matricom te determinante u opée odredene tri
razli¢ite determinante. Izmedu tih determinanata zvadu, prema uobi-
#ajenoj razredbi, prvom determinantom onu, koja odgovara raznim
permutacijama drugih i tredih kazaljaka, i tu ¢u determindntu bi-
ljeziti sa 3,3 tako zvanu drugu determinantu, t. j. onu, koja postaje
razmjeftanjem tredih i prvih kazaljaka, biljezicu sa 3,5 na posljetku
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biljeii(‘u treéu determinantu sa 3, i nju bismo dobili ra’zmjcriji—
vanjem prvih i drugih kazaljaka. -° : : '

Kako u izrazu, 3to predstavlja ‘prostornu determmantu n—tqga
stepena, ima svega (n/)? &lanova, to ¢e u razvijenom obliku deter-
minante [7111, 333/ biti svega 36 élanova. Ja ¢u pokazati, kako se
na vrlo prost, nichani¢ki nalin odreduju s jedne strane sami’ ti
dlanovi, a s druge strane i znaci, koje oni imaju u pomenutom iz-
razu determinante [111, 333] i zvadu pravilo, po kome se na-taj
na&in razvijaju prostorne determinante treéega reda, S arrus-ovim
pravilom.’

Uotimo toga radi najprije prvu determinantu A1L= /111,» 333/.
Ta determinanta moze se izraziti ovim zbirom obiénih determinanata :

A = @111 G121 A — G111 Qi Gy

Qg1 Qoze~ Az32 QAo1s Qogs  Gasy
| @ss Qo s | I Qs1e Asze Qs

Q12 Az Qg -+ Ay Qs Qrsp |

A1 Qovy Gasy A1z Aagzs Uazs . |
bo@as Gmen Qs G511 Gaoy Oy |
| 1 . » |

+ | Ay Az Ay - Ay1s A2y Ay |
i Q911 Gy Gz |G o (o J
o) (312 Az Uys2 | s (21 gz |

Prema tome je
A = dyqg Goss gy — Gpig Qoo Qe — 1o (g gy
— 0111 (a3z 323 + (111 Qo3s Moy + (112 Aa31. Ay

— 121 (12 A333 + (121 U213 332

+ (191 Qos2 A1z — (121 Wagy U3z — (hpea ozt 31y
—l-' (y31 Aoy ey — (131 (213 Ag2a —  (hyzd (agy Uses

— 151 oz A3 —l— (151 Q253 U312 + Q132 Aa91 A1s

+ (135 Q93 (331 —|— Q13 (haoy GO39 — (hizy Aeas A3z
— (112 Qo33 A321 — y13 Wagy A2z —]L (113 Qa2 Cl':'ml(
— (399 (hoyy (g1 — Q1o dzn (332 + Q193 U212 331
199 gy A3y —Jr' G195 Uost (a1 — (23 (rgze B31y
+ (139 (213 32y —~|- Qys3 (911 (ige — (33 U212 Uy

. Qgge Qoo Gy — Oqds Qasi Bsr2 ‘Jr (133 ho9g Q311
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Dopisimo sad uz matricu determinante 3, desno prvu, pa odmah
“do nje i drugu (ili lijevo treéu, pa odmah do nje i drugu) verti-’
kalnu ravan drugoga razreda. Tada de se mafrica date determinante
u jednom pravcu prosmtl Vige te tako proélrene matrice domet--
nudemo dalje njezinu treéu, pa odmah vise nje i nJez1nu drugu
(ili niZe prodirene matrice njezinu prvu, pa odmah nize nje i nje-
zinu drugu) vertikalnu ravan prvoga razreda. Tada ce se ofevidno
pomenuta profirena matrica takoder prosiriti u jednom praveu, t. j.
prvobitna matrica biée tada profirena u dva pravea. Takvih u dva
pravea prodirenih matrica bide svega Zetiri. U jednoj izmedu te
Cetirl matrice bide, na primjer, elementl u prvoj horizontalnoj ravni
ovako rasporedeni :

191 Q122 G2 Oyo 122

Q131 M132 @133 Oy31 RLED

Q113 [¢5%P 113 11 152 -

Ay Ay22 U123 Uy2y Q122

Ai51 Ays2 Ayas 131 32, '

a u prvoj vertikalnoj ravni prvoga razreda i¢i ¢e clementi u to)
matrici ovim redom: ’ :

Ay A1y 23 Az SR
221 Aoz Q223 Q991 A2y
391 A322 393 U321 P399,

Zatim demo u toj u dva pravea profirenoj matriei povuéi sve
moguce dijagonale uporedo sa dijagonalama prvobitne matrice i to
tako, da na tim dijagonalama bude po tri elementa date determi-
nante. Svega ée tih dijagonala biti 36: glavna dijagonala prvobitne
matrice 1 uporedo s njom jo osam drugih dijagonala i osim ovih
ostale tri dijagonale date determinante i uporedo sa svakom od
njih jo¥ po osam drugih dijagonala. Proizvodi elemenata,
§to leZe na tim dljagonalalna, bide ved &lanovi de-
terminante A,.

Da bismo odredili znake, koje. ti projzvodi imaju u izrazu, Sto
predstavlja determinantu 3, podijeliéemo pomenute dijagonale pro-
Zrene matrice u dvije vrste: u vrstu glavnih i vrstu spo-
rednih dijagonala. Nadelo, po kome de se u te dvije vrste
razredivati dijagonale prosirene matrice, utvrdidu ovako.
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Uodiéu prvu horizontalnu ravan prvobitne determinante. Posto
d¢e sad Cetiri dijagonale to determinante prelaziti preko eclemenata
(11, @113, Gazn 1 Quss, to du te elemente zvati dl]agonalnlm ele-
mentima prve horizontalne ravni i poniénuéu to, da su u po-
sljednja tri elementa samo po dvije kazaljke medusobno jednake:
ili prve dvije, ili prva i treda, ili posljednje dvije.

Kako se medutim &lanovi determinante A; = /117,333 dobivaju,
kad se u osnovnom @&lanu @iir @sss @45 te determinante na sve mo-
gude nacine razmjeste druge i treée kazaljke, i kako'su s druge
strane medu dijagonalnim elementima druga i treda kazaljka
jednake samo u elemenata @iy i @ig3, to du izmedu pomenutih 36
dijagonala profirene matrice zvati glavnim dijagonalama te matrice
1-vo, glavnu dijagonalu prvobitne matrice i osam onih dijagonala,
koje u pro¥irenoj matrici s njom uporedo idu, i 2-go, onu dijago-
nala prvobitne determinante, 3to prelazi preko dijagonalnog ele-
menta G, 1 osim toga svih ostalih osam dijagonala, koje s njom
uporedo idu. Ostale dijagonale proSirene matrice, a bice ih svega
jo¥ 16, zvacu sporednim dijagonalama profirene matrice determi-
nante 4,. Proizvodi elemenata glavnih dijagonala
profirene matrice imade u determinanti pozitivan
znak, a proizvodi elemenata sporednih dijagonala
negativan znak.

‘Prijedimo sad na determinantu A,. Ta determmanta dobiva se,
kao Sto pomenusmo, kad se u glavnom Slanu g1y Gooe dgss rasporede”
na sve mogude nadine prve i trede kazaljke. Malo das smo, trazedi
tlanove determinante A,, u pomenutom glavnom &lanu razmjenjivali
na sve mogude nadine druge i trede kazaljke i tada smo Sirili
prvobitnu  matricu samo praveem vertikalnih ravni, t. j. samo wu
praveu onih ravni, koje su u matrici determinante 3; bile oznadene
bilo drugom, bilo tredom .kazaljkom. Podto se sada u glavnom
dlanu date determinate razmjestaju na sve moguée nadine samo
prve i trede kazaljke, to éemo u ovaj mah i determinantu-
Ay §iriti samo u praveu onih ravni, koje su u ma-
trici determinante 3 bha¥ tim dvjema kazaljkama i
oznadene; dopisademo dakle desno uz matrieu prvobitne deter-
minante najprijé prvu, pa odmah do nje i drugu (ili lijevo najprije
trecu, pa odmah do nje i drugu) vertikalnu ravan drugoga razreda
i dometnudemo osim toga ispod te nove profirene matrice najprije
njezinu prvu, pa odmah ispod nje i njezinu drugu (ili na novu
matricu najprije njezinu treéu, pa odmah.vise nje i njezinu drugu)
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horizontalnu ravan. Svega éemo dakle opet na detiri nadina u dva
pravea &iriti matricu prvobitne determinante, a u jednoj od te detiri
matrice bide,. na primjer, elementi u prvoj horizontalnoj ravni
ovako rasporedeni :

@11 (112 113 (111 112
d191 Q199 Q93 121 d122
131 132 33 131 132,

a elementi u prvoj vertikalnoj ravni prvoga razreda ovako:

A111 A2 . O3 Q111 Q112
(42383 r Q212 Q913 @211 Aoy
’ Asin .~ (s1e 313 Q311 312 )
Gy 119 2584 A1y Q112
11 Qz19 213 11 Uoya.

Povucimo sad opet u toj profirenoj matrici sve moguce dijagonale
uporedo sa dijagonalama date prvobitne determinante i to tako, da
na tim dijagonalama bude po tri elementa te determinante. .Pro-
izvodi elemenata tih dijagonala hide veé¢ &lanovi
determinante A,. Pofto se sad u glavnom &anu razmjedtaju
na sve mogude nadine prve i trede kazaljke i poito su meldu dija-
gonalnim elementima prva i treda kazaljka jednake samo u eleme-
nata @iy 1 @31, to éu glavnim dijagonalama pro¥irene matrice
determinante Ay = /111, 333/ zvati 1-vo, glavnu dijagonalu prvo-
bitne determinante i osam onih dijagonala profirene matrice, koje
s njom uporedo idu, i 2-go, dijagonalu, koja u prvobitnoj matrici
prelazi preko dijagonalnog elementa i3 i osim nje jo¥ i svih
ostalth osam upoudmh dijagonala proiirene matrice. Ostale dija-
gonale prosirene matrice bile hi sporedne. Pozitivan znak
imade sad u izrazu, §to predstavlja determinantu A,,
proizvodi elemenata glavnih, a negativan proizvodi
elemenata sporednih dijagonala.

Oat«xje nam JO% da pokaZemo, kako se na pomenuti mehani¢ki
nadin razvija i determinanta A,;. Clanovi te determinante dobivaju
se, kad se u glavnom ¢lanu njezinom razmjeste na sve mogude
nadine prve i druge kazaljke. Stoga demo u ovaj mah Hriti ma-
tricu prvobitne determinante samo u praveu onih ravni, koje su
tim kazaljkama i obiljezene, t. j. &iridemo matricu u praveu horizon-
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talnih ravni i u praveu vertikalnih ravni prvoga razreda. Prema
tome ¢emo dometnuti ispod matrice prvobitne determinante najprije
prvu, pa odmah ispod nje i drugu:(ili na matricu najprije trecdu,
pa-odmah na nju i drugu) horizontalnu ravan i ‘dopisademo zatim
iza te u jednom praveu proirene prostorne matrice uz njezinu
vertikalnu ravan: prvoga razreda najprije i njezinu treéu, pa odmah
iza ove i njezinu drugu (ili ispred te matrice ‘neposredno uz trecu
vertikalnu ravan prvoga razreda najprije njezinu prvu, pa ispred
ove i njezinu drugu) vertikalnu ravan prvoga razreda. I u ovom
sludaju Siridemo dakle u dva.pravea na Getiri razlidita nadina ma-
trieu prvobitne determinante. U jednoj. od tih: matrica bide, na
primjer, elementi u prvoj horizontalnoj ravni ovako rasporedeni:-

Cfhierc Q199 123

Ayt T Qg Q133
111 T Qe A1y
21 (19s P12
LTSS [GEPR 33,

a u prvoj vertikalnoj ravni prvoga razreda ovako:

(g1 - - LG 23

(a2; a9 (R
’ 321 (a2 ' (E

a‘lél Q122 0125

U291 (292 Q293.

~ Opet ¢emo sad u jednoj od tih u dva pravea progirenih prostornih
determinanata povuéi sve moguce dl]agonale uporedo sa dijagona-
lama prvobitne matrice i to tako, da na tim dijagonalama_bude po
tri elementa date determinante. Proizvodi elemenata tih
dijagonala bide &lanovi determinante A, Pitanje je
samo jof, s kakvim se znacima javljaju ti dlanovi u izrazu, §to
predstavlja determinantu A,? Da bismo na to pitanje odgovorili,
podgehéemo opet pomenute dijagonale profirene matrice u glavne
1 sporedne, a po. ve¢ utvrdenom nadelu. Kako se w ovaj mah u
glavnom ¢lanu determinante razmjeftaju na sve moguée nadine
prve dvije kazaljke i kako su te dvije kazaljke medu dijagonalnim
elementima jednake samo u elemenata @iy i @i, to d¢u glavnim
- dijagonalama prosirene matrice determinante Ay = [111,333/ zvati
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1-vo, glavnu dijagonalu prvobitne determinante i osam onih dija-
Agonala, koje u proSirenoj matrici s njom uporedo idu, i 2-go,
dijagonalu, koja u prvobitnoj matrici prelazi preko elementa as i
osam ostalih dijagonala, koje s tom dijagonalom uporedo idu. Sve
ostale dijagonale prodirene matrice, a bide ih svega jo¥ 16, zvadu
sporednim dijagonalama. S pozitivnim znakom javljace
se sadurazvijenomoblikudeterminante 3, proizyodi
elemenata glavnih, a s negativnim prolzvodl elome-
nata sporednih dlyagonala
Da bismo mogli opéim jednim pravilom obuhvatiti naém na
koji se ma koja izmedu pomenutih determinanata tredega stepena
razvija, pomenuéemo ovo:
l-vo. Kad se matrica Siri u praveu pojedinih ravni, onda se
kazaljke, koyma su te ravni obiljeZene, ciklitki mijenjaju,. Sto de
rec¢i, da se i same ravni ciklieki ml_)enja]u
Z-go. Te ravni, koje se pri Sirenju matrica ciklicki mijenjaju,
obiljeZene su svakad onim dvjema kazaljkama (drugom i trecom,
+ili trecom i prvom, ili najzad prvom i drugom), koje se u svakom
pojedinom slu¢aju na sve moguée naine razmjestaju. ‘
Dobili smo dakle ovo Sarrus-oco pracilo: Kad se hoce, da
sc razvije jedna od prostornih determinanata tre
dega stepena, onda treba matricu te determinante
firiti n dva pravea i to tako, da ravni, koje se pri
tome ciklidki mijenjaju, budu ohiljeiene onim
dvjema kazaljkama, koje se u svakom pojedinom
sluéaju na sve mogude naline razmjeitaju. U tim
prosirenim matricama treba povudi uporedosasvima
dijagonalama prvobitne determinante sve.-moguce
dijagonale tako, da na tim dijagonalama hude po tri
clementa date determinante. Proizvodi elemenata
glavnih dijagonala proSirene matrice hide pozitivni,
a proizvodi elemenata sporednih dijagonala bhice
negativni &lanovi te determinante.
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